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Лекція №31 

Тема: «Застосування визначеного інтегралу. Довжина дуги кривої» 

План 

1. Поняття спрямлюваної кривої. 

2. Властивості спрямлюваних кривих. 

3. Полярна система координат. 

 

1. Поняття спрямлюваної кривої. 
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2. Властивості спрямлюваних кривих. 

1. Якщо крива L  спрямлювана, то її довжина L  не залежить від способу 

параметризації цієї кривої. 

2. Якщо спрямлювана крива L  розбита скінченою кількістю точок 

0 1 2, , , , nM M M M  на скінчену кількість кривих, крім того цим точкам 

відповідають значення параметра 0 1 1i i nt t t t t          , то кожна з 

кривих, що сполучає точки 1i iM M , є спрямлюваною, і відповідно довжина 

кривої дорівнює сумі довжин кривих, що її утворюють: 
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Теорема 1 (критерій спрямлюваності кривої). Проста гладка крива 

 
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  ;t    є спрямлюваною, а її довжина L  обчислюється за 

формулою: 

     
2 2

L t t dt





    . 

Приклад. Знайти довжину дуги кривої chy x  від точки  0;1A  до 

точки  ; chB b b . 

Розв’язання. Використаємо формулу (2.27) для знаходження довжини 

дуги графіка функції  y y x , заданої у декартових координатах на відрізку 

 ;a b . У нашому випадку   shy x x  , 2 2 21 1 sh chy x x    , тому  

2

0 0 0

1 ch  sh sh

bb b

l y dx x dx x b      . 

Відповідь. shb . 

Приклад. Знайти довжину дуги l  кривої, заданої у параметричній 

формі: 
4 4cos , sin , 0x a t y a t a   . 
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Розв’язання. Оскільки для даної дуги 0, 0x y  , то можна прийняти, 

що 0;
2

t
 

 
 

. Тоді кожному значенню t  відповідає єдина точка на заданій 

кривій і можна використати формулу для обчислення довжини дуги кривої, 

заданої у параметричній формі. 

Для заданої кривої    3 34 cos sin , 4 sin cosx t a t t y t a t t     . Тоді 

отримуємо: 

     2 2 2 6 2 2 6 2 2 2 216 cos sin 16 sin cos 2 sin 2 1 cos 2x t y t a t t a t t a t t      . 

Шукана довжина дуги дорівнює: 

12
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cos2 , 2sin 2 ,
2 1 cos 2 sin 2 1 .

0 1, 1 22

t z tdt dz a
l a t t dt z dz
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Використавши відомий табличний інтеграл 

2
2 2 2 2 2 2ln

2 2

x a
a x dx x a x x a C       , 

отримаємо: 

  
 1 1

2 2 2

01

ln 1 2
1 1 ln 1

2 2 2

aa a
l z dz z z z z a




         . 

Відповідь. 
 ln 1 2
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3. Полярна система координат. 

Нехай     ,  ;   , функція     ‒ неперервно диференційована 

на відрізку  ;  , тоді 
 

 

cos

sin

x

y

  

  






 ‒ параметризація кривої,  ;   . Тоді 

       
2 2 22L d d

 

 

              
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Приклад. Знайти довжину дуги кривої  1 cos , 0r a a    

(кардіоїда), заданої у полярній системі координат. 

Розв’язання. Кардіоїда є замкненою кривою, для неї  0; 2  . 

Використаємо формулу для знаходження довжини дуги кривої, заданої у 

полярних координатах. Для кардіоїди маємо: 

 2 2 2 2 2sin , 2 2cos 4 cos
2

a a a


           ; 

2

00 0

2 cos 4 cos 8 sin 8
2 2 2

l a d a d a a

 
  

      . 

Відповідь. 8a . 

 


