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Лекція №32 

Тема: «Застосування визначеного інтегралу. Обчислення площ криволінійної 

трапеції та криволінійного сектора» 

План 

1. Поняття квадровної фігури. 
2. Обчислення площ криволінійної трапеції. 
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2. Обчислення площ криволінійної трапеції та криволінійного 

сектора. 

Існує дві основні схеми застосування визначеного інтеграла. Перша 

схема, яку називають методом інтегральних сум, ґрунтується на означенні 

визначеного інтеграла. Шукана величина спочатку наближено виражається у 

вигляді інтегральної суми, а потім точно виражається через границю цієї суми, 

тобто через визначений інтеграл. 

Друга схема, яку називають методом диференціала, полягає у тому, що 

спочатку складають диференціал шуканої величини, а сама ця величина 

знаходиться інтегруванням отриманого диференціала у заданих межах. 

Розглянемо застосування визначеного інтеграла до розв’язування деяких 

геометричних та фізичних задач. 

З геометричного змісту визначеного інтеграла випливає, що його можна 

застосувати до обчислення площ плоских фігур. Було показано, що площа 

криволінійної трапеції, тобто фігури, обмеженої графіком функції  y f x  

  0f x  , віссю Ox  та прямими x a  і x b   a b , обчислюється за 

формулою  
b

a

S f x dx  . При   0f x  , a x b  , таку площу обчислюють за 

формулою  
b

a

S f x dx  . Формулу площі криволінійної трапеції для обох 

випадків можна записати у вигляді однієї рівності: 

 
b

a

S f x dx  .     (2.22) 

Ця формула залишається справедливою і у випадку, коли функція 

 y f x  на відрізку  ;a b  скінченне число разів змінює знак. 

Для знаходження площі фігури, обмеженої кривими  1y f x ,  2y f x  

та прямими x a , x b   a b , якщо    1 2f x f x ,  ;x a b , використовують 

формулу: 
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    2 1

b

a

S f x f x dx  .     (2.23) 

Нехай криволінійна трапеція обмежена кривою, заданою у 

параметричній формі: 

 

 

,

,

x x t

y y t






 t   , 

де  x t  та  y t  – неперервні функції, які мають на відрізку  ;   

неперервні похідні  x t  та  y t . Тоді, якщо  x t  на відрізку  ;   є 

монотонною, причому  x a  ,  x b  , то для обчислення площі 

криволінійної трапеції у інтегралі (1.25) досить виконати заміну змінної 

 x x t ,  dx x t dt . Отримаємо формулу: 

   S y t x t dt





  .     (2.24) 

Для обчислення площі фігури, обмеженої замкненою кривою, рівняння 

якої задані у параметричній формі, використовують формулу: 

       
2

1

1

2

t

t

S x t y t x t y t dt     .   (2.25) 

Тепер розглянемо обчислення площі фігури, обмеженої лінією, що у 

полярній системі координат визначається рівністю     , а також 

променями    та    (  ). Таку фігуру називають криволінійним 

сектором. Застосовуючи метод інтегральних сум, можна показати, що його 

площа визначається за формулою: 

 21

2
S d





    .     (2.26) 

Приклад. Обчислити площу фігури, обмеженої прямими 0x  , 2x   

та кривими 2xy  , 
22y x x  . 
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Розв’язання. Побудуємо 

задану фігуру, площу якої 

потрібно обчислити (рис. 2.1).  

Виходячи з розташування 

графіків кривих 2xy   та 

22y x x   при  0; 2x , 

знаходимо площу криволінійної 

трапеції, обмеженої заданими 

лініями, за формулою (2.23): 
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Рис. 2.1 


