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Лекція №33 

Тема: «Застосування визначеного інтегралу. Об’єм тіл обертання. Площа 

поверхні обертання» 

План 

1. Поняття кубованого тіла. 
2. Об’єм тіла за площами паралельних поперечних перерізів. 
3. Об’єм тіла обертання. 
4. Об’єм кулі та конуса. 
5. Обчислення площі поверхні обертання. 
 

1. Поняття кубованого тіла. 
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2. Об’єм тіла за площами паралельних поперечних перерізів. 

Нехай треба знайти об’єм тіла, якщо відомі площі  S x  перерізів цього 

тіла площинами, перпендикулярними до осі Ox , що знаходяться на відстані x  

від початку координат, a x b  . Для цього використовують формулу об’єму 

тіла за площами паралельних перерізів: 

 
b

a

V S x dx  .       
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3. Об’єм тіла обертання. 

 
Означення 2.13 Нехай криволінійна трапеція обмежена зверху графіком 

функції  y f x , де a x b  . Якщо цю трапецію обертати навколо осі Ox , 

утвориться просторова фігура, яку називають тілом обертання.  
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Об’єм тіла, утвореного від обертання криволінійної трапеції навколо осі 

OY , обчислюється за формулою: 

 2

b

OY

a

V x f x dx  . 

Об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі OX  плоскої фігури D , 

що обмежена на декартовій площині графіками неперервних на відрізку  ;a b  

функції  1y f x  і  2y f x , де    1 20 f x f x  , відрізками прямих x a  і 

x b , обчислюється за формулою: 

   2 2

2 1

b

OX

a

V f x f x dx     . 

Якщо криволінійний сектор, обмежений кривою      і променями 

1   та 2    0 2     , обертається навколо полярної осі, то об’єм 

тіла обертання обчислюється за формулою: 

 32
sin

3
V d






     . 

4. Об’єм кулі та конуса. 

 
2

2 2 34

3

R

OX

R

V R x dx R 


   . 

2

2
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H

OX

R
V x dx R H

H
 

 
  

 
 . 
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5. Обчислення площі поверхні обертання. 

Нехай крива, задана неперервною функцією   0y f x  ,  ;x a b , 

обертається навколо осі OX . Для кривої, заданої у декартовій системі 

координат, площа поверхні дорівнює: 

    
2

2 1

b

OX

a

P f x f x dx   . 

Для кривої, заданої параметрично 
 

 

,

,

x t

y t










  ;t   , площа поверхні 

дорівнює: 

       
2 2

2OXP t t t dt





      . 

Для кривої, заданої у полярній системі координат     ,  ;   , 

площа поверхні дорівнює: 

      
222 sinOXP d





           . 

 


