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Мета роботи: Набуття досвіду математичного моделювання стаціонарного температурного поля чисельним методом.

Завдання по роботі:

1. Скласти алгоритм розрахунку відповідно до індивідуального завдання.

2. Написати програму для ПЕВМ.

3. Виконати відробіток програми.

4. Виконати чисельні розрахунки для ряду вихідних даних і провести їх аналіз.

5. Скласти звіт по роботі.

Основні положення

У чисельних методах як основні невідомі розглядаються значення залежної змінної в кінцевому числі точок (званих сітковими вузлами або вузловими точками) розрахункової області. Методи включають здобуття системи рівнянь алгебри для цих невідомих і алгоритм вирішення цих рівнянь.

Концепція дискретизації. Розглядаючи значення у вузлових точках, ми замінюємо безперервну інформацію, що міститься в точному вирішенні диференціального рівняння, дискретними значеннями. Таким чином, ми дискретизуємо розподіл температури Т, і цей клас чисельних методів назвемо методами дискретизації.
Рівняння алгебри, які назвемо дискретним аналогом вихідного рівняння, включають невідомі значення Т у вибраних вузлових точках, виходять з диференціального рівняння, що описує зміну величини Т. Діськретний аналог є рівнянням алгебри, що зв'язує зміну Т в деякій групі вузлових точок. Це рівняння виходить з диференціального рівняння, що описує зміну Т, і, отже, воно несе ту ж інформацію, що і диференціальне рівняння. Передбачається, що при дуже великому числі вузлових точок вирішення дискретних рівнянь зближується з точним вирішенням відповідного диференціального рівняння.

Метод контрольного об'єму.
Основна ідея методу легко зрозуміла і піддається прямий фізичною интепритации. Розрахункову область розбивають на деяке число контрольних об'ємів, що не перетинаються, таким чином, що кожна вузлова точка міститься в одному контрольному об'ємі. Диференціальне рівняння інтегрують за кожним контрольним обсягом. Для обчислення інтегралів використовують шматкові профілі, які описують зміни Т між вузловими точками. В результаті знаходять дискретний аналог диференціального рівняння, в який входять значення Т в декількох вузлових точках. Як рішення розглядаються лише значення T у вузлових точках і не робиться жодних явних вказівок про характер зміни Т між цими крапками. Інтерполяційні формули або профілі розглядатимемо як допоміжні, необхідні для розрахунку інтегралів. Після здобуття дискретних аналогів припущення про характер профілів можна не враховувати.

Для прикладу розглянемо стаціонарне одновимірне завдання теплопровідності, що описується рівнянням
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де
до – коефіцієнт теплопровідності;


S – швидкість виділення теплоти в одиниці об'єму.
Для здобуття дискретного аналога використовуємо показане на мал. 1 розташування вузлових точок. В центрі нашої уваги знаходиться точка Р, оточена точками Е і W. Штрихом показані кордони контрольного об'єму. Передбачимо, що розміри контрольний об'єму в напрямах Y і Z дорівнюють одиниці. Таким чином, об'єм показаного контрольного об'єму рівний V=1*1* .
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Мал. 1 Шаблон вузлових точок для одновимірного завдання.

Інтегруючи (1) за контрольним обсягом, отримуємо
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Зробимо припущення про вигляд профілю або інтерполяційної формули. На рис.2 показано два прості профілі.

У простому випадку передбачається, що значення Т у вузловій точці зберігається для того, що всього оточує її контрольного об'єму, це припущення наводить до показаного на мал. 2а ступінчастому профілю. Для такого профілю похідна dT/dx на кордонах контрольного об'єму (тобто в точках W і Е) не визначена. Ця трудність не виникає для кусочно-лінійного профілю (мал. 2б), в якого зміна Т між вузловими точками описується лінійними інтерполяційними функціями.
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Мал. 2 Простих апроксимації профілів:

а) ступінчастий профіль;

б) кусочно-лінійний профіль.

Дискретний аналог. Використавши для визначення в рівнянні (2) кусочно-лінійний профіль, отримаємо
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де
  - середнє за контрольним обсягом значення швидкості виділення теплоти.

Запишемо рівняння (3) в наступному вигляді:
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Основні правила побудови дискретних аналогів

Правило 1. Відповідність потоків на кордонах контрольного об'єму.
Вираження потоку через кордон, загальний для двох прилеглих об'ємів повинно бути одним і тим же.

Правило 2. Позитивність коефіцієнтів.
Всі коефіцієнти (ар, аE, аw і b) завжди мають бути позитивними.

Правило 3. Отріцательность коефіцієнта при лінеаризації источникового члена.
Часто источниковый член є функцією самої залежної змінної Т. Проте, формально можемо враховувати лише лінійну залежність, оскільки вирішення дискретних рівнянь здійснюватиметься за допомогою методів вирішення систем лінійних рівнянь. Середнє значення   запишеться у вигляді:
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Наявність Тр  в (6) відображає той факт, що при записі середнього значення S ми передбачали, що значення Тр  поширюється на весь контрольний об'єм, іншими словами, використовувався показаний на мал. 2а ступінчастий профіль (відзначимо, що можна використовувати ступінчастий профіль для S і кусочно-лінійний для члена dT/dx).

Дискретний аналог рівняння теплопровідності з лінеаризованим источниковым членом має такий же вигляд, як і (4), але з іншими виразами для коефіцієнтів:
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З визначень коефіцієнтів видно, що коефіцієнт ар може стати негативним за рахунок Sp.
Цього можна повністю уникнути, зажадавши, аби ар був позитивним. Правило 3 сформулюємо таким чином:

При лінеаризації источникового члена у вигляді   коефіцієнт  SP  завжди має бути негативним або дорівнює нулю.

Правило 4. Сума сусідніх коефіцієнтів.
Для випадків, коли коефіцієнт SP дорівнює нулю, необхідно, аби
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Нелінійність. Дискретний аналог (7) є лінійним рівнянням алгебри, і ми вирішуватимемо систему таких рівнянь. Проте, в теорії теплопровідності часто зустрічаються нелінійні завдання. Коефіцієнт теплопровідності може залежати від Т або джерела S може бути нелінійною функцією Т. Cледовательно, самі коефіцієнти дискретного аналога залежатимуть від Т.
У таких випадках використовуватимемо ітерації. Цей процес включає наступні етапи:

1. Вибір початкового наближення або оцінка значень Т у всіх вузлових точках.

2. Розрахунок попередніх значень коефіцієнтів в дискретному аналогу на основі початкового профілю Т.

3. Рішення номінальне лінійної системи рівнянь алгебри, що дає нові значення Т.

4. Повернення до другого етапу і повторення процесу до тих пір, поки подальші наближення (ітерації) перестануть давати скільки-небудь істотні зміни в значеннях Т.

Лінеаризація источникового члена. У тому випадку, коли источниковый член S залежить від Т можна цю залежність виразити в лінійній формі за допомогою рівняння (6). Це робиться з тієї причини, що, по-перше, номінально лінійна система допускає лише формально лінійну залежність, і, по-друге, введення лінійної залежності краще, ніж припущення про постійність S.
Якщо S є нелінійною функцією Т, то функцію потрібно линеаризовать, тобто визначити значення  Sc  і  SP, які самі можуть залежати від Т. В процесі кожного ітераційного циклу  Sc  і  SP перераховуються з врахуванням нових значень Т.

Приклад 1. Розглянемо лінеаризацію источникового члена при променистій тепловіддачі довкіллю:
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Можна:
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Спосіб, що рекомендується:
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Символ Тр* використовується для позначення Тр на нульовій ітерації.

Таким чином, источниковый член приведений до вигляду (6) з негативним коефіцієнтом Sp. Значення Тр* уточнюється методом ітерацій за приведеною вище схемою.

Граничні умови. Передбачимо, що для одновимірного завдання ряд вузлових точок, показаних на рис.3, є вибраним. На кожен з двох кордонів доводиться по одній вузловій точці. Останні вузлові точки назвемо внутрішніми, довкола кожної з них розміщується контрольний об'єм.

 I
W
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Мал. 3 Контрольний об'єм для внутрішніх і граничних крапок:


1 – типовий контрольний об'єм;


2 – половинний контрольний об'єм.

Дискретний аналог, подібний до рівняння (4), можна записати для кожного такого контрольного об'єму. Якщо (4) розглядати як рівняння для визначення Тр, то маємо необхідні рівняння для всіх невідомих температур у внутрішніх вузлових точках. Саме через ці температури на кордоні здійснюється облік заданих граничних умов в схемі чисельного рішення.

Якщо задана температура на кордоні (тобто значення температури в крапці В – ТБ відоме), то не потрібні додаткові рівняння і труднощів не виникає. Коли температура на кордоні невідома, необхідне додаткове рівняння для визначення ТБ. Це рівняння можна отримати, інтегруючи диференціальне рівняння (1) за половинним контрольним обсягом, який, як показано на рис.4, примикає до кордону. В результаті маємо:
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Мал. 4 Половинний контрольний об'єм поблизу кордону.

Подальше перетворення цього рівняння залежить від того, як заданий тепловий потік  qB  на кордоні. Якщо задано само значення  qB  (граничні умови II роду), рівняння для  ТБ  записується таким чином:
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Якщо тепловий потік визначений через коефіцієнт тепловіддачі ? і температуру довколишньої рідини Тж (граничні умови III роду):
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то коефіцієнти дискретного аналога (11) записуються таким чином:
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Так само можна отримати необхідне число рівнянь для невідомих температур.

Розглянемо метод вирішення цих рівнянь.

Вирішення лінійних рівнянь алгебри.
Вирішення дискретного аналога для одновимірного випадку можна отримати за допомогою стандартного методу виключення Гауса. Для рівнянь такого простого вигляду процес виключення перетворюється на дуже зручний алгоритм. Його називають методом прогону або алгоритмом трьохдіагональної матриці (ТДМА). Ця назва є результатом того, що коли матриця коефіцієнтів цих рівнянь записана, всі ненульові значення групуються уздовж трьох діагоналей матриці.

Для зручності запису алгоритму введемо деякі позначення. Привласнимо вузловим точкам, змальованим на рис.3, номери 1, 2, 3,., N. Номери 1 і N відносяться до крапок на кордоні. Дискретний аналог можна записати в наступному вигляді:
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де i = 1, 2, 3,., N.
Таким чином, температура  Ti  пов'язана з сусідніми значеннями  Ti+1  і  Ti-1. Запис рівнянь для вузлових точок на кордоні дає

                                              с1 = 0;   bN= 0
             (16)
отже, температури  To  і  TN+1  не матимуть сенсу.

Записані умови означають, що  Т1  відома залежно від  Т2. Рівняння для  i  =2 є співвідношенням між  Т1, Т2 і Т3. Але оскільки  Т1  може бути виражена через  Т2, це співвідношення наводиться до співвідношення між  Т2  і  Т3. Іншими словами, Т2 можна виразити через Т3. Процес підстановки можна продовжувати до тих пір, поки значення  Тn  не буде виражено через  Тn+1 . Але оскільки  Тn+1  не існує, ми насправді на даному етапі набудемо чисельного значення  Тn . Це дозволяє почати процес зворотної підстановки, в якому  Тn-1  виходить з  Тn ;  Тn-2  з  Тn-1.,  Т2  з  Т3  і  Т1  з  Т2.

Це і складає істоту методу прогону.

Передбачимо, що при прямій підстановці маємо залежність:
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після того, як отримано
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Підставляючи (18) в (15), отримуємо наступне співвідношення:
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яке можна привести до вигляду (17). Інакше кажучи, коефіцієнти  Qi  і  Pi  запишемо у вигляді:
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Ці рекурентні співвідношення визначають  Рi  і  Qi  через  Pi-1  і  Qi-1. На початку рекурентного процесу  P1  і  Q1  визначаються в наступному вигляді:
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(це витікає з підстановки с1 = 0 в (20)).

На іншому кінці послідовності  Qi  і  Pi  маємо  bN = 0. Це дає  PN = 0  і з (17) отримуємо:

                                                 TN = QN.

     (22)
З цієї миті здійснюється зворотна підстановка за допомогою рівняння (17).

Короткий опис алгоритму.
1. Розраховуємо  P1  і  Q1  з рівнянь (21).

2. Використовуючи рекурентні співвідношення (20), отримуємо  Pi  і  Qi  для  i = 2, 3,., N.

3. Вважаємо  TN = QN .

4. Використовуючи рівняння (17) для  i = N-1, N-2., 3, 2, 1 отримуємо  TN-1,  TN-2., T3,  T2,  T1.

ДОДАТОК

Вихідні дані до лабораторної роботи

Таблиця 1. Геометричні розміри тіла і закон зміни інтенсивності qб 

	Перша цифра шифру


	x1.103, м


	x2.103, м


	?x.103, м


	d.103, м


	Вигляд залежності

qб


	k.104, 1/м



	1
	40
	80
	5
	3,8
	q0? exp(-kx)


	10

	2
	40
	90
	5
	4,0
	?


	12

	3
	40
	100
	5
	4,2
	?


	15

	4
	50
	100
	5
	4,5
	?


	20

	5
	50
	110
	10
	5,0
	?


	25

	6
	60
	120
	10
	5,6
	q0? (1-kx)


	18

	7
	60
	130
	10
	6,0
	?


	16

	8
	60
	140
	10
	6,6
	?


	14

	9
	60
	150
	10
	6,8
	?


	12

	0
	70
	160
	10
	8,0
	?


	10


Таблиця 2. Умови нагріву тіла

	Остання цифра шифру


	qт, кВт/м2


	qо, кВт/м2


	


	


	


	


	ГУ I


	ГУ IІ



	0
	20
	10
	0
	20
	0,6
	0
	T=const


	q=const



	1
	25
	12
	0
	40
	0,7
	0
	T=const


	q=const



	2
	30
	16
	20
	20
	0,55
	0
	q=const


	T=const



	3
	32
	18
	25
	0
	0
	0,7
	q=const


	T=const



	4
	36
	15
	30
	0
	0
	0,8
	q=0


	III роду



	5
	40
	10
	30
	25
	0,5
	0
	q=0


	III роду



	6
	22
	8
	0
	30
	0,9
	0
	III роду


	q=0



	7
	24
	7
	20
	0
	0
	0,75
	III роду


	q=0



	8
	18
	16
	25
	0
	0
	0,6
	q=const


	III роду



	9
	0
	20
	0
	45
	0,85
	0
	q=const


	III роду











Ріс.5 – Схема нагріву
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