Тема 3. Ентропія джерела та її властивості.
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1.    Поняття про ентропію та її властивості.
Уже йшлося про те, що здобуття інформації від джерела зні​має певною мірою невизначеність стану спостережуваного об'єк​та. Якщо за час формування джерелом нового повідомлення об'єкт не змінює свій стан (тобто джерелом вибирається попе​реднє повідомлення з множини А), можна уточнити відомості про попередній стан об'єкта, включивши до цієї множини нові можливі повідомлення та перенормувавши ймовірності з мно​жини Р.
Взагалі з самого початку до складу множини А слід включати такі повідомлення та таку кількість їх, щоб одним повідомлен​ням можна було б визначити стан об'єкта з потрібною точністю. Це означає, що, формуючи модель джерела повідомлень (його ансамбль), треба заздалегідь передбачити всі необхідні пові​домлення.
Інша справа, що кожне таке повідомлення може бути відоб​ражене певною кількістю символів, знаків тощо, переносячи певну кількість інформації. При цьому множина повідомлень А є алфавітом повідомлень, а множина символів, знаків тощо, за допомогою яких спостерігач подає кожне повідомлення у формі, зручній для одержувача, - алфавітом джерела. В літе​ратурі перше іноді називають первинним, а друге -  вторинним алфавітами. 
Ми вже бачили вище, що немає ніякого значення, в якому алфавіті подаються повідомлення. Модель джерела (ансамбль) враховує лише склад їх і розподіл ймовірностей (поки що йдеться про статистично незалежні повідомлення).
Розглянемо, наприклад, дискретне джерело повідомлень з ансамблем, наведеним у табл. 3.1. Обчислимо, яку кількість інформації несе кожне таке повідомлення, й занесемо ці дані в табл. 1.1. Третій рядок її підтверджує, що кількість інформації при прийнятому її визначенні відображує міру неочікуваності кожного повідомлення.
Таблиця 3.1

Розглянемо, яку кількість інформації несуть більш-менш довгі послідовності таких повідомлень: 
         перша послідовність
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         друга послідовність
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У першій послідовності є 30 повідомлень, а в другій — 20. Розподіл ймовірностей з ансамблю (див. табл. 3.1) настільки нерівномірний, що ні до першої, ні до другої послідовностей не ввійшло повідомлення [image: image4.png]


. Справа в тому, що його за законами статистики можна було б помітити в послідовності повідом​лень при довжині останньої, значно більшій від п = 1/ р6 = 50. Отже, кількість інформації в першій послідовності
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 біт,
а в другій
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 біт.
 
Як бачимо, ці послідовності відрізняються не тільки кількістю повідомлень, а й кількістю інформації в кожній з них. Однак, якщо обчислити кількість інформації, яка припадає на одне повідомлення в одній послідовності та в іншій, то виявиться, що [image: image7.png]/30



= 2,0069 біт/повідомлення та [image: image8.png]


 = 2,0456 біт/повідом​лення. Це означає, що середня кількість інформації, яка припа​дає на одну літеру алфавіту повідомлень (це те саме, що й на одне повідомлення), не залежить від конкретних повідомлень і довжини послідовності їх.
Деяка різниця тут між[image: image9.png]/30



 та [image: image10.png]


 пояснюється лише недо​статньою довжиною послідовностей повідомлень. Відповідно до статистичного закону великих чисел ці відношення збігати​муться краще, чим більшими будуть довжини порівнюваних послідовностей.
Можна сказати, що це відношення (тобто кількість інфор​мації, яка припадає на одне повідомлення) характеризує дис​кретне джерело повідомлень в цілому. Інше джерело з іншим ансамблем повідомлень матиме зовсім іншу питому кількість інформації. Ця загальна характеристика джерела повідомлень називається його ентропією Н(А). Вона має фізичний зміст середньостатистичної міри невизначеності відомостей спос​терігача А (див. рис. 2.1) відносно стану спостережуваного об'єкта.
Точно ентропію можна визначити як математичне сподіван​ня питомої кількості інформації
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(3.1)
 
Згідно з даними табл. 3.1 маємо [image: image12.png]


= 2,0573 біт/повідомлення.
Бачимо, що точне значення ентропії [image: image13.png]


 не дуже відрізня​ється від значень, здобутих у наведених вище прикладах послі​довностей повідомлень.
У виразі (3.1) усереднення (як обчислення математичного сподівання) виконується по всьому ансамблю повідомлень. При цьому потрібно враховувати всі ймовірнісні зв'язки між різни​ми повідомленнями. З цього виразу випливає, що чим вища ентропія, тим більшу кількість інформації в середньому закладе​но в кожне повідомлення даного джерела, тим важче запам'ята​ти (записати) або передати таке повідомлення по каналу зв'язку.
Необхідні витрати енергії на передачу повідомлення пропор​ційні його ентропії (середній кількості інформації на одне по​відомлення). Виходить, що кількість інформації в послідовно​стях визначається кількістю повідомлень N у послідовності та ентропією [image: image14.png]


 джерела, тобто
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(3.2)
Наприклад,
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= 30 • 2,0573 = 61,719 біт; [image: image17.png]


 = 20 • 2,0573 = 41,146 біт.
Ці точні дані можна порівняти з наведеними вище розрахун​ками стосовно двох послідовностей з N = 30 і 20 й ансамб​лю повідомлень із табл. 3.1. Розбіжність тут пояснюється неве​ликими значеннями N, адже ймовірності рі обчислюються, як правило, за умови [image: image18.png]


. 
Розглянемо вироджене дискретне джерело з єдиним пові​домленням [image: image19.png]acEAzpla)=1



. Тоді Н(А) = 0 згідно з (3.1). Якщо[image: image20.png]


 теж дорівнюватиме нулю. Таким чином, ент​ропія завжди додатна або дорівнює нулю, тобто невід'ємна. Це перша її властивість.
Друга властивість ентропії випливає з виразу (3.1), згідно з яким вона є величиною адитивною. Якщо N-вимірні послідов​ності повідомлень [image: image21.png]


розглядати як збільшені повідом​лення нового джерела, то його ентропія буде в N разів біль​шою від початкової.
Якщо алфавіт А = [image: image22.png]


 має к різних повідомлень, то[image: image23.png]H(A) < logk



. Тут рівність стосується тільки рівноймовірних і статистично незалежних повідомлень [image: image24.png]a. € A
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 назива​ється обсягом алфавіту повідомлень.
У розглядуваному прикладі А = [image: image26.png]


Вважаючи по​відомлення статистично незалежними за умови рівноймовірності їх [image: image27.png]1/6
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, матимемо
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= 2,585 біт/повідомлення.
У дійсності нерівноймовірність повідомлень призводить до зменшення деяких складових у виразі (3.1). Тому ми й дістали для джерела повідомлень з ансамблем, наведеним у табл. 3.1, значення [image: image30.png]


= 2,0573 біт/повідомлення як розплату за нерів​ноймовірність повідомлень.
2.    Безумовна ентропія. 
Термін «безумовна ентропія» запозичений з математичної статистики за аналогією з безумовною ймовірністю, що стосу​ється статистично незалежних подій, тут — повідомлень. Отже, безумовна ентропія — це кількість інформації, яка припадає на одне повідомлення джерела із статистично незалежними пові​домленнями.
 Зупинимося докладніше на безумовній ентропії та її вла​стивостях.
Якщо є дискретне джерело статистично незалежних повідом​лень з ансамблем 
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 та [image: image32.png]


, то кількість інформації (середня), що припадає на одне по​відомлення[image: image33.png]a. € A



 й визначається формулою Шеннона
 
[image: image34.png]».logp.






(3.3)
є характеристикою цього джерела в цілому. Вона має фізичний зміст середньої за ансамблем невизначеності вибору джерелом повідомлення з А, причому байдуже, якого саме повідомлення, оскільки обчислення ентропії (3.3) «поглинає» індекс і. Наприк​лад, джерело з к = 8 незалежними та рівноймовірними повідом​леннями має ентропію
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біт/повідомлення.
Тут враховано, що  р= 1/8. Для нерівноймовірних пові​домлень у цьому разі [image: image36.png]


  біт/повідомлення.
Безумовна ентропія К рівноймовірних повідомлень завжди максимальна й визначається виразом
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(3.4)
який називається формулою Харт​лі.  Її легко дістати з формули Шеннона (3.3), поклавши [image: image38.png]


, хоча хронологічно пер​шою булв запропонована формула (3.4).
Корисно дослідити вплив ймовірності [image: image39.png]


 на складові [image: image40.png]pla;)log,pla.)



 формули (3.3). Наочне подання цього впливу показує графік [image: image41.png]


 – крива 1 на рис. 3.1.
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Рис. 3.1
 
Крім того, за графіком прослідковується екстремум цих скла​дових: якщо вони мають його, то й сума [image: image43.png]H(A)



 їх теж матиме екстремум.
Для прикладу розглянемо безумовну ентропію двійкового джерела, коли [image: image44.png]


 та [image: image45.png]


. Тоді
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(3.5)
оскільки [image: image47.png]py+p, =p+l-p=




Графік першої складової відображено на рис.3.1 кривою 1, графік другої складової — кривою 3, а графік ентропії [image: image48.png]H(A) = f(p)



 — кривою 2. Бачимо, що остання є симетричною і має максимум [image: image49.png]Hopax(4) = 1



 при р = 0,5, тобто максимальна невизна​ченість повідомлень джерела при р=0,5 спричинює його мак​симальну безумовну ентропію.
Дослідження недвійкових джерел (К > 2) дають результат з тією самою тенденцією: безумовна ентропія їх максимальна при рівноймовірності повідомлень, коли  [image: image50.png]P

.



  для всіх [image: image51.png]



Таким чином, основними властивостями безумовної ентро​пії дискретних повідомлень є такі:
         ентропія — величина дійсна, обмежена та невід'ємна;
         ентропія вірогідних повідомлень дорівнює нулю;
         ентропія максимальна, якщо повідомлення рівноймовірні та статистично незалежні;
         ентропія джерела з двома альтернативними подіями може змінюватися від 0 до 1;
         ентропія складеного джерела, повідомлення якого склада​ються з часткових повідомлень кількох статистично незалеж​них джерел, дорівнює сумі ентропії цих джерел.
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