Тема 4. Максимізація корисності та модель споживчого вибору

4.1 Функція корисності та задача споживчого вибору

Нехай споживач має дохід 
[image: image1.wmf]J

, який він повністю витрачає на придбання деяких товарів чи послуг. Ціни цих товарів вважаються заданими. Враховуючи структуру цін, величину доходу та власні уподобання, споживач придбає певну кількість товарів (послуг). Математичну модель поведінки споживача називають моделлю споживчого вибору.

Розглянемо модель з двома видами товарів, тобто будемо вважати, що кількість товарів, придбаних споживачем, визначається вектором 
[image: image2.wmf](

)

12

,

xx

, де 
[image: image3.wmf]i

x

 – кількість одиниць 
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-го товару, придбаних споживачем, 
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Вибір споживача характеризують відношенням переваги, суть якого полягає у наступному. Вважається, що споживач може вибрати з двох наборів товарів, 
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, більш бажаний, або споживач не бачить між ними різниці. Якщо набір товарів 
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 є більш бажаним порівняно з набором 
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, то використовують позначення 
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, то набір 
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 є більш бажаним, ніж 
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. Якщо 
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, то набори є рівноцінними для споживача. 

Відношення переваги має властивості транзитивності та ненасиченості. Нехай 
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 – властивість транзитивності;
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 – властивість ненасиченості.

На множині споживчих наборів 
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 визначають функцію 
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,яку називають функцією корисності споживача. Її значення 
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 на споживчому наборі 
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 дорівнює оцінці цього набору споживачем (рівню задоволення потреб споживача даним набором). Кожний споживач має власну функцію корисності. Якщо набір товарів 
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 є більш бажаним для споживача, ніж набір 
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У теорії споживчого вибору вважається, що функція корисності має наступні властивості:

1) 
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 – зі зростанням споживання товару його корисність зростає;
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 – невеликий приріст споживання товару при його початковій відсутності суттєво збільшує його корисність;
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 – зі зростанням споживання товару швидкість зростання його корисності сповільнюється;

4) 
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 – при дуже високому рівню споживання товару його подальше збільшення не приводить до збільшення корисності.

Аналогічні поняття та властивості можна визначити для наборів з 
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 товарів чи послуг 
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, на яких визначають функцію корисності 
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Частинну похідну 
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 називають граничною корисністю 
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-го товару.

Лінію рівня 
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 на площині 
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 називають лінією байдужості. Для наборів 
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 товарів розглядають поверхні байдужості 
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, на яких корисність наборів товарів є сталою. Множину всіх ліній (поверхонь) байдужості називають картою байдужості. 

Рівняння поверхні байдужості можна записати у диференціальній формі. Оскільки на такій поверхні функція корисності є сталою, то 

[image: image43.wmf]1

0

n

i

i

i

u

dudx

x

=

¶

==

¶

å

.







(4.1)

Умова (4.1) означає, що дотична до поверхні байдужості ортогональна до градієнта функції корисності. З точки зору споживача наявність множини наборів товарів, що мають однакову корисність, означає можливість заміни одного набору товарів рівноцінним йому іншим набором.

Нехай у (4.1) 
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. Звідси знаходимо:
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Відношення 
[image: image47.wmf]2
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 називають граничною нормою заміни першого товару другим. Вона дорівнює відношенню граничних корисностей першого та другого товарів і показує, скільки потрібно одиниць другого товару, щоб замінити одиницю першого товару.

Бюджетною множиною називають множину наборів товарів, які може придбати споживач, що має певний сталий доход 
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. Якщо 
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 – вектор – рядок відповідних значень цін, то бюджетна множина 
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4.2 Модель поведінки споживача

Споживач намагається максимізувати свою функцію корисності за умови обмеженості доходу; 
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. За умови використання всього доходу 
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 на придбання наборів товарів споживачу потрібно визначити 
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. Маємо задачу на умовний екстремум за наявності обмеження 
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. Вона зводиться до знаходження безумовного екстремуму функції Лагранжа
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де 
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 – множник Лагранжа.

Необхідні умови екстремуму функції (4.3) мають вигляд: 
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Звідси отримуємо систему рівнянь: 
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Система (4.4) – це система 
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. Можна довести, що її розв’язками є координати точки максимуму функції Лагранжа (4.3).

З системи (4.4) випливає, що споживач при фіксованому сталому рівні доходу вибирає оптимальний набір 
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 – розв’язок цієї системи таким чином, що у точці 
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 відношення граничних корисностей дорівнюють відношенням цін: 
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Розв’язавши систему (4.4) відносно координат вектора 
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, отримаємо функцію індивідуального попиту у вигляді рівностей 
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Нехай 
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 – вектор цін на набір товарів 
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 – доход споживача. Функцію 
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, що надає споживачу максимальну корисність при цінах 
[image: image76.wmf]P

 та доході 
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, називають функцією індивідуального попиту.

Конкретна форма функції індивідуального попиту 
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визначається шляхом розв’язання задачі оптимізації функції Лагранжа (4.3) або шляхом статистичної обробки результатів опитувань споживачів.

Функція індивідуального попиту є неперервною та двічі диференційовною за своїми аргументами. Вона є також однорідною функцією нульового степеня, тобто 
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4.3 Залежність попиту споживача від зміни доходу

Функцію індивідуального попиту визначають як розв’язок системи (4.4). Розглянемо випадок, коли доход 
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 є змінною величиною, а ціни 
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 є фіксованими. Тоді компоненти векторної функції 
[image: image82.wmf]D

 індивідуального попиту 
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, а їх похідні по 
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 описують характер зміни попиту при зміні доходу. Диференціюючи рівняння (4.4)
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за змінною 
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 і вважаючи при цьому 
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Нехай 
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. Запишемо систему (4.5) у вигляді:
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Якщо функція корисності 
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 є відомою, а ціни 
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 – задані, то система (4.6) – це система лінійних алгебраїчних рівнянь відносно похідних 
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 функцій індивідуального попиту на 
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Якщо визначник системи (4.7) не дорівнює нулю, її розв’язок – вектор 
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 можна знайти за формулами Крамера. Компоненти цього вектора відображають реакцію споживача на зміну доходу.

4.4 Залежність попиту від зміни цін

Компоненти вектор – функції індивідуального попиту 
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Знаходячи ці невідомі величини за формулами Крамера, маємо:
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У формулах (4.9) 
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 – визначник системи (4.8), 
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 викреслюванням 
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-го стовпця. Рівняння (4.9) називають рівнянням Слуцького. З нього випливає, що при зміні ціни 
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-й товар формується як сума двох факторів: ефектів заміщення та доходу. Другий доданок у правій частині (4.9), що дорівнює 
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[image: image117.wmf]k

-го товару. Перший доданок у правій частині (4.9), що дорівнює 
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 називають коефіцієнтом Слуцького. Він характеризує вплив зміни ціни на викликану цією зміною заміну товарів при придбанні. При зниженні ціни на 
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-й товар відбувається зростання доходу споживача, частина якого розподіляється на придбання інших товарів. Матриця коефіцієнтів Слуцького є симетричною: 
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[image: image121.wmf]k

-й товар при малих змінах його ціни та доходу споживача. Ця зміна попиту відбувається таким чином, що корисність вибору споживачем набору товарів залишається незмінною.

Напрям зміни попиту на 
[image: image122.wmf]j

-й товар при зміні ціни 
[image: image123.wmf]k

-го товару визначається знаком коефіцієнта Слуцького 
[image: image124.wmf]kj
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. Якщо 
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-й та 
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[image: image128.wmf]0

kj

c

<

 доповнюють один одного, при 
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 – є незалежними.

Запитання для самоперевірки

1. У чому полягає відношення переваги при виборі споживача одного з двох наборів товарів?
2. Сформулюйте відношення транзитивності та ненасиченості відношення переваги.
3. Надайте означення функції корисності.

4. Що є областю визначення функції корисності?

5. Наведіть властивості функції корисності.
6. Як обчислюють граничну корисність товару?
7. Сформулюйте означення лінії байдужості та поверхні байдужості.

8. Що називають картою байдужості?

9. Як обчислюють граничну норму заміни одного товару іншим?

10. Наведіть означення бюджетної множини наборів товарів.

11. Як споживач здійснює оптимальний вибір товарів при фіксованому доході?

12. Як визначають функцію індивідуального попиту?

13. Як визначають реакцію споживача на зміну доходу?

14. Поясність зміст коефіцієнта Слуцького.

Задачі до теми 4

Функція попиту відображає залежність попиту 
[image: image130.wmf](

)

12

,,...,

n

qqqq

=

 на деякий набір 
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 товарів від цін на товари цього набору: 
[image: image132.wmf](
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 – попит на 
[image: image135.wmf]i

-й товар, 
[image: image136.wmf]i
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 – його ціна. Функція попиту є вектор – функцією.

Функція споживання описує спільне споживання товарів з деякого набору. Її значення 
[image: image137.wmf](
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 дорівнює загальним витратам на придбання товарів з набору, функція попиту якого має вигляд: 
[image: image138.wmf](
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. Функція споживання є скалярною функцією. Довільна функція 
[image: image139.wmf]n

 змінних 
[image: image140.wmf](
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 може бути функцією споживання, якщо вона є опуклою вгору, тобто 
[image: image141.wmf]2
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Далі розглядатимемо набори з двох товарів, їх функція попиту – 
[image: image142.wmf](
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. Лінію рівня цієї функції, тобто лінію 
[image: image144.wmf](
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 називають лінією байдужості, множину всіх ліній байдужості – картою байдужості.

Співвідношення граничних корисностей товарів 
[image: image145.wmf]A

 та 
[image: image146.wmf]B

, взяте з протилежним знаком , тобто 
[image: image147.wmf]1

2

dq

dq

æö

-

ç÷

èø

, називають нормою еквівалентного заміщення цих товарів. Множину кривих, що визначаються рівністю 
[image: image148.wmf]1
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, називають картою переваг.

Оптимальний попит 
[image: image149.wmf](
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 відповідає максимуму функції споживання 
[image: image150.wmf]U

 та визначається з рівності 
[image: image151.wmf]0
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Задача 1. Залежність витрат споживачів на придбання товарів 
[image: image152.wmf]A

 та 
[image: image153.wmf]B

 від їх кількості 
[image: image154.wmf]1

q

 та 
[image: image155.wmf]2
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 визначається формулою 
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. Чи може ця функція бути функцією попиту? Якщо так, то побудувати карти байдужості та переваг.

Розв’язання. Знайдемо другий диференціал функції 
[image: image157.wmf]U
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Запишемо частинні похідні функції 
[image: image159.wmf](
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 та підставимо їх у вираз для другого диференціалу:
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, тому задана функція 
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 може бути функцією споживання. Карта байдужості для цієї функції 
[image: image166.wmf](
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Виділивши у лівій частині цієї рівності повні квадрати, отримуємо:
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тобто множину концентричних кіл з центром у точці 
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Для побудови карти переваг 
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Звідси знаходимо, що 
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. Множина кривих, що утворює карту переваг, визначається рівністю 
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. Отримали пучок прямих з центром у точці 
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Задача 2. В умовах попередньої задачі знайти функцію попиту, виходячи з того, що споживач витрачає весь свій бюджет на придбання товарів 
[image: image183.wmf]A

 та 
[image: image184.wmf]B

. Знайти оптимальний попит на ці товари, якщо ціна товару 
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 грошових одиниць, ціна товару 
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 грошових одиниць, бюджет споживання становить 
[image: image189.wmf]10
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 тисяч грошових одиниць.

Розв’язання. Розподіл коштів бюджету споживання на придбання товарів має вигляд: 
[image: image190.wmf]1122
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. Для заданої функції споживання 
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 ця рівність набуває вигляду: 
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 є залежними, оскільки 
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. Звідси визначаємо зв’язок між диференціалами 
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Звідси знаходимо: 
[image: image204.wmf](
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. Отримали рівняння прямої, яку називають прямою переваги. 

Для знаходження функції попиту 
[image: image205.wmf](
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 розв’яжемо систему, складену з рівняння прямої переваги та рівняння розподілу бюджетних коштів 
[image: image206.wmf]1122
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Розв’язавши цю систему відносно 
[image: image208.wmf]1
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 та 
[image: image209.wmf]2
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, отримуємо:
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Отримані рівності визначають функцію попиту 
[image: image211.wmf](
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Оптимальний попит на товари знаходимо, підставивши у отримані вирази для 
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Задача 3. В умовах попередньої задачі знайти еластичності попиту 
[image: image219.wmf]q

 за доходом, за ціною та частинні еластичності заміни.

Розв’язання. Еластичність попиту за доходом визначають за формулами: 
[image: image220.wmf]:
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. Для визначення еластичності попиту за ціною використовують формули: 
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 отримуємо пряму еластичність попиту за ціною, при 
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 – перехресну еластичність.

Частинні еластичності заміни знаходять за формулами: 
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, що витрачається на придбання 
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Для розрахунку цих показників використовуємо функції попиту 
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Аналогічним чином за наведеними вище формулами розраховуємо решту показників.

Тема 5. Диференціальні моделі економічної динаміки

5.1 Диференціальна модель насичення ринку

Побудуємо модель насичення ринку продукцією деякого підприємства. Нехай 
[image: image237.wmf](
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 – обсяг виробництва цієї продукції у момент часу 
[image: image238.wmf]t

. Будемо вважати, що зі збільшенням виробництва відбувається насичення ринку цією продукцією і її ціна 
[image: image239.wmf](
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 зменшується за лінійним законом:
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Швидкість зміни обсягів виробництва прямо пропорційна доходу підприємства від реалізації виробленої продукції з коефіцієнтом пропорційності 
[image: image241.wmf]k
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Розв’яжемо це диференціальне рівняння, поділивши змінні:


[image: image243.wmf](
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Інтегруючи ліву частину цього рівняння по змінній 
[image: image244.wmf]y

, праву – по змінній 
[image: image245.wmf]t

, отримаємо:
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[image: image247.wmf]
Графіком отриманої функції 
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 є так звана логістична крива. При 
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Модель (5.1) є диференціальною, оскільки вона виражається диференціальним рівнянням. До диференціальної моделі виду (5.1) зводиться модель Золотаса динаміки рівня суспільного добробуту, яка описується диференціальним рівнянням:
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де 
[image: image252.wmf]W

 – рівень суспільного добробуту, 
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 – відомі сталі, 
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 – доход на душу населення. Рівняння (5.2) називають рівнянням Ферхюльста – Перла. Його розв’язком є логістична крива 
[image: image256.wmf](
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 – стала інтегрування, яка визначається з початкової умови 
[image: image258.wmf](

)

0

0

WW

=

.

5.2 Модель природного зростання виробництва продукції

Побудуємо модель динаміки виробництва деякого виду продукції, що продається на ринку за фіксованою ціною 
[image: image259.wmf]p

. Нехай 
[image: image260.wmf](
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 – кількість продукції, реалізованої на ринку на момент часу 
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. Тоді на цей момент величина доходу підприємства складає 
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 витрачається на модернізацію та розширення виробництва (
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 – норма інвестицій, 
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). Якщо вироблена продукція реалізується повністю, то внаслідок розширення виробництва буде отримано приріст доходу, частина якого знову буде спрямована на розширення виробництва. Нехай швидкість зміни обсягу виробництва прямо пропорційна збільшенню інвестицій. Тоді для знаходження 
[image: image266.wmf](
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 отримуємо диференціальне рівняння:
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де 
[image: image268.wmf]const
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 – коефіцієнт пропорціональності, 
[image: image269.wmf]kmp
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 – стала величина. Поділивши у отриманому рівнянні змінні, знаходимо: 
[image: image270.wmf]dq
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. Звідси після інтегрування отримуємо: 
[image: image271.wmf](
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, де 
[image: image272.wmf]C

 – стала інтегрування. Її визначають з початкової умови: 
[image: image273.wmf](
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[image: image274.wmf](

)

0

kt

qtqe

=

.

5.3 Моделі динаміки ринкової ціни та виробничих фондів

У моделі динаміки ринкової ціни товару встановлюється зв’язок між зміною ціни 
[image: image275.wmf](
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 та незадоволеним попитом 
[image: image276.wmf](
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 – величина пропозиції товару за ціною 
[image: image279.wmf](
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 – відомі сталі. Вважається, що швидкість зміни ціни пропорційна незадоволеному попиту з коефіцієнтом пропорційності 
[image: image284.wmf]0
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Підставивши у цей вираз лінійні залежності для попиту 
[image: image286.wmf](
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 та пропозиції 
[image: image287.wmf](
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, отримаємо звичайне лінійне диференціальне рівняння першого порядку:
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Його загальний розв’язок має вигляд:
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Отримаємо диференціальну модель динаміки основних виробничих фондів на підприємстві. Нехай 
[image: image292.wmf]K

 – вартість основних виробничих фондів підприємства, 
[image: image293.wmf]m

 – коефіцієнт їхнього вибуття, тобто за рік фонди зменшуються на величину 
[image: image294.wmf]K

m

. Вважаючи, що вибуття виробничих фондів відбувається рівномірно, отримаємо, що за час 
[image: image295.wmf]t
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[image: image296.wmf]Kt
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. Сталі інвестиції у обсязі 
[image: image297.wmf]J

 за рік збільшують за час 
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 величину фондів на 
[image: image299.wmf]Jt
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звідки отримуємо:
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Перейшовши у останній рівності до границі при 
[image: image303.wmf]0
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, отримуємо звичайне лінійне диференціальне рівняння першого порядку відносно невідомої функції 
[image: image304.wmf](
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Його загальний розв’язок має вигляд:
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де 
[image: image307.wmf]C

 – стала інтегрування. Рівність (5.4) характеризує динаміку основних виробничих фондів підприємства. Сталу 
[image: image308.wmf]C

 визначають з початкової умови 
[image: image309.wmf](
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 і рівність (5.4) набуває вигляду:
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5.4 Модель економічного зростання Солоу

Нехай 
[image: image312.wmf](
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 – виробнича функція деякої економічної системи, 
[image: image313.wmf]X

 – обсяг виробництва, 
[image: image314.wmf]K

 – вартість основних виробничих фондів, 
[image: image315.wmf]L

 – витрати на оплату праці. Далі розглянемо випадок, коли виробнича функція є функцією Кобба – Дугласа: 
[image: image316.wmf]1
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У моделі Солоу вважається, що швидкість зміни факторів виробництва 
[image: image317.wmf]K

 та 
[image: image318.wmf]L

 має вигляд:
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де 
[image: image320.wmf]s

 – частка накопичення у доході 
[image: image321.wmf]X

 від реалізованої продукції, 
[image: image322.wmf]l

 – темп зростання оплати праці.

Нехай 
[image: image323.wmf]K
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. Тоді виробнича функція Кобба – Дугласа набуває вигляду:
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Підставивши (5.6) у перше з рівнянь системи (5.5), отримаємо:
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Враховуючи, що 
[image: image326.wmf]KkL
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, з останнього рівняння з врахуванням другого рівняння системи (5.5), знаходимо:
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Звідси отримуємо, що 
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Рівняння (5.7) є рівнянням Бернуллі. Інтегруючи його з допомогою підстановки 
[image: image330.wmf](
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, знаходимо загальний розв’язок (5.7) у вигляді:


[image: image331.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1

1

1

1

t

t

Kt

s

kteeC

Lt

a

la

l

l

-

-

-

æö

=+=

ç÷

èø

.

Отже, знайдено відношення факторів виробництва у момент часу 
[image: image332.wmf]t

. Сталу інтегрування 
[image: image333.wmf]1
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 визначають з початкової умови 
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Запитання для самоперевірки
1. Які математичні моделі називають диференціальними?

2. Надайте означення диференціального рівняння.

3. Що називають порядком диференціального рівняння?

4. Вкажіть основні типи диференціальних рівнянь першого порядку.

5. Наведіть приклади лінійних диференціальних рівнянь другого порядку.

6. У чому полягає модель насичення ринку товаром?
7. Наведіть рівняння логістичної кривої.

8. Що описує модель Золотаса?

9. Наведіть рівняння Ферхюльста-Перла.

10. У чому полягає модель природного зростання виробництва продукції?

11. Охарактеризуйте сутність диференціальної моделі динаміки ринкової ціни.
12. Для чого використовують диференціальну модель динаміки основних виробничих фондів?

13. У чому полягає модель Солоу?

14. Вкажіть основні припущення моделі Солоу.

Задачі до теми 5

1. Нехай 
[image: image335.wmf](
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 – обсяг виробництва продукції деякого підприємства. Залежність ціни товару від обсягу виробництва має вигляд: 
[image: image336.wmf](
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. Швидкість зростання обсягу виробництва є зростаючою функцією прибутку. Валові виробничі витрати описуються залежністю 
[image: image339.wmf](
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. Побудувати диференціальну модель для знаходження залежності обсягу виробництва продукції від часу 
[image: image342.wmf]t

. 
Відповідь: 
[image: image343.wmf](
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2. Знайти функцію попиту 
[image: image344.wmf](
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, якщо еластичність попиту за ціною 
[image: image345.wmf](
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Розв’язання. 
[image: image346.wmf]2
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, де 
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 – довільна стала, що визначається з заданої початкової умови.

3. Знайти функцію попиту 
[image: image348.wmf](
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Відповідь: 
[image: image352.wmf]20
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4. Знайти функцію, що має сталу еластичність 
[image: image353.wmf]k

. 
Відповідь: 
[image: image354.wmf]k
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5. Знайти функцію попиту 
[image: image355.wmf](
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, якщо еластичність попиту за ціною 
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Відповідь: 
[image: image360.wmf]1

1001

y

p

æö

=-

ç÷

èø

.

6. Швидкість знецінювання обладнання внаслідок його зносу у кожний даний момент часу пропорційна його фактичній вартості 
[image: image361.wmf](
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 з коефіцієнтом пропорційності 
[image: image362.wmf]const
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. Початкова вартість обладнання 
[image: image363.wmf](
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. Визначити фактичну вартість обладнання у момент часу 
[image: image364.wmf]t

.
Відповідь: 
[image: image365.wmf](
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7. Знайти обсяг реалізованої продукції за час 
[image: image366.wmf]10
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 днів, якщо модель зростання обсягів реалізації в умовах конкурентного ринку має вигляд: 
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Відповідь: 
[image: image369.wmf]2
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 дні.
8. Швидкість зростання інвестиційного капіталу у момент часу 
[image: image370.wmf]t

 пропорційна величині капіталу з коефіцієнтом пропорційності, що дорівнює процентній ставці 
[image: image371.wmf]r

. Знайти закон зростання інвестованого капіталу, враховуючи величину початкової інвестиції .
Відповідь: 
[image: image372.wmf](
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9. Ціна товару 
[image: image373.wmf](
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 є функцією часу, функції попиту 
[image: image374.wmf]d

 та пропозиції 
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 лінійно залежать від ціни, швидкості її зміни 
[image: image376.wmf](
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. Знайти динаміку зміни ціни 
[image: image380.wmf](
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 в умовах ринкової рівноваги 
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, якщо у початковий момент часу 
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 ціна товару дорівнювала 120 г.о., а швидкість її зміни дорівнювала 40.
Відповідь: 
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Тема 6. Різницеві рівняння та їх застосування

до розв’язання задач економічної динаміки

6.1 Основні поняття та означення теорії різницевих рівнянь

Різницевим оператором 
[image: image384.wmf]D

 називають оператор, що переводить послідовність 
[image: image385.wmf]n
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 у послідовність 
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Вираз 
[image: image389.wmf]n
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 називають різницею першого порядку.

Різницевим рівнянням називають рівняння, що містить невідому послідовність та її різниці. Розв’язком різницевого рівняння називають будь-яку послідовність, при підстановці якої у різницеве рівняння для довільного натурального 
[image: image390.wmf]n

 отримуємо тотожність.

Різницею другого порядку називають вираз
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Оскільки 
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За індукцією можна визначити різницю 
[image: image395.wmf]m

-го порядку:
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Використовуючи метод математичної індукції, можна довести формулу:
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Виконується також рівність:
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У формулах (6.5) та (6.6) 
[image: image399.wmf](
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 – біноміальні коефіцієнти.

Лінійним різницевим рівнянням називають рівняння виду
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де 
[image: image401.wmf]n
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 – невідома послідовність, 
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 – задані функції натурального аргументу 
[image: image403.wmf]n

. Число 
[image: image404.wmf]m

 (старший порядок різниці) називають порядком різницевого рівняння. Використовуючи формулу (6.5), лінійне різницеве рівняння можна записати у вигляді:
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Якщо 
[image: image406.wmf](
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[image: image407.wmf]n
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, то рівняння (6.7) або (6.8) називають лінійним однорідним різницевим рівнянням 
[image: image408.wmf]m

-го порядку.

Розглянемо різницеве рівняння першого порядку зі сталими коефіцієнтами:
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де 
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 – члени невідомої числової послідовності.

Різницеві рівняння є дискретним аналогом диференціальних рівнянь, тому математичні моделі, у яких використовуються різницеві рівняння, відносяться до дискретних моделей. Методи розв’язання лінійних різницевих рівнянь аналогічні методам розв’язання лінійних диференціальних рівнянь.

Загальний розв’язок рівняння (6.9) будемо шукати у вигляді: 
[image: image412.wmf]nn

п

yyy

*

=+

o

, де 
[image: image413.wmf]n
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 – загальний розв’язок відповідного однорідного різницевого рівняння (
[image: image414.wmf](
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[image: image415.wmf]п
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 – частинний розв’язок заданого неоднорідного різницевого рівняння.

Загальний розв’язок однорідного рівняння 
[image: image416.wmf]n
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 шукаємо у вигляді: 
[image: image417.wmf]n
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, де 
[image: image418.wmf]C

 – довільна стала. Підставивши 
[image: image419.wmf]n
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 у рівняння 
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Тут 
[image: image422.wmf]l

 фактично є коренем характеристичного рівняння 
[image: image423.wmf]0
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, отриманого аналогічно такому рівнянню для диференціального рівняння 
[image: image424.wmf]0
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 (у різницевому рівнянні 
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[image: image426.wmf]m

l

).

Отже, 
[image: image427.wmf](

)

n

n

yCa

=×-

o

.

Частинний розв’язок 
[image: image428.wmf]п
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*

 неоднорідного різницевого рівняння (6.9) шукаємо за виглядом його правої частини 
[image: image429.wmf](
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. Знайдемо сталу 
[image: image432.wmf]A

, підставивши 
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 у рівняння. Маємо: 
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Таким чином, ми отримали розв’язок різницевого рівняння (6.9) у вигляді:
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Розглянемо лінійне неоднорідне рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами, що має вигляд:
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Тут 
[image: image437.wmf]p

, 
[image: image438.wmf]q

 та 
[image: image439.wmf]b

 – задані сталі.

Структура загального розв’язку рівняння (6.10) також визначається рівністю 
[image: image440.wmf]nn
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. Характеристичне рівняння має вигляд: 
[image: image441.wmf]2
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1. Корені 
[image: image442.wmf]1
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 та 
[image: image443.wmf]2
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 характеристичного рівняння є дійсними, причому 
[image: image444.wmf]12
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. Тоді загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння 
[image: image445.wmf]1122
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2. Корені 
[image: image446.wmf]1
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 та 
[image: image447.wmf]2
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 характеристичного рівняння є дійсними, 
[image: image448.wmf]12
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. Загальний розв’язок однорідного рівняння 
[image: image449.wmf](
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3. Корені характеристичного рівняння комплексні: 
[image: image450.wmf]1,2
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Частинний розв’язок неоднорідного рівняння (6.10) у відповідності до його правої частини шукаємо у вигляді: 
[image: image453.wmf]const
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. Підставивши 
[image: image454.wmf]п
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[image: image457.wmf]1

nn

b

yy

pq

=+

++

o

, де 
[image: image458.wmf]n
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 визначається у залежності від вигляду коренів характеристичного рівняння.

Прикладом економіко-математичної моделі, що приводиться до розв’язання лінійного різницевого рівняння, є так звана павутиноподібна модель ринку.

Нехай деяке виробниче підприємство визначає пропозицію свого товару у поточному періоді на основі цін, що склалися у попередньому періоді: 
[image: image459.wmf](
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Знайдемо ціну рівноваги з умови 
[image: image466.wmf]nn
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, отримуємо лінійне неоднорідне різницеве рівняння першого порядку відносно ціни 
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Розв’язком цього лінійного різницевого рівняння є послідовність 
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З отриманого розв’язку випливає, що при 
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 є ціною рівноваги для даного товару. Якщо 
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 спостерігаємо циклічні коливання ціни 
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6.2 Лінійні системи різницевих рівнянь зі сталими коефіцієнтами

Лінійною називають систему різницевих рівнянь відносно 
[image: image484.wmf]m

 невідомих послідовностей 
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 – номер члена послідовності):


[image: image489.wmf](

)

(

)

(

)

1,1111,122,1,1

2,1211,222,2,2

,111,22,,

...,

...,

........................................

.............................,

....

nnnmmn

nnnmmn

mnmnmnmmmnm

xaxaxaxfn

xaxaxaxfn

xaxaxaxfn

+

+

+

ì=++++

ï

=++++

ï

í

ï

ï

=++++

î





(6.11)

Перейдемо до матричних позначень:
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Систему (6.11) запишемо у матричній формі:
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Загальний розв’язок системи (6.12) будемо шукати у вигляді: 
[image: image494.wmf]o
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, де 
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 – загальний розв’язок відповідної однорідної системи, 
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 – частинний розв’язок (6.12). Для розв’язання лінійної однорідної системи різницевих рівнянь використовують метод Ейлера, згідно з яким фундаментальну систему розв’язків системи 
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 шукають серед векторних послідовностей виду 
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[image: image499.wmf]D

 – деякий вектор. Підставивши 
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звідки знаходимо, що 
[image: image503.wmf]ADD
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. Це означає, що векторна послідовність 
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 є розв’язком лінійної однорідної системи різницевих рівнянь 
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[image: image506.wmf]l

 є власним значенням матриці 
[image: image507.wmf]A

, а 
[image: image508.wmf]D

 – відповідним йому власним вектором.

Власні значення матриці 
[image: image509.wmf]A

 визначаються як корені многочлена 
[image: image510.wmf](
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 – одинична матриця. Цей многочлен називають характеристичним многочленом для системи різницевих рівнянь (6.12), а рівняння 
[image: image512.wmf](
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Якщо всі власні значення 
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 матриці 
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 є дійсними і різними (всі корені характеристичного рівняння дійсні та прості), то фундаментальну систему розв’язків утворюють векторні послідовності 
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 – власний вектор матриці 
[image: image519.wmf]A

, що відповідає власному значенню 
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. Загальний розв’язок лінійної однорідної системи різницевих рівнянь у цьому випадку має вигляд: 
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6.3 Динамічна модель Леонтьєва

У моделі Леонтьєва міжгалузевого балансу 
[image: image523.wmf]XAXY
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, розглянутій раніше, всі її елементи вважалися сталими, середніми за деякий період часу. На практиці обсяг виробництва у період часу 
[image: image524.wmf]1

n

+

 визначається значеннями 
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, що були досягнуті у періоді 
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. Тому розглядається динамічна модель Леонтьєва у вигляді:
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Векторне рівняння (6.14) є системою 
[image: image529.wmf]п

 лінійних різницевих рівнянь зі сталими коефіцієнтами.

Постановка задачі: для заданого вектора кінцевого споживання 
[image: image530.wmf]n
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 та матриці прямих витрат 
[image: image531.wmf]A

 визначити вектор валового виробництва 
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Приклад. Визначити вектор валового виробництва 
[image: image533.wmf]п
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 у динамічній моделі Леонтьєва, якщо технологічна матриця 
[image: image534.wmf]0,20,3

0,30,2

A

æö

=

ç÷

èø

, вектор кінцевого споживання 
[image: image535.wmf]2

2

n

n

n

Y

æö

=

ç÷

èø

.

Розв’язання. Будемо шукати розв’язок системи 
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 лінійних різницевих рівнянь зі сталими коефіцієнтами у вигляді 
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Його корені 
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Тоді 
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[image: image556.wmf]1
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 – довільні сталі.

Частинний розв’язок заданої системи будемо шукати за виглядом правої частини цієї системи: 
[image: image558.wmf]1

2

2

n

п

X

a

a

*

æö

=×

ç÷

èø

, 
[image: image559.wmf]1

1

1

2

2

n

п

X

a

a

*+

+

æö

=×

ç÷

èø

. Підставивши ці вирази у задану неоднорідну систему, отримуємо:
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Після скорочення обох частин цієї рівності на 
[image: image561.wmf]2
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, отримуємо систему рівнянь відносно 
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Отже, 
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, загальний розв’язок системи (вектор валового виробництва) 
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 у розглянутій динамічній моделі Леонтьєва матиме вигляд:
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Значення сталих 
[image: image568.wmf]1
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 та 
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C

 можна знайти, знаючи вектор валового виробництва у перші два роки.

6.4 Модель Самуельсона-Хікса
Модель Самуельсона-Хікса – це динамічна модель, у якій економічний цикл розглядається як наслідок взаємодії національного доходу, споживання та накопичення капіталу. Основне припущення моделі полягає у тому, що попит 
[image: image570.wmf]d

 у момент часу 
[image: image571.wmf]1
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 лінійно залежить від величини національного доходу 
[image: image572.wmf]y

 у попередній момент часу 
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Модель Самуельсона-Хікса можна подати у вигляді лінійного неоднорідного різницевого рівняння другого порядку
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(6.15)
де 
[image: image576.wmf]0
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 – акселератор або темп приросту капіталомісткості національного доходу.
Загальний розв’язок рівняння (6.15) будемо шукати у вигляді суми частинного розв’язку
[image: image577.wmf]n
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 неоднорідного рівняння та загального розв’язку 
[image: image578.wmf]n
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 відповідного однорідного рівняння: 
[image: image579.wmf]nnn
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. Частинний розв’язок (6.15) шукаємо у вигляді сталої 
[image: image580.wmf]n
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 , яку визначаємо шляхом підстановки у рівняння:
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Звідси знаходимо частинний розв’язок неоднорідного рівняння  (6.15):

[image: image582.wmf]1
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Характеристичне рівняння для (6.15) має вигляд:


[image: image583.wmf](
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Вигляд розв’язку однорідного рівняння залежить від знаку дискримінанта для характеристичного рівняння.

Приклад. Використовуючи модель Самуельсона-Хікса, визначити динаміку зростання національного доходу 
[image: image584.wmf]n
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, якщо для даної національної економіки параметри моделі 
[image: image585.wmf]0,5;5
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, у початкові періоди часу 
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 націоний доход становив відповідно 
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10

у

=

 г.о., 
[image: image589.wmf]1

20

у

=

 г.о.
Розв’язання. Підставивши параметри моделі у різницеве рівняння (6.15), отримаємо лінійне неоднорідне різницеве рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами:
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Запишемо та розв’яжемо відповідне характеристичне квадратне рівняння:
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Його дискримінант дорівнює 
[image: image592.wmf]10
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, рівняння має пару комплексних коренів 
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[image: image596.wmf]2
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, тому загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння можна записати у вигляді:
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Частинний розв’язок неоднорідного рівняння шукаємо у вигляді невідомої константи: 
[image: image598.wmf]n
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. Підставивши цю сталу у рівняння, отримаємо:
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Тоді загальний  розв’язок неоднорідного рівняння набуває вигляду:
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Значення сталих 
[image: image601.wmf]1
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 знайдемо, використовуючи початкові умови 
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Отже, вираз для залежності величини національного доходу 
[image: image609.wmf]п
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 від часу 
[image: image610.wmf]п

, що моделює динаміку національного доходу, має вигляд:
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Запитання для самоперевірки
1. Наведіть означення різниць першого, другого та 
[image: image612.wmf]т

-го порядків.
2. Наведіть означення різницевого рівняння.
3. Наведіть загальний вигляд лінійного різницевого рівняння.

4. Надайте означення порядку різницевого рівняння.

5. Які лінійні різницеві рівняння називають однорідними?

6. Наведіть характеристичне рівняння для загального вигляду лінійного різницевого рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами.

7. У чому полягає павутиноподібна модель ринку?

8. У чому полягає метод Ейлера розв’язання систем лінійних різницевих рівнянь?

9. Висвітліть зміст динамічної моделі Леонтьєва.

10. У чому полягає сутність моделі Самуельсона-Хікса?
Задачі до теми 6
1. Записавши різницеве рівняння для геометричної прогресії, знайти формулу її загального члена 
[image: image613.wmf]n
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Розв'язання. Оскільки геометрична прогресія – це послідовність, у якій кожен наступний член дорівнює попередньому, помноженному на деяке число 
[image: image614.wmf]q

 – знаменник прогресії, різницеве рівняння для цієї послідовності має вигляд: 
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. Характеристичне рівняння для нього – 
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. Формула для загального члена геометричної прогресії має вигляд: 
[image: image621.wmf]1
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2. Знайти загальний розв'язок рівняння 
[image: image622.wmf]21
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Відповідь: 
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3. Знайти загальний розв'язок рівняння 
[image: image624.wmf]21
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Відповідь: 
[image: image625.wmf](
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4. Знайти загальний розв’язок рівняння: 
[image: image626.wmf]21
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Відповідь: 
[image: image627.wmf](
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5. Числа Фібоначчі визначаються співвідношенням 
[image: image628.wmf]21
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Відповідь: 
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6. Розв’язати рівняння: 
[image: image632.wmf]2
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Розв’язання: Загальний розв’язок даного неоднорідного різницевого рівняння першого порядку шукаємо у вигляді суми загального розв’язку 
[image: image634.wmf]п
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 відповідного однорідного рівняння та частинного розв’язку 
[image: image635.wmf]п
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 неоднорідного рівняння. Характеристичне рівняння має вигляд: 
[image: image636.wmf]20
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[image: image637.wmf]2
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, то загальний розв’язок однорідного рівняння 
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. Частинний розв’язок неоднорідного рівняння шукаємо за виглядом правої частини, тобто у вигляді квадратного тричлена з невизначеними коефіцієнтами 
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. Його коефіцієнти знаходимо, підставивши його у рівняння. Отримуємо:
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З цього рівняння випливає, що 
[image: image641.wmf](
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. Прирівнюючи коефіцієнти при однакових степенях 
[image: image642.wmf]п

, знаходимо, що 
[image: image643.wmf]1

А

=-

, 
[image: image644.wmf]0

BD

==

. Отже, 
[image: image645.wmf]2

п

уп

*

=-

. Таким чином, загальний розв’язок заданого рівняння має вигляд: 
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[image: image647.wmf]С

 знайдемо, використавши початкову умову 
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7. Знайти загальний розв’язок системи різницевих рівнянь:
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Розв’язання. Для розв’язання цієї системи застосуємо метод Ейлера. Запишемо характеристичне рівняння:
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Знайдемо власні вектори, що відповідають знайденим власним значенням 
[image: image655.wmf]1
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. Тоді загальний розв’язок системи різницевих рівнянь має вигляд:
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8. Зростання процентного депозиту з регулярними щорічними внесками 
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[image: image673.wmf]1

(1)

пп

хрхА

+

=++

. Знайти суму депозиту 
[image: image674.wmf]п

х

 у момент часу 
[image: image675.wmf]п

, якщо початковий внесок дорівнював 
[image: image676.wmf]0

х

 г.о.
Відповідь: 
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9. Використовуючи павутиноподібну модель ринку, визначити динаміку ціни 
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Відповідь: а) 
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б) Розв'язання. З рівності 
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. Загальний розв'язок відповідного однорідного рівняння 
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. Частинний розв'язок 
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10. Знайти динаміку зростання національного доходу за моделлю Самуельсона-Хікса 
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