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ВСТУП 

 

 

Дисципліна «Вища математика» викладається студентам спеціальності 

014 «Середня освіта» другої предметної спеціальності 014.09 «Середня освіта 

(Інформатика)» на третьому курсі. В рамках цієї дисципліни студенти 

отримують базові знання для розв’язування задач у професійній діяльності, 

відбувається подальший розвиток логічного та алгоритмічного мислення 

студентів, оволодіння основними методами дослідження та розв’язування 

практичних задач, вивчення математичного апарату, необхідного для засвоєння 

інших загальнонаукових та спеціальних дисциплін. 

Зміст і структура курсу дозволяють ознайомити студентів з максимально 

широким колом понять вищої математики, сформувати достатній 

термінологічний запас, необхідний для самостійного вивчення спеціальної 

математичної літератури.  

Математика з її логічним і обчислювальним апаратом є не тільки 

потужним засобом розв’язання прикладних задач, інструментом кількісних 

розрахунків, а й універсальною мовою науки, базою для набуття досвіду 

проведення досліджень чітко окреслених проблем. Програма навчального курсу 

«Вища математика» містить необхідний мінімум знань з таких розділів 

математики, як лінійна алгебра, аналітична геометрія, диференціальне та 

інтегральне числення, диференціальні рівняння.  

Метою вивчення навчальної дисципліни «Вища математика» є: засвоєння 

студентами основ математичного апарату, необхідного для розв’язання 

теоретичних і практичних задач, що виникатимуть в їх майбутній професійній 

діяльності; набуття вмінь та навичок з простого моделювання реальних 

природних процесів; оволодіння прийомами дослідження і розв’язання 

математично формалізованих задач. 

Основними завданнями вивчення дисципліни «Вища математика» є: 

  засвоєння теоретичних знань з теорії матриць; 
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  оволодіння методами розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь; 

  набуття умінь застосовувати елементи аналітичної геометрії на площині та 

у просторі при розв’язанні прикладних задач; 

  оволодіння методами знаходження границь послідовностей, 

диференціального числення функції однієї та багатьох змінних; 

  навчання застосовувати методи інтегрування; 

  оволодіння методами розв’язання диференціальних рівнянь. 

Результатом опанування курсу є набуття таких компетентностей: 

здатність використовувати знання наукових фактів, концепцій, теорій, 

принципів і методів інформатики у практиці навчання інформатики в базовій 

середній школі; здатність реалізовувати інформаційну модель засобами 

інформаційно-комунікаційних технологій; здатність навчати учнів 

розв’язувати задачі шкільного курсу інформатики різного рівня складності; 

здатність до математичного, логічного і алгоритмічного мислення, 

обґрунтування вибору методів розв’язання задач, інтерпретації отриманих 

результатів. 
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Розділ 1 Лінійна алгебра 

 

Тема 1. Матриці. Дії над матрицями 

 

Матрицею розмірів  називається сукупність  чисел, 

розташованих у вигляді таблиці, яка складається з  рядків і  стовпців. 

Позначають матриці великими латинськими літерами  і 

записують у вигляді  

 

або . 
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Матриця, всі елементи якої дорівнюють нулю, називається нульовою. 

Матриця, яка складається з одного рядка називається матрицею-рядком, а 

з одного стовпця – матрицею-стовпцем.  

       . 

Дві матриці називаються рівними, якщо вони мають однакові розміри та 

рівні відповідні елементи. 

 

Дії над матрицями 

1. Додавання (віднімання) матриць. 

Операції додавання (віднімання) матриць виконуються тільки для 

матриць однакових розмірів. 

Сумою (різницею) матриць  і  буде матриця таких самих розмірів, 

елементи якої є сумами (різницями) відповідних елементів матриць  і  

 

  

Приклад 1.1. Знайти суму та різницю матриць  і 

. 

,       . 

2. Множення матриці на число. 

Добутком матриці  і числа  буде матриця  з 

елементами .  

Приклад 1.2.  Для матриці  знайти .  
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. 

3. Транспонування матриць 

Матриця  називається транспонованою до матриці , якщо вона 

отримана з матриці  заміною рядків на стовпці з відповідними номерами.  

Приклад 1.3    і . 

4. Множення матриць. 

Множення матриць можливе лише в тому випадку, якщо кількість 

стовпців першої матриці дорівнює кількості рядків другої матриці. 

 

Добутком матриць  і  буде матриця , елементи  якої 

дорівнюють сумі добутків відповідних елементів  рядка матриці  і 

 стовпця матриці .  

Приклад 1.4. Знайти , якщо  ,   
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Тема 2. Визначники та їх властивості 

 

Визначником -го порядку, що відповідає квадратній матриці , 

називається число, яке позначається наступним чином 

. 

Правила обчислення визначників. 

 

1. Якщо , то . 

2. Якщо , то  

Приклад 2.1. а) 
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3. Якщо  

а) правило трикутника 

 

 

 Приклад 2.2. Обчислити визначник . 

 

 

б) правило прямих (Саррюса) 

 

  

3n
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315





156612006240
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
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Мінором 

 

елемента 

 

визначника називається визначник, отриманий 

з вихідного визначника викреслюванням  рядка та стовпця. 

 Приклад 2.3. Для визначника 

 

мінори  

 

   

 

 

Алгебраїчним доповненням 

  

 елемента 

 

визначника називається 

число 

, 

тобто його мінор, взятий зі знаком «+», якщо  – парне число, та зі знаком 

« – », якщо  – непарне число. 

 Для попереднього прикладу , 

, . 

 

Розклад визначника за елементами рядка або стовпця 

Визначник матриці дорівнює сумі добутків елементів будь-якого рядка 

(стовпця) на алгебраїчні доповнення цих елементів: 

 

Приклад 2.4. Обчислити визначник , розкладаючи його по 

елементах: а) першого рядка; б) другого стовпця. 

ijM ijа

гоi  гоj 

341

602

315





1266)1(632
31

62
12 


М

21)1(20
41

15
23 


М 220

02

15
33 М

ijА ijа

ij
ji

ij MА  )1(

ji 

ji 

12)1( 12
21

12   МА

21)1( 23
32

23   МА 2)1( 33
33

33   МА

ininiiii AaAaAaА  ...det 2211

341

602

315




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а) 

 

,   

  

 

б)  

 

Властивості визначників 

1. Визначник матриці не змінюється при її транспонуванні. 

2. Якщо всі елементи деякого рядка (стовпця) визначника дорівнюють 

нулю, то визначник дорівнює нулю. 

3. При перестановці двох рядків (стовпчиків) визначник змінює знак на 

протилежний. 

4. Якщо визначник має два пропорційні рядки (стовпчики), то він дорівнює 

нулю. 

5. Якщо елементи деякого рядка (стовпчика) визначника мають спільний 

множник, то його можна винести за знак визначника. 

 

Обернена матриця  

Квадратна матриця  називається оберненою до квадратної матриці , 

якщо добуток цих двох матриць (в будь-якому порядку) дорівнює одиничній 

матриці 

1562412120

8)3()12(1)24(5)3(15

341

602

315

131211









ААА

24240
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60
)1( 11

11  А 12))6(6(
31

62
)1( 21

12 


 А

808
41

02
)1( 31

13 


 А

15614412

)36(40)12(1401

341

602

315

322212




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

ААА

36))6(30(
62

35
)1( 23

32 


 А

1A A
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. 

Матриця має обернену матрицю тільки в тому випадку, коли вона не 

вироджена, тобто . 

Алгоритм знаходження оберненої матриці 

1. Обчислити визначник вихідної матриці . 

2. Обчислити алгебраїчні доповнення до всіх елементів матриці . 

3. Записати матрицю , яка складається з алгебраїчних доповнень до 

елементів рядків, записаних в стовпчики з відповідними номерами 

 

4. Записати обернену матрицю у вигляді . 

5. Робимо перевірку: перевіряємо, чи виконуються рівності 

. 

Приклад 2.5. Знайти матрицю , обернену до матриці . 

Розв’язання.  

1.Обчислимо визначник матриці 

. 

2. Обчислимо алгебраїчні доповнення до всіх елементів матриці  

,     , 
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
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

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,    , 

,      , 

,      , 

. 

3. Запишемо обернену матрицю у вигляді . 

 

 

Приклади розв’язування задач до тем 1-2 

 

Приклад 1. Знайти

 

, якщо , . 

Розв’язання. Спочатку знайдемо матрицю  помінявши місцями в 

матриці  відповідні рядки і стовпці  . Далі 

. 

 Приклад 2. Виконати множення матриць  та . 
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32 
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Розв’язання. Порівнюючи розміри матриць, робимо висновок про 

можливість знайти лише добуток матриці А на матрицю В, отримаємо 

 

Приклад 3. Обчислити визначник . 

Розв’язання. Застосуємо правило трикутника 

 

Приклад 4. Обчислити визначник . 

Розв’язання. Обчислимо заданий визначник, розкладаючи його по 

елементах першого стовпця.  

 Приклад 5. Знайти таку матрицю , що задовольняє рівняння , 

де , . 
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Розв’язання. Помножимо рівняння  справа на , що є 

оберненою до матриці . Отримаємо , звідки . Для 

знаходження матриці  обчислимо  

, , , 

, . 

Запишемо обернену матрицю . Тоді 

. 

 

 

Завдання для самостійного розв’язання 

 

1. Для заданих матриць ,  обчислити 

, , . 

2. Для заданих матриць , , 

 обчислити , , . 

3. Знайти добутки  та , якщо  

а) , ,     б) , . 

4. Знайти матрицю, обернену до матриці , якщо 
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а) ,  б) ,   в)  

 5. Обчислити визначники  

 а) ,  б) ,  в) . 

4. Розв’язати рівняння  

а) ,   б) . 

 7. Розв’язати нерівності 

а) ,   б) . 

 8. Обчислити визначники  

а) ,   б) . 

 

 

Тема 3. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) 

 

 Рівняння виду , де baaa n ,,...,, 21  – довільні дійсні 

числа, називається лінійним алгебраїчним рівнянням з  невідомими 

. Число b  називається вільним членом рівняння. Розв’язком такого 

рівняння буде упорядкований набір дійсних чисел , який перетворює 

його у вірну рівність. 





















140

202

231

A




















310

012

132

A




















012

212

430

A

140

202

231

 145

120

261





240

351

107



2

3

32

13






хх

х
0

1110

312

43









x

x

0
2

51




х

x
1

121

21

123









x

0504

6412

1210

0111







2340

5444

10728

0278





bxaxaxa nn  ...2211

n

nxxx ,...,, 21

n ,...,, 21



19 

 Система  

                                 (3.1) 

називається системою лінійних алгебраїчних рівнянь з  невідомими. 

Система (3.1) складається з рівнянь. Якщо кількість рівнянь не 

дорівнює кількості невідомих ( ), то таку систему називають прямокутною. 

Якщо , то система називається квадратною. 

Наприклад, система  є прямокутною системою трьох 

рівнянь з чотирма невідомими.  

Розв’язком системи (3.1) будемо називати такий упорядкований набір 

дійсних чисел , який задовольняє кожне рівняння цієї системи. 

 Якщо система (3.1) має хоча б один розв’язок, то вона називається 

сумісною. В противному випадку (коли система не має розв’язків) вона 

називається несумісною. 

Якщо система (3.1) має єдиний розв’язок, то вона називається 

визначеною. Якщо ж ця система має більше одного розв’язку, то вона 

називається невизначеною. 

Система (3.1), всі вільні члени якої дорівнюють нулю, називається 

однорідною. 

Однорідна система 

 

завжди сумісна, оскільки вона завжди має принаймні один розв’язок – 

нульовий набір . 
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Далі розглянемо системи  рівнянь з  невідомими. 

                                    

(3.2) 

Матриця  називається матрицею системи, матриця 

 - стовпцем вільних членів, матриця  - стовпцем невідомих.  

 

1. Метод Крамера  

Якщо у системі (3.2) головний визначник , то система 

сумісна і має єдиний розв’язок, який знаходиться за формулами  

, , …, , 

де  - допоміжні визначники, одержані з визначника  заміною  

1-го, 2-го,…, n-го стовпця на стовпець вільних членів. 

Якщо в системі (3.2) , але хоча б один з визначників  не 

дорівнює нулю, то система не має розв’язків, тобто є несумісною. 

Якщо у системі (3.2)  і усі допоміжні визначники дорівнюють нулю, 

то система сумісна і має безліч розв’язків.  

 

Приклад 3.1. Розв’язати задану систему рівнянь методом Крамера 
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Знаходимо допоміжні визначники системи 

 

 

 

Тоді ,   ,   . 

 

2. Матричний метод 

Систему (3.2) можна записати в матричній формі  

. 

Помножимо цю рівність зліва на   

. 

Оскільки , то  

. 

Щоб знайти розв’язок системи (3.2) , потрібно знайти обернену 

матрицю  і помножити її зліва на матрицю . 

Приклад 3.2. Розв’язати задану систему рівнянь матричним методом  
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Матриця системи , стовпець вільних членів . 

Знайдемо алгебраїчні доповнення до кожного елемента матриці А: 

, , , 

,   ,     , 

, ,  . 

Обернена матриця до матриці А запишеться у вигляді 

 

 Знайдемо розв’язок системи  

 

Отже, , , . 

 

 

Тема 4. Метод Гаусса розв’язання СЛАР 

 

Розглянемо матрицю  і позначимо рядки цієї матриці . 

Під елементарними перетвореннями рядків матриці розуміють наступні 

перетворення: 
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2. Додавання до одного рядка матриці іншого її рядка, попередньо 

помноженого на довільне відмінне від нуля число.  

Лінійною комбінацією рядків матриці називається вираз 

mm AcAcAс  ...2211 , . Лінійна комбінація рядків 

називається тривіальною, якщо всі коефіцієнти дорівнюють нулю. Лінійна 

комбінація рядків називається нетривіальною, якщо хоча б один з коефіцієнтів 

iс  не дорівнює нулю.  

Рядки матриці називаються лінійно залежними, якщо деякий з цих рядків 

є лінійною комбінацією інших. В противному випадку рядки матриці  

називаються лінійно незалежними.  

Рангом матриці  ( ) називається максимальна кількість її лінійно 

незалежних рядків.  

Матриця називається східчастою, якщо всі ненульові рядки розташовані 

над усіма нульовими рядками та перший ненульовий елемент у кожному 

наступному рядку розташований строго правіше ніж у попередньому. 

Наприклад, . 

Щоб визначити ранг матриці, необхідно за допомогою елементарних 

перетворень рядків звести матрицю до східчастого виду. Рангом матриці буде 

кількість ненульових рядків в східчастому вигляді матриці. 

Приклад 4.1. Знайти ранг матриці  
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Приклад 4.2. Знайти ранг матриці

  

 

За допомогою рангу матриці можна дослідити на сумісність будь-яку 

систему лінійних алгебраїчних рівнянь. Додамо до матриці системи ще один 

стовпець – стовпець вільних членів і будемо називати отриману матрицю 

розширеною матрицею системи. 

 

Теорема Кронекера-Капеллі (критерій сумісності системи). Система 

лінійних алгебраїчних рівнянь сумісна (має розв’язки) тоді і тільки тоді, коли 

ранг матриці системи дорівнює рангу розширеної матриці системи.  

Якщо ранги співпадають і дорівнюють кількості змінних, то система має 

єдиний розв’язок. 

Якщо ранги співпадають, але отримане число менше кількості змінних – 

система має безліч розв’язків. 

Алгоритм метода Гаусса. 

1. Записати розширену матрицю вихідної системи лінійних алгебраїчних 

рівнянь з п невідомими. 

2. За допомогою елементарних перетворень рядків звести записану 

матрицю до східчастого виду. 

3. Дослідити систему на сумісність за допомогою теореми Кронекера-

Капеллі. 

4. Записати систему рівнянь, що відповідає отриманій східчастій матриці. 
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5. Виділити в системі залежні та незалежні змінні. Кількість незалежних 

змінних дорівнює рангу  матриці. Кількість залежних змінних дорівнює . 

6. Починаючи з останнього рівняння, виражаємо залежні змінні через 

незалежні (Зворотний хід метода Гаусса). 

 

 Приклад 4.3. Дослідити СЛАР на сумісність і знайти її розв’язки. 

 

Запишемо розширену матрицю системи та зведемо її до східчастого виду: 

 

Ранг матриці системи дорівнює рангу її розширеної матриці і дорівнює 

числу невідомих. Отже, система має єдиний розв’язок. Запишемо систему 

рівнянь, що відповідає отриманій східчастій матриці 

 

 З останнього рівняння . Підставляючи знайдене  в 

передостаннє рівняння , отримаємо, що . Знайдені значення 

змінних підставляємо в перше рівняння  і отримаємо . 

 

 

Приклади розв’язання задач до тем 3-4 

 

Приклад 1. Розв’язати систему рівнянь методом Крамера 
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Розв’язання. Знайдемо головний визначник системи 

 

Знайдемо допоміжні визначники  шляхом заміни -го стовпця на 

стовпець вільних членів 

, . 

Отже, за формулами Крамера отримаємо 

, . 

Приклад 2. Розв’язати систему рівнянь методом Крамера 

 

Розв’язання. Знайдемо головний визначник системи  

. 

Знайдемо допоміжні визначники системи 

, , . 

Оскільки головний визначник системи дорівнює нулю, а серед допоміжних 

визначників є ненульові, то система розв’язків немає, тобто є несумісною.   

Приклад 3. Розв’язати систему рівнянь матричним методом  

 

Розв’язання. Для заданої системи  

.013)5(8
45

12





i i

52)28(24
428

16
1 


 263056

285

62
2 

4
13

521
1 




х 2

13

262
2 




х















.103

,0622

,022

321

321

321

xxx

xxx

xхx

012)6()4(12)4(6

311

622

221











160

3110

620

220

1 



 20

3101

602

201









 60

1011

022

021





















.15366

,27

,1127

321

321

21

xxx

xxx

хx



27 

, , . 

Обчислимо визначник матриці системи 

 

та алгебраїчні доповнення до елементів матриці  

, , , 

, , , 

, , . 

Обернена матриця запишеться у вигляді  

 

Застосувавши формулу , дістанемо 

 

Отже, , , . 

Приклад 4. Знайти загальний розв’язок системи рівнянь 
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Розв’язання. Запишемо розширену матрицю системи та зведемо її до 

східчастого виду: 

 

Ранг матриці системи дорівнює рангу розширеної матриці системи і 

дорівнює 3, а кількість змінних системи дорівнює 4. Отже, система має безліч 

розв’язків.  

Запишемо систему рівнянь, що відповідає отриманій «східчастій» матриці 

 

У якості незалежної змінної можна обрати або 3х , або 4х . Оберемо  

незалежною змінною, тоді  - залежні. 

Знайдені значення  представимо у вигляді матриці  
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Замінюючи  на довільну сталу , загальний розв’язок системи запишемо у 

вигляді 

. 

 

Завдання для самостійного розв’язання 

 

1. Розв’язати системи рівнянь 

а)     б)    в)  

г)      д)           е)  

2. Знайти фундаментальну систему розв’язків  

а) ,               б)  

 в)    г)  

 д)                      е)  

 

Питання для самоконтролю до розділу 1 

1. Поясніть, що таке матриця. 

2.  Як позначають матриці? 
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3. Що таке елемент матриці? На що вказують індекси елементів матриці? 

4. Яку матрицю називають нульовою, одиничною, матрицею-рядком, 

матрицею-стовпцем?  

5. В чому полягає операція транспонування матриці? 

6. Якими є основні операції над матрицями?  

7. Які існують елементарні перетворення матриць?  

8. Що називають визначником першого, другого та третього порядку? 

9. Сформулюйте правило Саррюса та правило трикутників. 

10.  Які основні властивості визначників? 

11.  Що називають мінором? Як його позначають? 

12.  Що таке алгебраїчне доповнення?  

13.  Яку матрицю називають невиродженою? 

14.  Яку матрицю називають виродженою? 

15.  Запишіть формулу оберненої матриці. 

16.  Алгоритм знаходження оберненої матриці. 

17.  Що називають рангом матриці? 

18.  Поясніть сутність методу обчислення рангу матриці за допомогою 

елементарних перетворень. 

19.  Що таке система лінійних алгебраїчних рівнянь? 

20.  Яку матрицю називають основною матрицею системи, розширеною 

матрицею системи? 

21.  Яку систему називають однорідною? 

22.  Що таке розв’язок системи? 

23.  Яку систему називають сумісною, несумісною? 

24.  Яка система є визначеною, невизначеною? 

25.  У чому сутність матричного методу розв’язання системи лінійних рівнянь? 

26.  У чому полягає сутність методу Крамера?  

27. Алгоритм розв’язання систем лінійних рівнянь методом Гаусса. 

28.  Сформулюйте теорему Кронекера-Капеллі. 
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Розділ 2. Векторна алгебра 
 

Тема 5. Вектори. Операції над векторами 

 

Вектором називається напрямлений відрізок. Позначається:  або . 

 

  

                                      

 

Довжина відрізка називається довжиною вектора (або модулем вектора) 

і позначається  або . 

Вектор, довжина якого дорівнює одиниці, називається одиничним. 

Вектор, початок і кінець якого співпадають, називається нульовим, він не 

має направлення, його довжина дорівнює нулю.  

Два або більше векторів називаються колінеарними, якщо вони лежать на 

одній прямій або на паралельних прямих: .  

 Три або більше векторів називаються компланарними, якщо вони лежать в 

одній площині або в паралельних площинах.  

 

Лінійні операції над векторами 

1. Додавання і віднімання векторів. 

а) правило трикутника (застосовується в тому випадку, коли початок 

другого вектора  співпадає з кінцем першого вектора): сумою векторів  і  

називається такий вектор , який з’єднує початок першого вектора  з 

кінцем другого вектора .  
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б) правило паралелограма (застосовується в тому випадку, коли два 

вектори мають спільний початок): сумою векторів  і  є діагональ 

паралелограма, побудованого на цих векторах, яка виходить  зі спільного 

початку векторів  і . 

               

  

 

Різницею двох векторів  і  називають такий вектор  , який в сумі  з 

вектором   дає вектор . Звідси випливає правило побудови різниці:  якщо 

вектори  і  мають спільний початок, тоді різницею цих векторів буде 

вектор, який з’єднує їх кінці і напрямлений в бік вектора, від якого віднімають. 

 

  

 

 

2) Добуток вектора на число (або числа на вектор) 

Добутком вектора  та дійсного числа  (або дійсного числа  на вектор 

) називають вектор , який  

- колінеарний до вектора ,  

- співнапрямлений з вектором , якщо , протилежнонапрямлений з , 

якщо , нульовий,  якщо  , 

- має довжину  . 
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Два вектори  і  колінеарні тоді і тільки тоді, коли існує таке дійсне 

число , що має місце рівність . 

 

Поняття базису та координат вектора 

Розглянемо систему векторів . Якщо існують числа 

, серед яких хоча б одне відмінне від нуля і виконується рівність 

, то розглянута система  векторів називається лінійно 

залежною. Якщо остання рівність можлива тільки тоді, коли всі числа 

 дорівнюють нулю, то система векторів називається лінійно 

незалежною.  

 Вектори будуть лінійно залежними, якщо хоча б один з них можна 

представити у вигляді лінійної комбінації  

. 

1. Один вектор в системі завжди лінійно незалежний, якщо є ненульовим. 

2. Два вектори лінійно залежні, якщо вони колінеарні, і незалежні, якщо не 

колінеарні. 

3. Три вектори лінійно залежні, якщо вони компланарні, і лінійно незалежні, 

якщо не компланарні. 

Базисом називається така впорядкована сукупність векторів, яка 

задовольняє умовам: 

1. система повинна бути лінійно незалежною. 

2. будь-який інший вектор можна представити у вигляді лінійної 

комбінації векторів даної сукупності. 

Базис площини складається з будь-яких двох не колінеарних векторів. 

Базис простору складається з будь-яких трьох не компланарних векторів. 

 

Розглянемо базис . За означенням базису, будь-який вектор можна 

представити у вигляді лінійної комбінації  

а b

k аkb 

nааа ,...,, 21

n ,...,, 21

0...2111  nnааа 

n ,...,, 21

nni аааа   ...2111

 cba ,,
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. 

Остання рівність називається розкладом вектора  по базису , числа 

 називаються координатами вектора  в цьому базисі. 

Базис називається ортонормованим, якщо вектори базису – орти (попарно 

ортогональні (лежать на перпендикулярних прямих) та довжина кожного з них 

дорівнює одиниці). Для ортонормованого базису прийняте позначення . 

Ортонормований базис  називається правим або додатно-

орієнтованим, якщо з кінця третього вектора найкоротший поворот від першого 

до другого вектора видно проти годинникової стрілки. Якщо цей поворот 

здійснюється за годинниковою стрілкою, то базис називається лівим. 

Ортонормований базис визначає декартову систему координат. Нехай 

точка О – початок декартової системи координат. Будь-який вектор з початком 

в точці О і кінцем М називається радіус-вектором точки М. Координати точки 

М відносно декартової системи координат дорівнюють координатам її радіус-

вектора в базисі , тобто якщо kzjyixOM  , то  zyxM ,, . 

Якщо відомі координати початку  і кінця  вектора, то 

для знаходження координат самого вектора  треба від координат кінця 

відняти відповідні координати початку, тобто 

. 

Якщо існує таке дійсне число , що має місце рівність , то 

вектори a  та b  колінеарні. Нехай відомі координати цих векторів: 

 і . Тоді умовою колінеарності векторів a  та b  буде 

пропорційність їх відповідних координат: 

.  

Приклад 5.1. Перевірити, чи є колінеарними вектори  і , якщо 

, , , . 
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Знайдемо координати векторів  

,    .
 

Запишемо відношення відповідних координат 

  . 

Координати непропорційні, отже вектори  і  не є колінеарними. 

 

Ділення відрізка в даному відношенні 

 Нехай маємо дві точки  та . Знайти таку точку 

, яка належить  прямій  та ділить його в даному відношенні . 

.                       

 

 

Формули для координат точки М  мають вигляд 

, ,  , 

якщо 1 . 

Приклад 5.2. Знайти координати точки , яка ділить відрізок  у 

відношенні 2:3, якщо , . 

,  ,   . 

Отримали точку . 
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Тема 6. Нелінійні операції над векторами 

 

Скалярний добуток векторів 

 Скалярним добутком двох векторів  і  називається число, що дорівнює 

добутку довжин цих векторів та косинуса кута між ними 

,                                         (6.1) 

. 

 

Властивості скалярного добутку 

1. Комутативна властивість множення:  

. 

2. Асоціативна властивість відносно множення на число: 

. 

3. Дистрибутивна властивість відносно додавання векторів: 

. 

4. Скалярний добуток двох ненульових векторів дорівнює нулю тоді і тільки 

тоді, коли ці вектори ортогональні 

. 

5. Скалярний квадрат вектора дорівнює квадрату його довжини 

. 

Якщо задано два вектори  і , то їх скалярний 

добуток обчислюється за формулою: 

.                                    (6.2) 

Тоді: 

1. Необхідною і достатньою умовою ортогональності векторів 

 і  є рівність  

. 

a b

cos||||),(  baba

),( ba

),(),( abba 

),(),(),( bababa  

),(),(),( cbcacba 

baba  0),(

22 || aa 

),,( 321 aaaa  ),,( 321 bbbb 

332211),( babababa 

),,( 321 aaaa  ),,( 321 bbbb 

0332211  bababa
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2. Довжина вектора  визначається за формулою 

. 

3. Кут між векторами  і  визначається за 

формулою  

.              (6.3) 

 

 

Векторний добуток векторів 

Векторним добутком векторів  і  називається вектор , який має 

властивості : 

1. довжина вектора  дорівнює ; 

2. вектор  перпендикулярний до кожного з векторів  і ; 

3. вектори , ,  утворюють праву трійку. 

Позначають векторний добуток одним із символів  або . 

Властивості векторного добутку. 

1. Антикомутативність: 

. 

2. Асоціативність відносно множення на число: 

. 

3. Дистрибутивність відносно додавання векторів: 

. 

4. Векторний добуток двох ненульових векторів дорівнює нулю тоді і 

тільки тоді, коли ці вектори колінеарні. 
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5. Модуль векторного добутку не колінеарних векторів дорівнює площі 

паралелограма, побудованого на цих векторах 

 

                                                                (6.4) 

 

Якщо задано два вектори  і , то їх векторний 

добуток визначається за формулою: 

.                   (6.5) 

Приклад 6.1. Знайти площу трикутника, заданого вершинами , 

, . 

Площа трикутника  дорівнює половині площі паралелограма, 

побудованого на векторах  і . Отже, 

Тоді . 

 

Мішаний добуток векторів 

Мішаним добутком трьох векторів ,  і  називається скалярний 

добуток векторного добутку векторів  і  на вектор : 

. 

Властивості мішаного добутку 

1. Якщо в мішаному добутку поміняти місцями два вектори, то мішаний 

добуток змінить знак: 

. 
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2. При циклічній перестановці векторів мішаний добуток не змінюється: 

. 

3. Асоціативність відносно множення на число: 

. 

4. Дистрибутивність відносно додавання векторів: 

. 

5. Об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах ,  і  дорівнює 

модулю  мішаного добутку цих векторів: 

.                                                (6.6) 

Об’єм тетраедра (трикутної піраміди), побудованого на векторах ,  і , 

дорівнює  модуля мішаного добутку цих векторів: 

.                                          (6.7) 

6. Необхідною і достатньою умовою компланарності трьох векторів є 

рівність нулю їх мішаного добутку. 

Якщо вектори , , задані своїми 

координатами, то мішаний добуток обчислюється за формулою  

.                                          (6.8) 

Приклад 6.2. Обчислити об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах 

, , . 
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Приклади розв’язання задач до тем 5-6 

 

 Приклад 1. Знайти , якщо . 

Розв’язання. За формулою (6.1) маємо 

. 

 Приклад 2. Знайти , якщо  

Розв’язання. За формулою (6.2)   

. 

Приклад 3. Показати, що вектори  ортогональні. 

Розв’язання. Знайдемо скалярний добуток векторів  

. 

Оскільки , то за властивістю 4 скалярного добутку вектори 

ортогональні.  

Приклад 4. Знайти кут  між векторами .  

Розв’язання . Знайдемо з формули (6.3) 

 

 

Приклад 5. Визначити кут при вершині

 

 в трикутнику , якщо 

, , .

 
Розв’язання. Знайдемо  і . Тоді за формулою 

(6.3) 
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Приклад 6. Знайти векторний добуток , якщо , 

. 

Розв’язання . За формулою (6.5) маємо 

. 

Отже, . 

Приклад 7. Знайти площу паралелограма, побудованого на векторах 

 і . 

Розв’язання. За формулою (6.4) шукана площа паралелограма дорівнює 

. Знайдемо  

. 

Тоді  (кв.од.) 

 Приклад 8. Знайти площу трикутника, заданого вершинами , 

, . Обчислити довжину висоти . 

Розв’язання. Площа трикутника  дорівнює половині площі 

паралелограма, побудованого на векторах  і . Знаходимо , 

 та їх векторний добуток 

. 

Тоді (кв.од.) 
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. 

Приклад 9. Знайти мішаний добуток векторів ,  і 

. 

Розв’язання. Мішаний добуток знайдемо за формулою (6.8) 

. 

Приклад 10. Довести, що точки , , , 

лежать в одній площині. 

Розв’язання. Точки  лежать в одній площині, якщо вектори , 

 і  компланарні. За властивістю 6 мішаного добутку вектори 

компланарні, якщо їх мішаний добуток дорівнює нулю. Знайдемо координати 

векторів ,  і  та їх мішаний добуток  

. 

Отже, точки  лежать в одній площині. 

 

Завдання для самостійного розв’язання 

 

1. Для векторів  і  визначити , , 

, . 

2. Дано точки )3,2,1( A , , , . Знайти проекції 

вектора  на вектори . 

3. Показати, що чотирикутник з вершинами , ,  , 

 є паралелограмом та знайти точку перетину його діагоналей.  

4. Знайти довжин сторін трикутника та його внутрішні кути, якщо 

, , . 
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5. Визначити координати кінців  і  відрізка, поділеного на три рівні 

частини точками  i . 

6. Визначити центр мас трикутника з вершинами , , 

. 

7. Обчислити довжини діагоналей і площу паралелограма, побудованого 

на векторах  і , де  – орти . 

8. Знайти площу трикутника , якщо , , . 

9. Обчислити об’єм тетраедра з вершинами в точках , , 

,  та його висоту, проведену з вершини  на грань . 

10.  Перевірити, чи лежать чотири точки , ,  , 

 в одній площині. 

11.  Дослідити вектори ,  і  на лінійну 

залежність. 

 

Питання для самоконтролю до розділу 2 

1. Які величини називають векторними, скалярними? Наведіть приклади. 

2. Що таке вектор? Як його позначають? 

3. Які вектори називають колінеарними? Компланарними? 

4. Що розуміють під сумою, різницею векторів? 

5. Що називають добутком вектора на скаляр? 

6. Які вектори називають лінійно залежними, лінійно незалежними? 

7. Що називають проекцію точки на вісь? Проекцію вектора на вісь? 

8.  Як можна визначити відстань між двома точками? 

9.  Як знайти координати точки, що ділить даний відрізок у даному 

відношенні? 

10.  Що розуміють під правою трійкою векторів, лівою трійкою векторів?  

11.  Дайте означення векторного добутку векторів. 

12.  Назвіть властивості векторного добутку. 

13. Як можна виразити векторний добуток через координати векторів-

множників? 

A B
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14. Як дослідити вектори на колінеарність за допомогою векторного 

добутку? 

15. Як знайти площу паралелограма та площу трикутника через векторний 

добуток? 

16. Дайте означення мішаного добутку векторів. 

17. Назвіть властивості мішаного добутку. 

18. Як можна виразити мішаний добуток через координати векторів-

множників? 

19. Як дослідити вектори на компланарність за допомогою мішаного 

добутку? 

20. Як знайти об’єм паралелепіпеда та тетраедра через мішаний добуток?  
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Розділ 3. Аналітична геометрія 
 

Тема 7. Пряма на площині 

 

Пряма на площині може бути задана різними способами: точкою і 

вектором, паралельним даній прямій; двома точками; точкою  і вектором, 

перпендикулярним до даної прямої; тощо. Різним способам задання прямої 

відповідають у прямокутній системі координат різні види її рівнянь. 

1) Загальне рівняння прямої на площині 

.                                              (7.1) 

Коефіцієнти при невідомих є координатами вектора , 

перпендикулярного прямій, який називають нормальним вектором прямої.  

2) Рівняння прямої за точкою  та нормальним вектором  

.                                   (7.2) 

           

  

              

               

3) Рівняння прямої за точкою  та напрямним вектором  

      (Вектор, паралельний прямій, називається її напрямним  

                                       вектором). 

.                                            (7.3) 

 

4) Рівняння прямої за двома точками  і  

.                              (7.4) 
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5) Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом 

                            

,                                               (7.5) 

                    

Кутовий коефіцієнт  дорівнює тангенсу кута між 

прямою та додатним напрямом осі , пряма 

проходить через точку ),0( b . 

 

6) Рівняння прямої, що проходить через точку  та має кутовий 

коефіцієнт  

.                                         (7.6) 

 

Взаємне розташування двох прямих на площині 

Нехай дві прямі задані своїми загальними рівняннями  

, 

. 

Нормальні вектори цих прямих будуть мати координати  і 

 відповідно. Тоді один з кутів між прямими знаходиться за 

формулою 

.                        (7.7) 

Умова перпендикулярності прямих: 

якщо прямі  та  перпендикулярні, то їх нормальні вектори також 

перпендикулярні, отже, , або 

.                                             (7.8) 

Умова паралельності прямих: 

якщо прямі  та  паралельні, то їх нормальні вектори також паралельні, 

а значить їх координати пропорційні. Отже, 
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                                                      (7.9) 

  (при  прямі паралельні, при  прямі співпадають). 

 Якщо прямі задані рівняннями з кутовими коефіцієнтами  і 

, то один з кутів між ними знаходиться за формулою  

 . (7.10) 

 Умова перпендикулярності прямих: 

 . (7.11) 

 Умова паралельності прямих: 

 . (7.12) 

Відстань від точки  до прямої   знаходиться за 

формулою 

 . (7.13) 

 

 

Приклади розв’язання задач до теми 7 

 

 Приклад 1. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точку  

перпендикулярно вектору . 

Розв’язання. Шукане рівняння має вигляд (7.2) 

, або 

. 

 Приклад 2. Знайти рівняння прямої. Яка проходить через точку 

 паралельно вектору . 

 Розв’язання. За рівнянням (7.3) 
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,   

, або 

. 

Приклад 3. Записати рівняння прямої, яка проходить через точки 

 і . 

 Розв’язання. За рівнянням (7.4) 

,   

, або 

. 

Приклад 4. Знайти рівняння прямої, яка відтинає від осі  відрізок 

 і утворює кут  з додатним напрямом осі . 

Розв’язання. Скористаємось рівнянням (7.5). Знайдемо кутовий 

коефіцієнт . Тоді  - рівняння шуканої прямої. 

Приклад 5. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точку  і 

утворює кут  з додатним напрямом осі . 

Розв’язання. Скористаємось рівнянням (7.6). Знайдемо кутовий 

коефіцієнт . Тоді , або . 

 Приклад 6. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точку 

 і: а) перпендикулярна до прямої ; б) паралельна прямій 

. 

 Розв’язання.  

а) Якщо шукана пряма перпендикулярна до заданої 

прямої, то вона буде паралельною до її нормального 

вектора , тобто вектор  буде напрямним для 
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шуканої прямої. Підставимо координати точки  та вектора  в рівняння (7.3)   

                                        
 або . 

б) Якщо шукана пряма паралельна до заданої прямої , то її 

нормальним вектором може бути вектор .   

Підставимо координати точки  та вектора   в 

рівняння (7.2)   

 або . 

 

Приклад 7.  В трикутнику, заданому вершинами , , , 

знайти рівняння висоти, проведеної з вершини  до сторони . 

 Розв’язання. Висота  перпендикулярна 

до вектора  та проходить через точку 

. Тому можемо скористатись рівнянням (7.2), 

отримаємо 

 або . 

  

Приклад 8. Знайти кут між прямими 

 а) 045  yx  і ; 

 б)  і  

 Розв’язання.  

а) Знайдемо нормальні вектори заданих прямих:  і . 

Тоді за формулою (7.7) 
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б) Випишемо кутові коефіцієнти заданих прямих , . Тоді за 

формулою (7.10) 

,     . 

 Приклад 10. Знайти відстань від точки  до прямої 0186  yx .  

Розв’язання. За формулою (7.13) 

. 

 

Завдання для самостійного розв’язання 

 

1. Знайти точку перетину прямих 01772  yx   і 033  yx . 

2. Знайти рівняння прямої, яка відтинає на осі Oy  відрізок 2b  і 

утворює кут 
045  з додатним напрямом осі Oх . 

3. Відомі координати вершин трикутника )3,2(A , )7,8(B , )9,2(C . Знайти 

рівняння середньої лінії цього трикутника, яка паралельна до сторони АС . 

4. Знайти точку перетину медіан трикутника, якщо відомі координати 

його вершин )5,3(A , )8,1(B , )4,5( C . 

5. Знайти проекцію точки )5,7(Р  на пряму 0332  yx  і точку, 

симетричну точці Р відносно даної прямої.   

6. Визначити кут між прямими   

а) 0324  yx  і 032  yx ; 

б) 5 хy  і 32  хy . 

 7. Знайти відстань між паралельними прямими 072  yx  і 

032  yx . 
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 8. Записати рівняння прямої, що проходить через точку перетину прямих 

0105  yx  та 0948  yx  і паралельна прямій 03  yx . 

 9. Знайти відстань від точки )2,1( Р  до прямої 0943  yx . 

 10. Знайти відстань від точки перетину прямих 0523  yx  і 

0723  yx   до прямої 09  yx . 

 

 

Тема 8. Криві другого порядку 

 

До кривих другого порядку належать такі лінії: коло, еліпс, гіпербола, 

парабола, рівняння яких у декартовій системі координат є рівняннями другого 

степеня відносно х і у. Криві другого порядку називають ще конічними 

перерізами, оскільки їх можна отримати як лінії перетину прямого кругового 

конуса площинами. Так, якщо перетнути конус площиною, яка не проходить 

через вершину конуса і перетинає всі його твірні, то матимемо еліпс (рис. 8.1, 

а), якщо перетнути конус площиною, паралельною двом твірним конуса, то 

дістанемо гіперболу (рис. 8.1, б), якщо перетнути конус площиною, 

паралельною одній твірній конуса, то матимемо параболу (рис. 8.1, в). 

 

Рисунок 8.1 – Конічні перерізи  

 

 Колом називається множина всіх точок площини, рівновіддалених від 

даної точки цієї площини, яка називається центром.  
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Рівняння кола з центром в початку координат і радіусом  має вигляд  

.                                                      (8.1) 

Рівняння кола з центром в точці  і радіусом  має вигляд 

.                                       (8.2) 

 Еліпсом називається множина точок площини, сума відстаней від яких до 

двох заданих точок, що називаються фокусами, є величина постійна, більша за 

відстань між фокусами.  

 Рівняння еліпса, фокуси якого лежать на осі , має вигляд 

 ( )                                      (8.3) 

 

 

де  - довжина великої півосі,  - довжина малої півосі. Фокуси еліпса 

знаходяться у точках  і . Залежність між параметрами  

виражається співвідношенням 

.                                                    (8.4) 

Ексцентриситетом еліпса називається відношення фокусної відстані  

до великої осі  

.                                                           (8.5) 

Ексцентриситет еліпса . 
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Директрисами еліпса називаються прямі, які перпендикулярні до великої 

осі еліпса і лежать на відстані  від центра еліпса. Рівняння директрис еліпса 

мають вигляд:  

, .                                    (8.6) 

Якщо центр симетрії еліпса знаходиться в точці  , а осі симетрії 

паралельні осям , , то рівняння еліпса має вигляд 

.                                    (8.7) 

 Гіперболою називається множина точок площини, абсолютна величина 

різниці відстаней від яких до двох даних точок, що називаються фокусами, є  

величина постійна, менша за відстань між фокусами. 

Рівняння гіперболи, фокуси якої лежать на осі , має вигляд 

.                                                    (8.8) 

 

 

де  - довжина дійсної півосі,  - довжина уявної півосі. Фокуси гіперболи 

знаходяться у точках  і . Залежність між параметрами  

виражається співвідношенням 

.                                                         (8.9) 
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Ексцентриситетом гіперболи називається відношення фокусної відстані 

 до дійсної осі  

.                                                         (8.10) 

Ексцентриситет гіперболи . 

Директрисами гіперболи називаються прямі, які перпендикулярні до 

дійсної осі гіперболи і лежать на відстані  від центра гіперболи. Рівняння 

директрис гіперболи мають вигляд:  

, .                                    (8.11) 

Гіпербола має дві асимптоти, рівняння яких  

 і .                                      (8.12) 

Якщо центр симетрії гіперболи знаходиться в точці , а осі 

симетрії паралельні осям , , то рівняння гіперболи має вигляд 

.                               (8.13) 

Параболою називають множину точок на площині, рівновіддалених від 

даної точки (фокуса) і від даної прямої (директриси).  

Рівняння параболи з вершиною в початку координат, віссю симетрії якої є 

вісь , має вигляд 

,                                      (8.14) 

де  – параметр параболи.  

 Якщо , то гілки параболи напрямлені вправо, якщо , то гілки 

параболи напрямлені вліво.  
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Фокус параболи знаходиться у точці . Рівняння директриси . 

 Рівняння параболи з вершиною в початку координат, віссю симетрії якої є 

вісь , має вигляд 

.                                               (8.15) 

Якщо , то гілки параболи напрямлені вгору, якщо , то гілки 

параболи напрямлені вниз. Фокусом такої параболи є точка , а рівняння 

директриси . 

 

Приклади розв’язання задач до теми 8 

 

Приклад 1. Складіть рівняння кола з центром у точці  і з 

радіусом, що дорівнює 4. Побудуйте це коло.  

Розв’язання. Підставимо в рівняння (8.2) задані за умовою координати 

точки А та радіус і отримаємо  

. 

Приклад 2. Знайти параметри еліпса , координати його 

фокусів та відстань між ними. 
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 Розв’язання. З рівняння еліпса велика піввісь , мала піввісь . Із 

співвідношення (8.4)  , . Отже, координати фокусів 

 i , а відстань між ними . 

 Приклад 3. Скласти рівняння еліпса, фокуси якого лежать на осі , 

якщо велика вісь дорівнює 12, а відстань між фокусами дорівнює 8. 

 Розв’язання. З умови задачі випливає, що  і . Із співвідношення 

(8.4) знайдемо  

 

Підставимо значення  в рівняння 

(8.3), отримаємо . 

 

Приклад 4. Скласти рівняння еліпса з фокусами на осі , якщо його 

велика вісь дорівнює 16, а ексцентриситет . 

Розв’язання. За умовою , отже .  Підставимо це значення в 

формулу (8.10)  .  За умовою , отже  і . Iз 

співвідношення (8.4) знайдемо . Тоді шукане 

рівняння еліпса буде мати вигляд . 

Приклад 5. Скласти рівняння еліпса з фокусами на осі , якщо він 

проходить через точки  і . 

Розв’язання. Щоб скласти рівняння еліпса, треба  знайти параметри  i . 

Знайдемо їх, підставивши координати точок в рівняння еліпса (8.3) 
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Отже, шукане рівняння має вигляд  . 

Приклад 6. Побудувати гіперболу . Знайти фокуси, 

ексцентриситет, рівняння асимптот та директрис. 

Розв’язання. З рівняння гіперболи знайдемо її півосі . Тоді із 

співвідношення (8.9) знайдемо 

. Фокуси 

гіперболи  i . Знайдемо 

ексцентриситет . Рівняння 

асимптот (8.12) мають вигляд . 

Рівняння директрис (8.11) мають вигляд .  

Приклад 7. Скласти рівняння гіперболи з фокусами на осі , якщо її 

дійсна вісь дорівнює 24, а відстань між фокусами дорівнює 26. 

Розв’язання. З умови задачі , . Знайдемо 

. 

 Підставимо знайдені параметри в рівняння (8.8) і отримаємо 

. 

 Приклад 8. Скласти рівняння гіперболи за координатами її фокусів 

,  і ексцентриситетом . 
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Розв’язання. З умови задачі маємо . Підставимо це значення в 

формулу для ексцентриситету  .  За умовою . Далі 

знайдемо . Підставимо знайдені параметри в 

рівняння (8.8) і отримаємо 

. 

Приклад 9. Скласти рівняння гіперболи з фокусами на осі , якщо 

довжина її дійсної осі дорівнює 16 і гіпербола проходить через точку   . 

Розв’язання. За умовою , тобто . Підставивши  в рівняння 

(8.8)  значення   і координати заданої точки, отримаємо 

. 

Підставимо знайдені параметри в рівняння (8.8) і отримаємо 

. 

Приклад 10. Скласти рівняння параболи з вершиною у початку 

координат, якщо її фокус лежить у точці  . 

Розв’язання. Оскільки фокус лежить на осі , то рівняння параболи має 

вигляд (8.14). Знайдемо параметр параболи. Оскільки координати фокуса 

, то 63
2

 p
p

.  Підставивши значення параметра в рівняння 

параболи, отримаємо xy 122  . 

Приклад 11. Скласти рівняння параболи з вершиною у початку 

координат, яка симетрична відносно осі  і проходить через точку . 

Розв’язання. Шукана парабола симетрична відносно осі , отже її 

рівняння має вигляд . Підставимо в це рівняння координати точки А 

  і знайдемо . Тоді рівняння параболи має вигляд . 
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Приклад 12. За заданим рівнянням параболи  обчислити 

координати її фокуса, одержати рівняння директриси. Побудувати параболу.  

Розв’язання. З рівняння параболи маємо 

. Парабола симетрична відносно осі 

, її фокус лежить на осі симетрії і має координати 

, тобто . Рівняння директриси 

,  тобто  2х .  

 

 

 

Завдання для самостійного розв’язання 

 

1. Знайти точки еліпсу 1
36100

22


уx

, відстань від яких до правого фокуса  

F дорівнює 14.  

2. Знайти довжини осей, координати фокусів та ексцентриситет еліпса 

144916 22  уx . 

3. Записати рівняння еліпса, фокуси якого лежать на осі абсцис 

симетрично відносно початку координат та схематично його побудувати, якщо 

а) велика піввісь дорівнює 13, а відстань між фокусами 10; б) мала піввісь 

дорівнює 4, а ексцентриситет 
5

4
 ; в) відстань між директрисами дорівнює 32, 

а ексцентриситет 
2

1
 . 

4. Скласти рівняння гіперболи та побудувати її. Якщо відстань між її 

вершинами дорівнює 20, а відстань між фокусами – 30. 

5. Дійсна піввісь гіперболи дорівнює 5, ексцентриситет  4,1 . Знайти 

рівняння гіперболи та побудувати її.  
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6. Гіпербола проходить через точки 










5

152
;3  і  3;52 . Знайти рівняння 

гіперболи та побудувати її. 

7. Скласти рівняння параболи, якщо її вершина знаходиться в початку 

координат, а директрисою є пряма 052 у . Побудувати цю параболу. 

8. Скласти рівняння параболи, якщо її вершина знаходиться в початку 

координат, відстань від фокуса до вершини дорівнює 4, а віссю симетрії є вісь 

Ох . 

 

Тема 9. Площина та пряма у просторі 

 

Рівняння площини в просторі. 

1)Загальне рівняння площини 

.                                          (9.1) 

 У прямокутній декартовій системі координат площина (9.1) 

перпендикулярна вектору , який називається нормальним вектором 

площини. 

 2) Рівняння площини за точкою  та нормальним вектором 

 

.                          (9.2) 

 3) Рівняння площини за трьома точками ,  і 

 

                               (9.3) 

 

Взаємне розташування двох площин в просторі. 

Нехай дві площини задані своїми загальними рівняннями  
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, 

. 

Нормальні вектори цих площин будуть мати координати  і 

 відповідно. Тоді один з кутів між векторами знаходиться за 

формулою 

.                   (9.4) 

Умова перпендикулярності площин: 

якщо площини  та  перпендикулярні, то їх нормальні вектори також 

перпендикулярні, отже, , або 

.                                        (9.5) 

Умова паралельності площин: 

якщо площини  та  паралельні, то їх нормальні вектори також 

паралельні, а значить їх координати пропорційні. Отже, 

                                               (9.6) 

(при  площини паралельні, при  

площини співпадають). 

Відстань від точки  до площини  

знаходиться за формулою 

 . (9.7) 

 

Рівняння прямої в просторі 

1) Рівняння прямої за точкою  і напрямним вектором 
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.                       (9.8) 

    

 

Рівняння (9.8) називають канонічними рівняннями прямої у просторі.  

У параметричній формі ці рівняння мають вигляд 

                                                 (9.9) 

2) Рівняння прямої за двома точками  і  

.                      (9.10) 

Пряма в просторі може бути задана як лінія 

перетину двох площин  і 

. Загальними рівняннями цієї прямої називаються 

систему рівнянь  

                              (9.11) 

В цьому випадку напрямний вектор прямої дорівнює векторному добутку 

векторів  і  

.                                  (9.12) 

 Кут між прямими  і  

знаходиться як кут між їх напрямними векторами  і 
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.              (9.13) 

 Кут між прямою  та площиною 

 знаходиться за формулою  

.                             (9.14) 

 

 

Приклади розв’язання задач до теми 9 

 

Приклад 1. Скласти рівняння площини, яка проходить через точку 

 перпендикулярно вектору . 

Розв’язання. За рівнянням (9.2) отримаємо 

, 

. 

 Приклад 2. Знайти рівняння площини, яка проходить через три точки 

, , . 

 Розв’язання. Скористаємось рівнянням (9.3) 

,    , 

, 

, 

. 

Приклад 3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точку 

паралельно площині . 

2
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Розв’язання. Для заданої площини   вектор нормалі 

. Оскільки шукана площина паралельна 

заданій площині, то вона також буде 

перпендикулярна до вектора . Отже, з рівняння 

(9.2)  

, 

        . 

Приклад 4. Знайти кут між площинами  і 

. 

 Розв’язання.  Запишемо нормальні вектори заданих площин: , 

. Кут знайдемо за формулою (9.4) 

, 

. 

Приклад 5. Знайти відстань від точки до прямої 

.  

Розв’язання. За формулою (9.7) 

. 

Приклад 6. Записати канонічні та параметричні рівняння прямої, яка 

проходить  через точку  паралельно вектору . 

Розв’язання. Канонічні рівняння мають вигляд (9.8) 

, 

а параметричні рівняння запишемо у вигляді (9.9) 
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 Приклад 7.  Пряма задана загальними рівняннями  

Знайти її канонічні рівняння. 

Розв’язання. Знайдемо на прямій довільну точку , наприклад, точку з 

координатою . Підставивши ці значення в загальні рівняння, отримаємо  

 

 З цієї системи  

 

отримаємо  та . Отже, отримали точку , яка лежить на 

заданій прямій. Знайдемо напрямний вектор прямої. Нормальні вектори даних 

площин  i . Їх векторний добуток  

. 

За знайденою точкою  та напрямним вектором 

запишемо канонічні рівняння прямої (9.8) 

. 

Приклад 8. Знайти точку перетину прямої та площини  

та площини . 

Розв’язання. Запишемо рівняння прямої у параметричній формі 

, 
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Знайдені вирази для zyx ,,  підставимо в рівняння площини і знайдемо 

параметр точки перетину 

, 

, 

. 

Координати точки перетину знайдемо з параметричних рівнянь 

 

Отже, точка перетину . 

Приклад 9. Знайти кут між прямими  і 

. 

Розв’язання. За формулою (9.13) знаходимо кут між напрямними 

векторами  і  прямих 

, 

. 

Отже, задані прямі перпендикулярні. 

Приклад 10. Знайти кут між прямою  і площиною 

. 

Розв’язання. Випишемо , . Тоді за 

формулою (9.14)  
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, 

. 

 

Завдання для самостійного розв’язання 

 

1. Знайти рівняння площини, що проходить через три точки )0,2,1(A , 

)1,3,4( B , )2,3,2(C . 

2. При яких l  і m  площини 0123  zymx  і 052  lzyx  будуть 

паралельними? 

3. Знайти відстань від точки )3,1,6(0 M  до площини, що проходить через 

три точки )0,2,1(1 M , )3,0,2(2 М , )3,5,1(3 М . 

4. Визначити кут між площинами 0123  zyx  і 02  zyx . 

5. Скласти канонічні рівняння прямої 








0842

0132
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zyx
. Записати 

параметричні рівняння прямої,  що проходить через точку )5,4,3( A  і 

паралельна заданій прямій.  

6. Знайти кут між прямими: 
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7. Знайти точку перетину прямої 
4

1

1

3

1

2 









 zyx
 та площини 

01432  zyx . 

9

5

273

5

1151)1(1

111)1(51
sin

222222







9

5
arcsin



68 

8. Скласти рівняння прямої, що перпендикулярна площині 

0132  zyx  та проходить через точку )1,2,1( М . 

9. Обчислити кут між прямою 















18

33

45

tz

ty

tx

 та площиною 

05632  zyx . 

 10. Скласти канонічне рівняння прямої, яка: а) проходить через точку 

)5,2,1( A  паралельно осі Ох; б) проходить через точку )1,2,3(М  паралельно 

прямій 
4

2

3

1

2

5 





 zyx
; в) проходить через дві точки )0,2,5(1 М  і 

)6,4,1(2 М . 

11. Записати рівняння прямої, що проходить через точку )1,2,3(М  та 

паралельна прямій 















23

52

4

tz

ty

tx

.  

 

Питання для самоконтролю до розділу 3. 

1. Який вигляд має загальне рівняння прямої на площині? Запишіть канонічне 

рівняння прямої на площині.  

2. Запишіть рівняння прямої, що проходить через дві задані точки.  

3. Запишіть рівняння прямої «у відрізках» на осях.  

4. Запишіть рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом.  

5. Запишіть рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом, що проходить через 

задану точку.  

6. Запишіть рівняння прямої за точкою і нормальним вектором.  

7. Як виглядають умови паралельності та перпендикулярності прямих?  

8. Як знайти відстань між паралельними прямими?  

9.  Запишіть канонічне рівняння кола.  

10.  Що називають еліпсом?  
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11.  Яке канонічне рівняння еліпса?  

12.  Як можна знайти ексцентриситет еліпса?  

13.  Запишіть рівняння директрис еліпса.  

14.  Що називають гіперболою?  

15.  Запишіть канонічне рівняння гіперболи.  

16.  Запишіть рівняння асимптот гіперболи.  

17.  За допомогою яких формул можна знайти ексцентриситет і директриси 

гіперболи?  

18. Дайте означення параболи.  

19. Запишіть канонічне рівняння параболи.  

20.  Запишіть рівняння директриси параболи.  

21.  Запишіть рівняння площини, що проходить через три задані точки.  

22.  Запишіть рівняння площини у відрізках на осях.  

23.  Запишіть рівняння площини, що проходить через задану точку 

перпендикулярно заданому вектору.  

24.  Запишіть загальне рівняння площини.  

25.  Як можна знайти кут між площинами?  

26. Сформулюйте умови паралельності та перпендикулярності площин.  

27.  Як знайти відстань від заданої точки до площини?  

28.  Які види рівнянь прямої у просторі ви знаєте?  

29.  Як знайти кут між прямими у просторі?  

30.  Сформулюйте умови паралельності та перпендикулярності прямих у 

просторі.  

31.  Як визначити кут між прямою і площиною?  

32.  Сформулюйте умови паралельності та перпендикулярності прямої та 

площини.  
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Розділ 4. Диференціальне числення функцій 
 

Тема 10. Функції. Границя функції 

 

Нехай  – непорожня множина дійсних чисел. Якщо кожному числу 

 за певним правилом ставиться у відповідність єдине число , то кажуть, 

що задано функцію  з областю визначення . Для позначення 

використовують запис . При цьому  називають незалежною змінною 

або аргументом функції  ,  – залежною змінною, або значенням функції в 

точці . Область визначення функції позначають , а множину значень 

. 

Послідовністю називають функцію з областю визначення . 

Позначають символом . 

Графіком функції  називають множину точок з координатами 

 на площині . 

Основними елементарними функціями називають наступні функції: 

1) Стала функція . 

2) Степенева функція . 

 

Х

Хx y

f Х

)(xfy  х

f y

х )( fD

)( fE

,...}3,2,1{X

}{ nх

)(xfy 

))(,( xfх хОу

Rcсy  ,

Rxy   ,
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3) Показникова функція , 

 

 

4) Логарифмічна функція , 

 

 

5) Тригонометричні функції: 

а) синус , 

б) косинус , 

в) тангенс , 

г) котангенс , 

 

1,0,,  aаRааy х

),0(:)(,:)(  yfERxfD

1,0,,log  aаRаxy a

RyfExfD  :)(),,0(:)(

]1,1[:)(,:)(,sin  yfERxfDxy

]1,1[:)(,:)(,cos  yfERxfDxy

RyfEZkkkxfDtgxy  :)(,),
2

,
2

(:)(, 
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


RyfEZkkkxfDctgxy  :)(,),,(:)(, 
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 Елементарними називають функції, що одержуються з основних 

елементарних функцій за допомогою операцій додавання, віднімання, 

множення, ділення та операції утворення складної функції, які застосовують 

скінченну кількість разів. Операція утворення складної функції полягає у 

наступному: якщо , а , то функція  – складна. 

 Приклад 10.1. Функцію задано формулою . Знайти , 

, . Обчислимо значення функції  у вказаних точках, 

підставляючи у формулу замість  задані значення аргументу:

)(ufy  )(xgu  ))(( xgfy 

1

3
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
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x
xf )0(f



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1
f )1(f )(хf
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, . Значення  не існує, 

оскільки при підстановці у формулу одиниці отримаємо нуль в знаменнику. 

 

Границя функції 

Число  називають границею функції  в точці , якщо для 

довільного  знайдеться таке , що для всіх значень  з області 

визначення функції, які задовольняють умову , виконується 

нерівність . Позначення: . 

 

Властивості границь. 

Якщо існують границі  та , то 

1) ; 

2) ; 

3)  

4) . 

При обчисленні границь зручно користуватись тим, що коли  належить 

області визначення елементарної функції , то  

. 

Приклади  

10.2. . 
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10.4. . 

Якщо , то функцію  називають нескінченно малою при 

. 

Якщо , то функцію  називають нескінченно великою при 

 

Якщо функція  є нескінченно малою (нескінченно великою), то обернена 

до неї функція  буде нескінченно великою (нескінченно малою). 

Приклади. 

10.5  . 

10.6  

10.7 . 

 

 

Тема 11. Методи знаходження границь функції 

 

Якщо при підстановці замість 

 

його граничного значення  отримаємо 

невизначеності типу , то процес обчислення 

границі називається розкриттям невизначеності. 

 

Правила розкриття невизначеностей 

Правило 1. Для того, щоб знайти границю дробово-раціональної функції 

у випадку, коли при  чисельник та знаменник прямують до нуля 
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(невизначеність типу ), потрібно скоротити дріб на  і перейти до 

границі. 

Застосування правила 1 ґрунтується на розкладанні чисельника та 

знаменника дробу на множники. Для цього можна скористатись, наприклад, 

формулами скороченого множення 

, 

, 

, 

або  формулою розкладу квадратного тричлена на множники 

, 

де  - корені рівняння . 

Приклад 11.1.

 

Знайти границю 

 

. 

Підстановкою значення  переконуємось, що маємо невизначеність 

: 

. 

Розглянемо рівняння . Його коренями є числа . 

Тому . Отже,  

. 

Приклад 11.2.
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Для знаходження цієї границі застосуємо формулу скороченого множення 

: 

. 

 

Правило 2. Границя частки двох многочленів при  (невизначеність 

типу ) дорівнює: 

 відношенню коефіцієнтів при старших степенях, якщо степені 

чисельника і знаменника однакові; 

 нулю, якщо степінь чисельника менше степені знаменника; 

 нескінченності, якщо степінь чисельника більше степені знаменника 

 

 Приклади.  

11.3. , 

11.4. , 

11.5. , 

11.6 . 
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Особливі границі 

Перша особлива границя 

 

Наслідки першої особливої границі: 

1. ,   2. ,    3. , 

4. ,    5. ,      6. . 

Приклади. 

, 

, 

. 

Друга особлива границя 

. 

Наслідки другої особливої границі: 

1. ,       2. ,    3. . 

Приклади. 

, 

, 
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Приклади розв’язання задач до тем 10-11 

 

Приклад 1. Обчислити границю . 

Розв'язання. 
 

Приклад 2. Обчислити границю  . 

Розв'язання. 

   

Приклад 3. Обчислити границю  . 

Розв'язання. 

 

 

Приклад 4. Обчислити границю  . 

Розв'язання. 

 

Приклад 5. Обчислити границю  . 

Розв'язання. 

 

Приклад 6. Обчислити границю  . 

Розв'язання.    

Приклад 7. Обчислити границю   

Розв'язання.   

Приклад 8. Обчислити границю  
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Розв'язання. 

 Приклад 9. Обчислити границю  . 

Розв'язання. 

 
Приклад 10. Обчислити границю  

Розв'язання.  

 Приклад 11. Обчислити границю   

Розв'язання. 

 Приклад 12. Обчислити границю   

Розв'язання. 

 

Приклад 13. Обчислити границю   

Розв'язання. Розкладемо чисельник і знаменник на множники, отримаємо 

. 

Приклад 14. Обчислити границю . 

Розв'язання. Розкладемо чисельник і знаменник на множники, отримаємо 

 

Приклад 15. Обчислити границю  . 
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Розв'язання. 

 

Приклад 16. Обчислити границю   

Розв'язання.  

Приклад 17. Обчислити границю  . 

Розв'язання. . 

  Приклад 18. Обчислити границю  . 

  Розв'язання. . 

  Приклад 19. Обчислити границю  . 

  Розв'язання. . 

  Приклад 20. Обчислити границю  . 

Розв'язання. . 

 Приклад 21. Обчислити границю  . 

Розв'язання.  

. 
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Завдання для самостійного розв’язання 

 

 Знайти границi функцій 
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 Обчислити границі функцій за допомогою першої та другої особливих 
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Тема 12. Диференціювання функцій однієї змінної 

 

Похідною функції  в точці  називається границя відношення 

приросту функції  до приросту аргументу  за умови, що приріст 

аргументу  прямує до нуля: 

, 

  – приріст функції,  – приріст аргументу.  

Операцію знаходження похідної називають диференціюванням функції. 

 

Геометричний зміст похідної в точці 

 Значення похідної в точці  дорівнює тангенсу кута нахилу дотичної до 

графіка функції  в точці з абсцисою  і кутовому коефіцієнту цієї 

дотичної  

. 
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Правила диференціювання  

1. Похідна суми (різниці) двох функцій, кожна з яких має похідну, 

дорівнює сумі (різниці) похідних цих функцій  

. 

2. Похідна добутку двох функцій дорівнює сумі добутків кожної функції 

на похідну іншої функції 

. 

3. Похідна частки двох функцій обчислюється за формулою  

. 

4. Сталий множник можна виносити за знак похідної 

. 

Приклад 12.1. Обчислити похідну функції . 

За правилами 1 і 4 та таблицею похідних отримаємо 
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Приклад 12.2. Обчислити похідну функції . 

Використовуючи властивості степенів, запишемо функцію у вигляді

.  За таблицею похідних отримаємо 

. 

Приклад 12.3. Обчислити похідну функції . 

За правилом 1 та таблицею похідних отримаємо 

. 

Приклад 12.4. Обчислити похідну функції . 

Використовуючи властивості степенів, запишемо функцію у вигляді

.  За правилом 1 та таблицею похідних отримаємо 

. 

Приклад 12.5. Обчислити похідну функції . 

За правилом 2 та таблицею похідних отримаємо 

 

Приклад 12.6. Обчислити похідну функції . 

За правилом 3 та таблицею похідних отримаємо 
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Похідна складеної функції 

 Якщо аргументом функції  є функція незалежної змінної , тобто 

, то функція  називається складеною функцією від . При 

цьому функцію  називають зовнішньою, а функцію  – внутрішньою 

функцією складеної функції .  

 Похідна складеної функції  обчислюється за формулою  

, 

де  - похідна зовнішньої функції за проміжною змінною; 

      - похідна зовнішньої функції за основним аргументом. 

Приклад 12.7.  Обчислити похідну функції . 

Внутрішньою функцією буде функція , а зовнішньою 

. Тому 

. 

Приклад 12.8. Обчислити похідну функції . 

. 

 Приклад 12.9. Обчислити похідну функції . 

. 

 Приклад 12.10. Обчислити похідну функції . 

. 

 

Похідні вищих порядків. 

Якщо функція  диференційована на деякому інтервалі (тобто має 

похідну в кожній точці інтервалу), то за означенням похідна другого порядку 
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(друга похідна) цієї функції знаходиться за формулою . Таким чином, 

друга похідна від заданої функції є похідна від її першої похідної.  

Аналогічно похідна третього порядку (третя похідна)  і т.д.  

Приклад 12.11 Знайти похідну третього порядку функції . 

Знайдемо послідовно: 

, 

, 

. 

Приклад 12.12 Знайти похідну п’ятого порядку функції . 

Знайдемо послідовно: 

,    , 

,      , 

. 

 

Диференціювання функцій, що задані параметрично 

 Нехай функція  задана параметрично ,  – параметр, 

. Її похідна знаходиться за формулою  

, 

де  - похідна функції ,  – похідна функції  по змінній ,  – 

похідна функції  по змінній . 

 Приклад 12.13 Знайти похідну функції . 

, , 
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. 

 Приклад 12.14 Знайти похідну функції . 

, , 

. 

 

Диференціювання неявно заданих функцій 

 Якщо кожному числу  з множини  ставиться у відповідність єдине 

число  так, що пара чисел  задовольняє рівняння , то кажуть, 

що функцію  задано неявно. 

 Незважаючи на те, що рівняння  не розв’язане відносно , 

можна знайти похідну . Для цього потрібно: 

1) обидві частини рівняння  продиференціювати по , 

вважаючи, що  є функцією від ; 

2) одержане рівняння розв’язати відносно . 

Приклад 12.15 Знайти похідну функції, заданої неявно 

. 

Продиференціюємо по  обидві частини рівняння, враховуючи, що   є 

функцією від : 

. 

 Розв’яжемо рівняння відносно : 
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. 

Приклад 12.16  Знайти похідну функції, заданої неявно 

. 

Продиференціюємо по  обидві частини рівняння, враховуючи, що  є 

функцією від : 

. 

Розв’яжемо рівняння відносно : 

,       , 

,        . 

 

Правило Лопіталя знаходження границь функцій 

 Правило Лопіталя використовують для знаходження границь 

диференційовних функцій, якщо маємо невизначеності типу  або .  

Нехай виконується співвідношення  

 

або 

, 

де  - число або . Тоді  

. 

Правило Лопіталя можна застосовувати кілька разів.  
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правило Лопіталя 
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. 

 Приклад 12.16. Знайти границю функції , використовуючи 

правило Лопіталя 

 

 Якщо функція  має похідну в точці , то приріст функції 

можна записати у вигляді  

, . 

 Диференціалом функції  у точці  називають вираз  і 

позначають  або . Диференціалом незалежної змінної  вважають її 

приріст  і позначають . Отже, диференціал функції обчислюється за 

формулою 

. 

 З останньої формули випливає, що позначення похідної  можна 

розуміти як відношення двох диференціалів. 

 Приклад 12.17.  Обчислити диференціал функції . 

. 

 

Приклади розв’язання задач до теми 12 

 

Приклад 1. Знайти похідну функції . 

Розв’язання.  Скористаємось правилом для похідної різниці та таблицею 

похідних 
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. 

Приклад 2. Знайти похідну функції . 

Розв’язання.  Скористаємось правилом для похідної суми та таблицею 

похідних 

. 

Приклад 3. Знайти похідну функції  . 

Розв’язання.  Скористаємось правилом для похідної різниці та таблицею 

похідних 

 

Приклад 4. Знайти похідну функції  . 

Розв’язання.  Скористаємось правилом для похідної різниці та таблицею 

похідних 

. 

Приклад 5. Знайти похідну функції  . 

Розв’язання.  Скористаємось правилом для похідної добутку та таблицею 

похідних 

 

Приклад 6. Знайти похідну функції  . 

Розв’язання. Скористаємось правилом для похідної частки та таблицею 

похідних 
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Приклад 7. Знайти похідну функції . 

Розв’язання.  Скористаємось правилом для похідної різниці, таблицею 

похідних та правилом диференціювання складеної функції 

 

Приклад 8. Знайти похідну функції  . 

Розв’язання.  Скористаємось правилом для похідної суми, таблицею 

похідних та правилом диференціювання складеної функції 

 

 Приклад 9. Знайти похідну функції  . 

Розв’язання.  Скористаємось правилом диференціювання складеної 

функції 
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Завдання для самостійного розв’язання 

 

 Знайти похідну функції: 

1. 𝑦 = ln2 𝑥 

2. 𝑦 = 𝑥 + √𝑥3
 

3. 𝑦 = cos2 (
𝑥

2
) + tg2 4𝑥 

4. 𝑦 = 𝑎𝑟ctg √𝑥 + arcsin2 𝑥 

5. 𝑦 = ln(𝑥2 + 𝑎2) + ln cos 𝑥 

6. 𝑦 = (𝑥3 + 1)ⅇ
2

𝑥 

7. 𝑦 = 𝑥2ⅇ−2𝑥 

8. 𝑦 = 32𝑥 lg(𝑥2 + 1) 

9. 𝑦 =
𝑥2

1−𝑥
 

10. 𝑦 =
√𝑥

4+√𝑥
 

11. 𝑦 =
1+cos 𝑥

sin 3𝑥
 

12. 𝑦 = ln
1+𝑥

√1+𝑥2
 

 Знайти похідну функції, що задана парметрично 

1. {
𝑥 =

𝑡+1

𝑡

𝑦 =
𝑡−1

𝑡

              2. {
𝑥 =

𝑒𝑡−𝑒−𝑡

2

𝑦 =
𝑒𝑡+𝑒−𝑡

2

 

3. {
𝑥 = ln (1 + 𝑡2)
𝑦 = 𝑡 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑡

     4. {
𝑥 = ⅇ2𝑡𝑠𝑖𝑛2𝑡
𝑦 = ⅇ𝑡𝑐𝑜𝑠6𝑡

     

 Обчислити границі функції за допомогою правила Лопіталя 

 1. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑒𝑥−1

sin 𝑥
     2. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑥−𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥−𝑡𝑔𝑥
     3. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑒𝑥−𝑒−𝑥

sin 𝑥
     4. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑥−𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

𝑥3
      

 5. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑙𝑛𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑥
   6. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑥2+2𝑥

x+sin 3𝑥
    7. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑥3−12𝑥+16

𝑥3−4𝑥2+4𝑥
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Тема 13. Диференціювання функцій багатьох змінних 

 

Означення. Змінну величину  називають функцією двох змінних  , 

якщо кожній упорядкованій парі  їх значень  із даної області площини 

поставлено у відповідність єдине значення . Позначення . Змінні 

 називають аргументами або незалежними змінними.  

Аналогічне означення функції трьох або більшого числа змінних.  

 Під областю визначення функції  розуміють сукупність точок 

 площини хОy , в яких задана функція визначена, тобто вираз  

набуває певних дійсних значень.  

   

Частинні похідні функції двох змінних 

 За означенням частинна похідна функції  у точці  по 

змінній  дорівнює 

. 

За означенням частинна похідна функції  у точці по 

змінній  дорівнює  

. 

 З означення частинних похідних випливає, що для їх знаходження можна 

використовувати відомі формули обчислення похідних функцій однієї змінної, 

вважаючи іншу змінну сталою.  

 Аналогічно означуються і знаходяться частинні похідні функцій трьох та 

більшого числа змінних.  

Приклад 13.1. Знайти частинні похідні функції . 

Вважаючи  сталою, знаходимо 
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. 

Вважаючи  сталою, знаходимо 

. 

Приклад 13.2. Знайти частинні похідні функції . 

Вважаючи  сталою, знаходимо 

. 

Вважаючи  сталою, знаходимо 

. 

Приклад 13.3. Знайти частинні похідні функції . 

Вважаючи  сталою, знаходимо 

. 

Вважаючи  сталою, знаходимо 

  . 

Приклад 13.4. Знайти частинні похідні функції . 

Вважаючи  сталою, знаходимо частинну похідну складеної функції 

Вважаючи  сталою, знаходимо частинну похідну складеної функції 

. 

 

Частинні похідні вищих порядків 

 Частинними похідними другого порядку функції називають частинні 

похідні від її частинних похідних першого порядку. Для частинних похідних 

другого порядку використовують позначення 
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Якщо частинні похідні, що обчислюються, неперервні, то результат 

повторного диференціювання не залежить від порядку диференціювання, тобто  

. 

Приклад 13.5. Знайти частинні похідні другого порядку функції 

. 

Знайдемо частинні похідні першого порядку 

, 

. 

Знайдемо частинні похідні від похідних першого порядку 

, 

, 

, 

. 

Приклад 13.6. Знайти частинні похідні другого порядку функції 

. 

Знайдемо частинні похідні першого порядку 

, 

. 

Знайдемо другі частинні похідні  

, 

, 

. 
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Екстремум функції двох змінних 

 Функція  має локальний максимум (мінімум)  у точці  , 

якщо для всіх відмінних від  точок  у деякому околі точки  

виконується нерівність  (відповідно ). Максимум 

або мінімум функції називається її екстремумом.   

Необхідна умова екстремуму. Точки, в яких диференційована функція 

 може набувати екстремуму, знаходять шляхом розв’язання системи 

рівнянь 

 

Розв’язки системи називають стаціонарними точками. 

Достатня умова екстремуму. У стаціонарній точці екстремуму  

знаходимо  

, , , . 

Якщо:  

1) , то функція має екстремум  у точці , а саме – максимум, 

якщо , і мінімум, якщо ; 

2) , то екстремуму в точці  немає; 

3) , то потрібні подальші дослідження. 

Приклад 13.7. Дослідити на екстремум функцію . 

Знайдемо частинні похідні і складемо систему 

,  

 або . 
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Розв’язуємо систему  і знаходимо чотири стаціонарні точки 

, , , . 

Знайдемо похідні другого порядку  

,  ,  . 

Обчислимо  для кожної 

стаціонарної точки:  

1) . Оскільки , то у 

точці  екстремуму немає; 

2) , оскільки , 

, то у точці  функція має мінімум. Цей мінімум дорівнює 

значенню функції при , : . 

3) , оскільки , 

то у точці  екстремуму немає; 

4) , оскільки , 

, , то у точці  функція має максимум, що 

дорівнює . 

 

 

Приклади розв’язання задач до теми 13 

 

Приклад 1. Знайти частинні похідні функції    

Розв’язання. 

 

. 
























y
x

y
y

2

,05
2 2

2

)2;1(1M )1;2(2M )2;1(3 M )1;2(4 M

xzхx 6 yzхy 6 хzyy 6

2222 3636)6(66 yxyxxBAC 

10814436236136)( 22
1  М 0)( 1  М

1М

10836144136236)( 22
2  М 0)( 2  М

012)( 2 МA 2М

2х 1y 281122151232 23
min z

10814436)2(36)1(36)( 22
3  М 0)( 3  М

3М

10836144)1(36)2(36)( 22
4  М 0)( 4  М

012)( 2 МA 012)( 2 МA 4М

28)1(12)2(15)1()2(3)2( 23
min z

796 23  yxz

2223 180036)796( xxyxz хх 

yyyxz yy 180290)796( 23 



98 

Приклад 2. Знайти частинні похідні функції 

   

Розв’язання. 

 

. 

Приклад 3. Знайти частинні похідні функції .  

Розв’язання.  

 

Приклад 4. Знайти частинні похідні функції . 

Розв’язання.  

 

 

Приклад 5. Знайти частинні похідні функції . 

Розв’язання. 

 

 

14sin53 243  xyyxxyyxz
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Приклад 6. Знайти всі другі частинні похідні функції 

. 

Розв’язання. Знайдемо спочатку перші частинні похідні 

, 

. 

Далі знайдемо другі частинні похідні 

, 

, 

.
 

Приклад 7. Знайти всі другі частинні похідні функції . 

Розв’язання. Знайдемо спочатку перші частинні похідні 

, 

. 

Далі знайдемо другі частинні похідні 

, 

, 

. 

 

Завдання для самостійного розв’язання 

 

Знайти частинні похідні функцій: 

1. 𝑧 = 𝑥3 + 3𝑥𝑦2 + 𝑦3       2. 𝑧 = (5𝑥2𝑦 − 𝑦3 + 7)3 

xyxxyz cos2 22 

xyxyхyxxyz хх sin22)cos2( 222 

222 4)cos2( xxyхyxxyz yy 

xyxyxyxyz ххx cos2cos20)sin22( 2 

xyxyxyxyz yхy 24024)sin22( 2 

xxxxyz yyy 404)4( 2 

)43ln( yxz 
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yxz xx
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1
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
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
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3.𝑧 = 𝑥3𝑦 − 𝑥𝑦3                  4. 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 + ⅇ𝑥𝑦 

5. 𝑧 = arcsin(2𝑥 − 3𝑦) + ln tg(𝑥𝑦) 

Обчислити диференціал функції двох змінних: 

1. 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦   

2. 𝑧 = ln(𝑥 + 3𝑦) + √𝑥 − 2𝑦 

3. 𝑧 = 𝑥𝑦3 − 3𝑥2𝑦2 + 2𝑦4 

Знайти всі другі частинні похідні 

1. 𝑧 = ln(𝑥 + √𝑥2 + 𝑦2) 

2. 𝑧 = ⅇ𝑥𝑦 

Дослідити на екстремум функцію 

1. 𝑧 = 2𝑦2 + (𝑥 − 1)2    

2.  𝑧 = 2𝑥 + 4𝑦 − 2𝑥𝑦 

3. 𝑧 = (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2 − 4 

4. 𝑧 = 𝑥2 − 2𝑦𝑥 + 3𝑦2 − 1 

 

Питання для самоконтролю до розділу 4 

1. Поясніть поняття функції, які є способи задання функцій. 

2. Сформулюйте поняття границі функції у точці. 

3. Сформулюйте основні правила розкриття невизначеностей, першу та 

другу особливі границі. 

4. Дайте визначення похідної функції. 

5. Сформулюйте правила диференціювання функцій. 

6. Як знайти похідну складеної функції? 

7. Дайте означення похідної другого порядку. 

8. Дайте означення функції двох змінних. 

9. Як знайти частинні похідні першого та другого порядку функції двох 

змінних? 

10.  Сформулюйте правило дослідження функції двох змінних на екстремум.  
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Розділ 5. Інтегральне числення 
 

Тема 14. Невизначений інтеграл 

 

 Невизначеним інтегралом  функції  (на проміжку ) 

називають вираз , де – одна з первісних функції , тобто 

,  – довільна стала. 

Таблиця основних невизначених інтегралів 

1.  8.  

2.  9.  

3.  10.  

4.  
11.  

5.  12.  

6.  13.  

7.   

 

 Приклади. Обчислити невизначений інтеграл за допомогою таблиці 

інтегралів 

14.1  (за формулою 2) 

 dxxf )( )(xf X

CxF )( )(xF )(xf

)()()( XxxfxF  C
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
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C
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a
dxa

x
x
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x
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aax
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
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ax

ax
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1
22

  Cx
x
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||ln  


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x

xa

dx
arcsin

22

  Cxxdx sincos
 


Caxx

ax

dx 22

22
ln

  Cxxdx cossin

C
x

C
x

dxx 





413

413
3
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14.2
 

(за формулою 2) 

14.3  (за формулою 3) 

 
14.4 . (за формулою 10) 

14.5 . (за формулою 11) 

14.6. . (за формулою 13) 

 

Методи інтегрування 

Безпосереднє інтегрування 

Безпосереднє обчислення невизначених інтегралів ґрунтується на 

тотожних перетвореннях підінтегральної функції та властивостях 

невизначеного інтеграла. 

Властивості невизначеного інтеграла. 

1. Сталий множник  можна винести за знак інтеграла 

, . 

2. Інтеграл від суми (різниці) функцій дорівнює сумі (різниці) інтегралів 

. 

3. Якщо , то для будь-яких сталих  та   

. 

Приклади. Обчислити невизначений інтеграл 

14.7 . 

CxC
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CbkxF
k

dxbkxf  )(
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14.8 

. 

14.9 . 

14.10  

 

 

Метод заміни змінної 

 Обчислення невизначених інтегралів методом заміни змінної ґрунтується 

на формулі 

, 

де  – первісна функція , – похідна функції . 

При застосуванні цієї формули зручно перейти до нової змінної , 

поклавши . Розглядаючи  як функцію змінної х, запишемо 

диференціал . В результаті приходимо до інтеграла відносно 

змінної : . Зробивши заміну  у правій частині цієї 

рівності, отримаємо остаточну відповідь . 

Обчислення інтеграла методом заміни змінної зручно оформити 

наступним чином 

. 

Приклади. Обчислити інтеграл 

14.11  

Оскільки , то 
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. 

14.12
 .    

Оскільки , то 

 

 

Метод інтегрування частинами 

Формула інтегрування частинами має вигляд 

. 

Виділимо три класи підінтегральних функцій, для яких необхідно 

користуватися цією формулою. 

1 клас: якщо підінтегральна функція  

 

2 клас: якщо підінтегральна функція  
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3 клас: якщо підінтегральна функція  

, , , , , , 

то треба інтегрувати два рази частинами. При цьому в правій частині один із 

доданків міститиме вихідний інтеграл. Отримаємо його значення, розв’язавши 

рівняння. 

Приклад 14.4  

 

 

Приклади розв’язання задач до теми 14 

 

Приклад 1. Знайти невизначений інтеграл  

Розв’язання. . 

Приклад 2. Знайти невизначений  інтеграл  . 

Розв’язання. 

. 

Приклад 3. Знайти невизначений інтеграл . 

Розв’язання. .

 

 Приклад 4. Знайти невизначений інтеграл . 

Розв’язання.  
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. 

 

Приклад 5. Знайти невизначений інтеграл . 

Розв’язання. Скористаємося формулою (4) з таблиці інтегралів і 

отримаємо .
 

Приклад 6. Знайти невизначений інтеграл . 

Розв’язання.  

. 

Приклад 7. Знайти невизначений інтеграл . 

Розв’язання.  

 

Приклад 8. Знайти невизначений інтеграл . 

Розв’язання. 

. 

Приклад 9. Знайти невизначений інтеграл . 

Розв’язання. Скористаємося формулою (11) з таблиці інтегралів.  В 

нашому випадку , отже 
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Приклад 10. Знайти невизначений інтеграл . 

Розв’язання. Скористаємося формулою (9) з таблиці інтегралів. В нашому 

випадку , отже 

. 

Приклад 11. Знайти невизначений інтеграл . 

Розв’язання. Скористаємось методом інтегрування частинами 

 

Приклад 12. Знайти невизначений інтеграл. .  

Розв’язання. Скористаємось методом заміни змінної 

Оскільки , то  

. 

 

 

Завдання для самостійного розв’язання 

 

 Знайти невизначені інтеграли 
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10. 
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25. dxx x
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                 27.  xdxx ln  

 

 

Тема 15. Визначений інтеграл 

 

Визначений інтеграл функції  на відрізку  – це число, яке 

позначають . Тут  – підінтегральна функція,  – відрізок 

інтегрування,  та  - нижня та верхня межі інтегрування.  

Визначений інтеграл обчислюється за формулою Ньютона-Лейбніца 

, 

де  – первісна функції , тобто . 

 

Властивості визначеного інтеграла 

1. Сталий множник можна виносити за знак визначеного інтеграла. 

2. Визначений інтеграл суми (різниці) двох функцій дорівнює сумі 

(різниці) визначених інтегралів кожної з цих функцій. 
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. 

(ця властивість поширюється на будь-яке скінченне число доданків). 

3. Якщо у визначеному інтегралі поміняти місцями межі інтегрування, то 

інтеграл змінить свій знак на протилежний 

. 

4. Визначений інтеграл з однаковими межами інтегрування дорівнює 

нулю 

. 

5. Якщо точка  ділить відрізок  на відрізки  та , то  

. 

Приклад 15.1 Обчислити визначений інтеграл .  

. 

 Приклад 15.2 Обчислити визначений інтеграл .   

 

 

Заміна змінної у визначеному інтегралі 

 Якщо у визначеному інтегралі вводиться нова змінна , то 
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значення нової змінної в точці , а верхня межа  – її значення в точці 

, тобто .  

 Приклад 15.3. Обчислити інтеграл . 

Введемо нову змінну . Тоді . Обчислимо 

нові межі інтегрування . Маємо  

. 

Приклад 15.4. Обчислити інтеграл . 

Введемо нову змінну . Тоді . Обчислимо нові межі 

інтегрування . Маємо  

. 

 

Інтегрування частинами у визначеному інтегралі 

Формула інтегрування частинами у визначеному інтегралі має вигляд  

. 

Приклад 15.5. Обчислити інтеграл . 
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Приклади розв’язання задач до теми 15 

 

Приклад 1. Знайти значення інтеграла . 

Розв’язання.  

 

Приклад 2. Знайти значення інтеграла . 

Розв’язання.  

 

Приклад 3. Знайти значення інтеграла  . 

Розв’язання. .

 

 

Приклад 4. Знайти значення інтеграла . 

Розв’язання.  
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 Приклад 5. Обчислити інтеграл . 

Розв’язання. Нехай . Тоді , або . Обчислимо нові 

межі інтегрування 

. 

Приклад 6. Обчислити інтеграл . 

Розв’язання. Скористаємось методом інтегрування частинами  

 

 

 

Завдання для самостійного розв’язання 
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4.∫
2𝑥+4

9𝑥2+6𝑥+1
ⅆ𝑥

3

0

  5. ∫ √1 + 𝑥 ⅆ𝑥
1

0
   6. ∫

ⅆ𝑥

√(3−𝑥)45

13

4

 

7. ∫
ⅆ𝑥

𝑥3+𝑥

2

1

            8. ∫
ⅆ𝑥

√2𝑥−𝑥2+1

2

1

      9. ∫
𝑥+3

2𝑥2−𝑥+5
ⅆ𝑥

3

0

 

10.∫ х ln 𝑥 ⅆ𝑥
2

1
    11.∫ х 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ⅆ𝑥

𝜋

2
0

     12. ∫ ⅇ2𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ⅆ𝑥
𝜋

2
0

   

 

 

Тема 16. Невласні інтеграли 

 

Невласні інтеграли I-го роду 

 Інтеграли з однією або двома нескінченними межами інтегрування 

прийнято трактувати як граничні значення відповідних визначених інтегралів 

,                                       (16.1) 

,                                        (16.2)  

Якщо при цьому границя нескінчена або не існує, то кажуть, що 

невизначений інтеграл є розбіжним. Якщо ж границя є скінченим числом, то 

кажуть, що інтеграл збігається. 

,                                 (16.3) 

де інтеграли у правій частині рівності (16.3) визначаються так само, як у 

рівностях (16.1) і (16.2). Причому, якщо хоча б одна з двох границь є 

нескінченністю, то невласний інтеграл називається розбіжним. Якщо ж границі 

обох доданків існують, то невласний інтеграл називається збіжним. 

 Приклад 16.1 Дослідити інтеграл   на збіжність. 

Згідно з формулою (16.2) маємо  
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. 

Оскільки границя скінченна, то інтеграл збіжний. 

Приклад 16.2 Дослідити інтеграл   на збіжність. 

Згідно з формулою (16.1) маємо  

. 

Оскільки границі не існує, то інтеграл розбіжний. 

Приклад 16.3 Дослідити інтеграл  на збіжність. 

Згідно з формулою (16.3) маємо  

 

 

. 

Отже, інтеграл збіжний. 

 

Невласні інтеграли II-го роду 

 Якщо функція  має розрив у точці , а в інших точках проміжку 

 інтегрування вона неперервна, тоді  

.                                      (16.4) 

Якщо функція  має розрив у точці , а в інших точках проміжку 
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.                                      (16.5) 

 Якщо точка розриву знаходиться у точці , де , тоді 

.                               (16.6) 

Якщо існують границі інтегралів (16.4)-(16.6), то такі невласні інтеграли є 

збіжними. 

Приклад 16. 4 Дослідити інтеграл  на збіжність. 

Підінтегральна функція  має в точці  розрив. Тому за 

формулою (16.5) 

 

Отже, інтеграл збіжний. 

Приклад 16.5 Дослідити інтеграл  на збіжність. 

Підінтегральна функція  має в точці  розрив. Тому за 

формулою (16.6) 

Оскільки , то інтеграл є розбіжним. 
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Приклади розв’язання задач до теми 16 

 

Приклад 1. Знайти значення інтеграла  або довести, що він є 

розбіжним. 

Розв’язання. 

. 

Інтеграл є розбіжним. 

Приклад 2. Знайти значення інтеграла  або довести, що він є 

розбіжним. 

Розв’язання.  

 - 

значення інтеграла. 

Приклад 3. Знайти значення інтеграла  або довести, що він є 

розбіжним. 

Розв’язання.  

. 

Інтеграл збіжний. 

Приклад 4. Знайти значення інтеграла  або довести, що він є 

розбіжним. 

Розв’язання. Згідно з формулою (16.3) маємо  
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Інтеграл розбіжний. 

Приклад 5. Знайти значення інтеграла  або довести, що він є 

розбіжним. 

Розв’язання. Згідно з формулою (16.1) маємо  

 

 

Інтеграл збіжний. 

Приклад 6. Дослідити інтеграл  на збіжність. 

Розв’язання. Підінтегральна функція  має в точці  розрив. 

Тому за формулою (16.5) 

 

Отже, інтеграл розбіжний. 

Приклад 7. Дослідити інтеграл  на збіжність. 
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Розв’язання. Підінтегральна функція  має в точці  розрив. 

Тому за формулою (16.4) 

Отже, інтеграл збіжний. 

 

Завдання для самостійного розв’язання 

 

 Знайти значення невласного інтеграла або довести, що він є 

розбіжним: 
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Питання для самоконтролю до розділу 5. 

1. Яка функція називається первісною для заданої функції? 

2. Що називається невизначеним інтегралом? Який його геометричний зміст? 

3. Які властивості невизначеного інтеграла ви знаєте? 

4. Запишіть таблицю основних інтегралів. 
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5. Охарактеризуйте основні методи інтегрування: метод заміни змінної, 

інтегрування частинами. Наведіть приклади. 

6. Дайте означення визначеного інтеграла. Які його властивості? 

7. Запишіть формулу Ньютона-Лейбніца. 

8. Які основні методи обчислення визначених інтегралів Ви знаєте? 

9. Дайте означення невласних інтегралів І-го і ІІ-го роду. Як вони 

обчислюються?  
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Розділ 6. Диференціальні рівняння 

 

Тема 17. Диференціальні рівняння 

 

Диференціальним рівнянням першого порядку називається рівняння, яке 

містить незалежну змінну , невідому функцію  та її похідну : 

.                                              (17.1) 

Якщо рівняння (17.1) можна розв’язати відносно , то приходимо до 

рівняння  

.                                                (17.2) 

Розв’язком рівняння (17.1) на інтервалі   називають диференційовну 

на цьому інтервалі функцію , яка при підстановці в рівняння 

перетворює його в тотожність при всіх  з інтервалу . 

Загальним розв’язком рівняння (17.1) називають функцію , яка є 

розв’язком даного рівняння при будь-якому фіксованому значенні сталої  і 

для довільної початкової умови  існує єдине значення , при 

якому розв’язок  задовольняє початкову умову. Розв’язок  

 називають частинним або розв’язком задачі Коші. 

Співвідношення , яким загальний розв’язок  

рівняння (17.1) задається неявно, називають загальним інтегралом рівняння 

(17.1). При конкретному значенні  співвідношення  

називають частинним інтегралом.  

Найпростіше диференціальне рівняння першого порядку  

                                                 (17.3) 
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зводиться до обчислення невизначеного інтеграла. Оскільки , то маємо 

, або . Приписуємо знак інтегралу до обох частин 

останньої рівності 

 

і знаходимо ці інтеграли 

. 

Приклад 17.1 Розв’язати диференціальне рівняння 

. 

Розв’яжемо рівняння за наведеною вище схемою  

, 

, 

, 

 - загальний розв’язок заданого рівняння.  

 

Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними 

Диференціальне рівняння виду  

                                        (17.4) 

називають диференціальним рівнянням з відокремлюваними змінними. 

В правій частині маємо добуток двох функцій, одна із яких залежить тільки від

  , а друга – тільки від . Покажемо як розв’язуються такі рівняння.  

Оскільки , то  або . Помножимо 

обидві частини останньої рівності на 
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dxxf
yg

dy
)(

)(
 .                                         (17.5) 

Інтегруючи рівняння (17.5) 

 

Cdxxf
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dy
  )(

)(
,                                     (17.6) 

отримаємо загальний розв’язок диференціального рівняння (17.4). 

 Розглянемо рівняння  

.                            (17.7) 

Його також можна звести до рівняння (17.4). Поділимо ліву і праву частини 

рівняння (17.7) на добуток  і перенесемо другий доданок вправо 

. 

 Інтегруючи ліву частину за змінною , а праву – за змінною , 

отримаємо загальний інтеграл диференціального рівняння (17.7) 

. 

Приклад 17.2 Розв’язати диференціальні рівняння . 

Це диференціальне рівняння з відокремлюваними змінними 

. 

Запишемо його у вигляді  

 

або  

. 

Інтегруємо дане рівняння  
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, 

, 

, 

тоді загальний розв’язок заданого рівняння . 

 

Однорідні диференціальні рівняння 

Диференціальне рівняння  називають однорідним, якщо 

функція  є однорідною функцією, тобто для будь-якого  

.                                         (17.8) 

Покладемо , тоді . Отримали рівняння  

.                                               (17.9) 

Введемо допоміжну функцію . Покладемо  або . 

Знайдемо . Тепер рівняння (17.9) запишеться у вигляді  

, або . 

Отримали рівняння з відокремлюваними змінними. Отже,  

. 

Проінтегрувавши останнє рівняння, одержимо 

.                                    (17.10) 

Обчисливши інтеграл у лівій частині і підставивши замість  вираз , 

отримаємо загальний розв’язок диференціального рівняння.  
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Приклад 17.3 Розв’язати диференціальне рівняння . 

Функція  є однорідною, оскільки  

. 

Застосуємо підстановку , , отримаємо 

,   ,   , 

, 

. 

Отримали рівняння з відокремлюваними змінними. Розв’яжемо його  

,   ,  , 

. 

Підставимо в отримане рівняння , тоді 

,   . 

Отже, загальний розв’язок заданого диференціального рівняння має вигляд 

. 
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Приклади розв’язання задач до теми 17 

 

Приклад 1. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння 

, якщо . 

Розв’язання.  Спочатку знайдемо загальний розв’язок диференціального 

рівняння  

,      ,     , 

, 

                                   – загальний розв’язок.   

Далі знайдемо частинний розв’язок з умови . Підставимо в загальний 

розв’язок  та : 

, 

. 

Отже, частинний розв’язок має вигляд . 

 Приклад 2. Розв’язати рівняння , якщо . 

Розв’язання. Запишемо рівняння  у вигляді  

. 

Отже, маємо рівняння з відокремлюваними змінними. Помноживши 

рівняння на , отримаємо . Проінтегруємо це рівняння 
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        , 

. 

Загальний розв’язок рівняння можна записати у вигляді 

. 

Знайдемо частинний розв’язок. Підставимо в загальний розв’язок  і  і 

отримаємо 

, 

, 

. 

Остаточно, . 

Приклад 3. Розв’язати рівняння . 

Розв’язання. Перепишемо рівняння у вигляді  

, 

, . 

Права частина рівняння – функція  – є однорідною, 

оскільки  

. 

Застосуємо підстановку , : 

,  , , , , 

,  ,  , , , 

  dxydyy 2

1

2

1

3

C
xy



2
3

3

2
3

2

3

2

3

Cxy  2

3

2

3

2

1х 9y

C 2

3

2

3

129

C 227

25C

253 2

3

2

3

 xy

0)(  xdydxyx

dxyxxdy )( 

х

yx

dx

dy 


х

yx
y




х

yx
yxf


),(

),(
)(

),( yxf
х

yx

tх

yxt

tх

tytx
tytxf 










uxy  uxuy 

x

uxx
uxu




x

ux
uxu

)1( 
 uuxu  1 1xu

x
u

1


xdx

du 1


x

dx
du   

x

dx
du Cxu lnln  xCu ln



127 

 , 

звідки маємо загальний розв’язок . 

 

Завдання для самостійного розв’язання 

 

Знайти розв'язок диференціального рівняння 

1. 𝑥𝑦′ − 𝑦 = 𝑦2     2. 𝑦 = 𝑦′ + 4𝑦𝑥         3. (𝑥2 + 𝑥)𝑦′ = 2𝑦 + 1 

4. 𝑦′ + 2𝑦𝑥 = 0       5.𝑥𝑦′ + 𝑦 − 𝑦2 = 0   6. 𝑥2𝑦′ − 2𝑦𝑥 = 3𝑦 

 

Знайти розв'язок однорідного диференціального рівняння 

1. 𝑥2𝑦′ = 𝑦2 + 𝑦𝑥     2. (2𝑦 + 𝑥) ⅆ𝑥 − 𝑥 ⅆ𝑦 = 0     

3. 𝑦′ =
𝑥

𝑦
+

𝑦

𝑥
                4. 𝑦′ =

𝑦2

𝑥2
− 2 

5. 𝑦′ = ⅇ
𝑦

𝑥 +
𝑦

𝑥
              6. 𝑥 − 𝑦 cos

𝑦

𝑥
+ 𝑥𝑦′ cos

𝑦

𝑥
= 0  

7. 𝑦′ =
2𝑥𝑦

𝑥2−𝑦2
                8. 𝑥2𝑦′ + 𝑦2 − 2𝑦𝑥 = 0 

9. 𝑥3𝑦′ = 𝑦(𝑦2 + 𝑥2)  10. 𝑦′ =
𝑥2+𝑥𝑦+𝑦2

𝑥2
 

 

 

Тема 18. Лінійні диференціальні рівняння. Рівняння 

Бернуллі 

 

Диференціальне рівняння виду  

 або ,                      (18.1) 

де  і  - неперервні функції на деякому інтервалі , називається 

лінійним диференціальним рівнянням першого порядку. У випадку, коли 
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y
ln

xCхy ln

)()( xQyxPy  )()( xQyxPy 
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 або , рівняння (18.1) є диференціальним рівнянням з 

відокремлюваними змінними.  

 Розглянемо один з методів розв’язання рівняння (18.1) –  метод Бернуллі. 

Розв’язок рівняння шукаємо у вигляді добутку  

.                                               (18.2) 

 Знаходимо похідну функції : 

. 

Підставляючи  та  в рівняння (18.1), отримаємо  

, 

.                                 (18.3) 

Виберемо функцію  так, щоб вираз у дужках дорівнював нулю, тобто  

.                                           (18.4) 

Знаходимо  з рівняння (18.4), яке є диференціальним рівнянням з 

відокремлюваними змінними: 

,  , 

,  

. 

Під невизначеним інтегралом тут розуміємо одну з первісних функцій . 

Знаючи , знаходимо з рівняння , яке випливає з (18.3) і (18.4) 

,     , 

,    . 

Підставляємо знайдені функції  та  у формулу (18.2) і отримаємо загальний 

розв’язок лінійного диференціального рівняння 

. 
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 Приклад 18.1 Розв’язати диференціальне рівняння . 

Маємо лінійне диференціальне рівняння першого порядку. Його розв’язок 

будемо шукати у вигляді . Тоді .  Підставляємо  та  в 

задане рівняння  

, 

. 

 Виберемо функцію  так, щоб  

. 

Знаходимо : 

,      , 

,    , 

,  звідки . 

Зауважимо, що оскільки в якості функції  ми вибираємо один з 

розв’язків, то після інтегрування диференціального рівняння відносно , 

обираємо константу .  

Підставляючи знайдену функцію , отримуємо рівняння для знаходження 

 

 або , 

, 

. 

Загальний розв’язок заданого диференціального рівняння . 

 

Рівняння виду  
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де функції  неперервні на деякому інтервалі , , причому 

 і , називається рівнянням Бернуллі. При  рівняння (18.5) 

перетворюється в лінійне диференціальне рівняння, а при  - в рівняння з 

відокремлюваними змінними. Розв’язок рівняння Бернуллі будемо шукати у 

вигляді .  

 Приклад 18.2  Розв’язати диференціальне рівняння . 

Розділимо праву і ліву частини рівняння на , отримаємо . 

Отже, це рівняння Бернуллі. Зробимо заміну . Тоді 

, 

. 

Виберемо функцію  так, щоб . Знаходимо : 

,      ,      ,     . 

Підставляючи  в рівняння, отримаємо рівняння для знаходження : 

,      , 

,      , 

. 

Загальний розв’язок рівняння запишеться у вигляді  

. 
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Приклади розв’язання задач до теми 18 

 

Приклад 1. Розв’язати диференціальне рівняння . 

Розв’язання. Задане рівняння  є лінійним диференціальним рівнянням 

першого порядку. Його розв’язок будемо шукати у вигляді . Тоді 

. Рівняння набуває вигляду 

, 

. 

Виберемо функцію  так, щоб . Тоді 

,     ,      

,    . 

Знайдемо : 

,     ,    . 

Отже, . 

 Приклад 2. Розв’язати диференціальне рівняння . 

 Розв’язання. Маємо лінійне диференціальне рівняння першого порядку. 

Його розв’язок шукаємо у вигляді : 

, 

. 

Виберемо функцію  так, щоб . Тоді 

,     ,      

,    . 
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Тепер рівняння для знаходження  має вигляд 

,    , 

,   . 

Загальний розв’язок заданого рівняння має вигляд . 

 Приклад 3. Розв’язати диференціальне рівняння . 

 Розв’язання. Маємо рівняння Бернуллі. Зробимо заміну , тоді 

, 

. 

Виберемо функцію  так, щоб . Знаходимо : 

,    ,     ,    . 

Тоді  

,     , 

, 

, 

. 

 

Завдання для самостійного розв’язання 

 

Знайти розв’язок лінійного диференціального рівняння 

1. 𝑥𝑦′ − 𝑦 = 𝑥2 cos 𝑥         2. (1 + 𝑥2)𝑦′ + 𝑦 = arctg 𝑥 
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3. 𝑦′ + 2𝑦 = 4𝑥                    4. 𝑦′ + 5𝑦 = ⅇ3𝑥 

5. 𝑦′ +
1−2𝑥

𝑥2
𝑦 = 1                6. 𝑦′ +

3

𝑥
𝑦 =

2

𝑥3
 

7. 𝑦′ +
𝑦

1+𝑥
+ 𝑥3 = 0           8. 𝑦′ + 4𝑦 = ⅇ2𝑥 

 Знайти частинний розв’язок лінійного диференціального рівняння 

1. 𝑦′ +
2

𝑥
𝑦 =

4

𝑥2
, 𝑦(1) = 0           

2. 2. 𝑦′ −
𝑦

𝑥 ln 𝑥
= 𝑥 ln 𝑥,   𝑦(ⅇ) =

𝑒2

2
 

3. 𝑦′ √1 − 𝑥2 + 𝑦 = arcsin 𝑥, 𝑦(0) = 0 

4. 𝑦′ sin 𝑥 − 𝑦 cos 𝑥 = 1, 𝑦 (
𝜋

2
) = 0 

 

Питання для самоконтролю до розділу 6. 

1. Дайте означення диференціального рівняння. 

2. Що таке порядок диференціального рівняння? 

3. Що називається розв’язком диференціального рівняння? 

4. Що таке загальний розв'язок диференціального рівняння? 

5. Що таке частинний розв'язок диференціального рівняння? 

6. Дайте означення диференціального рівняння з відокремлюваними 

змінними. 

7. Дайте означення однорідного диференціального рівняння. 

8. Дайте означення лінійного диференціального рівняння першого порядку 

та рівняння Бернуллі. 

  



134 

Індивідуальні завдання 

 

Тема. Матриці та визначники 
 

Завдання 1. Для матриць  та  знайти: 

а) матрицю ; 

б) добуток матриць  та ; 

в) визначник матриці ; 

г) матрицю, обернену до матриці . Зробити перевірку. 

 

1)   

2)  

3)  

4)   

5)  

6)  

7)  

8)  

A B
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9)  

10)  

11)  

12)  

13)  

14)  

15)  

16)  

17)  

18) . 
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  Тема. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь 

Завдання 2. Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь 

а) методом Крамера;  

б) матричним методом; 

в) методом Гаусса. 

 

1)          2)      3)  

4)       5)       6)  

7)            8)       9)  

10)          11)         12)  

13)        14)      15)  

16)         17)     18)  
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Завдання 3. Побудувати фундаментальну систему розв’язків та знайти 

загальний розв’язок однорідної системи лінійних алгебраїчних рівнянь 

 

1)          2)  

3)       4)  

5)              6)  

7)       8)  

9)          10)  

11)        12)  

13)          14)  

15)      16)  
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17)         18)  

 

Тема. Векторна алгебра 

 
Завдання 4. За координатами точок 𝐴, 𝐵 та 𝐶 для зазначених векторів 

знайти: 

а) модуль вектора 𝑎̅; 

б) скалярний добуток векторів 𝑎̅  і  𝑏̅; 

в) проекцію вектора 𝑐̅  на ⅆ̅; 

г) координати точки М, що ділить відрізок l у співвідношенні 𝛼: 𝛽; 

д) площу паралелограма, побудованого на векторах 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  𝑖  𝐴𝐶̅̅ ̅̅ . 

 

𝐴(2, −3, 𝑛), 𝐵(1, 𝑛, 0), 𝐶(−3,1,2), 𝑎̅ = −3𝐴𝐶̅̅ ̅̅ + 2𝑛 ∙ 𝐶𝐵̅̅ ̅̅ , 𝑏̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ , 𝑐̅ = 𝐶𝐵̅̅ ̅̅ , ⅆ̅ =

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ , 𝑙 = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ , 𝛼 = 2, 𝛽 = 𝑛 

 

Тема. Аналітична геометрія на площині 

 
Завдання 5. Дано вершини  трикутника 𝐴𝐵𝐶: 𝐴(𝑥1, 𝑦1), 𝐵(𝑥2, 𝑦2), 𝐶(𝑥3, 𝑦3). 

Записати: 

а) рівняння сторони 𝐴𝐵; 

б) рівняння висоти 𝐶𝐻; 

в) рівняння медіани 𝐴𝑀; 

г) точку перетину медіани 𝐴𝑀 і висоти 𝐶𝐻; 

д) рівняння прямої, що проходить через вершину 𝐶 паралельно стороні 

𝐴𝐵; 

е) відстань від точки  𝐶 до прямої 𝐴𝐵 

 

1)          2)  

3)             4)  

5)         6)  

7)         8)  

9)       10)  















07623

052

08

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx















0453

06432

0225

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

     2;6,1;5,3;3  CBA      2;3,5;4,1;2  CBA

     7;3,3;5,0;2 CBA      2;6,1;5,3;3  CBA

     2;3,1;1,1;2 CBA       2;3,2;2,1;0  CBA

     0;4,1;1,1;2 CBA       4;1,1;3,1;3 CBA 

     1;3,6;1,2;4  CBA      2;1,3;1,2;3  CBA
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11)          12)  

13)        14)  

15)         16)  

17)         18)  

 

  Завдання 6. Скласти канонічні рівняння: 

  а) еліпса; 

  б) гіперболи; 

  в) параболи 

(𝐴, 𝐵 – точки, що належать кривій, 𝐹 – фокус, 𝑎 – велика (дійсна) піввісь, 𝑏 –

мала (уявна) піввісь, 𝜀 – ексцентриситет, 𝑦 = 𝑘𝑥 – рівняння асимптот гіперболи,  

𝐷 – директриса гіперболи, 2𝑐 – фокусна відстань) та схематично зобразити 

криву. 

 

1) . 

2) . 

3) . 

4) . 

5) . 

6) . 

7) . 

8) . 

9) . 

     2;5,1;2,4;3 CBA      2;7,1;4,4;5 CBA

     0;4,1;1,2;2 CBA       1;4,2;1,1;2  CBA

     5;4,4;1,7;2 CBA      2;4,3;1,0;2  CBA

     4;4,3;1,6;2 CBA      3;4,5;1,0;1  CBA

  4:);
13

14
,13);0;10,15)  xDcabFba 

  5:);
7

85
,7);0;24,2)  xDcabFba 

    2:);3;5,
4

3
);

3

5
;2,0,3) 













yDcAkbBAa

      3:);23,64,3,80);0;5,
5

21
)  yDcBAbAa 

 9,27);13102,
3

2
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11
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,222) AiOxсиметріївісьcckbaa  

 8,4);162,
4

3
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25

10
,15)  AiOxсиметріївісьcakbba 

    2:);0,11,102);0;3,4)  xDcFbbFaa

  6:);
5

7
,5);0;9,4)  xDcabFba 
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3
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
yDcAkbBAa
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10) / 

11) . 

12) . 

13) . 

14) . 

15) . 

16) . 

17) . 

18)  

 

 

Тема. Аналітична геометрія в просторі 

 

Завдання 7. Пряма задана загальним рівнянням. Записати її канонічні та 

параметричні рівняння.  

 

1)       2)  

3)                 4)  

5)       6)  

7)         8)  

9)          9)  
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11)    12)  

13)    14)  

15)    16)  

17)    18)  

 

 Завдання 8. Скласти рівняння:  

 а) площини 𝐴1𝐴2𝐴3 ; 

 б) прямої  𝐴1𝐴2; 

 в) прямої  𝐴4𝑀 перпендикуляроної  до площини 𝐴1𝐴2𝐴3; 

 г) прямої  𝐴3𝑁 паралельної до прямої 𝐴1𝐴2;  

та знайти: 

 д) синус кута між прямою 𝐴1𝐴4  і площиною 𝐴1𝐴2𝐴3; 

 е) косинус кута між прямими 𝐴1𝐴2 та 𝐴1𝐴4. 
 є) відстань від точки 𝐴4 до площини  𝐴1𝐴2𝐴3; 

 ж) точку перетину прямої 𝐴4𝑀  та площини 𝐴1𝐴2𝐴3.  
 

1)  

2)  

3)  

4)  

5)  

6)  

7)  

8)  

9)  

10)  

11)  

12)  

13)  

14)  

15)  

16)  
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
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
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

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       .2,3,3,6,5,4,1,2,3,5,4,0 4321 AAAA 

       .1,4,0,6,1,1,1,6,1,4,1,3 4321  AAAA

       .8,5,8,3,7,1,1,0,1,2,1,3 4321 AAAA 

       .2,0,1,2,2,1,2,8,5,4,5,3 4321  AAAA

       .7,6,3,3,9,4,5,1,1,3,4,2 4321 AAAA

       .2,9,6,8,7,5,1,7,3,5,5,9 4321 AAAA 

       .8,9,3,3,6,1,5,1,2,1,7,0 4321  AAAA

       .1,8,5,1,5,3,4,1,1,4,6,5 4321  AAAA

       .6,2,1,0,2,4,6,6,4,1,1,6 4321 AAAA

       .6,9,7,7,5,4,4,4,9,3,5,7 4321 AAAA

       .7,3,7,7,4,2,7,4,5,2,8,6 4321 AAAA

       .0,5,1,7,2,0,1,7,0,5,2,4 4321 AAAA

       .9,6,9,4,8,2,2,10,7,10,4,4 4321 AAAA

       .9,5,7,10,10,2,4,9,6,5,6,4 4321 AAAA

       .8,7,4,4,10,5,4,7,8,4,5,3 4321 AAAA

       .3,10,7,9,8,9,2,8,2,6,9,10 4321 AAAA
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17)  

18)  

     

 

 Тема. Границі функцій та послідовностей 

 Завдання 9. Знайти границі послідовностей та функцій  

1) a) б) в) г)  

2) a) б) в)   

г)  

3) a) б) в) г)  

4) a) б) в)  

г)  

5) a)  б)  в)  

 г)  

6) a)  б)  в)  

 г)  

       .9,10,4,4,7,5,6,2,5,2,8,1 4321 AAAA

       .7,4,8,0,1,5,5,5,1,1,2,1 4321 AAAA 
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7) a) б) в)  

 г)  

8) a) б) в)  

 г)  

9) a) б) в)  

 г)  

10)  a) б) в)  

 г)  

11)  a) б) в)  

 г)  

12)  a) б) в)  

 г)  

13) a) б) в)   

 г)  
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14)  a) б) в)  

 г)  

15)  a) б) в)  

 г)  

16)  a) б) в)  

 г)  

17)  a) б) в)  

 г)  

18)  a) б) в)  

 г)  

 

 

 Тема. Похідна функції 

 
 Завдання 10. Знайти  а)  𝑦′, б)  𝑦𝑥

′ , в)  𝑦𝑥
′  , г)  𝑦′′ , д) ⅆ𝑦. 
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2) a)  б) ;  

 в) ;  г) ; д) . 

3) a) б) ; в) ;  

 г) ; д) . 

4) a) б) ; в) ;  

 г) ; д) . 

5) a) б) ; 

  в) ; г) ; д) . 
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 в) ; г) ; д) . 
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 г) ; д) . 

10) a) б) ; в) ; 

  г) ; д) . 

11) a) б) ; в) ; 

  г) ; д) . 

12) a) б) ;  

 в) ; г) ; д) . 

13) a) б) ;  

 в) ; г) ; д) . 

14) a) б) ; в)  

 г) ; д) . 

15) a) б) ; в) ;  

 г) ; д) . 

16)  a)  б) ; в) ;  

 г) ; д) . 
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 в) ; г) ; д) . 

18) a) б) ; в) ;  

 г) ; д) . 

Тема.  Диференціювання функцій багатьох змінних 

Завдання 11. Перевірити, чи задовольняє задана функція задане рівняння 
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10)  

11)  

12)  

13)  

14)  

15)  

16)  

17)  

18)  

 

Тема. Інтегральне числення 

 
Завдання 12. Знайти невизначені інтеграли 

 

1)  

2)  

3)  

4)  

.2;
2

22

y

u
y

y

u

x

u

yx

u
xxeu x

y































.;arccos
22

xy

u

yx

u

y

x
u











.
2

2;
2

22

2

2

yxy

u

yx

u

x

u

yx

xy
u





















.;
2

x

u

y

u

yx

u
yeu y

x
















  .0;ln
2

2

2

2
22 











y

z

x

z
yxz

  .;sin
2

2

2

2

x

z
a

y

z
ayxz











    .;sincos
2

y

z

yx

z
yxyxyyz











  .;cos
22

xy

z

yx

z
xyez y











.0;
1

2

2

2

2

2

2

222



















z

u

y

u

x

u

zyx
u

   
 




.ln);

sin

cos
);

11

2
) 2

4 32

2

xdxc
x

xdx
bdx

xx

x
a

 


.);
sin

);
25

1
)

2

22
dxxec

x

xdx
bdx

xx
a x

 
 




.3sin);

1865

34
);sin)

2

3 xdxec
xx

dxx
bxdxxa x

   



.1ln);

ln
);

194

52
)

3

2
dxxxc

x

dxx
bdx

xx

x
a



149 

5)  

6)  

7)  

8)  

9)  

10)  

11)  

12)  

13)  

14)  

15)  

16)  

17)  

18)  
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Тема. Диференціальні рівняння 

Завдання 14. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 

1)  

2)  

3)  

4)  

5)  

6)  

7)  

8)  

9)  

10)  

11)  

12)  

 



1

;
1 xx

dx

2/1

0
2

;
ln xx

dx



 
;

1

2
2x

xdx



2

;
ln

x

xdx

 



1
2

;
1 xx

dx




1

2/1
2

;
1 x

xdx




1

;
1ln xx

dx




1

;
13x

dx






0

;sin xdxe x





1
4

3

;
1

dx
x

x





0

3 ;
2

dxex x



0
2

;
1x

dx




 
;

12x

dx



0
3

;
1x

xdx

 




6

2
3 2

;

4 x

dx

2

0

;ln xdx

 




2

0
2

;
1x

dx



 
;

222 xx

dx

2yyyx 

02  xyy

  01  ydyedxe xx

yy  1

1

1

2 



x

y

yxy  10

xyxyy 22 

xyyy 4

02  yyyx

yyxy lnsin 

21 xyxy 

012  xydydxy



151 

13)  

14)  

 

Завдання 15. Знайти загальний розв’язок однорідного диференціального 

рівняння 
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4)  
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