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вступ
В практиці економічних досліджень широке застосування одержали виробничі функції,, 

що використовуються'нлял8становлення залежностей, наприклад, випуску продукції від витрат 
ресурсів,’витрат виробництва від об’єму продукції, виторг^ в й  продажу товару і т.д. У при­
пущенні диференційованості виробничих функцій важливого значення набувають їхні дифе­
ренціальні характеристики, пов'язані з поняттям похідної. Також в економіці широко викорис­
товуються с е р е д н і  в е л и ч и н и : середня вартість продукції, середня продуктивність праці 
і т.п. В однаковій мірі середні величини важливі і при комерційній діяльності: середній доход, 
середній об’єм продажів і т.п. Ллє при плануванні розвитку виробництва та будь-якої підпри­
ємницької діяльності, виникає, наприклад, така задача: потрібно довідатися, на яку величину 
виросте результат, якщо будугь збільшені витрати, і, навпаки, наскільки зменшиться резуль­
тат, якщо витрати скоротяться. Оперуючи середніми величинами, не одержиш відповіді на такі 
питання. Тут мова йде про п р и р о с т и  змінних величин. У подібних задачах потрібно знайти 
границю відношення приросту розглянугих величин або, як говорять, граничний ефект. Отже, 
тут застосовне поняття диференціального числення -  похідної функції. Таким чином, 
розв’язання багатьох економічних задач, як правило, вимагає знань і вмілого застосування різ­
них математичних методів.

Мета вивчення курсу “Математика для економістів: вища математика” студентами, що на­
вчаються за економічним напрямком -  це освоєння основ математичного апарата, необхідного 
для розв’язання теоретичних і практичних задач, що виникають в їх майбутній професійній 
діяльності; вироблення вмінь та навичок з моделювання реальних природних процесів; осво­
єння прийомів дослідження і розв’язання математично формалізованих задач.

У даному навчально-методичному посібнику наводяться рекомендації з вивчення таких 
тем курсу вищої математики як «Лінійна та векторна алгебра», «Аналітична геометрія», «Ди- 
ференційне числення», «Інтегральне числення», а також достатня кількість завдань з кожної 
теми для самостійного опрацювання та підготовки до семестрового контролю.

Дане методичне видання розроблене у відповідності до навчального плану з дисципліни 
‘‘Математика д м  економістів: вища математика” і охоплюють розділи, яки вивчаються студе­
нтами протягом першого курсу. Наведені теми практичних занять дозволяють студентам 
отримати знання та навички, не опрацьовуючи велику кількість літератури, що в загальному 
випадку запропонована студентам технічних та фізико-математичних спеціальностей.

В процесі підготовки до практичних занять студен там рекомендовано перед кожним прак­
тичним заняттям опрацювати з посібника [16] зазначені сторінки, де викладений теоретичний 
матеріал даного параграфа. Окрім зазначеного джерела можна використовувати як лекційний 
матеріал так і додаткову літературу [1-17].

Дані методичні вказівки призначені для більш якісного освоєння матеріалу з курсу “Ма­
тематика для економістів, вища математика”, і як результат одержання заліку та іспиту в кінці 
першого року вивчення даної дисципліни.
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М о д у л ь  1. Л Ш ІИ Н А  Т А  ВЕКТО РН А  АЛГЕБРА

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №1 
Тема: Визначники та їх  властивості. С истем и лінійних алгебраїчних  
рівнянь (СЛАР). Розв’язання та  досл ідж ення СЛАР м етодом  Крамера.

1. В изначники  т а  їх  властивості. Література: [16], розд. І, § 1, стор. 7-10. 
Обчислення визначників II порядку: 
а„ а,,

-  0 \\022~ а\гаг\.її “12 
С1ц СІ.

Обчислення визначників III порядку:
а) метод Саррюса

а а,

"її° 2\ У'ії 
ау ( ' 9лі з 

-  -  + '+  
б) правило трикутника

12

=а\хаггогг + а\гаігаг\ + <3]зй2№2 — аізяггазі -  аігягюзз -  о\\аггац\

Різ

‘Л  ч - '
•зі аіг ''®із

З першого визначника береться добуток елементів, що закреслені, тобто по головній діа­
гоналі, та вершини трикутника зі знаком „+”, а з другого визначника, аналогічно -  зі знаком 

Тобто маємо:

М21І — Й11«22«ЇЗЗ ■ и у д и ц и ц  Т  и і і Я ц й ї г  ~  <2іЗм22йЗІ _  “ І2“ 2 і“ 33 “ і і “ 23032-

° 1. а !2

*21 “ 22 а23

а з. <*32 ° г г

Приклад N31.1. Обчислити визначник 

Розв'язання.

-1  З 
1 2 

З -2 5
за правилом трикутника.

2 - 1 3 г  іч Ь /З А
0 1 2 її 1 К у ї / ; 2

3 - 2  5 5 з  -Л 'Н

= 2-1 -5 + 0-2-3 + (-1 )-2-3 -  3-1 -3 -  2-2-2 -  0-(-1 )-5 
-1 0  — 6 — 9 — 8 = —ІЗ.

1 - 5  З 
- З  2 - 4
2 - 3  4

а) безпосередньо; б) перший рядок помножити на (-2) і додати до останнього.

Приклад №1.2. Обчислити визначник

Розв'язання, а) методом трикутника одержимо значення визначника 

+ 27+  4 0 - 1 2 - 1 2 - 6 0  = -9 ;

1 - 5  3 
-З  2 - 4  
2 - 3  4

= 8 +
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1 - 5  3 х(-2) 1 - 5  3
б) - 3  2 - 4 1  - - 3  2 - 4

2 - 3  4 0 7 - 2
= -4  -  63 + 28 + ЗО = -9.

2. М інор. А лгебраїчне д о п о вн ен н я  елем ен та визначника. Література: [16], 
розд. І, §2, crop. 11-12.

Алгебраїчне доповнення Ац визначника обчислюється за формулою: Ад = (—1) А% де Му -  
мінор до елементу a,j.

Теорема. Визначник дорівнює сумі добутків елементів будь-якого рядка (або стовпця) 
визначника на їх алгебраїчні доповнення.

А =

Приклад №1.3. Обчислити визначник
-2

1
З

розкладом по елементам третього рядка.

Розв'язання. 
- 2  3 4 
1 2 1 
3 4 7

=3 ( - 1)з+і + 4 (-1 )3+2 - 2
1 + (-7 )4 -1)

з+з -2 = 3-(-5) + 4*{—6) -  7-(-7) =10.

Зауваження. Користуючись вище наведеною теоремою можна завжди знизити порядок 
визначника і довести його до третього порядку, а потім обчислити. Зручно, при обчисленні ви­
значників вищих порядків, спочатку отримати максимальну кількість нулів у рядку (або стов­
пцю), а потім розкласти його по елементам цього рядка (або стовпця).

3. С истеми л ін ій ни х  алгебраїчних р івнянь. Ф орм ули  К рам ера. Література: 
[16], розд. І, §3, стор. 12-18. #

Нехай дана сумісна система п лінійних рівнянь з п невідомими:
«11*1 + а, 2*2+... + «!„*„ = %

а21х 1 + а22х 2 + ••• + а2пх п -

а„іХ, + Оп2*2 + - . + &ппхп ~ Ь/і- 
Правило Крамера

-  якщо у системі (1.1) головний визначник Д = деМ ф 0, то система сумісна и має єди­
ний розв’язок, який знаходиться за формулами х, = Л,/Д, і = \ ,п , де Д/ -  допоміжний визначник, 
одержаний з визначника А заміною 1-го стовпця на стовпець вільних членів;

-  якщо в системі (1.1) А = 0, але хоча б один з визначників Д; не дорівнює нулю, то сис­
тема не має розв'язків, тобто несумісна:

-  якщо у системі (1.1) Л = 0 і усі допоміжні визначники Д/ Д£>і)ійнюють нулю, тобто 
А< = О, то система сумісна і має незчисленну множину розв’язків. .

Приклад №1.4. Методом Крамера дослідити та розв’язати систему лінійних алгебраїчних
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х - у - і *  О, 
рівнянь і :*■ X + 2у *1* З і я  5,

Зх + у  + бж я  23.

Ром'яшним.

Обчислюймо і олошінМ визначник: Д 1 -1 2 

З І
= 1 2 + 1 - 9  + 6 - 3 - 6 = 1 .

Оскільки А /  0, то система має єдиний розв’язок. Знайдемо допоміжні визначники, замі­
нюючи відповідні стовпці А вільними членами системи:

Аг

Д*=

0

- 0 - 5 - 6 9  + 4 6 - 0 + 3 0  = 2; Д,=
1 0 - 1  

- 1 5  3 
З 23 6

>46 + 0 - 1 5 - 0 - 5 - 2 3  =  3.

5 2 3 
23 1 6 

1 - 1  0 

И  2 5 
З 1 23

Тоді х шДх/Ав 2/1 =  2>#у “  Д/Д = -1/1 = -1  і г  я  Д*/Д =  3/1 *= 3.
З*, +2хг -X) = -3

Приклад №1.5. Дослідити методом Крамера СЛАР « д:1 +3дг2 +4х3 = 1 .
х, - 4 я 2 -9 х 3 = -5

Розв'язання. Обчислюємо головний визначник:
З 2 -її

= 30 + 23 + 0 + 1 5 - 0 - 6 9  = - ! ;

Д = I З

II - 4  - 9
= - 8 1 + 8  + 4 + 3 + 4 8 + 1 8  =  0.

Оскільки Д =  0, то необхідно визначити сумісна система чи несумісна. Для нього знайдемо 
допоміжні визначники:

- З  2 -1

= 8 1 - 4 0  + 4 - 1 5 - 4 8  + 18 = 0;

3 2 - 3
= - 2 7 + 5 - 1 2 +  1 + 60 -27= 0; Д, *7 *3 1 3 1 = -45 + 12 + 2 + 9 +  12+10=0

1 - 4 - 5

1 3 4
- 5  - 4  -9 | 

р  - з  
М І  1 4 

|1 - 5  - 9
Оскільки всі допоміжні визначники дорівнюють нулю, то система сумісна, але невизначе- 

на, тобто має нескінченну множину розв’язків.

Конт рольні пит ання
1. Що називається визначником і що є його порядком?
2. Правила обчислення визначників 11-го і ІІІ-го порядків.
3. Властивості визначників.
4. Визначення мінору та алгебраїчного доповнення.
5. Теорема про розкладання визначника по елементам будь-якого рядка та стовпця.
6. Методика обчислення визначників ІУ-по та більш високих порядків.
7. Яка система лінійних алгебраїчних рівнянь називається сумісною, несумісною?
8 . Що такс головний визначник і побічні визначники СЛАР?
9. Як складаються головний і побічні визначники?
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10. Записати формулу Крамера розв’язання СЛАР.
11. Використовуючи формули Крамсра вказати, коли система а) має єдиний розв’язок; б) не 

має розв’язків; в) має безліч розв’язків.

Завдання до практичного занят т я № 1  
В задачах 1.1—1.24 обчислити визначники:

1-1 4|1.1

1.5

- 5  2 

1 

а

3 - 4 Й 6 3 - 1 6
1.2 1 3 л -  1 41 2 5 1«  і 5 10

І 1 2 
1.1З  - 1  1

Н  2  - 1

- I I
1

5,

1.17
З

1

- З

4 -2] 
2 - З  

1 5

1 1 10 3 С05а -Біпа
1.6 1.7 1.8.

*1 х2 4 2 БІпа сова
1 2 3 1 2 1 1 1 -4 1 2 5

1.9. 2 1 3 1.10. 2 1 1 1.11 5 2 - 3 . 1.12 3 1 6
3 1 4 1 2 2 3 - 2  5 2 3 1

1.14

1.18

2
1

1

2

1

1

1.15

1.19

3 5
4 6 
9 7 
-1 2 
4 5

- 2  4

1.16
- 4
- З

-5

5
1

- 1

1.20
а

\а+ Ь  а - 1

' 1 1 2 - 1 3 1 2 4 5 1 10
1.21 2 2 соб а 1.22 - 2  3 2 1.23 - 2  1 -3 . 1.24 2 - 1 6

соб а  1 1 2 5 3 - 4  2 3 4 - 2

В задачах 1.25-1.33 розв’язати рівняння:
2 х - 4 і

і 4
З ___Іх + 1 - 5

2

І3х ~1 І 
1.25 1 1=0.

ї х  2х-3\

1.28
ІЗх -1  
х  2 х - 3

1.26

1.29
1 * - !

=  0 .

=  0 .

1.27

1.30

і

Зх х  + 22 

І *  х  +  1 

- 4  х + 1

І З  д: - 4 х - 2 0 1 І З х
131 | 2 - 1 3 = 0. 132 4 1 3 = 0. 133 4 5 - 11

рг + 10 1' 1 1х - 3 2 -1 2 - 1 5

В задачах 1.34-139 розв’язати нерівності:
_  З х - З  2 
1 34  > 0 .

1 х  Ч
1.35

1 х + !
2 х

! <о. 1.36
2 х - 2  1 

ї х  2
>5

1.37. Iх  Ч < Н .  
і4 2Хі

3 - 2 1 2 х + 2 -1

1.38 1 X 

-1  2

- 2
- 1

<1. 139 1 1 

5 - 3

- 2 > 0 .

=  0 .

=  0 .

= 0

В задачах 1.40-1.43 розкрити визначники за будь-яким рядком або стовпцем:
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1 1 -1 1 17 - 7 2 0 '5; 1 2  4
1.40 1 - 1 1 . 5 1.41 -1  13 1 1.42 1 3 16 ■ 1.43 - 2  1 -3

-1 1 1 1 7 1 0 -1 10 3 - 4  2

В задачах 1.44-1.49 обчислити визначники 4-го порядку:

1.44

1.47

В задачах 1.50-1.52 знайти розв’язки системи:

2 -1 1 0 8 7 2 0 -3 0 0 0
0 1 2 -1 8 7 2 1 2 2 0 01.45 1.46
3 Т І 2 3 4 4 4 5 1 3 -1 0
3 1 6 1 0 4 -3  2 -1 5 3 5
2 -1 3 4 1 1 -1 0 8 7 2 0
0 -1 5 -3 0 1 - 2 1 -8 2 7 101.48 1.490 0 5 -3 - 2 1 4 6 4 4 4 5
0 0 0 2 4 0 5 0 0 4 -3 2

1.50
Ї3 х -5 у  = 13,

1.51
$3у-4х = \,

1.52
\2 x -3 y -6 ,

[2х+7^ = 81. [Зх + 4^ = 18. (4х-6.у = 5.

В задачах 1.53-1.76 дослідити та розв’язати систему:
х, + 2хг + Зл3 = 7, 2х + у  +1 =■ 9, х + З у~ З г-0 ,

1.53 х, — Зх2 + 2х3 =5, 1.54 х+.у = 5, 1.55 х  + у  + г = 2,

Г х, + х2 + х3 = 3. х - г  = 2 . у - г -  0.

І Гх+ 2у - 2г = 0, х + 4 у  + г = 6, Зх - у  + 2 = 10,
1.56 2х - 2у - 6г = 0, ^/>1.57 Зх+6у - г = \ 0, 138 * -*  = 2,

-х + 7 + Зг = 10. Зу+2г = 4. .И + г = 1.
х+2^ + г = 5, -  2х+ у + Ъг -  -6, Зх-8^+Зг = 5,

1.59 х - у - г -  -3, 1.60 2 х -3 у -г -Ъ , 1.61 х+ 2у+ г  = —3,
у - 2г = 0. х - 2г = 7. -4 х -у + г -0 .
х + у - 2г = 3, Зх, -  4х2 +2х3 = -6, х, -  2х2 + 4х3 = 3,

1.62 - г — л>Л-&7 = ?. 1.63 . 2х. +1 Ьс. = —2, * * 1.64 ••г2х, +х2 — 6х, = 2,
-2х+5.у = 6. -4х, -7 х2 =4. Зх, -6 х 2 +х3 = -2.
Зх, + 4х2 + 2х3 — 8, 5х, +8х2- х 3 =7, 2х, + 2х2 -  8х3 = 5,

1.65 <2х, -  4х2 — Зх3 = -1, 1.66 - 2х,-Зх2+2х3 =9, 1.67 \ X, -2 х 2 - х3 = -3,
х, + 5х2 + х3 = 0. х,+2х2+Зх3 =1. — Зх, + 5х2 + 4х3 = 7.

2х, - х 2 + 5х3 =4, х, +х2 - х 3 -  —2, х, +2х2 +х3 = 4,
1.68 <5х, + 2х2+13х3 =2, 1.69 «4х, -Зх2 +х3 =1, 1.70 «Зх, -  5х2 +Зх3 = 1,

Зх, -  х2 + 5х3 = 0. 2х,+х2- х 3 = 1. 2х, +7х2 -  х3 =8.

х, +х2- х 3 =1, Хі -2 х 2 +хз - 6 , 4х, -Зх2 +2х3 =9,
1.71 • 8х, + Зх2 -  6х3 -  2, 1.72 - 2хі+ х2-8 х3 =20, 1.73 - 2х, +5х2 -Зх3 =14,

-4х, - х 2 +Зх3 =-3. Зх[ - 2 х2 -5 х3 =6. 5х, +6х2 -2 х 3 = 18.

-яО



- I I  -

х + у - г  = 1, х —Зу + 2 = —2, З х+ у-2 г  = 1,
1.74 •2 х+ 2у-2г = 3, 1.75 ■4х + у  -  г = 3, 1.76 х -2 у+ 3 г  = 5,

-З х -З у+ З г = -5. 5х+ 2у-3г = 0. 2х+Зу—г = —4.

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №2 
Тема: Матриці та д ії над ними.

4. М атриці, дії над матрицями. Застосування матриць в економіці. Літерату­
ра: [16], розд. І, §4, стор. 19-22, §10, стор. 39-50, прикл. 1.15-1.18.

Визначення. М атриця -  це прямокутна таблиця, що складається з т рядків та п стовпців

'21
а\2 діз
а 22 а 23

1л
12 п

V2? )(»».«)• (1.2)

*тп/

(1.3)

к®т\ &т2 ®ті
У виразі (1.2) (т, п) визначають розмір матриці А.
Підсумовувати можна матриці А ти В, якщо вони однакових розмірів, тобто

А[щ, я) + В{т, п) л)» 
причому для кожного елементу матриці С(т> „у. су -  ац + Ьу, і = 1,от, у = 1, п .

Добуток ХА матриці А на число X дорівнює матриці В, елементи якої дорівнюють добут­
кам кожного елемента матриці А на число X, тобто

Ьу — Хау, і = 1,т, у = 1,«, (1.4)
Добуток матриць А та В існує тільки в тому випадку, якщо число стовпців матриці А 

дорівнює числу рядків матриці В, тобто
Л(,л,л) •#(„,*) = С(т>*), (1.5)

причому розмірність матриці С дорівнює числу рядків матриці А та числу стовпців матриці В.
' 0  2

/ \ , 1 - 1  Приклад №2.1. Перемножити матриці А = (4 2 0 -1) та В =
- 2
5

А В = (4 2 0 -!)■ ^-Й-0+2-1 + 0-(-'^+ (-гї-5  А-?+2-(-1ї+0-3+(-іУ2)=V 1ти V -/ V */ ** ^ » -ь у х * V

Розв'язання. Оскільки число стовпців матриці Л дорівнює числу рядків матриці 5, то такі 
матриці можна перемножити, тобто 

І 0 2 Ї  
1 -1 

- 2  З 
, 5  2 ,

= (-3 5). Одержали матрицю розміром 1x2, що відповідає одному рядку матриці А та двом 
стовпцям матриці В.

Зауваження. Для таких матриць неможливе перемноження в зворотному порядку, оскіль­
ки тоді число стовпців матриці В не буде дорівнювати числу рядків матриці А (2*1).

0^ґ0 2
та В -

'1 2 4

,з і, ,2 - 6  -1
Приклад №2.2. Перемножити матриці А :

Розв'язання. Оскільки число стовпців матриці А дорівнює числу рядків матриці В, то такі 
матриці можна перемножити, тобто



Одержали матрицю розміром 1x2, що відповідає одному рядку матриці Л та двом стовп­
цям матриці В.

5. Зворотна матриця. Література: [16], розд. І, §4, стор. 22-25, прикл. 1.6, §12, crop. 
58-65, прикл. 1.20-1.24.

Визначення. Якщо А -  квадратна невироджена матриця (det/f * 0), то існує і притому єдина 
матриця А~ , яка називається зворотною  до матриці А, при цьому повинна виконуватися така 
властивість:

А-А~1=А~1А=Е, 
ї ї  0 ... 0Ч

0 1 ... 0
де Е -  одинична матриця, тобто Е =

0 0 1
Для того, щоб знайти матрицю А~ , зворотну до невиродженої квадратної матриці А, необ­

хідно:
-  обчислити визначник А = АеМ матриці А;
-  знайти алгебраїчні доповнення А у до кожного елементу ау визначника А;
-  транспонувати матрицю А, одержавши матрицю АТ\
-  у транспонованій матриці Аг кожен елемент замінити його алгебраїчним доповненням, 

одержавши матрицю А г ;
—тпомножити матрицю А на число 1/Д.

D результаті и іримаємо зворотну матрицю до Ау тобто.

- А т= -  
Д Д

А  і A t 
Аг Аг

\Ап An — Дія/

(1.6)

ПіЯІ-КЛДд .¥>2 3 Пяия иятпиі І “

Розв'язання.

а) за формулою (1.4): 9А =

б) за формулою (1.5): А-А -  

А3=А2-А =

4
= 10-4=6;

(5 4 )ія 4=1 І.
”  [І 2)

Знайти: а) 9А:6)А3: в) \А і; г) А~1.

Ґ9-5 '9-4 ' г45 36"
(9-1 9-2, ,9  18>

г29 2ВЛ 0 41-ґ
■ s) ь 4 і

5 4") (5 4 ^ ^ 5  5+ 4 1  5-4 + 4-2'
1 2 / [ і  2 ) { \ - 5  + 2-1 1-4+2-2,

173 172

29 28

29-5+ 28-1 29-4+28-2 
7-5 + 8*1 7-4+8-2 43 44

5 4 
1 2

в)Ы1 =

г) за формулою (1.6): А~‘ = і ( АА\\ АС= 1-{ 2 “4| =
( 1/  - 2/ \  /3 /3

"и <Аг Агj бі-І 5 J -1/  5/І /6 /6 )
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Перевіримо, чи правильно знайдена зворотна матриця:

А~1-А = -
2 - 4  
-1  5

(5 4^ \ (  2-5-4-1 2-4 + 2-(-4)>\ і(б  0") (1 0
1 2 (— і)-5-4-5• 1 (-і)-4  + 5-2 ; б(,0 6)  1,0 1

= Е,

що і потрібно було довести.

Приклад N°2.4. Дана матриця А =
1 1 -2^  
1 -1  4 

- 2  5 0  ̂
1 1

. Знайти зворотну матрицю А .

Розв'язання. Обчислюємо визначник А = 

Обчислюємо алгебраїчні доповнення:

1 -1  4 
- 2  5 0

= 0 - 1 0 - 8  + 4 - 2 0 - 0  =-34.

-1 4 1 - 2
А„=

5 0
= -1-0-4-5 = -20; А2і= -

5 0
= -{0+ 10)=-10; А3і=

А]2----

А,

1 4 1 - 2
- 2  0

= -(0 + 8)=-8; А22- - 2  0

¥итГ1оII Аз2= —

1
- 2  5

= 5 - 4  = 3; А23= - = 4 5  + 2)= -7; Азз=

1 " 2 
1-1 4 

1 - 2  
1 4 

1 1 
1 -1

1 1 
- 2  5

Г-20 -1 0  2 
-8 - 4  - 6

х 3 -7  - 2 у
Перевіримо одержану матрицю, помножуючи її на вихідну матрицю А, тобто

= 4 - 2  = 2;

= -{4+ 2)=-6; 

= - 1 - 1  =-2;

Тоді зворотна матриця матиме вигляд: А = -----
-34

Ом1V.______

-10 2 ' г 1 1 -2" -34 0 0 4
-8 - 4 - 6 1 -1  4 1 0 -34 0

-34 “ ~34
, з -7 -2 , - 2 5 0 , 0 0 -34 ,

= Е.

Приклад №2.5. Знайти гаку матрицю X, що задовольняє рівнянню АХ = В,
(2  1Л ( \  0 1 24! 

де А -  , В =
и  V  и  3 - і  і

Розв'язання. Помножимо рівняння АХ = В на А~] зліва, тоді А~1АХ = А~1В, оскільки 
Л"1 А = Е,гЕХ=Х,тоХ=А~1В.

2 7| _
итже, для знаходження матриці л , знайдемо зворотну матрицю л  , гииїи п  —

, (  З -7^1 ( - 3  7 
= 6 - 7  = -1 ,А ц  = З, Л\2~ —1, Ац = -7 , А22 = 2. записуємо А = -і-

1 - 2

1 3І
\

• Під-

ставляємо до рівняння і одержуємо:
, . - З  7 V I  0 1 Х -А Г 'В ~ \

1 - 2  І2 3 -1  1
11 21 -1 0  1 
- 3 - 6  3 0

Приклад N02.6. Знайти таку матрицю X, що задовольняє рівнянню ХА = В, де
'- 1  2 Г

0 1 ю

л = 0 1 2 , в =
ІЗ - 2  1

Г 2 3 Ц Ч /

Розв'язання. Помножимо рівняння ХА=В на А ! справа, тобто X4А~1=ВА~1. Звідки Х=ВА~1
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ЗнайдемозворЬтну матрицю А~1: Д=
-1 2 1 
0 1 2 

- 2  З 1
А23——1, Лзі~ 3, Лз2= 2, Азз= —1.. Записуємо зворотну матрицю:

— 1,Ац- -5, А -4, А із= 2, Аіу* 1, Агіг 1»

- 5  1 3 > ( 5 -1  -3"
А~Л= - - 4  1 2 = 4 -1  - 2

, 2  - 1 - 1 , і  2 1 ч
( 5 - 1  -3 )(і  0 - 2 )

4 - 1 - 2
ІЗ - 2  1 іV / 11-2 1 1 )

Тбді Х=ВАх =
Р  -2  1 ;

Підставляємо до рівняння Х = А~1В =

'9 -3: -5  
5 0 -4

-З  7 У і 0 1 2
1 -2 А2 3 -1 1

Зробимо перевірку, для цього знайдемо добуток матриць ХА:
-1 2 II ,

-9+10 18-3-15 9 - 6 - 511 21 -1 0  1 
- 3 - 6  3 0

0 1 2 
- 2  З 1

-5 + 8  10-12 5 -4

11 21 -10 1 
- 3 - 6  3 0

1 0 - 2

З - 2  1

Контрольні питання
1. Що називається матрицею?
2. Які елементарні перетворення матриці можливі?
3. Для яких двох матриць існує добуток?
4. Як знаходиться добуток двох матриць?
5. Як знайти зворотну матрицю?
6. Для яких матриць існує зворотна матриця?
7. Яка матриця називається виродженою?

Завдання до практичного заняття №2 
В задачах 2.1-2Л обчислити визначник матриці, яка є добутком двох заданих матриць:

2.1
Г1 2Л 
-1 3 23

г2 І  
3 4 щ  - 1 Н1,-6 2) | |  - і ) Із -5  4 ) і* 2, м Ч о 4 - з ;

2.4 Для заданих матриць А —

2.5 Для заданих матриць А

( 2  -З''
Г1-5 8 J * в . £ |

5 -7 І
(п 4' . іҐ1 -1 -б \ . 1

:к  , ,в  = 8 1 ,С  =
І2 -3 4 / к3 2,

обчислити А£?.+ В і

Л  о іЛ
З -1 2
0 -2  ЦЯ

обчислити 2АТ — 35,

АВ+ Е, ВА -Сг.

2.6 Для заданих матриць А= 

А(В + С),ВСТ+А2.

2.7 Для заданих матриць А =

1
-2 
1 . : ) • - !

Г1 0
,2 -3 ,,- 7)

обчислити 2В-ЗС,

"3 4 5> '2 -3  41 гі - 1 V 3^
-1 1 0 , в  = 0 1 2 ; с  = 2 - 4  6 обчислити

,2 -1  6У а 1 < - 1 ,4 . 2 ;
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В задачах 2.8-2.27 знайти добуток матриць АВ та В А:

Г 1 3
2 ' ґ3 4" '1 4>

2.8 Л = -3  4 7 , в = 7 5 2.9 Л = 5 12
[ з  0 " І ,8 А; ,0 7;

.5  4 )  (31 47 
2.10 Л = - ,5  =.7 -1  123 81

'2 5 1̂ ґ а С, ‘З'Ч
2.12 Л = 5 4 5

Я -1  2; Н і  . ї  1 }

2.18 А =

1 4" гз
2 Ч

0 5 , Ж 7 2
3 2, 3̂ о з )

2.22 А =

2.24 А =

2.26 А =

,В =

В -

1 З
1 ,2  6

Гз; 2̂
4 б
1 7

2.13 А =

З 2 
7 6

ГЗ 2 
4 1 
З 1 
-1 0 

'1
В =

в =

й
7
2
4
З'
4
1̂

3 4
4 1

% 1 1> ґ\ 2 3" Г1 3 4 5 > "1 7 '
2.14 А = 1 1 1 ,5  = 2 1 2 2.15 Л = 2 1 6 - 2 , 5 “ 10 -1

І  і | ,3 2 1, и» 1 О , 4 о ,
'3 2 4 ' '4 2Л Ґ1 2 4'

2.16 А = 1 7 8 ,5  = 1 3 2.17 А = 7 3 1

іо<ч

,1 8, ч2 5 3,

'3 2' г3 4' г3 4 Г
7 3

,5 С
2.19 А = 1 2 

- 1 з,

,5  = 7 6 2 
,1 2 5;

2.21 А =

1 & 
5 
2 

-2 ,
\ ґ6 3 1Л Г 4 2Ї

2.23 .4 = 2 5 4 1 8) 1̂ 3 7; 11-2 0,

2.25 Л = Р  5 ° Д я  = 
1 2  3 0

(  1 -З 4) „ (4 -1  О'і■\ 1 ; я -  . 2.27 А
2 у  у 5 2)

(і 2Л 
З 4 
5 б

,5 = ( і 2 4).

С :)

В задачах 2.28-2.45 для даної матриці А знайти, якщо це можливо, зворотну матрицю А~1 та 
перевірити правильність її знаходження за властивістю: А-А~1 =Е.
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2.28 Л -

2-31 А -

234 А =

237 А =

2.40 А =

1 5 3"\
1 5 2 
0 1 1^
2 1 3 4
3 2 0
2 3 -13 
-1 5 24 
1 4 1 
1 2 3

ҐЗ 2 -4^
4 1 - 2
5 2 -3  

(3 - 4  5 Л
2 - 3  V
3 -5  -1

^ 2\ 1 г\  ,2  3 ' 1
2.29 А = 2 5 3 230 А = 1 2 3

/ 2 4 - 2 ,1 3 6 ,

232 А =

2.38 Л =

2.41 /4 -

'2  1 - П  
З 1 - 2
2 1 4 

О 2 -Л
2 - 1 3

.і і - ь
4 - 3  5 )
3 2 - 8
1 0 -5  

ґ \ 0 2^
2 -1  3
3 - 1 2

233 А =

239 Л =

2.42 /4 =

2 1 Зч 
5 3 2

11 "4 2 
(3 2 ~Г\
2 - 1 3
1 1 - 1, 

(4 - 3  5 ^
3 - 2  8
1 - 7  - 5  
1 2 2"|
1 1 2

2 1 1к /
О 3 4 
2 1 2 

-2  1 О

/

(  1 о 
1 -2  1.

•* =

'4 - 2 '

- 3 1

1 Л

Г" 3
- 4

и 2

230^-1
( \  - 2\
\Ъ 2

(I 1 4
2 - 4
О 2 -
2 -1

2.Э1 л
г 1 1 Ол 

-3 1 1 

О 1 о

( 2  - 1  4̂  
1-3 2 2J•

'  1 - 1 0 " / - 2  1>
г- 2  0 1 3"Г 0 - 4  ]0 1 1 ■Х = 1 3 2.53 \-Х =

- 2  1 . 1 3 0 1
- 2  4 0, 0 3V. /

Ч / \  /
2.52

2.54 Підприємство випускає продукцію двох видів, використовуючи при цьому сировину ,
"5 4>|

трьох видів. Витрати сировини на виробництво продукції задаються матрицею 8 З 1

:м-, і . .ч 2 з)
, де

У
5,у -  кількість сировини і-го типу, що використовується на виготовлення ОДИНИЦІ- Нродукціїу'-ГО <3  ̂лі) 
виду. План щоденного випуску продукції передбачає 90 од. продукції першого виду і 120 од. . 
продукції другого виду. Вартість одиниці кожного типу сировини відповідно дорівнює 8, 5 і 10 . ; , І 
гри. Визначити загальні витрати сировини V, необхідні для щоденного випуску продукції, а
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I /також загальну вартість С цієї сировини.

2.55 У цеху підприємства випускають продукцію трьох видів, використовуючи при цьому си­
ровину двох типів. Витрати сировини на виробництво продукції задаються матрицею

(10 12 9^ . .
S -  І , де Sij -  кількість одиниць сировини /-го типу, що використовується на виго-

V 6 8 V
товлення одиниці продукціїу'-го виду. План тижневого випуску продукції передбачає 200 оди­
ниць продукції 1-го виду, 100 од. -  2-го виду і 120 од. -  3-го виду. Вартість одиниці кожного 
типу сировини відповідно дорівнює 2 та 4 грн. Визначити загальні витрати сировини V, необ­
хідні для тижневого випуску продукції, а також загальну вартість С цієї сировини.

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №3 
Тема: Розв’язання систем  лінійних алгебраїчних рівнянь 

матричним методом та методом Гауса. Фундаментальна система
розв’язків СААР:—

6. М атричний запис СЛАР та  її розв'язання. Література: [16], розд. І, §5-6, 
crop. 26-39, прикл. 1.7-1.14.

Якщо ввести позначення у вигляді матриць

А =

то систему (1.1) можна записати у матричній формі:
АХ = В, (1.7)

де А -  матриця коефіцієнтів при невідомих, X -  матриця невідомих, В -  матриця правої части­
ни системи.

Ч і «12 ЙГ,3 . N

" «1л ( х [Ьії
«21 ап «И •” «2л х г ь2

у4,1 «„1 " «ляJ

,х =

л >

,я =

Матричний метод (метод зворотної матриці).
Помножуючи обидві частини рівняння (1.7) на матрицю А' 1 і враховуючи, що Л~‘-А = Е,

E X -X , одержуємо шуканий розв’язок:
Х = А 'хВ. ( 1.8)

Зауваження. Методом зворотної матриці можна розв’язувати тільки у тому випадку, якщо 
матриця А -  нсвироджена, тобто якщо Д*0.

М/ /V« Л/Т4І /1 Г* /14 І//ГДСгІІ»!/«/ И-1̂1
Записавши розширену матрицю А , одержану з (1.7), за допомогою елементарних перетво­

рень її необхідно привести до трикутного вигляду:

А ш

г \ «12 а, з . • «і.
0 1 «23 • • о2„ К
0 0 1 . ■ «Зп h

0 0 . . 1 К

(1.9)

де ау і Ьі -  перетворені числа.
Одержана матриця (1.9) є розширеною матрицею системи:
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*1 +  «12*2 +  «13*3 +  -  +  «Іл*я =  V

* 2 + « 2 3 * 3  + . . .  +  Й 2 и ^ П = * 2 »  

х3 +...+а3пхп =Ьз, (1.10)

Х п = Ь п -

Розв’язання системи (1.10) має вигляд:
X■*і
щх= —

<хп)

г \  - а 12х2 - а пх3- . . . - а іпх„ 

Ь2- а 2гХ г - . . - а 2пхп

Таким чином, розв’язок знаходимо з (1.10) послідовно знизу нагору, тобто з останнього 
рівняння відомо, що х„ -  Ьп, його підставляємо в передостаннє рівняння і знаходимо 
хп-1  = й„_і - а„х„ і т.д. Одержаний розв’язок є також розв’язком вихідної системи (1.1).

Зауваження. Методом Жордана-Гауса можна розв’язувати системи будь-яких розмірів, 
тобто немає вимоги, щоб число рядків дорівнювало числу стовпців, як в методі Крамера і мат­
ричному методі. В цьому випадку можна визначити сумісність системи і знайти фундамента­
льну сукупність розв’язків (ФСР) для сумісної системи, яка має незчисленну множину 
розв’язків.

х - у - г = 0
Приклад N°3.1. Визначити сумісність СЛАР < -х+ 2 у+ 3 г = 5 і, якщо можливо,

3х+у+6г = 23
розв'язати матричним методом та методом Жордана-Гауса.

Розв'язання. 1. М атричний  метод.

Запишемо систему у матричній формі АХ  = В, де А 

тоді X -  А~1-В.

Ґ 1 Ц - Ґ ґ 0 ' V
-1 2 3 >в = 5 ,х= У

,3 1 6 , 23кг-*) Г \  /

пп /*. иі

1 - 1  - І
- 1 2  З 
З 1 6

= П +  І _ 0  + Л _ 3 _ Л = 1

Для знаходження матриці А знайдемо всі її алгебраїчні доповнення:
2 3

= 1 2 -3  = 9; А12= -
-1  3 -1 2

А„=
1 6

= -{ -б -9 )=  15; А і3=
■3 6 3 1

А21= -

А3і=

-1 -1 
1 6 

-1 -1 
2 З

= 4 -6 + 1 )=  5; А22= 

г-3  + 2 = -1 ; А32= -

1 - 1  

З 6 

І - 1  

-1 З

= 6 + 3 — 9; А п ~ —

= - ( 3 - 1>— 2; А33=

1 - 1

З 1

1 - 1

-1  2

= —1 — 6 = —7; 

= -(1 + 3 )= -4 ; 

= 2 -1  =  1:

'  9 15 - Т ' 9  5 - Г
Одержану матрицю А = 5 9 - 4 транспонуємо: А - 15 9 - 2

- І  - 2 К - 7  - 4  1 ,
, а оскільки
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А' 1 = —А7 і Д = 1, то А~1 = 
Д

'  9 5 - 0  
15 9 - 2  

ч-7 - 4  1 У, - 7  - 4  1 
Знайдемо добуток матриць А~1-В, тобто

г 9 5 - Г ' 0 ' '  9-0 + 5-5-1-23 3 ' 2 '

II°9тII 15 9 - 2 5 = 150+ 9-5-2-23 = -1
, - 7  - 4  1 , , 4 _7-0_4-5 + 1-23/

= 2,_у= —1 12 = 3.

2. М етод Ж ордана-Гауса.
Виписуємо розширену матрицю системи і приводимо її до діагонального вигляду:

х(-3)іі 0" -V і і 0 >
А* = - 1 2  3 5 0 1 2 5

, 3 1 6 23, 3̂ 1 6 23,

г [ - 1  - 1 0 " ' 1 - 1  - 1 о л

0  1 2 5 х(-4) ~ 0  1 2 5
^ 0  4  9 2 3 , О О 3>

З останнього рядка випливає, що 2 = 3. Підставляючи знайдене г = 3 у передостаннє рів­
няння у  + 2-3 = 5, отримуємо, що у  = - І . Нарешті г та у  підставляємо у перше рівняння і одер­
жуємо: х + (-І)-(-І) + (-І)-З = 0 => х = 2.

Таким чином, розв'язки, отримані різними методами, співпали і підтверджують результа­
ти, одержані при розв’язанні прикладу 1.4.

Зх+2у —г — —З,
Приклад №3.2. Визначити сумісність СЛАР < х + Зу + 4г = 1, і, якщо можливо, розв’язати.

х -  4 у -  9г = -5,

Розв'язання. 1. М атричний метод.

Запишемо систему у матричній формі АХ = В, де А =
(3 2 -Г гху
1 3 4 ,в= 1 ,х= У
<1 "4 -9,

Х=А~1-В.

Визначник матриці А порівнює нупіо тобто: Л :
3 2 - 1  
1 3 4 
1 - 4  - 9

, тоді

= -81 + 8 + 4 + 3 + 48 + 18 = 0.

■ЧЛТОскільки Д-0. то матпипя А є виродженою і не а ;ас зворотної матриці. Тому застос\ 
ані матричний метол, ані метол Кпамера для розв’язання даної СЛАР неможливо. Можна лише 
провести дослідження цієї системи метолом Крамера, що і було зроблено в прикладі 1.5, тобто 
система має множину розв’язків.

2. М етод Ж ордана-Гауса.
З системи рівнянь виписуємо розширену матрицю системи А і приводимо її до діагональ­

ного вигляду:
х(-3) х(-1)

Д*  я  1 -> А 1 V  1 -> 1 ._ -2 -+^
'3 2 -1 -3" " 1 3  4 1 >
1 3 4 1 у 3 2 - 1 - 3

,1 “ 4 - 9 "5 , 1 - 4  - 9ч - 5,
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Ґ1 3 4 1 1 % 3 4 1 ^
0 - 7  -1 3 - 6 *(-1) 0 - 7 -1 3 - 6
0ч - 7  -13 - 6 , 0 0 0 ,

В останньому рядку вийшли всі нулі. Таким чином, в системі залишилось два рядки та три 
невідомі. Звідси; випливає, що система сумісна, але невизначена, тобто має неєдиний, а безліч 
розв’язків.

'3 х -3 у  = 4,
Приклад №3.3. Визначити сумісність СЛАР • - 2 х  + г - 3 ,  і, якщо можливо, розв’язати.

2у  -  г = 2,

Розв'язання. 1. М атр и ч н и й  м етод.

Запишемо систему у матричній формі А Х -  5 , де А -  

Х=А~1В.

г 3 -3 0' '4у
-2 0 І ,в = 3 ,х= У

2 -1 А &
тоді

Визначник матриці А: А =
З - З  

- 2  0 
0 2

*=0 +  0 +  0 - 0 - 6  +  6 =  0 .

Оскільки Д = 0, то матриця А є виродженою і не може мати зворотної матриці. Отже, про­
водимо дослідження системи методом Крамера, тобто знаходимо усі побічні визначники:

= -  46. Оскільки всі побічні ви­

значники не дорівнюють нулю, то система несумісна, тобто немає розв’язків.
2. М етод Ж ордана-Гауса.
Виписуємо розширену матрицю системи і приводимо її до діагонального вигляду:

*(-3)
< 4

4 - 3  0 3 4 0 3 - 3  4

Дх = 3 0. 1 = -23, Д > - 2  3 1 = -23, Дл = - 2  0 3
2 2 - 1 0 2 - 1 0 2 2

3 - 3 0 44] 3 - 3 0 ж '1 - 3 1 7у
А* = - 2 0 1 3 > 1 - 3 1 7 3 3 - 3 0 4

0Ч 2 -1 2/ 1° 2 -1 2J 0 2 -1 2,

(\  - 3  1 7 > І - 3 1 7 ї
0 6 - 3 -17

л +
х(-3)

0 0 0 -2 3

Л і 0ч 2 -1 2 іУ
В другому рядку вийшли всі нулі, крім правої частини, тобто одержали рівняння 0-г = -23, 

в якому нуль повинний дорівнювати-23, що неможливо. Таким чином, система розв’язків не­
має і є несумісною.

Визначення. Базис лінійного простору розв’язків однорідної СЛАР називають ф ун дам е­
н тальн ою  сукупністю  розв 'язк ів  (ФСР).

7. Теорема Кронекера-Капеллі. Література: [16], розд. І, §7-8, стор. 28-35, прикл. 1.9- 
1. 11.

Неоднорідна система лінійних рівнянь (1.1) сумісна тоді і тільки тоді, коли ранг г матриці 
коефіцієнтів А дорівнює рангу розширеної матриці А , тобто г -  гал%А = гап ^  . При цьому, 
якщо:

1) г = п, де п --кількість невідомих, тоді система має єдиний розв’язок;



2) г < п - система має множину розв’язків.
Приклад N93,4. Знайти фундаментальну систему розв'язків СЛАР: 

2 х | - 3 * 2 + * з  - 2 д ґ 4 = 1 ,

3 * | +  х 2 -  лг3 +  =  0,

*1 — 2 * 2  + 3 * з  - * 4 =  - 1 .

Розв'язання. Виписуємо розширену матрицю вихідної системи:
- 2  І 1 

0
Поміняємо

х (-2 ) х (-3 )

| місцями рядки

Очевидно, що ранги матриці Л і розширеної' матриці А співпадають і г  =  гап& = гап &  =  3. 
Тоді, оскільки кількість невідомих цієї СЛАР п ~ 4, тому п - г  =  4 - 3  =  1, тобто одна вільна 
змінна, а три -  базисні. 

Оскільки, перетворення розширеної матриці здійснювалося тільки з  рядками, то остання 
матриця відповідає системі рівнянь:

IX) - 2 х 2 +Зх3 -  х4 = -1,
Хп -  5х-г =3,

25x2 + 7х4 = —14.

З останнього рівняння знаходимо хз =  — (14 + 7x4)125 =  -0 ,5 6  -  0,28x4, яке підставляємо у  
друге рівняння Х2 -  3 + 5хз ~ 3 -  (14 + 7х4)/5 =>Х2 =  (1 -  7х4)/5 — 0,2 -  1,4x4. Підставляючи х$ та 
Х2 в перше рівняння, знайдемо лгі: хі = - 1  + 2x2 ~ Зхз + х 4 = - 1  +  2(1 — 7х4)/5 — 3(14 + 7х4)/25 + х 4 
=> х\ =  27/25 -  24х^/25 = 1,08 -  0,96x4. Знайдені значення х\, Хг, хз підставимо у  матрицю X:

Х  =

або замінюючи Х4 на довільну сталу С, фундаментальну сукупність розв’язків (ФСР) наведемо 
у вигляді:

|  Ш  ) ( -0 ,9 6 )
, 0,2 І І -1,4  

Х  = \ + С
-0 ,5 6  -0 ,2 8

т ') (  1,08-0,96х4 )1 О оо 1 ( - 0 ,9 6 ) І і
Хг І 0,2 -1 ,4х4 1 0,2 / -1 ,4

хз І — 0 ,5 6 -0 ,28х4 і -0 ,5 6
І+х4

-0 /2 8  Г

Х4; 1 *4 ) ( о ) і і У

0

К о н т р о л ь н і п и т а н н я
1. Що є матрицею коефіцієнтів та розширеною матрицею СЛАР?
2. Записати СЛАР та її розв’язок у матричній формі.
3. У чому поляг ає метод Жордана-Гауса?
4. Які СЛАР можна розв’язувати матричним методом, а які ні?
5. Що називається рангом системи л і н і й н и х  алгебраїчних рівнянь?
6 . Які невідомі в системі називаються вільними, а які базисними? В якому випадку має місце 

така класифікація невідомих?
7. Що називається фундаментальною сукупністю розв’язків (ФСР)?
8. Теорема Кронеккера-Капеллі.
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Завдання до практичного заняття №3
3.1 У цеху підприємства виготовляють дві моделі жіночого одягу. На виготовлення першої 
моделі витрачають 2 м тканини, .на виготовлення другої -  3 матриці При цьому витрати робо­
чого часу на виготовлення цих моделей становлять відповідно 4 та 5 год. Відомо, що тижневий 
запас тканини — 100 м, а робочий час обмежено 190 год Скласти такий план тижневого виго­
товлення цих моделей одягу, при якому повністю використовують ресурси (тканину та робо­
чий час).
3.2 У меблевому магазині найбільшим попитом користуються дві моделі письмових столі», 
виготовлених на різних фабриках. На перевезення першої моделі витрачають 10 фн, а другої - 
15 грн. При цьому витрати робочого часу на виробництво цих моделей становлять відповідно 
6 і 5 год. Відомо, що на місяць заплановано витратити 1200 грн на перевезення цих моделей, п 
робочий час на їх виробництво обмежений 480 год. Скільки цих моделей магазин повинниі! 
замовляти на фабриках щомісяця для того, щоб використати заплановані кошти на перевезен­
ня та ресурси робочого часу на їх виготовлення?

дом та методом Жордана-Гаусса:
г З  у

)

2х+3у-х=1,  ^
3.3 . х - 4 у + г  = \, Ь-

V х + у - З г - - 2 .
6 х + у + 2 г  = 13, і

3.6 - х + З у - г - 5 ,  1
х - 2 у + 4 г  = 0.

) х + 2 у + г  = 1,
3.9 - 3 х + у - г  = 0,

х — у + 2 г  = 6.

3 х ~ у + г  = 3,
3.12 х + 2 у  + 2г = 5,

2 х - 2 у + 4 г  = 4

З х + у + г  = 2,
3.15 \ x - y - 2 z - 2 ,і

[л+.у+3г = 4.

4 х -2 ^ + г  = 5,
3.18 х + 3 у + г  = 5,

2 х - у + 3 г  = 4.

х - 6 у + г  = -З, 
х - у + 2г = 4, ^

Я »

В задачах 3.3-3.20 визначити сумісність СЛАР і, якщо можливо, розв’язати матричним мста-
гіА© Г о й  / Р

Зх+3 у  - 1 г  -  4,
3.4 ї х -  v+2z = 4. 3.5 - 2 х - у - г ^ \ ,  ^

: = 7. ^

4 5
V

3.7 

3.10 

3.13 

3.16 

3.19

2 х + у - г - 1. 
3 х + у - 2 г - 3 ,  
х + 2 у - г  = 4, 
2х—2у+3г  = 1. 

2д:+^-г = 4, 
х + 3 у - 2 г  = 3, 
х - 2 у + 4 г  = 4. 

З х + у + г  = 2, 
х - 2 у - г  = 4, 
х - у + 4 г  = 7. 
3 х - 4 у + 2 г  = 3, 
х + 2 у —г  = 6, 
х -  у  + 4г = -2.  

4 х - у + г  = 5, 
х + 2 у —г  = 2, 
х - 2 у  + 2г = 3.

х+ 2у+ 4г-  

5 х - у + 2 г  = 2,
3.8 • х + 2 у - г  = 4, 

х - у - 2г  = 2 . 

3 х -2 у + 2 г  = -3 , 
3.11 - х + 2 у —г = 6, 

2х - у - 2г ~ 2 . 

х + у + 2 г  = 3, 
3.14 - 2 х + 3 у - г  = 3, 

х - у + 4г = І. 

2 х - у + г  = 7, 
3.17 і х + 5 у - г = 3 ,  

2 х -3 у + 2 г  = 9. 

( З х + у - 2г  = 6, 
ЗЛО - х+ 4 у+ 3 г  = 2, 

2х + у + 2г  = 1.

В задачах 3.21-3.24 знайти ранг матриці 
(5 2 -1  0^
4 1 2 - 3  

15 0 4 2 ;

З - 1 - 2  -4>
-1  2 -1  - 2  
З 3 - 1  З і

3.21 А =

3.23 А =

г , > 3.22 А =
е 3 1 
- 5  - 2 -1
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В задачах 3.25-3.52 знайти ФСР:
[ -  2 л, +  х 2 +  З х 3 — 2 х 4 =  2 ,

[х , +  З х 2 +  З х 3 — 6 х 4 =  3 .

12л , +  5 х г - x 3 =  0 , 

х , -  З х 2 +  х 4 =  - 2 .

Г5дг, -  jc2 -  х 3 +  4 х 4 +  3 x s =  0,

|х , + 2х2 + Зх5 + 2х4 -1  6х5 = 14. 

|2jc, + 5x2 + 6x3 -  6xA -  5xs = -3 , 
[5x, + 6x2 +2x} —6xA - 5 x s = - 1 .

Г x , +  2 x 2 + 3 x i  +  x 4 +  3 x 5 =  0 ,

(2xj - x 2 - д е ,  + 3x4 + 4 x 5 = 1.

Г -  4x, + 5x2 -  6x3 -  6x4 -  4xs = 0, 
[5x, -  6x2 -  4x3 + 5 x 4 -  2x3 =11. 

[2x, -  3x, + Xj + 4x4 + Xj = 0, 
їх , + x 2 -  5x3 7- 4 x 4 +  5xs =  0 .

-  x2 + 2x3 -  3x4 -  4xs = - 6,
3x, -  x2 + x3 -  2 x 4 + 8xs = -3.

3x, -  4x3 + 5x3 + 5x 4 + 3x5 = 7,

-  4 x , +  5 х 2 -1- 3 x ,  -  4 x 4 -  2 x s =  - 9 .  

x , .+ x 2 +  x 3 +  2 x 4 +  7 x 5 =  1,

4 x , -  x 2 +  3 x 3 +  2 x 4 +  3 x , =  0. 

- 2 x ,  + x 2 + 3 x } - 2 x 4 =  2,

2 x , “K З х 2 "і- Xj 5 x 4 ”  0 , 

x, + 3x2 + 3xj -  6x4 = 3.

X| +5x2 + 6X3 + 6x4 —Xj = -4,
5x, + 6x2 +2x3 -  5x4 -  5х3 = -1, 
2x, — x 2 + x 3 + x 4 - x s = 0 .

-  4 x , +  5 x 2 -  6 x 3 —6 x 4 -  4 x s =  - 9 ,  

5x , -  6x2 -  4x3 + 5x 4 -  2 x 5 = 1 1 ,  

x , - 2 х г +  Xj — x 4 + x 5 = 0 . 

x, + x 2+ 2x3 - x 4 = 0,
Эх, + 2x2 +3x4 = 0, 
2x, -  5x3 + 6x4 = 0.

3.26

3.28

330

332

334

336

338

3.40

3.42

3.44

3.48

3.50

3.52

Зх, + x2 + 3x3 -  x4 =  2,

■ 2x, -  x2 + 2x3 + x4 = 3.

3x, + 2 x 2 — 4 x 3 + 4 x 4 -  3x5 = 8 , 

2x, + 4 x 2 — 5x3 + 2x4 + x5 = 11. 

x, + x 2 + x3 + 4 x 4 - 7 x s =13,
13x, -13x2 - 7x, + 7x4 -1  lXj =9. 

3x, - x 2 + 5x 3 - 2 x 4 + x 5 =3, 
2x, -  4 x 2 +  3x3 -  2x4 + 4 x 5 = 3. 

5x, + 8 x 2 -  x3 -  7x4 -  9xs = 0, 

x, +2x2 +3x3 — x 4 +2x5 = 1.

2x, + 7 x 2 — 3 x 3 + x4 + 2xs = 17, 

5x, + x2 — 3x3 + 4 x 4 + 3x5 = -2 . 

Зх, + 4 x 2 + 5 x 3 + 5 x 4 + 3 x 5 = - 1 ,  

4x, + 5 x 2 + 3x3 + 4 x 4 -  2x5 = - 1 .  

x, + 2 x 2 + 3x3 + 3x4 + 3x5 = 4,
2x, + x2 -  x3 + 3x4 + 2xs = 3.

5x, + 6x2 — 2x3 + 7x4 + 4x5 = 20, 
x, +3x2 - x 3 +4x4 +2xs =15. 

x, + 5x2 +  6x3 +  6x4 -  x5 =  -4, 
5x, + 6x2 + 2x3 -  5x4 — 5x3 = -1 . 

5x, + 3x2 + 5x3 + 12x4 = 10,
Ov I _  Л1 AttAr2 І T" I ̂

х, + 7 х 2 + 9х3 + 4 х 4 = 2.
£

2х, + Зх2 + х3 + х4 + 2х5 = -4,
Зх, +х2 + 2х3 +3х4 —xs = 2, 
х, - х 2 +Зх3 - х 4 +х5 = 0.

Зх, + 5х2 +  6х3 + 6х4 + 6х5 = -2 , 
5х, + 6х2 +Зх3 + Зх4 + 5xs = -1,
Y — Y 4 - 9 v  _ v  X v  ~  Qс, - х 2 + 2х, - х 4 +х 5 = 

х, +2х2 - 6х3 +7х4 =0, 
4х, +3х2 - 4 х 3 + х 4 =0, 

5х, -10х 3 +19х4 =0.

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ № 4  
Тема: В ектори.

8. Вектори. Основні поняття. Проекція вектора на вісь. Довжина вектора. Лі­
тература'. [16], розд. І, §14, crop. 65-67, §17, стор. 73-75, §18, crop. 75-81.

Якщо вектор АВ заданий початковою та кінцевою точками А(х\,у\, z \) та В{хг,уі, zi) у три-



w

вимірному просторі, то в базисі 7(і;0;0), у(0;1;0), &(0; 0;і) вектор АВ можна записати у ви­
гляді:

АВ =  (хг ~ * ) І + ( У г - У і ) ] +{ г 2 - г \)Ь >й&> АВ =  {х2 -Х х,У 2-У \\22 - г х). (1.11)
Проекція вектора АВ навісь ё  обчислюється за формулою:

. пр$АВ = ̂ іЩ'С08^ЛВЛеу , (1-12)

де \а в \ -  довжина (модуль) вектора АВ, що обчислюється за формулою:

. • ■» , [ ^  = ̂ іх2 ~ хіУ  +(У2 - У і Т  + (22 ~ 2і¥  ■ (1.13)

9. Лінійні операції над векторами. Література: [16], розд І, §20, стор. 81-84.
До лінійних операцій над векторами відносяться: сума, різниця та множення вектора на чи­

сло. Якщо до кінця вектора а прикласти вектор В , то сумою  цих векторів буде вектор, побу­
дований з кінця вектора В у початок вектора а (рис. 1.1 а -  правило трикутника). У випад­
ку, якщо вектори виходять з однієї точки, тоді сумою векторів буде вектор, що виходять з по­
чатку векторів а і В та є діагоналлю паралелограма, побудованого на даних векторах (рис. І . І 
б -  правило паралелограму). Різницею Ь -а  називається вектор, який в сумі з вектором іа 
складає вектор В , або, різниця двох векторів, які приведені до загального початку є вектор, що 
йде з кінця вектора а , який віднімається, у кінець вектора В , який зменшується (рис. 1.1 в).
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Рис. 1.1
10. Скалярний добуток двох векторів та його властивості. Література: [16], 

розд. 1, §22, стор. 85-90.
Визначення. Якщо дані вектори о та b , то скалярний добуток цих векторів -  це число, 

що обчислюється за формулою:
(а,ї)=а-6 =|a|-jij-cos(aA6j. (1.14)

Якщо вектори а та В задані в ортогональному базисі T , j \ k , тобто a = x j  + y \ j  +г,Іі та 
В = х2і + y 2j  + г ф »то їх скалярний добуток знаходиться за формулою:

( a , S ) = a B = x l x2 + y r y 2 + z v z2, (1.15)
а модулі векторів а та І  : , 5?

Щ = ̂ хі +,Уі+2\ > |*| = уіх2 + У 2 + 4  • (1.16)
Якщо вектори а та Ь ортогональні, то їх скалярний добуток дорівнює нулю, тобто

М ) = 0 .  (1.17)
Для вечорів а та В , які задані в базисі і , j , k ,  умова ортогональності буде такою:

XrX2+yiy2 + ZfZ2 = 0. (1.18)
Приклад №4.1. Дано три вершини А(-1; -2), В(-3; 2) та С(5;4) паралелограма ABCD. Ви­

значиш довжину його діагоналі BD.



Розв'язання. Позначимо сторони паралелограма як вектори ВА та ВС і знайдемо їх за
формулою (1.11): ВС = (5 -  (-3); 4 -  2) = (8; 2) і В А - (-1 -  (-3); -2-2) = (2; -4). Оскільки сума 
двох векторів, що виходять з однієї точки це вектор, що є діагоналлю паралелограма, побудо­
ваного на цих векторах, то ВО = ВС+ВА = (8+2; 2-4) = (10; -2). Звідки знаходимо за форму­
лою (1.16): І50І = -у/і О2 + (-2)2 = 2л/26, що є довжиною діагоналі БО.

11. Векторний добуток двох векторів та його властивості. Література: [16], 
розд. І, §23, crop. 90-94.

Визначення. Якщо дані вектори а та Ь , то векторний добуток цих векторів -  це век­
тор с , модуль якого обчислюється за формулою:

с = У • \Ь -siniИ). (1.19)

причому модуль вектора с дорівнює площі паралелограма, побудованого на векторах а та Ь .
Якщо вектори 5 та ї  задані в ортогональному базисі і ,] ,к ,  тобто а -х ^ і + у1)  + г\к та 

Ь -  х2і + + г2к , то їх векторний добуток обчислюється за формулою:

( 1.20)

Якщо дані три точки А, В та С, то на векторах АВ та АС можна побудувати паралелограм 
та знайти його площу за формулою (1.19), або площу трикутника, з вершинами в заданих точ­
ках. Оскільки площа трикушика дорівнює половині площі паралелограма, побудованого на
векторах АВ та АС, то

1і-

і J Іс
[<а,і]=дх£ = *1

*2
У  К 
У2

zi =7 л z\ - j
z1 + Ісx\ Уі

22 Уг z2 х2 z2 x2 У2

( 1.21)

12. Мішаний добуток векторів. Література: [16], розд. І, §24, стор. 95-98.
Визначення. Мішаний добуток векторів а, b , с -  це число, яке є їхнім векторно- 

скалярним добутком і позначається (a,b,c)=axb с = (а,[й,с])= ([д,&],<?) .
Геометричний зміст мішаного добутку. Мішаний добуток трьох векторів дорівнює 

об’єму паралелепіпеда, побудованого на цих векторах, узятому зі знаком „+”, якщо ці вектори 
утворюються праву трійку і зі знаком якщо вони утворюють ліву трійку.

Отже, об’єм паралелепіпеда дорівнює модулю мішаного добутку
к= |(й ,[й ,г]) |, (1.22)

а об’єм тетраедра

И = і|(а,[б,с])|. (1.23)

Властивості мішаного добутку:
а) § і ,ь \с  )= ([б,с],а)= ([с,й],б) ;

б) ([а,£],с)=-([&,а],с) ;
в) якщо (Ез,Мс) = 0 ,  а * 0 , І  * 0 , с * 0 ,  то вектори а, Ь, с -  лежать в одній площині 

(компланарні);
Зауваження. Якщо точки А, В та С лежать в одній площині, тоді площа трикутника АВС
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обчислюегься за формулою: S ^ g c  = —|Л| , де А =
ЮіЛ'ГЯ,

*1^** 'Л - А  
*з-*і Л - А

—Із::!г) якщо вектори задані в ортонормованому базисі І,],к-} тобгго а(х1,у1,21), Ь(х2,у 2,г2) і 
с(х3,у3,гі )} то мішаний добуток обчислюється за формулою;

(а,А ,с)=Зхї-с =([5,б],с )=

1 -3 2
-3  1 1 =13 + 12 + 3 + 2 + 2 -  27І /6 = 5/6.
-1 - 2 3

*і Уі 2\
х2 у2 г2 . (1-24)

*з Уз гз
Приклад №4.2. Обчислити об’єм тетраедра, якщо задані його вершини у тривимірному 

просторі А(2; 1; -1), 5(3;-2; 1), С(-1; 2; 0), 0(1; -1; 2).
Розв'язання. Знайдемо вектори, на яких побудований тетраедр, тобто: а = АВ =

= (3-2; -2-1; 1+1) -  (1; -3; 2); Ь = АС = £-1-2; 2-1; (Н-1) = (-1; 1; 1); с = ІО =  (1-2; -1-1; 2+1)= 
= (—І; —2; 3). Тоді, підставляючи у формулу (1.23), одержимо:

у Л
б

Приклад N94.3. У ортонормованому базисі задані вектори 3(1; 2; 3), А (3; 2; 1) і с (2; 3; 1). 
З’ясувати чи є трійка векторів а , Ь , с  -  правою.

Розв'язання. Знайдемо мішаний добуток даних векторів, тобто за формулою (1.23):
1 2 З
З 2 1 = 2 + 27+  4 - 1 2 -  3 -  6=  12 >0, звідки одержуємо, що трійка векторів а, Ь , с дійс-
2 3 1 

но права.

ІЗ. Л інійна залежність векторів.Література: [16], розд. І, §25, сгор. 101-102.
Для трьох векторів, заданих своїми координатами у тривимірному просторі 3(хі, уи 2\), 

Ь (хг,уг, їі) і с  (*з, уг, гз), лінійна незалежність цих векторів означає, що визначник, складений
3 координат цих векторів не дорівнює нулю, тобто:

х\ У\ *і
х2 У2 г2 ^ 0  => а, Ь , с -  лінійно незалежні. (1-25)

*з Уз *з
Приклад №4.4. Дослідити вектори 5(2; -1; 3), Ь (0; 1; -2) і с (-2; 3; -1) на лінійну запеж-

шсть.

Розв'язання. Обчислимо визначник 

форм. 1 .25)-лінійно незалежні.

1 2 З 
0 1 - 2  

-2  З -1
= 12 *■ 0. Отже вектори а, Ь , с (див.

15. Д ілення відрізка в заданому співвідношенні. Література: [16], розд І, §21, 
crop. 84-85,.

Відстань м іж  двома точками. Якщо є дві точки А(х\, у і ,  z \) та Bfa, у і ,  гЦ, то відстань 
між, ними обчислюється за формулою:

d = 4 (Х2 ~ Х\Т  + (у2 ~У\? +{*2 - Z\Y . (1.26)
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Нехай дано точки А(хі, уи *і) та В(хг, Уг, *і), тоді координати т. М, що ділить відрізок АВ у
співвідношенні Х= АМ/МВ знаходяться за формулами:

х1+Ял, _У\+ЬУг . _ * і+ ^ 2  х м - . -■~2--,Ум = ' ,  \ 2М~ . 1 ■■■• (1.27)1+Я 1 + Я. 1+А.
Зауваження. Якщо т. М  лежить на середині відрізка АВ, то Я=1.
Приклад N94.5. У трикутнику АВС з вершинами А(4; 3), 5(16; -6) та С(20; 16) визначити:

а) внутрішній кут при вершині В\ б) довжину медіани АМ\ в) центр мас трикутника.
Розв'язання, а) Визначимо ЛАВС як кут між векторами ВА та ВС. Оскільки 

~ВА= (4 -  16; 3+6) = (-12; 9), ВС- (20 -  16; 16+6) = (4; 22), то скалярний добуток цих векторів 
за форм. (1.25) (іС,5л)=-12-4 + 9-22 = 150, а модулі цих векторів за формулою (1.26) будуть:

\ва\ = ^ ( - \2 )2 +92 =15, ІДСІ = уі42 + 222 = 10л/5. Отже, із формули (1.24) знаходимо

сж/АПС= Ж  —— -7" = ~т= ■ Звідки ZABC= arccos 1/ V? » 63°.
|Я4|ЯС| 15-10V5 v5

б) За визначенням, медіана -  це відрізок, що з’єднує вершину з серединою протилежної 
сторони. Знайдемо середину сторони ВС, тобто т. М(х\ у) за формулами (1.27) з врахуванням 
зауваження матиме такі координати х= (16+20)/2 = 18, >> = (—6+16)/2 = 5 => М( 18; 5). Отже дов­
жина медіаниЛЛ/=-^(і8-4)2 +(5-3)2 = л/200 -10л/2.

в) 3 геометрії відомо, що цеіпр мас трикутника -  це точка перетину медіан, що ділить ме­
діану у співвідношенні 2:1, починаючи від вершини. Тобто, позначаючи 0{х\ j>) як центр мас 
трикутника і використовуючи найдену в пункті б) медіану AM, маємо X — АОЮМ— 2, тоді за 
форм. (1.27) одержимо: х = (4+218)/(1+2) = 40/3, у -  (3+2-5)/(1+2) = 13/3 => 0(40/3; 13/3).

Приклад №4.6. Визначити довжину бісектриси АК у трикутнику з вершинами А(6; 8; -3), 
5(4; 0; 3), С(0; 3; 2).

Розв'язання. За умовою АК -  бісекіриса внутрішнього кута ZA, тому

форм, (і.26) знаходимо довжини сторін І5л'| = -у/(б -  4)2 + (8 -  О)2 + (- 3 -  З)2 = 2-^26,

I I і.........  ■■ ■■■ ■■■- — ■ ■ _ jBfC 2 уІ26 *
ВС\ = у](0 -  4)2 + (З -  0)2 + (2 -  З)2 = V26 , тоді ---- = ,— і т. К ділить відрізок АС у відно-

I КС v26
шенні X = 2. Тоді за форм. (1.27) одержуємо х = (6+2 0)/(1+2) = 2, у  = (8+2-3)/(1+2) = 14/3, 

z = (—3+2-2)/( 1 +2) = 1/3. Отже, \ЛК\ = 7(2 -  4)2 + (14/3 -  О)2 + (l/З -  З)2 = 2^74/3.
Г 7 м « < « />  1  Г9 Л  \ Г і \ Л  7  П  і  m fr S T f  lO lff T 'T  І  > л ; ^ п « і и  І ^ Л Л Л  ТІІІЇТЯ'ГТГЛ п п л і і г і т о  V » l t l  TTt ПТХ'Т’Г П І  П Ш О Л І /  і і і ч л

j  t r i . / . j n a r i  і r i іхД п І./ « і і  v i  u  і/і, j  A i w j m j  л и и ^ д г ш и i t i u  і и і и і д г і и и л и ^  д м ш і и  и і д р и и п  н и м

точками Л(2; -3; 4) і 5(5; 4; -8) та координати т. М -  перетину відрізка АВ з площиною хОу.
Розв'язання. Оскільки у координатній площині хОу z = 0, то zm — 0. З іншого боку гм об­

числюється за форм. (1.27), тобто 0 = [4+Ц-8)]/(1+Я) => 8Я = 4 => Я. = 0,5. Тоді 
хм = (2+0,55)/( 1+0,5) -  3, ум “  (—3+0,5-4)/( 1+0,5) = —2/3. Отже т. М(3; -2/3; 0).

Контрольні питання
1. Визначення n-вимірного простору.
2. Дати визначення векторного простору.
3. Вимірність та базис лінійного простору.
4. Визначення лінійної незалежності векторів.
5. Визначення підпростору векторного простору.
6. Дати визначення проекції вектора на вісь.
7. Властивості проекції вектора на вісь.
8. Лінійні операції над векгорами.
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9. Скалярний добуток двох векторів та його властивості..
10...Векторний добуток двох векторів та його властивості.
11. Геометричний зміст модуля векторного добутку.
12. Мішаний добуток трьох векторів.
13. Геометричний зміст мішаного добутку.
14. Формули обчислення об’ ему паралелепіпеда та тетраедра.
15. Формули іїіїя визначення поділу відрізка у даному відношенні.
16. Формули для визначення координати точки, що ділить відрізок у даному відношенні.

Завдання до практичного заняття №4
Задачі І рівня

4.1 Обчйслити відстань від початку координат до: а) т. А/(3; 4); 6) т. Д2; 1; 2).
4.2 Визначити кут між векторами: а) 5.(6; -3) і Ь (4; 8); б) 5(5; -6; 2) та Ь (2; 3; 4).

* 4.3 Перевірити чи є колінеарними вектори 5(3; -2) та МхМг , якщо М\(2; -3), 3).
& 4.4 Перевірити, чи є колінеарними вектори а (1; -2; 4) і і  (-3; 6; 12).

с^4.5 Для векторів 5(7; 1) і Ь (3; 4): а) знайти вектори с = а+Ь, 3 = а - Ь , р -2 а - ІЬ  та за­
писати їх розклади за ортами; б) обчислити скалярний добуток векторів 5 і Ь ; в) знайти кут 
між векторами а \ Ь ; г) знайти проекцію вектора 5 на Ь ; г) визначити довжину вектора р .

♦ 4.6 Для векторів 5(3; -4; 1) і Ь (-1; 2; 6) визначити 25-35, (а,і), уа+Ь) , ахЕ .
4.7 Дано точки <4(1; 2; -3), В(-1; 5; 3), С(2; 1; 7), £)(5; -5; 1). Знайти проекції вектора 
а = АВ+Сй на вектори АВ і Сй.

Зі4.8 При яких а  і р вектори 5 (6; а; 3) і Ь (2; -5; р) є колінеарними?
4.9 Показати, що чотирикутник з вершинами А(-3; -2; 1), В(7; 8; 6), С(-4; 13; 8); £>(-14; 8; 3) 
є квадратом.
4.10 Показати, що чотирикутник з вершинами Л(5; 2; 6), 5(6; 4; 4), С(4; 3; 2), ДЗ; 1; 4) є квад­
ратом. Визначити довжину його діагоналей та обчислити його площу.
4.11 Перевірити, чи с трикутник з вершинами А(-1; 3; 2), В(-4; 0; 2) і 0(2; ~3; 1) рівнобедре­
ник
4.12 Показати, що чотирикутник з вершинами А( 1; 3), В(4; 7), С(2; 8), 0(-1; 4) є паралелогра­
мом та знайти точку перетину його діагоналей.
4.13 У паралелограмі задано вершини А(-3; 1), 2?(-1; -1), С(5; 7). Визначити координати 
вершини О та довжини діагоналей паралелограма. . ІЬ

, 4.14 Дано три вершини А(2; -1; -3), В(6; б; -5) і. С(4; 5; 1) паралелограма АВСО. Визначити 
його четверту вершину О, вектор АО та площу паралелограма.
4.15 Визначити внутрішні куги трикутника АВС, якщо: А(5; 1; -4), В(9; -8; -3), С(16; -6; -11). 
4І16 Дано дві вершини А{ 1; -2; -4), В(-2; 2; 1) паралелограма АВСО і точку перетину його діа­
гоналей 0(3; -2; 6). Визначити дві інші вершини паралелограма.
4.17 На векторах 5(0; 3; -6) і Ь (-2; 1; 2) побудовано паралелограм. Обчислити довжину діа­
гоналей паралелограма та кут між ними.
4.18 Показати, що чотирикутник з вершинами А(2; 8; -7), В(-2; 0; 1), С(2; 3; 3), 0(6; 11; -5) с 
паралелограмом. Обчислити довжини векторів АВ, ВС, СО і АВ та площу паралелограма 
АВСО.

<А/ 4.19 Дано точки А( 1; 0; -1), В(а; 2; -5), С(-2; -6; р). При яких значеннях а  і р ці точки лежать
0 на одній прямій?

4.20 Показати, що точки А(3; -5), В(-2; -7), 0(18; 1) лежать на Одній прямій.
4.21 Визначити вектор, перпендикулярний до векторів 5 (-2; 4; 3) і Ь (1; -5; -3).
422 Знайти довжини сторін трикутника АВС, якщо А(2; 3; -1), В(2; -4; 3), С(4; Ц ; -1).
4.23 Знайти довжини сторін трикутника АВС, якщо А(1; -1; 4), В(-2; -1; -1), С(4; 3; 1).
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4.24 Знайти площу трикутника Л5С, якщо А(5; - І ; -4), 5(6; 5; 4) та С(5; 2; 0).
4.25 Знайти площу трикутника ABC, якщо А(2; 1; -7), 5(2; 4; -6) та С(6; 4; -5).
4.26 Обчислити площу трикутника з вершинами А(2; 3; 5), В(4; 1; 8), С(6; 3; 1).
4.27 В трикутнику ABC знайти кути ZABC та ZACB, якщо >4(3; 3; -1), 5(2; 3; 0), С(3; 3; 0).

• 4.28 Вектори 5 і 6 неколінсарні. При яких X будуть колінеарні вектори )J5 + b і 35+А.6.
4.29 Вектори 5 і 6 неколінеарні. При яких а  будуть колінеарні вектори а5+56 і 35-6 .
4.30 Вектори а і 6 неколінсарні. При якому значенні X вектори 2а-36 та 5X5+46 будуть 
колінеарні.
431 Дані вектори АВ = Зі + J -2 к та АС = 2/ +2j - k . Обчислити площу ЛАВС, побудовано­
го на цих векторах.

^4.32 Визначити, при яких значеннях а  та Р вектор р  = а/ +ру + к буде перпендикулярний ве­
кторам 5 = -27 + /  + 4fc та 6 = 3 l - 2 j - k >де 7,J,к -орти.
4.33 Обчислити кут між векторами a-3p+ 2q  та 6 = /5+5#, де р , q -  одиничні вектори.
434 Знайти площу паралелограма, побудованого на векторах АВ та АС 9 якщо А( 1; 0; -3), 
5(2;2;-1),С(3;2;0).
4.35 Знайти площу паралелограма, побудованого на векторах а ~ 5 Ї- 4 j  + 7Їс таЬ = j  + 7- 2 к , 
де l , j tk -  орти.
436 Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах р  = 2а + ЗЬ та q = а-А Ь , да
a,b -орти.
4.37 Обчислити довжини діагоналей і площу паралелограма, побудованого на векторах 
a = k - j  і 6=7 + 7 + £,де Jyj,k -  орти.

0^438 При якому значенні а  вектори будуть перпендикулярні: 2 а -З І  та 5а5 + 46, якщо 5,6 -  
орти.

• 439 При якому значенні а  вектори: p -4 T  + 5 j - k  та q-(xi +3у -2аА: будуть взаємно пер­
пендикулярні, якщо 7,]>к -  орти.
4.40 Сторони трикутника задані векторами АВ -  -6?+2 j , ВС = 7/ +J та СА -  -7 - 3 / .  Ви­
значити кути цього трикутника, якщо 7,7 -  орти.
4.41 Визначити середину відрізка РО, якщо Р(1; -1; 1), 0(3; 1; 1).

• 4.42 Визначити координати кінців А і В відрізка, поділеного на три рівні частини точками 
А/(3;1;2)Щ6;-1;1).
4.43 Визначити центр мас трикутника з вершинами А( 1; -1), В(6; 4), С(2; 6).
4.44 У трикутнику ABC, де А(3; - і ;  5), 5(4; 2; -5) і С(-4; 0; 3), обчислити довжину медіани, 
проведеної з вершини А. Знайти центр мас трикутника.

^4.45 Довести, що точки /4(1; -1; 0), 5(4; І; 1). С(2; -2; 1) та 0(5:0; 2) лежать в одній площині.
4.46 Знайти об'єм тетраедра та паралелепіпеда, побудованого на точках А( І; 0; -1), 5(2; 6; -3), 
С(0; -2; 3) і 0 (6; 1;-3)
4.47 Обчислити об’єм тетраедра з вершинами у точках Аі(3; 0; -1), Аг(6; -2; 1), і4з(5; 1; -3), 
А4(-і\ 3; 8) та його висоту, що опущена з вершини А4 на грань А1А2А3.
4.48 Знайти об’єм тетраедра з вершинами у т. М\(6; -3; 8), Мг( 1; 1; 4); М(2; 1; 2) та М»(0; 0; 1).
4.49 Обчислити мішаний добуток векторів 5(5; 6; -2), 6 (1; 1; -1), с(3; 2; -1). Знайти об’єм 
тетраедра, побудованого на цих векторах.

j  4.50 Перевірити, чи лежать чотири точки А( 1; -2; -6), 5(2; 7; -1), С(2; 5; 9) і £(1; -4; 4) в одній 
площині.
4.51 Дослідити вектори на лінійну незалежність: а) 5(5; 4; -1), b (2; 0; 1) та с ( -1; 2; 3);
б) 5(2; 1; 0), 6(-4;-2;0)та с(  1;-І;-1); в) 5(3;4;-1), 6(2; 1; 0)та с(6;4;-2).

л 4.52 У трикутнику з вершинами А(-2; 0), 5(6; 6) та С(1; -4) проведено бісектрису АК. Обчис- 
%
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лити її довжину.
4.53 Дано трикутник з вершинами А( 1; -1; -3), 5(2; 1; -2) і С(-5; 2; -6). Обчислити дбвжину 
бісектриси внутрішнього кута при вершині А.

Задачі II рівня
4.54 Дано вершини трикутника А(б;~4;3), В(2; 1;3), С(2;5;0). Обчислити довжину його висо­
ти, опущеної з вершини А .

& 4.55 У трикутнику з вершинами л(5;-2;3), 2?(-3;1;8) і С(-1;-5;5) визначити внутрішній кут 
при вершині А , довжину висоти СН та обчислити його площу.

^л/4.56 У трикутнику АВС задано вершини Л (-2;і), В(5;2), С(і;5). Визначити внутрішні кути 
цього трикутника, довжину його висоти АЫ та медіани СМ .

* 4.57 Показати, що вектори а[3;2;-б), Е(2;— 1;—3) та с(5;1;~9) компланарні. Знайти координа­
ти вектора 3. перпендикулярного заданим векторам.

9 4.58 Знайти координати вектора р ,  який перпендикулярний векторам т(-3;1;і) та й(і;-2;3).
о Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах т та й .

9 4.59 Вектори а і Е взаємно перпендикулярні. Знаючи, що |5| = 5 і |бІ = 2 обчислити 

|за+2й)(а-б)

4.60 Вектори а і Ь взаємно перпендикулярні. Знаючи, що |а| = 4 і |6| = 3 обчислити 

|[(55-2б)(а+б)]| .

е 4.61 Вектори а і Е утворюють кут 60°. Знайти довжини векторів с = За + іЕ  та 5  = 45 -  Е , 
якщо |5(=3, р |- 4 .

^ 4.62 Визначити довжини діагоналей паралелограма, побудованого на векторах а =2т+п та 
/  6 = т -2 й ,д е  /й та й -  одиничні вектори, кут між якими 60°.

4.63 Визначити кут між векторами 5 = 2 т  + 4й та Е = т - п ,  де т та п -  одиничні вектори, 
кут між якими 120°.
4.64 Дано вектори О А = 5 та ОВ = Е , причому |5| = 2, |й 1 = 4, а кут між ними 60°. Визначити 

кут між медіаною ОМ трикутника АОВ та стороною О А .
4.65 Знайти кут між діагоналями паралелограму, побудованого на векторах 5*= 2т + й -  р  та
Ь — «й—Зп + р ,  де тк, й та р  —орти.
4.66 Знайти площу паралелограма, діагоналями якого служать вектори 2т- й  та 4 т -5 й , де 
т та й -  одиничні вектори, кут між якими 45°.

(X 4.67 Знайти площу паралелограма, побудованого на векторах а = т + 2іг та Е = 2т + п, т та 
 ̂ -  одиничні вектори, кут між якими 30°.

# 4.68 Знайти проекцію вектора 5 = [(/' -2^)(- 2/ +4] - £ ) ]  на вектор £ = 2у -  4£ , і ,] ,  к -  орти.
4.69 Знайти проекцію вектора 5 = 1 От + 2й на вісь, що має напрямок вектора Ь = 5т -1 2й, де 
т та й -  орти. Обчислити кути між віссю проекцій та векторами т , й .
4.70 Обчислити внутрішні кути трикутника Л(і;2;і), 5(3;-І;7) та С(7;4;-2). Переконатися, 
що ААВС -  рівнобедрений.
4.71 Обчислити довжини діагоналей паралелограма, побудованого на векторах 5 = 5/3 + 2д і 

Е■= р - 3£, якщо Щ = 2л/2, Щ -3 , (рля)= ̂ .

4.72 Обчислити довжини діагоналей паралелограма, побудованого на векторах а - З р - ц  і
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5 = 2/?+ 4#, якщо \р\ = уІ2, |д| = 4, (рл^)= —-

4.73 Обчислити довжини діагоналей паралелограма, побудованого на векторах т та й, якщо 
\т\ = л/2 , \п\ — 3, (тАп)= 45°.

4.74 Обчислити довжини діагоналей паралелограма, побудованого на векторах а та Е , якщо 
\а\ = 2 , Щ = (йЛб)=30°.

4.75 Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах АВ = «  + 2й та 
Ай) -  т - Зй, де |/й| = 5, |й| = 3 та (й2Лй)= п / 6 .
4.76 Обчислити синус кута між діагоналями паралелограму, побудованого на векторах 
а = т - 2п + р  та Е = т + 4п -  З р , д.е /я, п та р  -  орти.
4.77 Який кут створюють одиничні вектори 5 та ?, якщо відомо, що вектори р = 1 + 2І та 
<І = 5 ? - 4Ї взаємно перпендикулярні.

4.78 У трикутнику АВС дані І4#| = 3, |вс| = 2 і |лс| = 3. Знайти (аС,Вє ).

Є 4.79 Довжини базисних векторів ?, та е2 на площині дорівнює 3 та 2, а кут (?І5Л е2)= 30°. В 
даному базисі дані вершині^іаралелограму (і;3), (і;0) та ( - 1;2). Знайти площу.
4.80 Довжини базисних векторів е, та е2 на площині дорівнюють л/2 та 1, а кут Щле2)= 45°. 
Обчислити довжини діагоналей та кути паралелограма, побудованого на векторах у даному 
базисі з координатами (2; 2) та
4.81 Довжини базисних векторів ё1, ё2, ё3 дорівнюють 1; 1; 2, а кути (е]ле2);= (ё % )= 90°, 

(ё2лё3)=60°. Обчислити площу паралелограму, побудованого на векторах а (-1,0,2) та

Е (2,-1,1).
л 4.82 Довжини базисних векторів ё ,, ё2, ё3 дорівнюють 3; л/2; 4, а кути (ё]Лё2)=
0  І, л , \ ,_й /_л_ \ . . .  .  .= \е2 езі—45 , (Є) е$ 1= 60 . Обчислити довжини сторін та кути паралелограму, пооудованого

на векторах я(і, -  3,0) та Е(-1,2, і) . {
- 4.83 Знайти вектор х , колінеарний вектору а(5,-3, і) та одиничною довжиною.
* 4.84 Знайти вектор х довжини 1, перпендикулярний векторам 5(1,1,2) та 5(2,-1,3).

4.85 Знайти вектор довжини 1, перпендикулярний векторам 5(1,—1,0) та 6(2,3,0).
4.86 Знайти вектор якщо він перпендикулярний векторам а(2 .3 .-і) та Е(],—2,3) в ортоно- 
рмованому базисі 7,],Іс та задовольняє умові, що скалярний добуток вектора х вектор на 
2і — ] "г к дорівнює — 6.

Л 4.87 Знайти вектор т , якщо він перпендикулярний вектору п = і + j + к , де / , у Д  -  орти, і 
відомо, що вектор т лежить у площині уОг, при цьому і/й| = 4.
4.88 Знайти вектор х , якщо він перпендикулярний осі Ог і вектору а(8;-15;3) та створює го­
стрий кут з віссю Ох, при цьому |х| = 51.
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М одуль 2. АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ Н А ПЛОЩ ИНІ ТА У
ПРОСТОРІ

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №5 
Тема: Аналітична геометрія на площині.

1. Загальне рівняння прям ої та його дослідження. Рівняння прям ої у  відріз­
ках на осях та  з кутовим коефіцієнтом. Рівняння прямої, що проходить через 
одну та  дві точки. Література: [16], розд. II, §3, crop. 123-131.

Визначення. Загальне р івняння прямої має вигляд:
Ах + Ву + С = 0, (2.1)

де А та В є коефіцієнти при невідомих та координати вектора нормалі N (А, В).
Для побудови прямої, що не проходить через початок координат, використовують рів­

няння прям ої у  відрізках на осях:

(2.2)
а Ь

Визначення. Р івняння п рям ої з кутовим коеф іцієнтом має вигляд:
у  — кх + Ь, (2.3)

де к = tga, тобто к -  кутовий коефіцієнт і дорівнює тангенсу кута нахилу прямої до додатного 
напрямку вісі Ox; b -  відрізок, що відсікається прямою на осі Оу.

Якщо дані точки А(х\, _уі) і В(хг, Уг), то р івняння прямої, що проходить через дві точ­
ки таке: . .

_ £ z iL  = Z lZ L  (2.4)
хг ~ х\ У і-У і

а рівняння прямої, що проходить через одну точку А(хі,уі) має вигляд:
у - у і ^ к іх - х і ) .  (2.5)

Приклад №5.1, Побудувати прямі, що задані своїми рівняннями: а)у=2х-3; б) Зх+2у+4=0;
в ) х - 2у -  1 =0; г) д: + 3jy — 6 = 0; д) 5*+ ,у = 0; е)у = 6; є)х = 2 .

Розв'язання. Для побудови прямих зручно використати рівняння прямих у відрізках на 
осях (2.2), якщо пряма не проходить через початок координат. В рівняннях а)-г) є вільний до­
данок, отже ці прямі не проходять через початок координат.. Зведемо рівняння а)-г) до рівнянь 
у відрізках на осях (2.2):

У х  у
а) у -  2х = -3 ,=> — + —  = 1 => — к— =1. Тепер відкладаємо на осях координат відріз-

-3  3 3/2 -З
ки, що дорівнюють знаменникам рівняння: на осі Ох це 3/2, на осі Оу це —3 і з’єднуємо отри­
мані точки прямою (рис. 2.1 а);

Зх 2 у х уб) Зх + 2у = -4 => — + —  = 1 =>------ + —  = 1. Аналогічно відкладаємо відповідні відрі-
- 4  - 4  -4 /3  - 2

зки із’єднуємо (рис. 2.1 б);

в) х - 2у  — 1 => —н— = 1 (рис. 2.1 в);
1 - 1/2

г)х  + 3у = 6 => —+—= 1 (рис. 2.1 г);
6 2

д) у прямої 5jc + у  = 0 немає вільного доданку, отже, його не можна звести до рівняння у 
відрізках на осях, тому що ця пряма проходить через початок координат. Для її побудови до­
статньо двох точок, причому одна з точок -  це початок координат, а другу точку вибираємо 
довільно: наприклад, х —— 1, тоді у  -  5, тобто т. А(-1; 3). Будуємо точки і з’єднуємо її з точкою
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а)
Рис. 2.1

е) у рівнянні у  — 6 немає змінної х. Отже пряма паралельна осі Ох (рис. 2.2 б); 
є) у рівнянні х = 2 немає змінної у. Отже вона паралельна осі Оу (рис. 2.2 в).

у  = 6

--4

- 2

О

б)
Рис. 2.2

УЛ

О

х = 2

Приклад №5.2. Знайти рівняння прямої, що проходить через початок координат і нахиле­
на до осі Ох під кутом: а) 45°; б) 135°; в) 180°.

Розв'язання. Оскільки заданий кут нахилу прямої до осі Ох, то скористуємося рівнянням
з кутовим коефіцієнтом (2.3). Шукана пряма проходить через початок координат, тобто Ь -0 ,  а 
к = tga, де а  -  кут нахилу прямої до осі Ох. Отже,

а) оскільки 1§45° = 1, тоді к — 1 => у  — х;
б) 1§135° = 1§(180° -  45°) = -^45° = -1
в)1§180° = 0 =>>' = 0.
Приклад №5.3. Написати рівняння прямої, що проходить через т. Л(1; -3) і нахилена до 

осі Ох під кутом а) 30°; б) 60°; в) 90°; г) 180°.
Розв'язання. Будемо шукати пряму у виді рівняння через одну точку (2.5) (к = ̂ а ). Отже,
а)tg30o = 1/л/з, тоді у  -  (-3) в  (х— 1)/ >/3 => л /з^ -х  + зл/з + 1 =0;
б) tg60o — >/з = $ у  + 3 = л/з (зс— 1) у  — л/з х + 3 + •ІЗ = 0;
в) 1§90° = оо, тобто пряма перпендикулярна до осі абсцис і паралельна до осі ординат, та 

враховуючи, що вона проходить через т. А (І; -3), одержимо х = 1;
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r) tgl80° = 0, /t= 0, Ця пряма паралельна осі Ох, а її рівняння має вид: у —-3.

2. Нормальне р івняння прямої. Відстань від точки  до прям ої.Література: fl6). 
розд. II, §4, crop. 132-136. .. ,

Відстань від точки  М(хо,уо) до прям ої Ах + By + С = 0 обчислюється за формулою:
j  \Ax0 + Ву0 л-С\

(2 .6)

3. Кут між  двома прям им и та взаємне розташ ування двох прямих. Літератури: 
[16], розд. II, §5, стор. 136-141.

Якщо рівняння двох прямих задані у вигляді: у  = к\х + Ь\ та у  -к іх+  Ьг, тоді
кгtg0 =

1 + • к
де» І -  кут між даними прямими.

Якщо рівняння прямих задані в загальному виді, тоді:

А{А2 +
Умова паралельності двох прямих:

к\ = к2 або ч _ °\ 
if В'У

(2.7)

(2.8)

(2.9)

Умова перпендикулярності двох прямих:
к2 = -Мкі або АЩ  + В{Вг = 0. (2.10)

Приклад №5.3. Написати нормальне рівняння прямої, що проходить через т. А(3; -1) і па­
ралельна: а) осі абсцис; б) бісектрисі І, IV координатних кутів; в) прямій у — Зх +7 = 0.

Розв'язання. Пряма, що проходить через т. А(3; -1) за формулою (2.5) матиме такий ви­
гляд: у  + 1 = к(х -  3). З умови паралельності прямих (2.9) знайдемо кутовий коефіцієнт к:

а) для прямої паралельної осі Ох к = 0, отже у  =-1;
б) рівняння бісектриси І, IV координатних кутів у  — х, отже к = 1, тоді шукана пряма буде 

у  + 1 = х -3 = > > ,- х  + 4 = 0. Як відомо, для запису рівняння прямої у нормальному виді потрі­

бний нормуючий мнояшик: ^ ( - І )2 +12 =л/2-. Отже, нормальне рівняння прямої буде таким:

Х У 4 Л
Я  \ І 2  •

в) знайдемо к у заданій прямій у-3 х+ 7 ~ 0 = > у = Зх -  7 => к =2. Тоді за формулою (3.9) у 
шуканої прямої повинно бути таке ж к, тоді у+  1 = 3(х -3 ) =>у-2х + 10=0. Звідки, записуючи

нормуючий множник 
10

л](~2)2 +12 = v 5 , одержимо нормальне рівняння прямої
2х V .

---- 7= + ~7= +• Г7= ^ 0 .УІ5 &  4 1
Приклад №5.4. Скласти рівняння прямої, яка проходить через точку перетину прямих 

2х —Зу + 5 = 0 і З х + у -7  = 0та паралельна прямій у  = 4х+ 1. :
Розв'язання. Запишемо рівняння жмутка прямих із центром у точці перетину двох зада­

них прямих: 2х -  Зу + 5 + Я(3х + у  — 7) = 0, що визначає шукану пряму при визначеному зна­
ченні X. Приведемо рівняння до рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом. Тобто,

2+х. 5 —(2 + 3Х)х + (-3 + Х)у + (5 -  7Х) = 0. Звідки у  = ------х + --------. Оскільки шукана пряма парале-
3 — X 3-Х.

льна прямій у= 4х + 1, то за умовою паралельності двох прямих (2.9) одержуємо (2+Х)/(3-Х)=4. 
Звідки знаходимо-Я = 2. Підставляючи одержане значення X у рівняння жмутка, визначимо рі-
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ішяння шуканої прямої: 4 х - у —9 = 0.
Приклад №5.5. Скласти рівняння катетів прямокутного рівнобедреного трикутника 

(рис. 2.3), знаючи рівняння гіпотенузи у  — Зх + 5 і вершини прямого кутат. А(4; -1).
Розв'язання. За умовою рівняння ВС: у  — 3х + 5, рівняння катета АС 

В через одну точку (2.5): у  + 1 = к(х -  4). Оскільки АС1АВ, то за форм.
(2.10): клв = - І  І клс, або клв -  —Мк. Отже, рівняння АВ: у  + 1= -  (х -4  )/к. 
Оскільки заданий трикутник рівнобедрений, то І АО = І АВ\ і кут між

АС і СВ дорівнює 45°. З формули (2.7): 1£д = - ^ - ——'с маємо
1 + кВ С кАС

Щ45° = (3-к)/(1+3к) => 1 = (3-к)/(1+3к) => І + Зк= 3 -  к => к = 0,5 => 
клв - - 2 .  Отже, рівняння катета АС: у  + 1 = 0,5 (х -  4) => 2у -  х + 6 = 0. 

Рис 23 Рівняння кгсгеггаАВ:у + 1 = -2 (х -4 ) =>у + 2 х - 7 = 0.
Приклад №5.6. На пряму, що проходить через точки А( 1; -2) і 

5(3; 8), опущений перпендикуляр з £)(-3; 4). Обчислити відношення, в якому основа цього пе­
рпендикуляра ділить відрізок АВ.

Розв'язання. За формулою (2.4) запишемо рівняння прямої, що проходить через точки

А(1;-2) і 5(3; 8): —  => => 5 х - у - 7 = 0 абоу = 5 х - 7. За умовою по-
3-1  8 - ( -2 )  2 10

трібно знайти рівняння прямої, що проходить через т. £> і перпендикулярно до прямої АВ, тоб­
то за формулою (2.5): у  -  4 — Цх + 3), а за формулою (2.10): к = -  1/5 = 0,2. Отже, рівняная шу­
каної прямої має вид: у -  4 -  — 0,2(х + 3) => х + -  17 = 0. Знайдемо точку перетину двох пря­
мих як основу перпендикуляра:

|5х—у  -  7 =?0, Гу = 5х-7, (у = 5х-1, {у = З,
|х  + 5>>-17 = 0; 7* |х+5(5х-7)-17  = 0; ^  [26х = 52; |х  = 2.

Оскільки відомі всі точки, то використовуючи формулу (1.27) знайдемо X, тобто відно­

шення в якому основа перпендикуляра ділить відрізок АВ: 2 = - =>ЗХ + 1=2(Х + 1) => Х=1
1 + А.

Контрольні пит ання  ?
1. Рівняння прямої: а) у відрізках на осях; б) з кутовим коефіцієнтом.
2. Рівняння прямої, яка проходить: а) через одну точку; б) через дві точки.
3. Загальне рівняння прямої та її дослідження.
4. Нормальне рівняння прямої та відстань від точки до прямої.
5. Як знайти кут між двома прямими на площині?
6. Взаємне розташування двох прямих на площині.

Завдання до практичного заняття №5 
Задачі І рівня

5.1 Звести до нормального виду рівняння прямих: а) Зх -  4у + 10 = 0; б) 2х -  2у -  5 = 0;

В) — Х - — у -7  = 0; г)х/5-7у/5 + л/2 =0.
13 13

5.2 Скласти рівняння прямої, що проходить через т. А/(3; 4) паралельно осі Ох.
53  Визначити рівняння прямої, що проходить через початок координат перпендикулярно до 
вектора и(1;2).
5.4 Скласти різні рівняння прямої, якщо вона проходить через точки А(2; 0) і 5(0; 2).
5.5 Обчислити відстань від початку координат до прямої Зх + 4у -  5 = 0.
5.6 Під яким кутом перетинаються прямі 2х -  Зу + 5 = 0 та Зх -  2у + 5 = 0.
5.7 Скласти рівняння прямої, що проходить через точку М(3; -1) та: а) має вектор нормалі 
Я (2; 5); б) має напрямний вектор 5(1; -3); в) проходить через точку 5(4; -2); г) має кутовий
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коефіцієнт к = 5/2; д) відтинає на осі Ох відрізок а = -3; є) відгинає на осях координат однакові
ВІДРІЗКИ. ’'і- ':;."  • ч • • .-'.г.'-

<4^5.8 Визначити, при Яких а і Ь прямі ах -  4у + 5 = 0 та Зх + 2у + Ь = 0: а) перетинаються; б) збі­
гаються; в) є паралельними; г) є перпендикулярними.
5.9 Скласти рівняння прямої, яка проходить через т. А(2; 3) паралельно прямій 5х -  2у + 7 =0. 

К 5.10 Через т. А( 1; 4) провести пряму: а) перпендикулярну прямій х  + Зу -  8 = 0; б) паралельну 
прямій-х + у— 9 = 0.
5.11 Через т. А( 1; 2) провести пряму: а) паралельну прямій х  + 2у = -5; б) перпендикулярну 
прямі й -2х -У у  = 1.
5.12 3 початку координат опустити перпендикуляр на пряму Зх + 4у -  5 = 0. Знайти його рів­
няння.

« 5.13 Скласти рівняння прямої, що проходить через точку перетину двох прямих Зх -  2у + 5 = 0 
і 4х + Зу + 1 = 0, якщо вона: а) проходить через т. А(6; -1); б) паралельна прямій х + 2у -  7 — 0;
в) перпендикулярна до прямої 2х -  5у + 6=0; г) проходить під кутом 45° до прямої Зх + у  -  1=0. 
(Примітка. Розв’язати задачу, визначаючи тайне визначаючи точки перетину заданих прямих).
5.14 Через точку перетину прямих 2 х + ^ -5  = 0 та -х  + З у -8  = 0 провести пряму паралельну 
прямій 4х -  2у + 1 = 0.
5.15 Через точку перетину прямих х + 5у  = 17 та Зх -  у  = 3 провести пряму перпендикулярну 
прямій 9х + 27у - 1 = 0 .

(X 5.16 Через точку перетину прямих 2 х - у -  І = 0 та 6х + 5у -  11 = 0 провести пряму перпенди­
кулярну прямій х + Зу -  69 = 0.
5.17 Через точку перетину прямих 7 х -5 у - 4  = 0 т а х -6 у  + 10 = 0 провести пряму перпенди­
кулярну прямій Зх -  6у -  1 = 0.
5.18 Написати рівняння прямої, що проходить через точку перетину прямих 5 х - у +  10 = 0та 
8х + 4у + 9 = 0 і паралельна прямій х + Зу = 0.
5.19 Написати рівняння прямої, що проходить через точку перетину прямих 2х -  Зу + 5 = 0 та 
Зх+у  -  7 = 0 і перпендикулярно прямій >> = 2х.

9 5.20 Знайти проекцію т. б(-6; 4) на пряму 4х -  5у + 3 — 0.
5.21 Дані т. А{ 1; 2) і пряма Зх -  2у + 12 = 0. Знайти координати проекції т. А на пряму.
5.22 Дані т. —5) і пряма Зх —у  + 9 = 0. Знайти координати проекції т. А на пряму.
5.23 Визначити довжину перпендикуляра, опущеного з початку координат на пряму х—у  + 4=0, 
та кут, що утворює цей перпендикуляр з віссю Ох.

а  5.24 Знайти відстань: а) т.А/(1;-2) до прямої Зх—14у+9=0; б) точки перетину прямих Зх-4у+25=0 
^ і Зх + 2у ~ 19 = 0 до прямої х + 2у -  5 = 0; в) середини відрізка, що сполучає точки А(3; -4) і 

£ (-7; 6) до прямої х + 2у -  5 = 0.
5.25 Знайти відстань між прямими: 5 х - 12у- 7 = 0 та-1 Ох + 24у + 1= 0 .
5.26 Знайти відстань між прямими: 6х-8у  + 8 = 0 та3 х -4 у  + 3 = 0.
5.27 Обчислити відстань між прямими Зх -  4у + 16 = 0 та Зх -  4у + 36 = 0.
5.28 Знайти рівняння прямої, що проходить через точку перетину прямих х + у  -  1 = 0 т а  
2х- у  + 3 = 0 і відтинає на від’ємній частині осі Оу відрізок у три одиниці.

• 5.29 Діагоналі ромба, довжиною ЗО та 16 одиниць, прийняті за вісі координат. Обчислити від­
стань між паралельними сторонами цього ромбу.

• 5.30 При яких а три прямі ах +у - 1 , х - у  = а іх + у  = аіг мають спільну точку.
531 Якій умові повинні задовольняти коефіцієнти а  та і ,  щоб прямі ах + Ау+1=0,2х -  Зу + 5=0 
та х -  1 = 0 проходили черет одну точку?

т  іМщлМ;,« Л4|р;> Задачі II рівня 
■о 532 Знайти рівняння прямої, що проходить через т. А(2 ;- і) та складає з віссю Ох кут, вдвічі 

більший кута, що складаєз Ох пряма х -З у+ 4  = 0.
Зі 533 Трикутник має вершини А (-2,0), В(2,4) та С(4,-і). Написати рівняння сторін трикут- 
N ника, медіани АЕ і висоти АО .

534 У трикутнику, з вершинами а (-2,6), В(2,б) та С(4,2) проведені висота ВО та медіана



-37-

ВЕ. Написати рівняння сторони АС , медіани ВЕ і висоти В О .
* 5.35 Знайти точку, симетричну точці Р(- 2; - 1) відносно прямої х + 2 у - \6  = 0 .

536  Даний трикутник з вершинами А (-2,6), #(2,4) та С(4,0). Написати рівняння сторін три­
кутника, медіани АЕ і висоти АО та знайти довжину медіани А Е .
5.37 У трикутнику з вершинами Л(4;3), 5(і6;-6), С(20;1б) знайти рівняння сторін АВ і ВС 
та кут при вершині В .

0^ 5.38 Дано трикутник із вершинами А(1;-2), 5(5; 4) і С(- 2;
СМ, висоти ВМ та бісектриси АР. Знайти довжину висоти 5М.
5.39 Дано трикутник із вершинами А(2;3), В(- 4 ; - 1) і С(5;2). Скласти рівняння висоти АР , 
медіани ВМ та бісектриси СО.
5.40 Для трикутника з вершинами А (-12;—2), 5(4;10) і С (-6;-10) скласти рівняння бісект­
риси внутрішнього куга при вершині А та знайти її довжину.
5.41 Дано вершини трикутника А(2;-2), В(3;-5), С(5;7). Скласти рівняння перпендикуляра, 
опущеного з вершини С на бісектрису внутрішнього кута при вершині А .

і 5.42 У паралелограмі задано рівняння двох сторін 8х + 3>> +1 = 0 і 2 х+ у-1  = 0 та однієї з йо­
го діагоналей Зх+ 2у+3 = 0. Визначити вершини цього паралелограма.
5.43 Дано дві протилежні точки квадрата А(- 2;2) і С(0;-3). Скласти рівняння його сторін.
5.44 У трикутнику з вершинами Л(2;2), 5 ( -2 ;- і)  і С(-5;3) проведено медіани АМ і CN. 
Записати рівняння цих медіан, знайти кут між ними та точку їх перетину.
5.45 В опуклому чотирикутнику з вершинами Л(-3;і), 5(3;9), С(7;б) і £>(-2;-б) знайти то­
чку перетину діагоналей та кут між ними.
5.46 У квадраті задано вершину А(-2;3) та одну з його сторін З х - 4 у - 2  = 0. Обчислити 
площу цього квадрата та довжину його діагоналей.
5.47 Скласти рівняння прямих, що проходять через вершини трикутника Л(2;— і), В(3;5) і 
С(-4;2) паралельно протилежним сторонам.
5.48 Визначити координати всіх вершин трикутника, якщо т. М(0,3) -  точка перетину його 
медіан, а х 4- 2у  —12 = 0 та 4х—у + 15 — V — рівняння двох сторін.

<\ 5.49 Дані дві вершини трикутника а (-6,2) та 5(2;-2) і т. N(1,2) перетину його висот. Обчи- 
слити координати третьої вершини.
5.50 Записати рівняння сторін трикутника, якщо задано одну з його вершин А(~ 4 ;- 5) та рів­
няння двох висот 5х + З у -4  = 0 і 3х + 8у + 13 = 0.
5.51 Дані дві точки л(2;-3) та 5(5;-1). Провести пряму так, щоб вона пройшла на відстані 
шість одиниць відт. А і на відстані чотири одиниці від т. 5.

• 5.52 Дані дві точки /і(-3;і) та 5(3;-7). На осі ординат знайти таку т. М , щоб прямі АМ  та 
ВМ були взаємні перпендикулярні.
5.53 Дані точки /і(3;-4) та В(- 2;5). На вісі ординат знайти таку т. М , щоб прямі АМ та 
ВМ були перпендикулярні одна до іншої.
5.54 3 т. Л(і;і) проведений промінь під кутом тс/4 до прямої у - 2х+3 = 0. Знайти рівняння 
цього променя.
5.55 3 точок перегину прямої Зх + 5^-15 = 0 з осями координат проведені перпендикуляри до 
цієї прямої. Знайти їх рівняння.
5.56 На осі ординат знайти точку, що однаково віддалена від початку координат та від прямої 
Зде-4у + 12 = 0.

(Ь 5.57 Написати рівняння прямих, що проходять через початок координат під кутом 45° до пря- 
Ь мої у - 4 - 2 х .

5.58 Написати рівняння прямих, що проходять через т. л ( -  1;і) під кутом 45° до прямої

0). Скласти рівняння медіани
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2х+3 у  = 6 .
5.59 Написати рівняння сторін квадрату, діагоналі, якого служать-осями координат. Довжина 
стороникваіірйіу дб^Аігійе’ідг. • ят • '“'5 ■'*- *' '■ ■: ; ; оК..

* 5.60 Пряма 2х-у+& =0  перетинає осі Ох' та Оу у точках А та В. Точка М'лщпт&ЖВ у  
відношенні 'Шґ:МВ=3:1. Написати рівняння перпендикуляра, побудованого зт.'.'А/’До пря­
мої АВ. ■> 

р 5.61 Сікласти рівняння прямих, паралельних прямій 2х-у+5=*0 і віддалених від т. А(1;—2)
на відстані л/20.

6 5.62 Скласти рівняння прямих, що проходять через т. Л(-1;5) і рівновіддалених від двох то­
чок 5(3;7) і С (і;-і).
5.63 Скласти рівняння прямої, що віддалена від точки А(4,-2) на 4 одиниці та паралельна 
прямій 8 х -15^ = 0.

е 5.64 Скласти рівняння прямої, що проходить через т. л ( - 1;2) так, щоб відрізок цієї прямої, 
укладеної між прямими Зх+у+2 = 0 й 4х + у -1  = 0 ут. А ділився навпіл.
5.65 У рівнобедреному прямокутному трикутнику дані координати вершини гострого кута 
(5;7) і рівняння протилежного катета 6д:+4у-9 = 0. Скласти рівняння двох інших сторін три­
кутника.
5.66 Через т. А/(і;2) провести пряму так, щоб вона пройшла на однаковій відстані від 
т. А(3,3) та 5(5,2).
5.67 Через т. М(3;2) провести пряму так, щоб її відрізок, укладений між осями координат, ді­
лився в даній точці навпіл.
5.68 На прямій 2х + у  + 11 = 0 знайти точку, рівновіддалену від двох даних точок Л(і;і) та 
5(3;0).
5.69 Обчислити координати вершин ромба, якщо відомі рівняння двох його сторін 
2х - у  + 4 = 0 та 2х -  у  +10 = 0 і рівняння однієї з його діагоналей х+ у  + 2 = 0 .
5.70 Знайти рівнхінія прямих, що належать жмутку (х + 2у-7 )+ а(Зх-у+ 5)= 0  і перпендику­
лярних до кожної з основних прямих жмутка.

0^5.71 Знайти точку, що симетричнат. М (-2 \-9) відносно прямої 2х+ 5у-38  = 0.
5.72 Знайти т. А/,, симетричну точці М (-8; 12) відносно прямої, що проходить через дві точ­
ки Л(2;-3) і В (-5;і).
5.73 Обчислити координати точки перетину перпендикулярів, що проведені з. середин сторін 
ААВС, якщо А{2;3), 5(0;-3) та С(5;-2).
5.74 Обчислити площу квадрату, вершини якого лежать на прямих х - 2 у - 3  = 0 та 
-2х+4_у+5 = 0.
5.75 Скласти рівняння сторін трикутника, знаючи одну його вершину А(0,2) та рівняння ви- 
сот ( ВМ ) х+ у  = 4 та(СМ) у  = 2х, де М -точка перетину висот.
5.76 Точка # (-3 ,2 ) є точкою перетину висот трикутника, дві його сторони лежать на прямих 
у  = 2х та у  = -х+ 3. Скласти рівняння третьої сторони.
5.77 Точка А лежить на прямій х+ у  = 8, причому рівновіддалена від т. 5(2; 8) та прямої 
х -З у+ 2  = 0. Знайти координати точки А .
5.78 Дані прямі Зх + 4у-10 = 0 та 5х-]2у+26 = 0. Знайти точку, що знаходиться на відстані 
п’ять одиниць від обох прямих.
5.79 Зайти координати точки, яка симетрична точці А(2;- 4) відносно прямої 4х + З у+1 = 0.
5.80 Через т. М(4 ;-З) провести пряму так, щоб площа трикутника, створеного нею та осями, 
дорівнювала три кв. од.

Скласти рівняння прямої, що проходить через т. А(2; б) та створює з осями координат
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трикутник, шо знаходиться у другій чверті та має площу три кв. од.
5.82 Скласти рівняння прямої, що проходить через т. А(~1;2) так, щоб середина її відрізка, 
укладеного між паралельними прямими х+ 2у + 1=0  та х + 2у —3 = 0, належить прямій 
х + у  + 2 = 0.
5.83 Дані рівняння двох сторін трикутника 4х-5>, + 9 = 0 та х + 4 у -3  = 0. Знайти рівняння 
третьої сторони, якщо відомо, що медіани цього трикутника перетинаються в т. Р(3\ і).

4 -
ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №6 

Тема: Криві другого порядку.

4. Криві другого порядку: коло, еліпс, гіпербола, парабола. Література: [16], 
розд. II, §6, стор. 141-157, §7, стор. 157-160.

1. Р івняння кола радіуса г з центром у довільній точці 0\(а, b) має вигляд:
( x -a )2 + ( y -b )2 = S .  (2.11)

Коло радіуса г з центром у початку координат має рівняння:
х2+ /  = г2. (2.12)

2. Еліпс описується таким рівнянням:

Щ - иа Ь
де а -  велика піввісь, b -  мала піввісь.

Якщо фокуси еліпса мають координати Fi(-c, 0) і Fi(c, 0), тоді
Ь2 = ґ - с 2. (2.14)

Ексцентриситет еліпса
є = da. (2.15)

3. Якщо фокуси гіперболи F\(-с, 0) і Fiic, 0), а -  дійсна піввісь, b -  уявна піввісь, тоді рів­
няння гіперболи таке:

х2 у2S p - y i .  (2.16)

причому Ь2 = с2 -  а2. (2.17)
Ексцентриситет гіперболи обчислюєтеся за формулою (2.1*5). .
Рівняння асимптот гіперболи:

у  = ± - х .  (2.18)
а

Рівняння директрис еліпса і гіперболи:
х = ± ale. (2.19)

4. Рівняння параболи з вершиною у початку координат і симетричної відносно осі Ох
1«П Г « 'Г О 'И Н Й  П ЇТ Г П Л  гг*indc ittivnn ошдлд.

у2 -  2рх, (2.20)
де F(p/2; 0) -  фокус. Рівняння директриси параболи:

х--р Г 2. (2.21)
Приклад Ne6.1. Скласти канонічні рівняння еліпса та схематично його зобразити, якщо 

мала піввісь Ь = 10, а фокус знаходиться у т. F(-12; 0).
Розв'язати- За умовою знаходимо £=10, с=12, тоді з (2.14): а1=Ь2+с2 => а2=10 + 12 =244.

2 22 2 «  • • X УПідставляємо а та Ь у рівняння (2.13) і одержуємо рівняння еліпса: 244 + J5Ô = * ДИРЄКІРИ*

са еліпса буде мати таке рівняння (2.19): х = ±а!s = ± -^ — = ±о2/с = ±244/12 » ±20,33. Для побу-
е /а

дови еліпса відкладаємо по осі Ох: а = ±л/244 »±15,62, а по осі Оу: b = ±10 (рис. 2.4).
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Приклад Лгв6.2. Скласти канонічні рівняння гіперболи та схематично зобразити, якщо ве­
лика піввісь ̂  = 25, а ексцентриситет є = 14/М.і
.^«Розв'язання. Оскільки а -  25, а за формулою (2Л5): г = с/а = 14/11 => с -  14а/11 => 
с = 14 (25/11)=350/11, тоді за формулою (2.17) Ьг = (350/11)2 -  252 -  (122500 -75625)/121 -

.........  О..С >г. -2 2 .  '
= 46875/ЇІ1‘&'387,4. Таким чином, рівняння гіперболи (2.16) буде таким:-------- -— = 1. Ди-

. *£л .V н 1 •• 625 387,4
25ректрису гіперболи знайдемо із формули (2.19): х = ±а/г = ± = ±275/14 » ±19,64. Для

більш зручної побудови гіперболи, крім відкладених по осі Ох\ о=±25, по осі Оу: Ь~±->/387,4 * 
*19,68, знайдемо та побудуємо асимптоти. Отже, за формулою (2.18) одержуємо:

^6  19,68 > = ± -л = ± -^ — X (рис. 2.5). 
а 25

Зауваження. Можна просто побудувати прямокутник зі сторонами, паралельними осям Ох 
та Оу, що проходять через точки {-а; 0), (а; 0), (0; -Ь) та (0; Ь), а діагоналі цього прямокутника 
і будуть асимптотами (рис. 2.5).

у А Приклад Хя6,3. Скласти канонічні рівняння параболи та
! схематично зобразити її, якщо директриса Э: х =**-3.

/ \  Розв'язання. Із рівняння директриси за формулою (2.21)
§ ^  І , знаходимо: х -  -pH -  -3 => р ~  в. Звідки одержимо рівняння па­

раболи, що симетрична відносно осі Ох (2.20): у2 -  \2х. Оскіль­
ки коефіцієнт при х  додатний, то парабола знаходиться у І та IV 
чверті, симетрична відносна осі Ох та проходить через точку 
0(0; 0). Для побудови знайдемо ще одну точку, наприклад, ві­
зьмемо х ш 3, звідки *  ±6 (рис. 2.6).

. Приклад №6.4. Привести до канонічного виду і побудувати 
криву: Зх2 -  2 /  + 5х + Зу + 2 = 0.

Розв'язання. Групуємо змінні хтьуі доповнюємо їх до по­
вного квадрату, причому коефіцієнти перед квадратами змінних 

^ис* 2.6 виносимо за дужки:

Рис. 2.4 Рис. 2.5
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Поділимо все рівняння на -  25/24 коефіцієнти 3 і 2 віднесемо у знаменник. Отже, маємо:
(у - г и У  (х+5/б)2 , „—------- -— -------- --  1. Якщо ввести НОВІ ко-

25/48 25/72 
ординати X  -  х + 5/6; У = у -  3/4, тобто робимо 
паралельний переніс системи координат, 
центром якої буде точка О і (-5/6; 3/4), тоді отри­
маємо рівняння спряженої гіперболи:

(5/473)2 (5 / б-Уг)2
= 1. Будуємо графік старої

системи і нової системи координат в одному ма­
сштабі (рис. 2.7).

По осі Оу відкладаємо Ь = ±5/4 л/з *±0,72, а 
по осі О х - а - ±5/6чіІ2*±0,6. Через отримані то­
чки проводимо прямі паралельні осям коорди­
нат, в результаті одержимо прямокутник. Через 
його вершини проводимо діагоналі і продовжує­

мо їх. Ці прямі є асимптотами гіперболи. Оскільки у рівнянні знак перед х2, то вершини 
гіперболи будуть лежать на осі Оу. Точки перетину гіперболи з віссю старої системи коорди­
нат Оу знаходимо з вихідного рівняння за умови, що х * 0. Отже, розв’яжемо рівняння 
-2у2 + Зу + 2 = 0 2у2 -  З у - 2 = 0 =>у\^ = (3±л/9+16 )/4 = (3±5)/4 => у\ = 2;у2 -  -1/2. Точки 
перетину з віссю Ох, якщо у  = 0 => Зх̂  + 5х + 2 = 0 => хі^ = (-5±л/25-24 )/6 = (-5±1)/6 => 
х\ -~\;хг=-2ІЗ.

Контрольні питання
1. Рівняння кола.
2. Визначення еліпсу та його канонічне рівняння.
3. Визначення гіперболи та її канонічне рівняння.
4. Визначення параболи та її рівняння. х
5. Що таке паралельний переніс системи координат?
6. Як зводяться рівняння другого порядку до канонічного виду?

Завдання до практичного заняття №б
Задачі І рівня

6.1 Визначній, яку криву задає рівняння, та схсмаїично побуду»аіиі а) 9л2 ЛГ. 2£$У
б)^2 = -  2х; в) х2 -  4У = 8; г) х2 +у* -1 = 0 .
6.2 Знайти рівняння асимптот кривої з^/і6 - дг = 1.
63 Визначити ексцентриситет кривої у 1 -  І Ох2 + 4.
6.4 Визначити рівняння спряженої кривої до гіперболи х/12 - у 2/8 = 1 та схематично побуду­
вати обидві.
6.5 Записати рівняння еліпса, фокуси якого лежать на осі абсцис симетрично відносно почат­
ку координат та схематично його побудувати, якщо: а) велика піввісь дорівнює 13, а відстань 
між фокусами 10; б) мала піввісь дорівнює 4, а ексцентриситет є = 4/5; в) відстань між директ­
рисами дорівнює 32, а ексцентриситет є = 1/2.
6.6 Записати рівняння еліпса, фокуси якого лежать на осі ординат симетрично відносно по­
чатку координат та схематично побудувати, якщо: а) півосі еліпса рівні 7 і 4 відповідно; б) від­
стань між фокусами дорівнює 24, а ексцентриситет є = 12/13.
6.7 Записати рівняння еліпсу та схематично його побудувати, якщо: а) півосі а = 6, Ь -  4; б) 
відстань між фокусами 2с -  10, а велика вісь 2а -  16; в) мала піввісь Ь = 4 і відстань між фоку-



сами 2с -  ІО ^^дош ^ екеценриситеУ ё^<);5Ш)<мала повісь 6 т: 8» а̂ екбцент-0 "̂
рис^пет s = 0,6; е) сум$ швоёёЙ&&&=. )%, а відстань між фокусами 2с = 6 V2. 1"+ ’ + ‘ВЗх

б) 16^ + 9^=144.
6.10 Визначити, «ка криВа^адгктася рівшгіц}ям ;д>̂  ̂  4у*(*  12. Знайті  ̂її основні дадра^еТри, 
ексцентрйСшет,директриси+а-зо^разити графічно. \ 'е  +1 - arctge2*

п 6.11 Записати рівняння гіперболи, фокуси якої лежать-наоеі£Ь^еиметрично відносно початку
& координат та{©^мати^ш^\^по^^ва^и, я^а^. а) відс^ ^ 'ь '^ж  фой̂ сами девгвнюс-біа е^іібй^-  ___ІИ

трис(итет.є.;= 3/2; б) вщста№ЧйВк"т$окусами дорівнкїе^ЗОг а рівняння асимптот у^±У уК ^Щ  "'icos *

відстань між дафйщис^идорівімєД 6/3, а єксцє̂ иситєте = 3/2. _ р . . л типі
6.12 Скласті^рі^п^,ші^)болі^ фокуси я к ^ і ^ ^ т ІІн ^ Щ Г г й ^ Ш ^ 3 ЛИ(̂  
координат та схематично її побудувати, якщо: а) відстань між вершинами дорівнює 20, а від­
стань між фоі^ус^ш 24; 6У дійсна піввісь дорівщ^Д а ексценгрисетет £ =57/5. j 2 97 v -  (sinx)“ 1!  я
6.13 Для кривої 64ДС2- 36у2 = 2304 записати рівняння спряженої гіпербол^ Визначити її дійсну
та уявну півор|,фокуси, екси^нтр^оитег, рів^щвд асимптоті д ^ ^ и с .д .£ х е м а |^ н о  побу- 2 + і-.іш 
дуватиїї, _ ** у - ї х  • - •> :ї ‘ ' у  ' s 11 *' '* У ~ ^ ! Я
6.14 Скластифівіїйння гіперболи твдс^дзратигф якщо лщ^уань ^ щ  їїіВершина^|і (̂[хрів̂ іо̂ ,Р -'"УЯ*! 
20, а відстань між фокусамиЗО.
6.15 Дійсна піввісь гіпєр§додйЬрі&іа№:75, ексцентриситетйй? 1*4. Зна^^.ртйнянЯй^ййрболй . /—VЯ 
та побудувати її. . У у ^ т м х ]

^6.16 Гіпербо^іпрщ оді^5Ч§р^і| 9чк^.(|;-^!- ^ Щ  І ^ ^ і^ ^ ^ щ щ ^ п е р б о л и  та
побудувати її. , '  Y . . \  f „ 1Л/ J
6.17 Знайти рів^^нядЬймгііґ^ гіперболи: a ) ^  -33? = 6 ;j6)^^6f'5^*E Sin:’if 0 1 1 3  . "Я
6.18 Знайти ексцентриситетгіперболи І5Х2 ї-^бз^-^ОО. ***' * [j>==arccos4f [.у =..8(1 -  сої® І
6.19 Дані рівняння асимптот гіперболи у  -  рс/2 та відстань між фокусами 2с = 10. Знайти рів­
няння гіперболи.: j \x--te“ м  115 i x = s*n ' 12116 T2U7 і Х ~ °°S^
6.20 Парабола^ ~ 2̂ .х проходить через'т. .4(2; 4).,Ві»яачнга it параметр /р  побудувата. [у  = $ sin у> '
6.21 Записати рівняння параболи з вершиною в початку координат та схематично побудувати
її, знаючи координати фок^саі a) F{-5; 0); 6)jF(0;rf/2)r 4  . - 1+/". . і Y _ 1
6.22 Скласти рівняння параболи з вершиной в початку координат та схематично побудувати; +-Р j 
Я, якщо її дирек-фисф € пряма 2у -*І і , -/ 12**^ • ] . • < ЦД Л  -j 2
6.23 Скласти рівняння параболи, якщо її й^ішйнаЗнаходиться в.початкукоординат та|в№ — у  
стань від фокуса до її вершини дорівнює 4, і  вісь симетрії -  вісь Ох. 1 ~ 1 * І ‘ + 1
6.24 Парабола симетрична. Вігинорно осі Ох,\ дрохвдиіь через т. A(4#-rl)i ̂ уР^ршина лежИп..-у(|)(і -sin j^ j
початку коорійійіі Скласти" т̂а поб^уШ и її рівняння. 12424 \ ,  12.125 і _ „ лл. Дж

[у  -  * -  arcig? \у —  е cos 6t ! v — із sin ф ' !>’ ~  фсоячф

Задачі П рівня
В задачах 6 ^ - Ш 7 '^ в к ^ 5дЬ^У(Ь]Ш4Ш^!вШ1̂ !Ш в ^ ^ ^ # ^ й Й у :  ____

 ̂ 6.25 М У  ^ j . Sin4x 626 (*+^ X & +^ ^ f 5x h cos^ 7 ( x ^ p f j y ^ x ^ l

?  ( = 1 6 12.130 9 y z - h  + x e ^ Y  П .І31 — > 1,1
6.28 4 = 1 * *  6*29 (У + З)2 = 2x -  1. »І 630 (x -  2)2 = 5 -  2y. C0Ŝ  ~ C0S A'

631 x =y2 + y —xe 632x — 2 ^ ^ - ^ —3’.~~ ; a~~ 633x + Щ ^ - Р ^ у і 1 nv)
634_y=je2l+5x + 6. 635.У=-лг + 4jc-5 . /• , 6 3 6 x* + y— 8x+ 12 = 0. 2
637 Xі +У1+ gK B l= 91--  sin2(x/3)c^8'3^ + j^ ± ЮбУ =)0= sin 2!.....
6.40х2+^ + 2ж + 2 = 0. 6.41 x * -2 f+  A y -4 = 0. V х бМЗх?+ 2 у  + 6у -  1 ««.2дс
6.432х2 + 6у+8х+5 = 0. 6.44 х2+ / - 2 х - 24 = 0. 6.45/  + 2у-4х+  17 = 0.
6.46 х  + Зу2 +%у^2'і£'0 ' 2.138- і 2ї;+6У'^’4-̂ ?!0.8ІД Ф>5!!̂ 6^8  4х—Зу2 + 12у —12 = 0.
6.49х2+ /  + 4х - # - 3 = 0. 6^0 5 ^ -2 /+ 1 0 л -1 2 у  = 0. 6^1х2 + 3 / - х + ^  = 0.
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* 6.52 4л2 + 25У2 -  8х + ІООу + 4 = 0. 
6.54х2 + у*-х + 2 у - 1 =0.
6.56 4х2 - / -  2х + 10у + 16 = 0.
6.58 х2 +у2 + Зх- 7у- 3/2 = 0.
6.60 16х2 + 4у2-32х + 16у-32 = 0. 
6.62 9х* + 4 /  -  18х + 8у- 23 = 0.
6.64 х2 +.У2 -  2х + 2у -  2 = 0.
6.66 4.x2 -  8х -  6у -  9 = 0.
6.68 4Х2 + 9у2 + 2х + 10j + 1 =0.
6.70 Зх2 -  6х + Зу2 -  12.у + 15 = 0.
6.72 4Х2 + 2 /  + 12х -  5j> + 12 = 0.
6.74 х2 + 2 /  -  5х + 4у - 6 = 0.
6.76 —х2 + 3у* — 6х + 12у +1=0.

6.53
6.55
6.57
6.59
6.61
6.63
6.65
6.67
6.69
6.71
6.73
6.75
6.77

1. х2 + 4У2 + 10х + 8у + 28 = 0. 
i-x2 + 4.y2- 6 x -  12у + 3 = 0. 
' 2 ^ - 3 / - 1 2 х -  12у = 0. 
х2+у2 + х+ 14у-94 = 0. 
4х2~^2+ 16х-2у + 12 = 0. 
х2- 3 /  + 4х -5 ^+ 1 = 0 . 
9х2- у 2-5 4 х -6 ^  + 72 = 0. 
-х2+У  + 6х + 2 7 -1 2  = 0. 
Зх2 + 2j^ -  6х -  12>» + 22 = 0. 
Я*2 + Чіт -  fir -  1 +  З = О
Зх + Ly -  ох -  \ l y  + Z Z- U  
3х2 + 3дг-6х-12з; + 3 = 0.
9х2 + 2у2-15х-10у + 20 = 0. 
4х2 + 9у?-40х + 36у + 100 = 0. 
2Х2 — Зу2 + 8х -  6у + 5 = 0.

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №7 
Тема: Аналітична геометрія у просторі. Площина.

5. Загальне рівняння площини та його дослідження. Література: [16], розд. II, 
§11, стор. 175-179.

5. Загальне рівняння площини та його дослідження. Література: [16], розд. II, 
§11, стор. 175-179.

Визначення. Загальне рівняння площини має вигляд:
Ах + Ву + Сг + й  = 0, (2.22)

де А ,В ,С -координати нормального вектора N (А, В, С).
Рівняння площини, що проходить через одну точку Мо(хо, уо, го):

А(х -  хо) + В(у-уо) + С(г -  го) = 0, (2.23)
РІВ Н ЯН Н Я ПЛОЩ ИНИ, ЩО проходить через три  ТОЧКИ М(хі, Уи  2і), Мг(х2, Уг, 22) та 

М3(х3, уз, г3) находиться з умови рівності нулю такого визначника (умова компланарності 
трьох векторів):

х -х , у - у і  г - г ,
Х2 ~ Х1 У2 ~Уі г2 ~ 2і =°* ( (2.24)
хз ~ хі Уз ~Уі 2з ~ 2і

Приклад №7.1. Дано точки: А і(-2 ,1, 0), А2(1, -3,2), Аз(3,0,2). Скласти рівняння площини 
А\АгАз.

Розв'язання. Рівняння площини А\АгАз знаходимо за формулою (2.24):

= (х + 2)*(—6) -  (у -  1) (-4) + 17г = 0 =>

=>-6х + 4у + 17г— 16 = 0.

х+2 у - \ г —0 х+2 у - 1 г - 0
1 + 2 -3 -1 2 - 0 = 0, або 1+2 -3 -1 2 -0
3 + 2 0-1 2 - 0 3 + 2 0-1 2 -0

6. Нормальне рівняння площини. Відстань від точки до площини. Літерату­
ра: [16], розд. П, §12, стор. 180-182.

Відстань від точки М о ( х о , у о ,  го) до площини обчислюється за формулою:
|у4х0 + Вуа +Сг0 + D\ 

d = [ 0 '■ (2.25)
ті А2 + В2 +С2

Приклад №7.2. Обчислити відстань початку координат до площини 10х- 10у +5г- 150=0. 
Знайти напрямні косинуси вектора нормалі цієї площини і точки перетину площини з осями 
координат.



- 4 4 -

~ . тт .. \ IOjc—10v -ь 52г — І 50! лРозв'язання. Нормальне рівняння заданої площини має вигляд: . ----- -----  = 0,
•у/іО2 +.(-10)г +5г •:

2 2 1або (10х- ІОу + 5 z -  І50)/15 = 0=> -^x-.—y + —z - №  = 0. Звідки відстань від початку коорди­

нат до площини дорівнює 10, а напрямні косинуси нормального вектора cosct -  2/3, cosp= -2/3, 
cosy = 1/3. Запишемо рівняння заданої площини у виді рівняння у відрізках на осях та знайде­

мо точки перетину з осями: — х ------ у + — z = l або -£. + -iL-+ _L = і. Тобто Л( 15; & 0),
- 150 150 150 15 -15 30 . -

2?(0;-15; 0) і.Є(0; 0;ЗО); - .. , ф  v

7. Кут між двома площинами. Умови паралельності та перпендикулярності 
двох площин. Література: [16], розд. II, §13, стор. 182-184.

Кут між двома площинами обчислюєтеся за формулою:

c o s 8 = - t  А Л + В >В і + С ' С > -------  (2 2 6 )

yjA? + В? + С,2 V 4 + В\ + С\
Умова паралельності двох площин: і , <

■ Н И К :  (2 .27)
а2 в 2 с 2 d 2

Умова перпендикулярності двох площин випливає із (2.26) і має вигляд:
А \А2 + В\Вг + С\Сг = 0. (2.28)

Приклад №7.3. Обчислити косинус кута між координатною площиною хОу і площиною 
- 6х + 4у + 17z -1 6  = 0 та відстань точки Аа(4; 3; -1) до даної площини.

Розв'язання. Рівняння координатної площини хОу має такий вигляд: z = 0. Використову­

ючи (2.26) одержимо: с os 9= — I L = —L  «0,92.
^/(_б)3 + 42+17г#  -Й4Ї

Зауваження. Розглянемо другий варіант розв’язання даного пункту. Нормальне рівняння 
площини має вигляд: xcosa + ycosp + zcosy -  р  =0, де cosa -  косинус кута між площиною та 
віссю Ох, аналогічно cosP та cosy -  косинуси кутів між площиною та осями Оу та Oz. Коорди­
натна площина хОу має нормальний вектор, який співпадає з віссю Oz. Отже, косинус кута між 
даною площиною та віссю Oz і буде відповіддю на дане завдання, тобто

С  17 cosy = 7 -  - 7 ------- ■■■■■ = г  «0,92.
4 7 + F 7 F  4/(_6)*+4j + i7J

За форм. (2.25) знаходимо відстань точки Л4(4; 3; -Г) до площини -6х + 4у + 17z -  16 = 0: 
,  К-6)-4+4-3+ 17-(-і)-16| 45

7 (_ 6 )2 + 4J +172 Ш  ’
Приклад №7.4. Скласти рівняння площини, що проходить через точки А( 1;-2;2) і £(2;0;1) 

паралельно вектору 5(3;-1;4).
Розв'язання. Оскільки площина проходить через дві дані точки, то вона паралельна век­

тору b = АВ — (1; 2; -1) .  Крім цього, шукана площина паралельна заданому вектору а. Із тео­
рії відомо, що нормальний вектор N перпендикулярний шуканій Площині, а значить перпен-

і j  k
дикулярний і векторам а та $ ,  тобто N - a ^ b - 3 - 1 4  

1 2  -1
= -7 / -hlj + 7k.  Тоді рівняння

шуканої площини, яка проходить через т.Л(1;-2;2) з нормальним вектором N(-7;  7; 7), має
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вигляд:-7(х- 1) + 7(у+2) + 7(г-2) = 0=^х—у - г -  1=0.

Контрольні питання
1. Загальне рівняння площини у просторі та його дослідження.
2. Нормальне рівняння площини.
3. Формула відстані від точки до площини.
4. Формула для обчислення кута між двома площинами.
5. Умова паралельності двох площин.
6. Умови перпендикулярності двох ПЛОЩИН.

Завдання до практичного занят тя № 7  
Задачі І  рівня

7.1 Скласти рівняння площини, що проходить через початок координат і має вектор нормалі 
N (1;2;-3).

В задачах 7.2-7.4 знайти рівняння площини, що проходить через три точки
7.2 Аіг 1; 2; 0), 5(4; 3; -1), С(2; 3; 2). 7.3 Щ І; -1; 2), М2(2; 1; 2), М3( 1; і; 4).
7.4 Початок координат, А(3; -2; 1), 5(1; 4; 0).
7.5 Перевірити, чи лежать точки: початок координат, А( 1; -7; 4), 5(2; -1; 5) і С(5; -9; 14) в од­
ній площині.
7.6 При яких / і т площини тх + З у - 2 г -  1 = 0 і 2х—5>» — & = 0 будуть паралельні?
7.7 Визначити, при яких значеннях т і к площини 2х -Зу  + 2 -  4 = 0 і т х  + 6у + £г + 5 = 0є  
паралельними.

В задачах 7.8-7.14 обчислити відстань точки до площини:
7.8 М(2;-5; 3), 2х-  3>> + 6г - 2  -  0. 7.9А/(и2;-4))2 х -2у+ *  + 3 -0 .
7.10 Щ-Щ 2; 1), 5х -  \0у -  10г -  10 = 0. 7.11 М(5; 6; 4), х -і- Зу + 4г -13  = 0.
7.12 Початок координат, 2х -  1 Оу + 1І2 -  25 = 0. 7.13 Л(2; 4; -1), 7х -  6>> -  6г + 42 = 0.
7.14 Початок координат, 5х -  Зу + 7г =* 0.
7.15 Написати рівняння площини, що проходить через т. Л(2; -1; 3), 5(0; -2\ 4) і С(і; 1; 1) та 
знайти відстань т. ДО; 6; 2) до даної площини.

а 7.16 Знайти відстань від т. М>(6; -1; 3) до площини, що проходить через три точки 
М (1; - 2; 0), А*(-2 ; 0; 3), Щ -її  5; -3).
7.17 Знайти відстань т.А/(5; -2; 2) до площини, що проходить через точки А(6; -1; 3), 5(8; 0; 3) 
і 0 (12; 1; 6).

01 7.18 Дано тетраедр з вершинами А( 1; -1; 4), 5(3; 5; 3), С(~2; 11; -5) і ДО; 6; 4). Обчислити до- 
вжину висоти тетраедра, опущеної з вершини О.

В задачах 7.19-7.24 визначити кут між заданими площинами
7 Л9 3 х + у - 2 г +  1= 0 ;х - ,у+ 2 - 2  = 0. 7.208 х -2 у -7 г  + 2 = 0, 7х + 8>>-11* + 6  = 0.
7.21 х + у — лІ2г + 5 = 0 , х—у — 42 2 — 3 = 0. 7.22 х —2у + 2г + 1 =0, Зх + Зу — З г - 4  = 0.
7.23 2дг-^> + 2г + 9 = 0; дтОг. 7.24*- у  + Л г - 5  = 0 \у0 і.
7.25 Перевірити, чи належать точки Л/і(1; —3; —1), Л/г(5; 2; 5), А/з(2; -1; 2) та 5; 8) одній 
площині.
7.26 Написати рівняння площини, що проходить через т. А(\; -5; 7), якщо відомо, що площина 
відгинає на осях координат рівні відрізки.

а 7.27 Знайти площину, що проходить через т. А(2; -2; 1) та належить жмутку площин 
7х + 4у + 7г + 1 = 0 і 2х—у —г  + 2 = 0.
7.28 Знайти рівняння площини, що проходить через т. А(3; -2; 5) паралельно площині уОг.
129 Написати рівняння площини, що проходить через вісь О*тат. А(-2; 1; 3).

«? 7.30 Скласти рівняння площини, що проходить через точку А( 1; 4; -3) і вісь Оу.
731 Написати рівняння площини, що проходить через т. Мі(-2; 0; 4) і А/г(-7; 1; -5), паралель-

%



наосі Oz.
732 Написати рівняння площини, що проходить через т. А(3; 1; 2) та паралельна площині 
x - 2 y + z  — 4 = 0. ' :. v >
7.33 Через т. Щ3; 2; -1) провести площину паралельну площині 4х -  4у -  2z + 6 = 0. Знайти 
відстань точки Мдо заданої площини.
734 Скласти рівняння площини, що проходить через т. ЩЗ; 5; -2) паралельно площині 5х-3 у
+ 2г—6* 0 . »j V, , . . . .

Задачі 11 рівня
В задачах 7.35-738 звести до нормального виду рівняння заданих площин та знайти відстань 
від початку координат до цих площин:;

0^735 x + 2 y -2 z -2 7  = 0. 7.36 3x+5y-4z + 10 = 0.

737 6 x + 2 y -3 z -7  = 0. 7.38 — v - — 2+2 = 0.
13 13

7.39 Знайти напрямні косинуси та довжину перпендикуляра, опущеного з початку координат 
наплощину 3x+6y-2z-21,*=0. ..., .. .

В задачах 7.40-7.42 знайти відстань між паралельними площинами
7.40 2x -3y+ 6z-14  = 0; 2 x -3 y  + 6z + 28 = 0. 7.41 2x+3y-5z + 30 = 0; 2x+3;y-5z-15 = 0.
7.42 10x-2_y + llz  = 0; -10x + 2 ;y -llz  + 45 = 0.
В задачах 7.43 -  7.45 написати рівняння площини, що проходить через дві точки та перпенди­
кулярна площині:

« 7.43 Д/,(1,-2,3), М 2(3,0,4); x -j> + 2 z-4  = 0. 7.44 Л(1;4;-5), 5(4;2;-3); 3 x + 5 y -6 z -8  = 0.
7.45 Початок координат, Л(-3;0;і); 4х + 3.у-г + 14 = 0.

В задачах 7.46 -  7.48 написати рівняння площини, що проходить через точку та перпендикуля­
рна до двох площин:

4 7.46 /4(3;1;2); l x  — 6y  — 6z + 4 2 -0 , 2х+y - 4 z  —12 = 0.
7.47 4 l ; - I ; - 2 ) ;  x- 2 ^ + z - 1 = 0, x + 2 y -2 z + l = 0.
7.48 м ( - 1;0;-4); 3x + y - z - 4  = 0, x + 4 y -5 z+ 4 -0 .
В задачах 7.49 -  7.50 скласти рівняння площини, що проходить через точку і перпендикулярну 
вектору
7.49 л(2;1;-4); с(3;-2;4). 7.50 ^4(3;-2;і); й(5;2;-3).

В задачах 7.51 — 7.52 скласти рівняння площини, що проходить через точку, паралельно векто­
рам.

«- 7.51 А(1;-1;2); а(2;1;-і), Ь(5;0;-3). - % 7.52 М (3;4;-5); в(3;1;-і), А (і;- 2 ; - і ) ,
і ь 7.53 Скласти рівняння площини, що відтинає на координатних осях Ох та Оу відрізки 4 та -7 
\ і паралельна вектору а(2; 1; ■-1).
І 7.54 Скласти рівняння площини, що відтинає на координатних осях Ох та Oz відрізки 3 та -2
■ і паралельна вектору а (-1; 0; 2).
W

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №8 
Тема: Аналітична геометрія у  просторі. Пряма у  просторі.

8. К анонічне р івняння прям ої у  просторі. Загальне та  парам етричне рів­
нян ня прям ої у  п р о сто р і Література: [16], розд. II, §14, стор. 185-188.

Визначення. К анонічне рівняння прямої у просторі має вигляд:
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(2.29)х - х 0 у - у 0 _ г - 20 
т п р

де т, п, р  -  координата направляючого вектора ? (т, п, р) прямої, а хо, уо, го -  координата 
будь-якої точки Мо, що належить даній прямій.

Нехай дано загальне рівняння прямої в просторі, як перетин двох площин
\Ахх+ В \у + С\2 + В х =0,

+  ]$2 У "Ь С 2г + 1)2 =  0,

то для знаходження координат направляючого вектора, виписуємо матрицю коефіцієнтів при 
невідомих:

(2.30)

ҐА  в\ с \
\-A-2 5 2 С2

(2.31)

тоді т дорівнює визначнику без першого стовпця, п -  без другого стовпця із знаком мінус і р  -  
без третього стовпця, тобто

т —
Ву с, А с, А я.

с2,и =  -
А с2 та р  =

А в2 (2.32)

Координати точки Мо(хо,уо, го) одержуємо при розв’язанні системи (2.30). Оскільки, число 
невідомих перевищує число рівнянь, то одній з невідомих надаємо довільне значення. Потім 
підставив обране значення невідомої у (2.30), розв’язуємо систему двох рівнянь з двома 
невідомими.

Параметричне рівняння прямої у просторі має вигляд:
х = тІ + х0,

<у = М + у 0, (2.33)
г -  р і + г0,

де і -  довільний параметр.
Приклад №8.1. Дано точки Аі(-2; 1; 0), Л2( 1; -3; 2) та Л3(—4; -2; -1). Скласти рівняння 

прямих А\А2 іАіАз.
Розв'язання. Рівняння прямої А\А2 знаходимо за форм., аналогічною (2.4), тобто:

х  + 2 V — 1 г -  0 _ х + 2 у - 1  г-  -  або ------ = - —-  = —. Аналогічно
х - х . У -У А 2 - 2 ,

ха2 ~ ха] Уа2 -У а, 2А2 2Аі 1+2 - 3 - 1  2 - 0 - 4

х  +  2  _  у - 1  _  г - 0  х  +  2  _  у - 1  г
одержуємо рівняння А і Аз'. 1 0  2 З 1

Птаслад №8.2. Привести до канонічного та параметричного виду пряму: 
х + Зу -  4г + 5 = 0,
2 х - у  + г - 4  = 0.

Розв'язання. Знайдемо координати направляючого вектора за формулами (2.32)

= -  7. Тепер підберемо будь-яку точку, що 

и: невідомих, то одна невідома 

Звідки, розв’язуючи систему,

3 - 4 1 - 4 1 3
т= — — 1, п — — = -9, р  =

- 1  1 2 1 2 - 1
належить заданій прямій. Оскільки система має два рівняння і три невідомих, то одна невідома

. Рх+Зу + 5 = 0, 
може мати будь-яке значення: нехай 2 = 0 , тоді

2 х - у - 4  = 0.
х = 1, . . . .  . х —1 у + 2  г - 0  _

маємо: і ^ Записуємо рівняння прямої в канонічному вигляді: — ї~ ' 9 = — — або

у+2  2 . лх —1 = —-----. З даного рівняння можна отримати рівняння в параметричному виді за фор
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мулою (2.33), тобто:
jc = / + 1, 

y  = 9 t -  2,
z  — It.

9. Кут між  двома прям им и та  взаємне розташ ування двох прямих. Література-.
[16], розд. II, §15, стор. 189-190.

Кут м іж  ДвоМа прям им и знаходиться за формулою:
. tri'in, + л,и, + р.р2 cos8= ----- - . " Ч  (2.34)

Vwi2 + и ? +Р\  4 т2 + пІ +  РІ 
Умова паралельності двох прямих випливає з умови паралельності направляючих век­

торів ідах прямих І, (ті, п\,р\) та s2(m2, «2, РіУ

B -  = Ü  = ÜL. (2.35)
т2 «2 Рг

Умова перпендикулярності двох прямих є наслідком формули (2.34), оскільки 
cos 90° = 0, тоді:

т\тг + «і«2+ р\р і= 0. (2.36)
Приклад №8.3. Скласти рівняння прямої, що проходить через точку А(3; 0; 2) і паралель-

.„  Х + 2 V - 1 Zна прямій------= ------ = —.
к 3 - 4  2
Розв'язання. Запишемо рівняння прямої, що проходить через точку А за форм. (2.29):

Х -3 у - 0 2 - 2  _ m e s  m п Р rs ■------= - ----- = ------ . З умови паралельності двох прямих (2.35) маємо. — = —  . Оскіль-
m п р  . 3  - 4  2

ки, направляючі вектори паралельні, то можна записати: m = 3, п = —4, р  = 2, тоді рівняння шу-
- х - 3  у  z - 2  каної прямої буде таким: = = .

~ і О і. . 1 2
Приклад №8.4. Обчислити косинус кута між прямими = ЩІР = — та

х+2 _ у - 1 _ z ’
-2

Розв'язання. Використовуючи формулу (2.34) знаходимо:
-___  3 -(-2 )+ (-4 )(-3 )+ 2 -(-і)  .. 4 _ 4 0 2

IT 17 u 7 f  Т ї ї . І й Т ? T T i t T L t V  л /м -Л Ї J4Ô6 ’ '
V * V V  —  v \  *"/ * \  •-/ • \  “ /

Контрольні пит ання
1. Канонічне рівняння прямої у просторі.
2. Як загальне рівняння прямої у просторі звести до канонічного виду?
3. Параметричне рівняння прямої.

; . 4. -і Формула для обчислення кута між двома прямими.
5. Умова паралельності двох прямих.
6.:.-Умова перпендикулярності двох прямих. •" *-■ • шщщі

t-.xsit.k ас ••• Завдання до практичного занят т я№ 8 ' Л< "
В задачах 8.1-8.32 написати канонічне та параметричне рівняння прямої: 
g f2x+ y+ z^2  = 0, v rv  82  fx-3y+.2z+2 = 0 , [x ~ 2 y + lz -4 -0 ,

® [2 x -y -3 z+ 6 = 0 . |x+3y+z + 14 = 0. [2 x + 2 y -z -8  = 0.
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x + y  + z -  2 = 0,
x -  y  — 2z +  2 =  0.
x+ 5y+ 2z+ ll = 0,
x - y - z - 1 =  0 .

x - y - z — 2 = 0,
x -2 y+ z+ 4  = Q.
6 x - 7 y - 4 z - 2  = 0,
x + 7 y - z - 5  = 0.
x + 5 y - z - 5  = 0,
2x -  5 у  + 2z + 5 = 0.
3x + 3y + z - l  = 0,
2x -  3y -  2z + 6 = 0.
x + 5 y -z  + l l  = 0,
x - y + 2z - l  = 0.
x+ 5y+ 2z—5 = 0,
2x—5y—z+5 — 0.

(3x+4y+3z + \ = 0,
\2x~ 4y~ 2z+ 4 = 0.
fx-2v+3z+15 = 0, 

8.31 \ У
[2 x+ 3 y -4 z-\2  = 0.

8.4

8.7

8.10

8.13

8.16

8.19

8.22.

8.25

8.28

(2x+3y+z+6 = 0,
I

8.8

8.11

8.14

8.17

8.20

8.23

8.26

8.29

8.32

x —3y—2z+3 = 0. 
3x+4y -  2z +1 = 0, 
2 x -4 y  + 3z + 4 = 0.

8.6

8.9

3 x + y - z -6  = 0, 
3 x -y + 2 z -0 .  

j5 x + y —3z + 4 = 0, 
\ x - y  + 2z + 2 = 0.

f4x+ y-3z+ 2  = 0,
8.12 I

3 x + 3 y -2 z - l  = 0,
[2 x -y + z -8  = 0. }2x -  3y + z + 6 = 0.
f 8 x - y - z - l  =0,

8.15 I
6 x -5 y -4 z  + 8 = 0,

[x+ y + z+10 = 0. ] x+3y+5z + 4 = 0.
f2x-3y+ z+ 6  = 0,

8.18
|5x+y+2z + 4 = 0,

[x -3 y -2 z+ 3  = 0. 1[x-j>-3z + 2 = 0.
f2 x + y -3 z -2  = 0,

8.21 [x + y - 2 z - 2  = 0,
\2 x -y + z+ 6  = 0. і|x - y  + z + 2 = 0.
f x - y  + z -  2 - 0,

8.24 J[6x -  7_y -  z -  2 = 0,
[x - 2 y - z  + 4 = 0. |x+ 7 .y -4z-5  = 0.
j2x + 3 y -2 z  + 6 = 0,

8.27 j
[x-3y + z+2 = 0,

[x -  3y + z = 0. |x+3y + 2z + 14 = 0.
j6x-5,y + 3z + 8 = 0,

0  8 JO <
|Чх + у + z + 2 = 0,

(6x + 5y—4z + 4 = 0. 
[x + 2_y-z-6  = 0, 
[2 x -y  + z + l = 0.

0 [2x-jy -3z -8  = 0.

8.33 Скласти канонічне рівняння прямої
Jx-2.y+3z+l = 0,
[ 2 x + y -4 z - i  = 0.

Записати параметричне рівняння

прямої, яка проходить через т. А(3; ~4; 5) і паралельна заданій прямій.

В задачах 8.34-8.39 знайти кут між прямими
8.34 та (2х+3у-8г+3-1

1 -2  3 [Зх+у-5г + 1 = 0.
8.35 і2* + 3->’-4г + ̂ ==0> та f*_ y + 22-4  = 0,

O08J 6 І ± 2 = і і 2 = £ ^  та 
Ь 1 -1 л/2 1 1 л/2

8.38 * -^ + 3 * -1 = 0 ,
1 jc4- у—1=0 І 2jc—6у—3=0.

8.37

839

x -y + z = 0
х = 7 (-2 , 
y  = 2t+3, та 
z = —8/ +1

2x + y -  z -  5 = 0. 
x = l U-l, 
у  = -8/ + 4, 
z = -7/+5.

x -2  _ j>-1 _ z -3  jc—1 _ y+2 z.+l 
_  —

3 -1 2 2 4 -2
8.40 Знайти кут між прямою, що проходить через початок координат та точку А(3; 4; -2) і пря-

й fx = 4z + l, 
мою <

[у = —4z + 2.
8.41 Скласти канонічне рівняння прямої, яка: а) проходить через т. А(1; -2; 5) паралельно осі

Ох; б) проходить через т. М(~3; 2; 1) паралельно прямій ——  = Z i I  = £— в) проходить че-
- 1 3  4

(к.
Vi рез т. N(4; -5; 6) паралельно прямій 

М2(4; -2; 6).

х = —l + 2f,
y  = 3~2t, г)  проходить через дві точки Мі(2; -3; 1) і 
z = 5 -  4/;



-50-

В задачах 8.42-8.52 написати рівняння прямої, що проходить через задану точку та паралельна 
даній прямій..
а л іг т (2 х+ 5 у-\9  = 0, дг+Г" у г - 28.42 Початок координат та 8.43. А(3; 2; 1) т а ----- = —  = ------ .

•.? [г = 0. 2 - 1 3

8.44 Початок координат та Х- = ——-  = . 8.45 А(-3; 2; 0) та у
4 3 - 2  [х = 4г + 2.

[Зх+2 ’ ~8 — 0
04 8.46 Л( 1; -5; 3) та вісь Ох. 8.47 М{3; -5; -1) та •<

[ у - г  = 0.

8.48 А(2; 0; -3) та вісь Oz. 8.49 А(3; -2; 1) та
З х -y + 2 z-7  = 0, 
x+3.y-2z+3 = 0.

f 2х—3 v —3z—9 = 0, f2x—y+3z —1 = 0,
8.50 /4(3; -5; 3) та { v. „ Л * 8.51 Л(3; 2; 1) та 1 '

8.52 Л(2; 1; 1) та

x-2>»+z+3 = 0. [5x+4.y-z-7  = 0.
х = 5z +1, 
у  = -3z + 4.

' * Задачі II рівня
* т ~ f5х+3>- 4z+2 = 0,8.53 Знайти кути, що пряма < створює з координатними осями.

[x + .y + z-l = 0
8.54 Написати рівняння перпендикуляра, опущеного з т. А(~ 1; 1; 2) на вісь Ох.

®\)8.55 Написати рівняння перпендикуляра, опущеного з т. А(2; -3; 4) на вісь ординат.
* 8.56 Написати рівняння перпендикуляра, опущеного з т. А(4; 0; -1) на вісь Oz.
г_ 8.57 У площині xOz  знайти пряму, що проходить через початок координат і перпендикулярну
^  .  х - 2  у + 1 z - 5до прямої------= -----= ------ .

3 - 2  1
8.58 Через т. М(2; -3: 1) провести пряму, перпендикулярну до вісі Ох
0 _п „ . х -7  _у-3 z - 9  ■у 8.59 Скласти рівняння спільного перпендикуляра двох прямих -----  2 ' = -----  та

* х -3  y - l _ z-1  
- 7  “  2 "  З

8.60 У паралелограмі задано три вершини А(6; 2; -10), 5(9; -5; 6) і С(2; -8; 4). Скласти рівнян­
ня його діагоналей.
8.61 Для трикутника з вершинами А( 5; 14; 3), 5(1; 2; -.7) і С(3; - І ;  -1) скласти параметричне 
рівняння медіани, опущеної з вершини С і канонічне рівняння бісектриси внутрішнього кута 5.

* 8.62 Дано точки А(1; 1; 1), 5(2; 3; 3) і С(3; 3; 2). Скласти рівняння прямої, що проходить через
т. А перпендикулярно до векторів АВ і А С .

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №9 
Тема: Аналітична геометрія у  просторі.

Взаємне розташування прямої та площини

10. Кут м іж  прямою  і площ иною  та  їх  взаємне розташ ування. Література: [16], 
розд II, §16, стор. 190-191.

Кут м іж  прямою  та  площ иною  обчислюється за формулою:
\Ат + Вп+Ср\

sin9=-j------ !------- Ц — — . (2.37)
уіА 2 +  5  + С  y jm 2 + Я 2 + р 2
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Умова паралельності прямої та площини випливає з умови перпендикулярності напрші 
ляючого вектора прямої ї  (т , п,р) та нормального вектора площини N (А, В, С), тобто віпО -0:

Ат + Вп + Ср = 0. (2.38)
Умовою перпендикулярності прямої та площини є умова паралельності векторів 5 та 

N , яка виконується якщо

-  = -  = (2.39)т п р
Приклад №9.1. Скласти рівняння прямої, що проходить через точку А(-4; -2; -  1) і пер­

пендикулярна до площини -6х + 4у + 11г -  16 = 0.
Розв’язання. Запишемо рівняння шуканої прямої, що проходить через точку А(~4; -2; -  1) 

х+4 у  + 2 2 + 1за форм. (2.29): ------= -------= ------. З умови перпендикулярності прямої та площини (2.39)
т п р

- 6  4 17одержимо: —  = — —— , тобто шукана пряма паралельна нормальному вектору площини та 
т п р

координати направляючого вектора $ прямої співпадають з нормальним вектором площини,
е,_ _ ,  л „ х+4 у + 2 2 + 1тобто т — -6, п -  4, р  = 17. Тоді рівняння прямої має вигляд:------= ------ = ------ .

- 6  4 17
Приклад №9.2. Скласти рівняння площини, що проходить через точку А(—4; -2; -1) пер-

.. х + 2 у — 1 2 пендикулярно до прямої —-— = і— — = —.

Розв’язання. Рівняння площини, що проходить через точку А(-4; -2; -1) має вигляд (2.23): 
А(х+ 4)+В(у+2)+С(г + 1) = 0. З умови перпендикулярності прямої та площини (2.39) знаходимо: 
А В С— = —— — —, тобто А = З, В= -4, С = 2. Тоді рівняння площини: 3(х + 4) -  4(у + 2) + 2(г + 1) = 0

або зводячи до загального рівняння площини, отримуємо: Зх -  4у + 2г + 6 = 0.
Приклад №9.3. Обчислити синус кута між прямою, що проходить через точки А(-2; 1; 0) і 

В(-4; -2; -1) і площиною -6х + 4у + 17г -? 16 — 0.
Розв’язання. Спочатку, запишемо рівняння прямої, що проходить .через дві точки: 

х+2 у  — 1 г - 0  _ х + 2 у — 1 г „  ,^ —  = -------  або ------= - —  = — . Використовуючи формулу (2.37), одержимо:

4 І-6 )1 +42 +172л/(-2)2 + (-3  У + ( - 1)2 л/341->/І4 л/4774

11. Точка перегину прям ої та  площ ини. Література: 116], розд. II, §17, стор. 192-
193.

Для знаходження точки перетину прямої та площини необхідно сумісно розглянути 
систему, яка складається з загального рівняння площини (2.22) і рівняння прямої у парамет­
ричному вигляді, тобто:

Ах+Ву+Сг+0 = 0, ■ - '•
х  =  г и /+ Х о ,

\ .• №  "(2.40)
у = Ш+уо,
г = рІ + г0. ..

Система (2.40) має єдиний розв’язок, який легко отримати, якщо:
-  х, у, г підставити у рівняння площини та знайти значення параметра /;
-  одержане значення параметру / підставити у параметричне рівняння прямої (2.40);
-  знайдені значення х,у, 2 і будуть координатами точки перетину прямої та площини.
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гт -ч АГП/І о ~ V Х +  П  у - 10 Г -1 0  .Приклад №9.4. Знаиги точку перетину прямої — —  = *— — = —- — і площини

-6х + Ау + 5г- 6 = 0.
_ , _ . п  х+17 у^-10 г.-їО........ ,  .Розв'язання. Згідно п. 11 задану пряму ------- -- - —— в - 4— -,'де  т ш -6, п — 4, р ш 2;

- 6  4 2
хо=-17, уо = 10, го = 10 наведемо у параметричному вигляді (2.33), тобто запишемо:

х = -6 /-17, 
у  = 4/+ 10, 
г  =  2 /+  10.

Підставимо х, у, г у рівняння площини -6х+4у+52 -  6=0 і отримаємо —6(—6/—17)+ 4(4/+10) + 
+ 5(2/ + 10) - 6  = 0, звідки 62/ + 186 = 0 або / = -186/62 = —3.

Позначимо точку перетину прямої і площини через М\{х\у\£\)> тоді підставляючи знайде­
ний параметр /=-3 до параметричного рівняння прямої, одержимо координати шуканої т. М\:

хі = -6  (-3) -  17 = і,у \ = 4 (-3) + 10 = ■-2, г\ « 2(-3) +10 = 4. Тобто Л/|(1; -2; 4).

Приклад №9.5. Знайти проекцію т. А(\; -1; -2) на пряму ^ . Обчислити

відстань від цієї точки до даної прямої.
Розв'язаная. Запишемо рівняння площини, що містить т. А та перпендикулярна до зада­

ної прямої. Оскільки вектор 5(3; 2; -2) паралельний даній прямій, то він є перпендикулярним 
до шуканої площини. Тому рівняння буде мати такий вигляд: 3(х -  1) + 2(у + 1) -  2(2 + 2) = 0

або Зх + 2у-  2г -  5 = 0. Запишемо рівняння заданої прямої = ^  • = - —-  в параметрич­

ному вигляді: х = -3 + Зі, у  = -2  + 2/, г = 8 -  2/. Знайдемо точку А/і(хі,.уі, 2і) перетину прямої та 
площини, тобто з рівняння 3(-3 + 3/) + 2(-2 + 2/) -  2(8 -  2/) -  5 ш 0 => /=2, звідки хі = -3 +3*2=3, 
У\  = —2 + 2-2 = 2, гі = 8 -  2-2 -  4. Одержали координати проекції точки на задану пряму. Тоді 
відстань від точки А до прямої обчислюється, як відстань між двома точками (див. форм. 1.26):
л/(3 - і)2 +(2+ і)2 +(4 + 2)2 =7.

Приклад №9.6. Скласти рівняння площини, що проходить через пряму 
~3х+ у -42  + 5 = 0, та точку Л/(1;—1;2).
х - у  + 22-1  = 0

Розв'язання. Рівняння жмутка площин, що проходить через дану пряму може бути запи­
сано так: Зх+у -  42 + 5 + Х(х - у  + 2г -  1) = 0. З цього жмутка площин потрібно вибрати ту, що 
проходить через т. А/( 1; -1; 2), тобто ця точка належить рівнянню площини. Підставимо коор­
динати точки у рівняння площини і одержимо: 3 - 1 - 8  + 5 + ?*(1 + 1+ 4 - 1 ) “ 0=> Х=І/5 = 0,2. 
Підставляючи знайдене значення X до рівняння жмутка площин, одержимо Зх + у  — 4г + 5 + 
+ 0,2(х-^ + 2г— 1) = 0 або 8х + 2у- 9г + 12 = 0.

Контрольні питання
1. Формула для обчислення кута між прямою і площиною.
2. Умова перпендикулярності прямої та площини.
3. Умова паралельності прямої та площини.
4. Як знайти точку перетину прямої та площини.

Завдання до практичного заняття №9
Задачі І рівня

В задачах 9.1 — 932 знайти точку перетину прямої та площини.

9.1 ;х  + 2у+32-14 = 0. ♦ 9.2 £±1 = і1^1 = ̂ ± і ;х  + 2 ^ - 52 + 20 = 0.
-1 -1 4 ’ ' 3 —4 5



9 3  —  = ;^ І^  = ^ ; * - - З у  + 7г--24 =  <).

9.5 ^ ^  = ̂ р  = ̂ - ; 3 х + у - 5 г - 1 2  = 0.

9.7 —  = ^ ^  = ^ ;* - 2 у + 5 * + 1 7  = 0. 
- 2  1 -1

9.9 = ^  = ;2 х -у  + 32 + 23 = 0. 

9Лі І І 1 І ^  = І ± ^ ; х + 2 ^ - 2 » 0 .

9.13

9.15

9.17

9.19

9.4— - ^ - г + 3
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-1 1 2 ’
х -1 - £ ± і - 2-1 .

1 0 -1 ’ *
х -2

*?іN1 2 — 4
2 -1

х+3 _У~  1 - 2-1 'р
2 3 _ * 5

х -5  у - 2  2 +4 '
- 2 О -1

1
4

"з

о ;2 х -у  + 4г = 0.
плг х + І у +2  2 -3
9.о г------ ---  - —~;дг + Зу~5г + 9 = 0.
0 о х - \  у - 2  2 - 49.8 —— ---- -= —.—\х -2 у  + 4 г-  19 = 0.

9.10

9.12

0 1
х+2 у - 2  г+З 

!

9.14

9.16

2х + 3,у + 7г -  52 * 0. 9.18

2х -  5у + 4г + 24 = 0. 9.20

9.21 —  = ̂ —!- = ̂ ; х-7)>+32+11 = 0.
1 -1 0

9.23 ~  = ^ -  = ~ ; 4 х + у - 6 г - 5 = 0 .

9.25 £ ± !  = £  = — ;х + 4у+ 132 -  23 = 0.
- 2  0 3

9.27 = — ; З х -у  + 4г = 0.
4 - 3 - 2

9.29 —  = ^ ^  = ̂ ^ ; З л: - у-22 + 7 = 0.
1 0 - 2  

V— і у—9 2 —12931 і ^  = 2 1 ^  = £ - і± ;х -5 ;,-32 + 2«0. (1 9.32

9.22

9.24

9.26

9.28

9.30

-1

0 =  0 *

У-1 2 + 2
- 1  " ' 3 Ч

У-2 2 +  2
-5  ‘=~ Г ;

.У -4 2 - 4

5 2
. >‘ + 1 2 + 3

3 2 ’
У -2 _  2 + 5 .
-5 12 1

.У + З 2 -1

5 "  2 ;
. У+2 2 - 8

-1 0
. у - з 2 + 5

1 ■ 3 ’
у+2 2 - 3
-5 "  -2  ;

_ у - 2 2 +  5
-3 11

> - з . _ 2  +1 _

-1
*"■' . »■ -5

Зх — 2у -  4г -  1 = 0.

; 7х + у + 4г -  47 = 0. 

Зх + 4у +12 -  16 = 0. 

,х-2у-32+18 = 0. 

З х+ 7у-5г- 11 =0.

; 5х + 9у + 4г -  25 = 0.

, Зх -  2у + 5г -  3 * 0.. 

\х + 2у -Ь 2 + 16 = 0.

; 5х+7у + 9г-32 = 0.

В задачах 9.33-9.36 скласти рівняння прямої, що перпендикулярна площині та проходить через 
точку:

* 933 2х+ Зу -  г + 1 = 0; М{ 1; 2;-1). 934 5* -  4у+2 -  1 = 0; Л(3; 7; -2).
935 2х-2у+ 2-  6 = 0; А(3; -1; 8). 0^9.36 6х-2>>+ 2-  3 = 0; А(1;-2; 4).

V
В задачах 9.37-9.46 написати рівняігня площини, що проходить через точку та перпендикуляр­
на прямій:

* 937 Початок координат; - -  -  = ——-  =4 5 - 2
х - \  _ у + 2_  2 + 5

939Ж 1;2;3);

9.41 Початок координат;- ^ "2  у+1_ 2+1

9.43 Л(0; 2; -3); х - 9 _ у+5 _ г+3

938 М3; 2;-2); ~ = ^  = | -

• _ У^2 _ 2-1
1 "  -1 “  1 

ЧУ х-1 = у - 2 _2+5 
2 7 ' 4 

7 -2  г+1

9.40/4(1; 2; -1); 

9.42 /4(2; -4; 3);

-2
(\ 9.44 Р(1; 2; -2); х -3  = ^

\
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В задачах 9.47-9.50 обчислити кут між прямою та площиною:
х  = 5/ + 4,

х=3і, 
у  = -5/ + 2,
і  = - /-1 .

_ х+1 у 2—2
ч9.47 ~ — = -£- = —± - х - З у +  6 2 + 7  = 0. 9.48 
V З -3  - 2

у  = З /-3 , 2х -  Зу -  6г -  5 — 0. 
г = - 8г + 1;

9.49 ~ 1  = ̂ _ ^  = £ ^ . ;6 х _ 9 у _ 62+10 = 0. 9.50 і - і  = 7 +2 = — ; 2 х + у -г  + 4 = 0. 
£ 3 2  2 2

Задачі 11 рівня
« с і гт . „ ГЗх-у+2г+4 = 0,9.51 При якому значенні С, пряма < буде паралельна площині

^ [ х -у  + 2 - 1  = 0
2 х -у + С г -2  = 0.
В задачах 9.52 -  9.53 знайти точку перетину прямої та площини

х = 5 + 2/,\2 x -3 y  + 62- 4  = 0,
9.52 < 2х + у - 3 г - 1  = 0. 9.53

[ х - у  + 2г + 1 = 0; у  = 2 - 1, 2х-у+ 3г+ 23 = 0. 
2 = - 1  + З/;

... • \х + у + г -4 = 0,
".54 Обчислити кут між прямою < та площиною х  + у+3г-1  = 0.

[2 х -у+ 4г+ 5  = 0

В задачах 9.55 -  9.58 знайти рівняння перпендикуляра до даної площини, що проходить через 
точку і визначити координати підстави перпендикуляра:

6 9.55 А(2 -ї,3 ); х  + 3 у - 4 г - \ 3  = 0 . 9.56 Р(2;1;б); х -4 у + 5 г -1  = 0 .
9.57 Р(і;-1;2); З х - у - 5 г - 8  = 0. Сц 9.58 Р(2;-1;3); х + 3 у -4 г -1 3  = 0.

х —7 у -4  2 — 59.59 Площина х+ 2у -  4г +1 = 0 перетинається з прямою ■ ■ ■ = - ----= ——  в т. М . Скласти

рівняння прямої, що проходить через т. М  таточку Л̂ (3;2 ; - 1).

9.60 Площина З х - у - 2 г -1 = 0 перетинається з двома прямими * +-- = —~  = - —-  та

А тті ^  ̂ £ —.7

~ 2 ~= ^ Т  г~
у точках М т  N . Скласти рівняння прямої, шо проходить через ці точки.

у —12 2 —9« 9.61 Через точку перетину прямої х = ;~ — = і площини х + З у - 5 г - 2  = 0 провести 

площину, перпендикулярну до даної прямої.
9.62 Написати рівняння прямої, що проходить через т. л(і;1;і) паралельно площині

х  у —ЗX + у  + 2 = 0 1 перпендикулярно прямій — = '  =2  + 4-

В задачах 9.63 -  9.64 сюїасти рівняння площини, що перпендикулярна до площини, паралельна 
прямій і проходить через точку:

9 9.63 х-2у+ 2г+ 1 = 0; £ ^ = ^ » £ ± 1 ;  л(і;-1;2).▼ л » 2 3 _! V» ь >



9 М 2 х + у  = 0 , ^  = ̂ ~  = ̂ ;А {\;3 ;1 ).

х у —4- 2+19.65 Знайти проекцію прямої ~  = ----- =—— на площину *->>+32+8 = 0.

71 9.66 Знайти проекцію т. Д 4;- 3;і)‘на площину х + 2 у -г -3 !=0.
9.67 Написати рівнянняпроекціїт. Л(і;-1;~3) на площину 2 х + у + 2 г-4  = 0.
Л„  _ [5.г-.Зу+2г-5 = 0,
9.68 Довести, що пряма < лежить у площині 4х -  Зу + 7г -  7 = 0.

[2х - у - 2-1 = 0

9.69 Знайти рівняння площини, що проходить через пряму = * перпендикулярна 

до площини Зх-_у+2г-2 = 0 .
9.70 Написати рівняння площини, що проходить через т. Л(і;1;-2) та через пряму 
х +2 _ у —І _ 2

1 _ _ 3~ _ - 2

9.71 Скласти рівняння площини, що паралельна прямій  ̂= " ~  = і проходить через

х -3  у  + 4 2-3пряму------= -------= ------ .
2 1 З

В задачах 9.72 -  9.73 знайти рівняння площини, що проходить через дві паралельні прямі:
п х + 2 _  у -1  _  2 Ш х -1  _  у  _ 2 + \  Х - 1  _ у - 3  _ 2  Х  + 2 _ у+ \ 2- І

4 -1 3 ’ 4 -1 ~  3 ’ 2 ~ 3 ~ 4* 2 ” 3 " 4
ОУ9 .74 Скласти рівняння площини, що походить через точки Л /(-2,-2,і) і # (і,-2 ,0 ) паралельно

. х у +2 . прямій —  ■= ----- = г-1 .

_ _ _ _  \З х+ у-4 г + 5 = 0 .
9.75 Скласти рівняння площини, що проходить через пряму і перпендику-

[ х -у + 2г -1 = 0
лярну до площини 2 х + З у -г -4  = 0 .
9.76 Скласти рівняння площини, що проходить через пряму х  = 2 /і  1 > У — -3? + 2, г = 2/ -  З та 
т. М(2;-2;і).

В задачах 9.77 -  9.78 скласти рівняння площини, що проходить через точку та пряму:
, ч [Зх-у+2г + 4 = 0 , ч ГЗх+у-4г+5 = 0

9.77 л(і;2;3); -І у  , л . 9.78 Л(-1;0;4); у  д , л .[х у 2 -1 = 0 \х -у + /.2—і = и
9.79 Через лінію перетину площин х - у  + 2 = 0 і Зх + у - 2 -1  = 0 провести площину перпен­
дикулярно до площини х + 2г = 0.
9.80 Через лінію перетину площин 4 х -у + 3 г-1  = 0 і х + 5 у - г  + 2~ 0  провести площину, що 
проходить через т. А/(і;1;і).
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М о д у л ь  3. Д И Ф Е Р Е Н Щ Й Н Е  Ч И С Л Е Н Н Я  Ф У Н К Ц ІЇ О Д Н ІЄ Ї ТА  
БА ГА ТЬО Х  ЗМ ІН Н И Х

0  ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ № 10
Тема: Комплексні числа та д ії над ними

І. Комплексні числа та дії над ними в алгебраїчній формі. Література'. [16], 
розд. III, §3, crop. 201-203.

Нехай дані два комплексних числа z\ = хі + іуі та z2 = х2 + іуг, де і  = V-T -  уявна одиниця, 
тобто г = -1  і Rezi шх\, Imzi =у\.

Д ії над комплексними числами в алгебраїчній формі:
а) z\ ±z2 = хі ± хг + і(уі +уг);
б) z\ ■ г2 = (хі + іуі)-(х2 + іуг) = хіх2 -у іуг  + і(х\у2 + хтУ,
в) zi _ fe+ » ,)(x 2- » 2) х]х2+у1у 2+і{х1у І - х їу 1) 

z2 {х2+іу2%х2- іу 2) х \+ у і
Зауваження. Числа z\ =z2, якщо х\ = х2 іуі -уг-

2. Тригонометрична форма комплексного числа та дії над комплексними 
числами в тригонометричній формі. Література: [16], розд. III, §4,5, стор. 203-207.

Побудуємо z\ = хі + іу\ в комплексній площині, відкла­
даючи дійсну частину х\ на осі Ох, а уявну іуі на осі Оу 
(рис. 3.1). Введемо поняття: l z І -  модуль комплексного чи­
сла, що позначаєтеся г = 1 z І; <р -  кут між вектором z і додат­
ним напрямком осі Ох, що називається аргументом ком­
плексного числа. Головне значення кута позначається argz і 
-тс < argz < я, а всі значення аргументу позначаються і обчис-
пгілїлтг л о  А т т  — аг-сггт -4- O trlri w A  і и  u i у .  •

За відомими х\ і у\ знайдемо модуль г і аг§г. Отже, з 
ДАВО гіпотенуза АО = г, за теоремою Піфагора г = -\]х[+у[. 
Тоді:

а) для І чверті argz = arctg— ;
*

б) для II чверті argz = п -  arctg Ух

в) д ля III чверті = а г ^ — -  тс; г) для IV чверті -  -  ап ^  — .
|Х|

Головне значення аргументу комплексного числа знаходиться для кожної чверті окре­
мо з-за того, що ах^г є [-  л; я]. Нехай тепер відомі модуль г і аргумент ф. Знайдемо х] іу і .  З 
ДАВО: у  і = гзіпф, хі = гсоБф. Тоді комплексне число буде г  -  гсоз<р + /геігкр або

г = гсоБф + й-эшф. (3.1)
Вираз (3.1) є тригонометричною формою запису комплексного числа г\ =Х] + іу\.
Д ії над комплексними числами в тригонометричній формі:
Нехай дані два комплексних числа у тригонометричній формі: г\ = п(со$фі + /біпфі) і г2 — 

г2(со5ф2 + віпфг), тоді:
а)г і - г г - п -  гг [соб(ф і  + ф2) + йіп(фі + ф2)];
б) г\ /  г2 = г\ /  гг [соз(фі -  ф2) + йіп(фі -  фг)];
в) г" = г" [соз(ифі) + шп(лфі)];
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г) формула Муавра: nfc= ф\ ,д е*  = 0 ,1,2, 1);( ф, +2п к \  ф, +2яЛ  ̂cosl —--------I+ /srnl —---------

д) використовуючи формулу Ейлера е ф = созф + /sincp, комплексне число можна пред­
ставити в показниковій формі z — re"*.

Приклад №10.1. Визначиш модуль, головний аргумент комплексного числа z та записати 
його в тригонометричній формі для випадків: a) z = -2; б) z = /; в) z = yß  -  і.

Розв'язання, а) в алгебраїчній формі число z = -2  + О-/, тоді |z 1= 2, arg(-2) = я. Звідки 
z т 2(cosjt + /sinn);

б) за умовою z = 0 + 1 •/, тому І z І= І і і = 1, arg/ = я/2. Звідки z = cos(ti/2) + йіп(я/2);
в) якщог= у/з -  і, тоді I z і = І -Уз -  / 1 = VJ+1 =2, arg(V3 - / )  = arctg(—1/л/з ) = -я/6. Звід­

ки z =  2 [c o s ( - jc /6 )  +  /sin(-n/6)] =  2[cos(it/6) -  йіп(я/6)].
Приклад №10.2. Визначити дійсну та уявну частини комплексного числа z = /3 + і4 -  Z5 та 

тай ги число, спряжене до нього.
Розв'язання. Враховуючи, що Z2 = -1, одержимо z - І3 + 14 -  і5 =(-1)-/+(-1)-(-1}-(-1)(-1)-/ =

* - і  + 1 - і  — 1 — 2/. Звідки Rez = 1, Imz = -2. Тоді спряженим до заданого числа z = 1 -  2/ є чис­
ло z = 1 + 2/.

Приклад №10.3. Обчислити л/-8 -
Розв'язання. За умовою дано комплексне число z = -8, де у  -  0, а корінь п = 3. Для того, 

щоб використати формулу Муавра необхідно знайти модуль г і аргумент ф: г = yjx2 + у 2 =

8 та, оскільки число z = -8 за будовою лежить на осі Ох у від’ємні частині, то кут 

між вектором z = -8  і додатним напрямком осі Ох: ф = я. Отже, за формулою Муавра: V-8 =

-V 8 ■ я + 2яЛЛ . . f  n+ 2nk
c o s -----------  + f s m  -----------

3 J І З , де k  — 0,1, 2 Враховуючи, що \l& = 2, надаємо значення:

а) для к\ = 0, V - 8 = 2

б) дляк2 = 1 буде V -8 = 2•

в) і для Аз= 2  V - 8 = 2

я . я cos—+/sin— 
1 З

= 2
2 2ч J

я + 2я . . я + 2я cos--------+ /sin

я+4я cos---------1-/sin

З
я+4я

= 1+/л/3;

= 2(совя + /аіпя) = 2(-1 + /-О) = -2;

j f  5я . . 5я> J  я . я^= 2 cos— +/sm--- = 2 cos—-/s in —
. \  з 3 ; 1 3 3jЗ З

= Ж - - і — 1 = 1 -/л/З .
І 2 2 J .

Отже, V-8 має три різних корені. Якщо кожний з цих коренів піднести до куба, то одер­
жимо - 8 .Наприклад,(1 - / -Уз)3 = 1 -3 1 2-/-73+3-/2-3- /3(V3 )3 =1 - /3 7з -9  +/3л/з = -8 ,а /3 = -/. 

Приклад №10.4. Обчислити (л/з + /)б.
Розв'язання. Оскільки І л/з + / 1 = 2 і arg( \/3 + /) = я/6, то за формулою Муавра знаходимо 

( ->/3 + /)б = 26 ̂ cos 6 - -g-+ / sin 6 • - 1̂ = 64(cosh + йіпя) = -  64.

Приклад №10.5. Розв’язати рівняння х4 + 81 = 0.
Розв'язання. З рівняння одержуємо, що х4 = -81 =>х= V—81, тобто потрібно знайти ко­

рінь четвертого степеня з комплексного числа z = -81, деу = 0. Знаходимо модуль та аргумент
комплексного числа: г -  у]х2 + у 2 = yj(- 81)2 = 81 і ф = я (див. приклад №10.3). Отже, за фор-
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мулою Муавра: V— 81 = 4/8Ї •

^81 = 3, одержимо корені:

а) при к\ = О, V— 81=3-

( 7с+ 2%к ̂  . . (  п+2 пк 
сое --------- н-гвт

I 4 ;  1
, де к = 0, 1, 2, 3. Враховуючи, що

тс . . п 
сов— 1-/8111 — 

4 4
„ з : * + / . ‘ > - 3 + 3 і- «

• б -  - Б )

б) при кг = 1 буде V—81 = з( соб— + /біп— } = Х - І + / - - 4 = ) =  ■ ; 
4 4 ;  \  Л  Л )  ^2 - -и

в) при кг = 2 -  V— 81 = 3 соз— +/біп5я . . 5тг 1 1

г) при = 3 -  л/-81 =3[ С05——+ /8ІП— I =3|

3+3/

1 . 1 — I
щ :  Ш  л  ’

3-3 /

4 , пі п • • 3+3/ —3+3/ 3+3/Отже, рівняння х + 8 1 = 0  має чотири різних корені: х, = —^=-, х2 = — у=—; х3 = —
4 г 4г ’

X, = 3 -3 /
4 4 Ї '

Контрольні питання
1. Що таке комплексне число?
2. Чому дорівнює уявна одиниця?
3. Як знайти суму, різницю двох комплексних чисел?
4. Чому дорівнює добуток двох комплексних чисел?
5. Як знайти частку двох комплексних чисел?
6. Що таке модуль й аргумент комплексного числа?
7. В яких межах змінюється головне значення аргументу?
8. Геометричне зображення комплексного числа на площині.
9. Як знаходиться значення аргументу комплексного числа в залежності від чверті координа­
тного кута?
10. Записати тригонометричну форму комплексного числа.
11. Дії над комплексними числами в тригонометричній формі.
12. Скільки значень має корінь п-го степеня з комплексного числа?

Завдання до практичного заняття №10
10.1 Для комплексного числа г  записати спряжене І  та визначити добуток &•?: а) г  — 2 + /;
б) г = 4 -  5/; в) г = 7 + 3/; г) 2 = -6  + 2/; д) 2 = -3  -  і.

В задачах 10.2-10.25 знайти 2\ + 22, г\ -  г2, г\ • г2, / 22.
10.2 г$ = 3 -  /,'г2 = 1 + 2/.
10.5 2) = 2/(1 + і), 22 = -2  — і.
10.8 2і = - 3 - 7 / ,  22 = 2//.
10.1121 = Г\ 22 = 2 + З/.
10.14 2, = ( -  2 — /)2, 22 = 1 + /.
10.17 21 = 2/( / + П, 22 = -1 + 2/.
10.20 21 = 1/(2 -  і ) \  22 = 1 + 3/.

10.32) — 3 + / 2, 22 — 2 - і .  
1 0 .6  2 \ =  /3 -  2 , Я2 =  —3 +  /. 
10.9 2] = —1 + І, 22 = І + Г2. 
10.12 21 = Г2 -  3/, 22 = 1//. 
10.15 2і = 2 -  3/, 22 = / -  4. 
10.18 *1 — Г3 + 2, 22 = -  З/. 
10.2121= 1 /(1 -0 ,22  =  2 + /.

10.4 2і — (і + 2і) , 2г = /. 
10.7 2і = 2/3,22 = -1 + і. 
10.10 21= О - / ) 2, 22=-/. 
10.13 21 — І3, 22 = -2  + /. 
10.16 21 =2/? -З /, 22= 1/2/. 
10.19 Яі = г 3, 22 = 1 -  /. 
10.22 2і = -  /, 22 = 1 + /.

15 .1010.23 2і = 2 + 2/, 22 = / -  / 10.2421 =  2 +  >/5 /, 22 =  2 — -У5 /. 10.25 гі =  4 +  3/, г2 =  / -  1.

В задачах 10.26-10.31 визначити дійсну та уявну частини комплексного числа.

10.26 г = 1 + / 
1 - і

10
і + /

+ Г 10.28 2 = 9 + 2/ 2 -5 /  1 
4 - /  5 + 2/ + 7
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10.29 z = (2+ З/)3. 1030 z = 10Л2=Ж Ї
10.32 При яких значеннях х і у  комплексні числа г\ і г2 є:
а) рівними між собою, якщо г\ = х2 + і(х +,у) і г2 - у  + 6 + і(х -  2);
б) спряженими, якщо г\ = 9у* -  4 -  Юх/і 22 = 8у2 + 20х/7?

В задачах 1033-10.40 записати у тригонометричній формі комплексні числа. 
10.332 = 4. 1034 2 = -5. 10.35 2 = і + і. 10 .362= 1-/.

1037 2 = /->/з. 1038z==/13+ 1. 1039 2 = - - - — /. 10.40 2 = л/3 + /

В задачах 10.41-10.48, користуючись формулою Муавра, обчислити:

10.41(1-О 26.

10.45

10.48

л 84

10.42

10.46

- Я
\ 12

10.43 2л

л/2 М '-----+  і -----
2 2

- і  + ї 

Ф
[cos(n/3 )+ /sirifc /З)]3 [cos (я /б )+ і sin(n/ б)]6

10.47

( 1 - іУ

512

і +Д  
2 2

\2

10.44 й +Іі  
2 2

127

В задачах 10.49 — 10.63 розв’язати рівняння:
10.49 х2 + 1= 0. 10.50 х2- х +  1=0.
10.52 х +  4х + 13 = 0.
10.55 х2+ 4 = 0.
10.58 х2 + 2х + 5 = 0.
10.61 х2 + 4х + 5 = 0.

10.53 хГ + 9  = 0.
10.56 4х2- 4 х + 5 = 0.
10.59 5.x2 -  6х + 5 = 0.
10.62 х2 + 2х + 2 = 0.

10.51 х4- 16 = 0.
10.54 х2 + 6 х + 13 = 0.
10.57 х2 + 4х + 29 = 0.
10.60 х2- 2 г  + 10 = 0.
10.63 х2-6 х  + 25 = 0.

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ № 11 
Тема: Методи обчислення границі послідовностей та функцій.

3. Г раниця числової послідовності та  функції. Література: [16], розд І, §8-10, 
§13, стор. 47-50, стор. 58-65.

гт -  . . . . . .  An + АлХ+/4оХ2 +...+А„хпП равила обчислення границі відношення поліномів lim — ------------ ------------- £— :
х-*а>В0 + В1х+В 2х +...+Втхт

а) якщо найвищий степінь х у чисельнику дорівнює найвищому степеню х знаменника (п = т). 
то границя дорівнює віднош енню  коеф іц ієнтів  п р и  найвищ их степенях AJBm.
б) якщо найвищий степінь х у чисельнику менше найвищого степеня х знаменника (п < пі), то 
границя дорівнює нулю;
в) якщо найвищий степінь х у чисельнику більше найвищого степеня х знаменника (п > т). то 
границя дорівнює нескінченості.

Зауваження. Аналогічно обчислюються границі відношення поліномів, що представля­
ються послідовностями, тобто аргументом є п.

2 — Зх+ 5х2 — 7х3 Приклад №11.1. Обчислити границю lim  --------— .
*-+« 4 + 2х -Зх^

Розв'язання. Оскільки найвищі степені х чисельника та знаменника однакові і дорівню-



.. 2 -3 x + 5 x 2 -7 x 3 - 7  7 ,ють 3, то lim ---------- r------r—  = — e  —  = — (дав. n. a).
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x-*a> 4 + 2x2 -  Зх3 U J ‘ - 3  3

Приклад N911.2. Обчислити границю lim Xі  +3x2 + 4 x - l

Розв'язання. Оскільки найвищий степінь х у чисельнику менше найбільшого степеня х у
^ л\ і- х3 +Зх2 + 4 х -1  fco') знаменнику (3 < 4), то отримаємо hm------3-------------= — =0 (див. п. б).

5х -З х  + 8 Vе0 J

Приклад №11.3. Обчислити границю lim + З* +х _
*-*'07 х+ 9 - л/5х4+Зх2

Розв'язання. Оскільки найвищий степінь х у чисельнику більше найбільшого степеня х у

П ч .. 2х2 + л/5х3+х4 f ° ° V  і \знаменнику (2 > 4/5), то отримаємо lim - -— . ... = — = оо (див. п. в).
уГх +9 -  л/5х4 + Зх2 W

Приклад №11.4. Обчислити lim п̂--+ *~ ^~+ ̂ .
»->® 4и +3и +2

Розв'язання. Якщо розкрити в чисельнику дужки, то найвищий степінь п буде третій з 
коефіцієнтом одиниця, у знаменнику теж найвищий степінь п -  третій з коефіцієнтом 4. Таким

. . . .  . .  (п + іУи + 2\п  + 3) 1 чином, границя дорівнює відношенню цих коефіцієнтів -  lim ----- ^ ^ — — = —.

Приклад №11.5. Обчислити lim (->/3 + п -7 2 + « ).
л->® 4и3+Зи2 + 2

Розв'язання. У підкореневий вираз підставляємо п = оо і отримуємо невизначеність виду 
(оо -  оо). У такій невизначеності треба весь вираз перетворити так, щоб отримати невизначе­

ність виду У даному прикладі помножимо та поділимо границю на спряжений вираз:

( а ----  \ г і .. (лІЗ+п — л}2 + п) (л/З + л +л/2 + я) 3 + »?-2-я
ііпі \у^  + и - - с ^  + и і= [о о -о о ]=  п т  ->----------- =

я->® ,= «-><» (уЗ + и+72 + и ] и-мо |уЗ+й + у2+й]

= lim ія->оо
“Г

) 00
= 0.

Зауваження. Якщо необхідно знайти границю відношення поліномів виду:
Л0 + А1х+А2х2+...+А„хп .. МІх) ( О4) _ . Л ... Р(х) сІіт — ---- 2 -̂-------- -— = Ііт ^  { =1 — |, тобто Р(а) = ()(а) = 0, то дріб . V ( треба

Х -> а В о  + і? )Л  +  В 2Х  ~г. . .  +  Б т Х  •Ї - *“ \^\Х/

скоротити на один або декілька (х -  а).

Приклад №11.6. Обчислити Іі т—— .
*-*. х1-25

Розв'язання. У чисельник і знаменник підставляємо х = 5. Одержуємо невизначеність 

. Тобто х = 5 є коренем виразів у чисельнику та знаменнику. Знайдемо корені, прирівняв

вирази до нуля:
1) х2 — Зх — 10 = 0 => хі = 5, Х2 — -2;
2) х2 -  25 = 0 => хі = 5, хг = -5.
Вихідний дріб розкладемо на лінійні множники, скорочуємо і підставляємо х = 5, тобто
(х-5Хх+2) .. х + 2Ііт-7-----А----- ( = Ііт------= 0,7.
(х -  5дх+5) г-*5 х + 5
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4. П ерш а важлива границя.Література: 116], розд, 1, § 14, спор. 61-63.

Перша важлива границя: lim =1-1 = 1.
х->о х VO)

Наслідки:
. . .  ,sm ах „  sinl/(x) , ч .. smctx а "a) lim-------= а; б) lun — /— - = 1; в) lim------- = —.

•Г-»0 х l/(jr)-»0 U\x) Jc-vO sin^X $

1—COS 5x • '"'Приклад №11.7. Знайти значення границі Um — --------
х-»о xcos4x

Розв'язання. Підставляємо х = 0 у дріб і одержуємо:

„ 1 -  cos2 5х _ 0  ̂ розкладаємо чисельник за _ yim (^~cos5x^-vcos5xj _ 
х->о xcos4x lo j"  формулою різниці квадратів *-»0 xcos4x 

Перетворимо вираз у перших дужках за тригонометричною формулою \-cosSx=2s\r?VSxl2\

2 т
а у вираз в других дужках підставляємо значення х = 0. Одержимо =Vvm

х « М х
6 г И _

4smPx/}sinwx/
2

P“ Z T  1  =  \ « г Д - 0 = 0  1 . ^ .  т с_ дроба J х_̂о % cos4x 1= 1ІШ- xcos4x 
лідкиа)тав).

Зауваження. Якщо маємо невизначеність (0*со), то необхідно зробити перетворення тим 
чином, щоб отримати невизначеність або (~\ v

Приклад N911.8. Знайти границю lim (3 - х) • tg—*-*з 6
Розв'язання. Підставляємо х = З, маємо невизначеність \\mfe- х)• t%—=(й • coW (ж

*-*3 6

„  s i n M  ( 3 - x ) - s m M  ( ö\
означенням tg—= — = lim--- f— =\ - W (за форму шо зведення щзтао-

з  Ц у б ) х->1 c o s f /J  VO) . у -

\ л  b - x V s f f i l ^ A

і = 4 б М Ь  ' . L / |  I sримо c o s W 6 ) = Ж  -  * % )=  sin \y 6 V 3 - x ) \ )  = l \ m — ;-----------~y ~  ( в щ п ж о  ж р т ч  ***••

sin А

^ - x V V ,- m W A
ниву г р а н и ц ю , я к а  б у д е  дор ів н ю в ггги  1 ,  a  s m ( i u 2 ) = V )  = \ \ m — ,— — — т - ^

« n V /h _ v \\ д /
" V * v  * п ' и

м у 6 » (" /J  , 4 ш/ б і  і

І*4Ї •sin
X— - ^ = 1 і ш

V  г-*3 Я/ ц 
/ б  / 6

5, Друга важлива границя. Література: Щ ,  розі. 1,$14, crop. (А-65.

Друга важлива гранивд lim(Н-^ = (П =е=2,11Щ Ш або \\їїіН -\= ^
* * \  х J *-4̂  п

Наслідки:



a) Iim| 1 + —1 = ек\ б) lim 1+v{*b*<

Приклад Na11.9. Знайти lim

V(x)

62

(  2 .Л3*"4 x - 2

= e*; в) lim(l+x)x = e.

1+x

Розв'язання. Оскільки liml x - 2
1 + x

у
Jjr-4

ку додамо і віднімемо одиницю: lim

— (1"), то виділимо одиницю, для чого у чисельни-

Зх-4х -  2 +1 -1

показник степеня помножимо та 
поділимо на знаменник дробу

1 + х"

lim Г+Х-ЮОІ

= lim 11 + -З
1+х2

-З

= lim
г —>оо

1+ - з
1+х2

1+х
Зх-4
1+хг

: И

1 + х

Зх-4“mT^r=(e-3)0= і

(Зх-4)(и-х2)
виділимо другу 

важливу границю

Приклад Ns11.10. Знайти lim 'Зх-4^ 2х+4

х-»оо̂  2Х + 1)

Розв'язання. Знайдемо границю дробу у дужках lim Зх-4 З
х-*»2х+1 2 

( Зх-4'\2ї+4lim —-----  = (3/2)® = «з, оскільки 3/2 величина більше одиниці, то у нескінченному степені
»-♦Ч^х+І)
це не є невизначеністю і її границя дорівнює нескінченності.

Конт рольні пит ання
12. Змінна величина; Числова послідовність.
13. Границя послідовності.
14. Основні теореми про границі.
15. Визначення та способи завдання функції.
16. Неперервність функції однієї змінної.
17. Розриви першого та другого роду.
18.1 та II важливі границі.

Завдання до практичного заняття №11 
В задачах 11.1-11.66 обчислити границі послідовностей:

11.1 Hm 5п

11.4 lim З—4и

11.7 lim

п-хо  П + 1

9 п

11.2 lim
fl—WJC

11.5 lim

и + 2

Л-*» 1-й
11.8 lim

2 -■п
и2 +2
п2 + 1
п 2- 2

11 1  V  И  +  І11.3 hm-----
Л->oo П

11.6 lim/І—>оо я
2л3 + 7

и-х» + 1
11.9 lim

11.10 lim и5 +2
«-*»й2 +5

11.11 lim 6-«"
л->*>5и2+Зи + 1

11.12 lim

П-ИО Зи2 + 1

■ іт ^ Ц Ї-
Я-»оо 2п



11.13

11.16

11.19

11.22

11.25

11.28

11.31

11.34

11.37

11.40

11.43

11.46

11.49

11.51

11.53

11.55 

11.57 

11.59 

11.61

«(и-2)hmЛ->0О „» + 1

lim р а Щ
л-хю„3 + 8« + l

«2(l-« )lim
л-*» п* +1

lim h 2 “ 1}
r + ' l y  -2 )

-63-

«(« +3) im — - 
»-*<*> 4п +1

lim fe+1^ -
(и + 1)2 + (и -  і)2

11.20 lim (Зп~-5) 2 ~ 3”2 
Л ->оо л 2 + 5 , 2  +  1

И3 +7/7

11.14 lim

, Ы7 im .(" -и У -(" -і)3

Ihn
(2/1 + 1) + (л - 1)4 

Ит (и + 2)+(к + і) 
л->»(« + 2)-(« + і)

lim (в+1£ -fa ~ :‘У.
я->°° (и + 1) + (« -і)4 

2я -1

11.23 lim
а-хо (и+ 2X« + ЗХ« + 4)

11.26 lim -(- + 1X?.t  2Xw+3) Ц 27, lim
п—>оо 2/1

(и+2)+(« + і)
11.29 hm - /' - к -  И->*> (й + 3/

fl + 2 +З + ... + и)
1132 hm ------- 5—-----L

И-** 3/7 +1

.. 1000/î +3л11.15 hm------- --------- -—
0,001«-100л3 + 1

ї ї  їв і- n3-l00n2 + l 11.18 lim------ r--------
я-»» 100« +15«

___ («4 -2)(2«2 +б)11.21 lim V-r— Ф-г— ^
/  я-*ю (n +1Ди - 3 j

0,5«3 + 2«
0,005(и2+2)(« + 3)

«!
(и + l)-«l

. f  1+2+3+... + « « 11.30 hm ------------------ -
n-*x>\ n+2 2

11.33 lim —  (1+2+3+...+«)

11.24 limIf-XJO

lim
л-»» 2я +1

lim
3/и -1

11.35 lim
Л-И

1138 і™

}И+1

2” +З" 
л

3/н +1 
Зи + 1

+і

lim----------
/'-*ю V4n2 + 5

V«3 +3 — V«lim , ■ :-■==——  
Я-»® - J L -2 [~\ П  ~r f i  "у г ї

11.41 ііт
Л—>01

П.44 Ит

+ «
л-»оо « +1

V«3 + 2 « - l

V«3 +1 + v«2 +1lim
3 ^

11.47 lim
+ 1

Г1 + 3 + 5 + 7 + ... + (2 л -1) 2« + П

lim

« + 1

/ 2 + /4  + - + / 2я

л/л5+ 2 -л/л2+ 1

ä-+” V«4+ 2-V «3+1

11.50 lim

11.45/ lim ,
л—изо 3/ 6 . «Л/Л t"!
,. ІІ2п9 -2+ trJn3 11.48 lim ■ . ■ ■ — == •

л->а>л/і6«4 -1 -  v4«7

л/л3-2 « 2+1+^«4 + 1

, . і /  . !./ . . i /  it-

»-*»I+X + % + ...+ И
' " / З

(

2 J  * %6 + 6n5 +2 - \}rP + З«3 +1 

11.52 lim
1 1 1  1— + — + — + ... + —  
2 4 8 2"

limл—
1 -2 + 3 -4 + ...-2 «

+ 1
11.54 lim (-v/l + « -  y/2 + n)

Ііт (л/З + 4« -Зл/5и-1)
/7—>00

lim «л/л(«-\и3 -5 )

lim (il(n+2)2 - t f ( n - 3)2)
л-wo

lim Vn(tfn* - l[n(n-1))

X1.S6 hm (л/и2 + 1 - >fn  ̂-1) /7->00

11.58 hm п(л/«2 +1 -л /w -1)'N/I-KO
11.60 hm (Jn(n+5)-n)4 Л—>0O

11.62 lim «
/î->00

л/«4 +3-л/«4 -2
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11.63 Ііш п2(у/п (іі4 - і ) - л /«5 -  в')
.Л . Л.-г>00. -V )

11.65 І іт (4 п3 -3 -л /«3 - 2 )^ п (п  +  \)
Л -> Ф \. У

11.64 Ит [ил/п -  т]п(п+ 1)(л + 2)1
Л-»оО

11.66 Ііш \п4п -уІп(п + 1)(и + 2)]

В задачах 11.67—11.109 обчислити границі функцій:

11.67 Ит
2х-1

х - ^ З х 2 + 4х+5  

11.70 Ііш

11.68 Ііш Зх -4 х+ 5
2х + 5х+7

11.69 Ііт х  + 2х

х 3 + х
х -ю х 4 - З х 2 +1

11.71 Ііш х 4 - 5 х 11.72 Ит

ДГ-»СО 4Х - + 1

х2-1
*-*»х -З х+ 1

11.73 Ит
х—>а

11.76 Ит

І + х — Зх

11.79 ііт

*-*»1 + х2 +Зх3 
10х6 + 1 

•*-**> 5х6 + 4х4 
6х4 + Зх3 + 4х

11.74 Ит 5х +3х+1
х +6х

11.77 Ит

11.75 Ііт

х-*х> 2х 2 +1
2х4 +Зх3 +5

х-*ю бх + 6х
х3 +2

х-**х  + 4х + 8
11.78 Ііт х 2 +3х

11.80 Ит 5х + 3х +1
х-»* 2х  + бх

11.82 Ііт (х+3)2
Х-ЮО х  +1

*-**> X + 6х
х 2 -7 х + 2  11.83 Ііт ------

х->я> Зх+5

11.85 ііт
Х-ЮО

11.88 Ит

(х + 3)3(2х -1 
х5 +7 

4х  + 6

І1М  ,. ліх2 +1 11.86 Ит ■
*^°>/х3 - 8

Зл/? +9
11.89 Ііт х +1

11.91 ііш У*4 + 2* + 6  
*-*» 2х2 + 2

л/х2 +1’ + ̂

^  У х3 + х - х

х^Н оу/х 3 + 1 

х2 +4
11.92 Ит —-------

х~н *°уіх3 +5

11.94 Ііт
X

11.95 Ііш
'х ° + 2x^+4

л/х4 + х 2 +1

*-*» 2х3 +1

и і і
х->® 4х30 + х  + х

11.84 Н т ^ ^ ї -  
х +1

„.87
х-+* У х 1 + \

V *11.90 1 ' т ~ = = = = = =
х_*х -у2х + ^ 2 х  + 4 5

1 І(П  л/х2 +1 —у}х2 + і  11.93 Ьт • ----- -  ■— ■
*-“°3/х4 + 1 - ^ х 4 +1

.. л/Зх2 +5х + 1 - 4 х 2 11.96 І і т ------------ .■ ■■ - -  -
5 х - 2  + л/9х4 +Зх

11.97 І іт (л /х + 4 -л /х )  Ц .98 1і т ( х - л/Г+2х ) ц .99 І і т Г >/*2 + х - л / х 2 + 1]
*-*» х-»«Л. у

11.102 1іт( л/х+1 -л /х 2 - 5
Х ->«Л .

“і/” 7 Г Л І- 7 Г 
л/х‘ +.* +Л //Х ' -1

11.100 І іт  _________  .
дг-ко Цх * + х 1 + 1 ^ х

11.103 І іт  хґл/х2 + 9 - х )

11.101 И т І 4 х * - 5х + 6 - х
X—>00

11.105

11.106

11.108

і т (  V
->ооч

11.104 Ііт  \4х + 4 - 4 х )X—>00

І іт [У * + л /* + '\/*  -л /х І  11.107 Іітх^Г-у/х3 +1 -  л/х3 -  ї ї
«-»»V /  х—>оо ч. у

ІішГ^х+і)2 - # - І р Р

І іт  х[ л/х2 + 1 - х ]  
*-хо ч )

І іт  х
X—>оо

' <— -І - 11 - II — ■

Ух2 + л/х4 +1 -  х-\/2 11.109 X—>оо\
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В задачах 11.110—11.142 обчислиш границі функцій:

11.110 Ііт х - 2 х  —15 х3 +1
11.111 Ііт  —

■»->-1 х -1

11.113Л Ііт х 2 -1
у  Х-+-ІХ2 +Зх+2

11.114 Ііш х2-4х+5

х 2 - 2 х  11.112 Ііт  — —
Х~*2х. -4х+4 

х3 - 8

11.116 Ит
х2 - \

И.ЇЇ9ч
У

11.122 Ііт

■*->!2х-х-1
х - 8Ит

х ^ І [ х - 2

Ух-1

11.117 Ит
х—>0

х-*3 х —3
(і + х)2 -(і+3х)

11.115 Ііт
х-+2х3 -З х 2 +2х

х2 +Зх3
11.118 Ііт х +8х + 16

/~ _ 1
11.120 Ит

х-*і у х  — 1
11.123 Ит

*->» л/х -1

УІХ-%

11.121 Ііт
х-*а

х-*-4 х 2 -  4

■ х2 ~{р+\)х+а
х ' - а 3

11.125 Ит
у[х-3

11.128 Ит

х-*9 2х2 -  П х - 9  
уІІ + 2 х - 3  

х~*4 л[х-2

* -* * 3 /х -4

11 1 1 • 2 -У Іх - З  11.126 И т — :--------
х~*і х - 4 9

11.129
*-»з х —9

,. Чх2 -2 ІІх  + \ 11.124 И т------------------
(х -1 )2

у -4 * + х11.127 И т:----
х-м І - у 5 - х

ц.131 Ит
х-*0 х

11.134 И т - у
л/х-1

11.137
1 - х 3

11.132 Ііт  - - - - -  1

11.135 ііт -^ ? - - 2 
дг->5 X — 5

\ 1 й 7 - і

11.130 Ит 

11.133 Ит

л/х -  6 + 2
Х-+-2 х 3 + 8

л/х2+1-1

11.136 Ит

11.138 Ііш 11.139 Ит

л/х2 +16-4 

>/ї+х-1 
х2

3л /Г + І-3>/Г^7

і і . і ч і /  і іШ ч—= -----
^ У х - І  чЯ5

11 1 н lA .lt! НШл/і + х2 -М\-2х Ц і  + Х 3 -л/З+Х2
х + х х — І

В задачах Il.l4 3 -ll.l7 4  обчислити фаниці, використовуючи І важливу границю:

11.143 Ііш
віпЗх

11 1 і /  1-_і.і чи 11111

*->0 X
Х%4х

11.144. Иш
бш5х

11.149 И

х->0 х  
зіп8х

11.152 Ііш

*-»0 X
1-соз2х

дг->0

х-ювіпЗх 
tg2x 

г-̂ Ь БІП 5х

11 іел і:„ 5ІП>  ̂І ь І З Л  ІІШ -----------л-*0+0... х

11.153. Ит

11.145. Ііт
яш 2х

11.151. Ііт
х->0

х ~*о З х 2 

Щ 2 х

х-* 0  X

Ь£2х  -  б іл  2 х

11.155 Ііт 1 — СОБ 6х

11.158

11.161

* -> 0 І —СОБ 2 х  

tgx

11.156. Іітд:-»0

х-*0  V I -  СОв X

Г  і

11.154. Ит

х
І^ -в іп х

БІП X

Ііт
х~ * ° т І( \- с о & х )2

11.159. Ііт

віпх 

І+віпх-оовх

Ііт Ы ~ ХУ 11.162. Ііт

*-»0 1 -  віп X -  СОБ X

8ІпЗх

11.157. Ит
лг—>0

11.160. Ііт

1 -  СОЗ X  

хЛЬ Х5Іп2х 
5Іп(г2) 

х~*° (вігі х)5
СОБХ

х-*п  в іп  2 х
11.163. Ііт

’Уг ̂ /(і-біпх)2
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t
11.164

1-sinx sin(x -  Ц,
у 11.165. Um/-fT 7-

' XJ ~C0S X
11.166. lim

V 1 + xsinx -^fcös2x
2(x

11.167 ü1?
cos x -  sin X

cos2x
*■. 1 -cosxvcos2x11.168. lim

jc->0

x->0 -fg

„  Vl + sinx-V l-sinx  11.169. lim-------------------------
x-*0 tgx

11.170 lim(l-z>g— ГІ1.171.Л lim (fcrtgx----— 1 Ц.172. lim^  V1+gosx
z->iv 2  _______c o s x j  x->o Sin 2 x

1 -  sin(5

L
11.173 1™ —

*~*1C cos^ 2 lcos(/^)_

Zll + arctg3x — л/і — arcsin Зх
11.174. lim v, t =— ------^  —.

дг-»о VI -  arcsin 2x -  yj\ + arctg2x

В задачах 11.175-11.225
важливу границю

5л
11.175 lim 1 + -

л-»аЛ П

11.178 lim^3”2 + ” 1

обчислити границі послідовностей та функцій, використовуючи II

/  . \2и+3
11.177 lim ( ——-]

п-юо^п + 4 )
v 2 и - 1

«->“[ Зи2+2

11.181 lim Г1 + —
х-*«\ х -1

11.184 lim(l+3x)J
х—>о

11.187 limf—
л-»оо\Д + х

11.190 ііт (2 ї± 1
Х-+ао{ 2Х +1

jc+3

11.193 lim
х-*<х>'
.. / х  + 2 )

с+1

1+2х

11.196 lim [ 1-х
{ l - S x

х+1

11.199 lim fl + і
Х-»±а\ X

11.202 Ііш
*->оо
i m f Ü H T ' 2
-> Ч 4 х -з ;

11.176 lim 1 —
n-»ool П

11.179 lim (  и + 1 Зи-1

и->«\ п + 2

п

11.180
и - 4

11.182 lim 1-
/  *—>00'

11.185 lim
jc—>0

3xJ
1

(l + 2x2)*

11.183 lim і i -і-— і
x-*aoy X)

■ fl 2f X im 1+—

11.186 lim
X—»CO

f  ? \4 x  
'  5 х 2 + 2 Л

11.18S ІішИ + І
X

11.191 lim,-----
X-WOV X  + 3

11.189 lim
x-»oo

у 5 x  j

(  X і  +  l v

vx2 - l ,
x+2

11.192 Um x —1

\x
IX_ . .. f  x — 3 1 lim ------  .

JC-XXĴX + 2)

х-> Л  X +  3

..........  .. ґ з* - іУ * ~ 6л1.19э um -------
x—>00̂  Зх + 1)

11.197 lim
X—»CO1

11.200 lim
x -*±00

f  2 x - l \  
\ 2 x  +  4 )

im f — i- l  
->±oô 2x —1)

11.198 limf l - 7 x
2 — 5x

11.203 lim x2 + Зх -1  
x-*x>{ 2x2 -  x + 4

\*
11.204 Hm

x-wo

11.206 lim
Л’—>co

2x \4x+l

M x )
11.207 lim

JC—>00

V.

^2x2 - 0
\2 x2 +3 j

x+\
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11.208 Пт
x+1 

З х -4 Ї з
х-юд. Зх + 2

11.209 lim p ^ -1  
x-*x>\x - 2 )

11.211 lim
X_»CC

/  ,  \3*-и
' 4x -3x+ l

2x£-3 x +2

11.214 lim
JT—

11.217 limjr-wo

x  —2x+5

x2 -2x+.l 
x2 -4 x  + 2

11.220 lim (l+sin x)
x - » 0

11.223Л lim(cosx + sinx)

У

x*-2x

11.212 ) lim
) X->®

( з ,Y ^  X +X+1
X і  +2

11.210 lim 1 +

11ліз
*-*°\4x +2)

X+1
x -2

11.215 lim
2x +1

11.218 limll + —
*->+»v x

11.216 lim x-1
н у '  - 1

x+1

11.219/u m f ^ l
x-*0 \ X  )

11.221 % m (l + tg2V ^ )i (  11.222  )ііш (і+sinx)

Sin X 
Ж-8ІПДГ

К 11.224 lim (cos 2x)
дг->0

1
sinx

x-*a\ a )

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №12

6. Визначення похідної та її геометричний зміст. Література: [16], розд. II, §3, 
§4, стор. 88-91.

7. Основні правила диференціювання. Таблиця похідних. Література: [16], 
розд. II, §7, стор. 64-96, §13, стор. 101-102.

Нехай у  =*J[U), де U -  <р(х), тоді маємо складну функцію у  =7[(р(х)]. Похідна складної 
функції знаходиться за правилом: у' = у  —f'[U]’U *

№ п/п Ш r m i r
1. с 0

2. X і

3. и" n -U ^ -V

4. Ju
2 4 u  u

5. 1
и

- ~ - U '
u2

6. sin U соsU-U'

7. cos U -sin U-U'
8. tg и _ L _ . u ’

cos U

№ п/п m f'\U\-U'

12. Іпї/ x- w
и

13. 1 OgaU 1 U' 
In a U

14. arctgt/
1

15. arcctgC/ — ~ w  
1+u2

** 16. arcsin£/ : Г.Л.. U'
Vi-u 2

: - 17.. . .. arccost/ -  , 1 u' 
V l-{ /2

18. CU C-U'

19. * U± V W ± V ''
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№п/п | J(U) f\U \U "

9. ctg U ------\ ~ U '
sin U

10. eu eu-U'

11. au au \na-U'

№ п/п AU) f'\U \U '

20. U-V U'-V+ V 'U

U U '-V -U -V
21.

V j V2

Приклад №12.1. Знайти похідну функції^ = Іп 'віпСЗх2 + 1).
Розв'язання. Вихідну функцію запишемо так у  = [іпбіп^х2 + 1)]'’. Отже маємо и ,  де 

и -  1п[5Іп(Зх2 + 1)]. За формулою (4) з таблиці знайдемо похідну як від степеневої функції (Д а 
потім треба знайти похідну від 1пІ) за формулою (12), далі від функції віпі/, користуючись фо­
рмулою (6) і нарешті -  від функції (Зх2 + 1), тобто у  = 3[1п5іп(3х2 + 1)]2(1п[5Іп(Злґ + 1)])' =

3[Insin(3x2+l)]2
sin(3x2 + lj

(sin(3x +1))' = 3[lnsin(3x +!)]'
sm(3x +1)

cos(3x2 + l)-(3x2+l)' =

= 3[Insin(3x+l)]'
sin(3x2 +l)

■cos(3x2 + I)-3-2x = 18x[ln$m(3x2+l)]2- — 1
sin(3x2 + 1)

cos(3x +1).

8. Логарифмічне диференціювання. Література: [16], розд. II, §10, crop. 98-99. 
Якщо функція задана у вигляді степенево-показникової функції, тобто у  = uv, то похідна 

від такої функції обчислюється за такою формулою:
У = (і/)' = wv(v'lnw + v(lnw)') = vu^u’ + uv lnw-v', (3.2)

де u > 0, v > 0.
Приклад №12.2. Знайти похідну функції^ = (1 + sinx)1.
Розв'язання. Використовуючи формулу (3.2), знаходимо похідну заданої функції, маючи

на увазі, що м= 1 + sinx, a v = x, тобто: у’ = (І + sinx)*(l ln(l + sinx) + x 

х cosx + (і + sinx)xin( і + siiu).

cosx
1+sinx

) = x(l + sinx)r_,x

9. Похідна функції, що задана параметрично. Похідна вищих порядків. Літе­
ратура: [16], розд. II, §15, §16 стор. 103-105.

Якщо функція задана параметрично, тобто
х = х /

Ул або 
= У\Ч

ф(')
. ,/д» 

l /  = W
dyто похідна —  знаходиться за формулою: 
dx

У = — або у  = —  = — . ^  • і  *  • t xt ах ф,

(3.3)

(3.4)

1 312
~

у  = sin2 З/Розв'язання. Знайдемо окремо похідні х‘, =

У = [(sinЗ/)2 V = 2sin3/-cos3/-3. Тоді з (3.4): ^  = ^ -  = 2sm3f'C0Ŝ -'3 .fa  , ч 2
^ 4 з t
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Приклад Nsl2A. Знайти похідну четвертого порядку функції jy = sin23x.
Розв'язання. Знаходимо першу похідну У = 2sin3x-cos3x-3 = 3sin6x Від першої похідної 

беремо другу похідну: у =  3cos6x-6 = 18cos6x, потім третю похідну: у'"“ -18sin6x-6= -  108sin6r
і врешті четверту похідну: у  —— 108cos6x-6 = -  648cos6x.

10. Диференціал функції. Література: [16], розд. II, §17 стор. 105-107.

Диференціал функції}' =/(х):
dy = f(x)dx. (3.5)

Приклад №12.5. Знайти диференціал функції у  = зап*в(5Л ).
Розв'язання. Знаходимо похідну вихідної функції і за формулою (3.5) одержимо:

14 / x * f  x +25 V. JC J

11. Правило Лопіталя.Література: [16], розд. II, §23, стор. 123-126.
К 0Правило Лопіталя: якщо lim дає невизначеність

■ х->а ф(.х) 0
або І — |, тоді границя від-

мошення функцій дорівнює границі відношення похідних цих функцій, якщо функції ф(х) та 
ф(дг) диференційовані поблизу точки х - а  і <р(а) = ф(а) = 0 або ф(<з) = ф(а) = оо, тобто

Hm ^  = W - l m . 5 S a 6 o  =
х-*а \|/(лг) vOy х-*а ф (je) х->а ф(х) \ао) х^а  ф (х)

причому а -  можу бути як скінченним так і нескінченним.

Приклад №12.6. Знайти limf —------ — | .
х-»і^х—1 In х )

рлга^ аиил т-яй-,-М- — КИ!г~ кпжногг „noßv v nvanca* Зх 2 2] -І Г О З о  Я Л и Ш Ь Л .  а п ш і д с л і и  і и а л п ц і и  л и я ш и ї  и  д и и и у  У / у / а л и л  i i i ü j -------  і — і — ------- -------
д.х-1 Inxy v0 0J

■ (оо -  оо). Отриману невизначеність треба звести до невизначеності або І — |. Для цього
ОО

. . .. Зх-1пх-2(х-і) ( 0^приведемо дроби до спільного знаменника і одержимо Ііт — -----г—1-------  = — . Отже, тепер
(х-І)Іпх \.0^

можна застосувати правило Лопіталя, тобто знаходимо окремо похідну чисельника і похідну 
знаменника, користуючись правилами диференціювання:

А , .  ч'\ - / зГіпдгн-д:- — І — 2 г «
1ІП1 Vх т,ах+х-(івх) / - 4 * - 1) ж 1іт_У.---------- = 1іт2 і™ ± 1 і )  = 00.
*-*1 (дг-1) 1пл + (дс-іХіпл) х~>1 Ігис + (ж-і)— Г->ІІПХ + 1 - —

X X
Зауваження. Якщо необхідно знайти границю, яка має невизначеність (0°) або (оо°), то по­

значаємо всю границю за „а”, а потім логарифмуємо. Отримуємо невизначеність (0 °о), яку

зводимо до невизначеності [—1 або ( — 1. Користуючись правилом Лопіталя, знаходимо гра-
.0.

ниіцо Ina. Відповідь треба зпотенціювати і знайти значення вихідної границі.

Контрольні пит ання
І Визначення похідної функції однієї змінної.
2. Геометричний та фізичний зміст похідної.
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3. Основна таблиця похідних.
4. Загальні правила диференціювання.
5. Похідні вищих порядків.
6. Знаходження границь за правилом Лопіталя.

Завдання до практичного заняття №12 
В задачах 12.1-12.93 знайти похідну:
12.1 у  == 5х3 + 6х + я 12.2 y  = eSx+3 + 23 123 У = 21-* + е
12.4
12.7

У = 

У =

= 2 Ух + 0,2 х5
! arcsin Ух2 -1  

1 1 1

12.5
12.8

у  = ЗхJ -  6х—sin2 
у  — 1п(Зх3 -  6) + 5

у — —т=’+ 2л[х*
Vx

у  = 4  Іпх

12.6
12.9

y=  e~2x2 + cos(2 -  6x) 
У = 3(УхГ-2Ух + 2)

/ x
12.10 У- 12.11 12.12 У = 1п(Зх2 + У9х4 + і)

12.13 У = \п2х 12.14 12.15 y - l^ x *  + 5 Ух3 -3
12.16 У =х+ Ух 12.17 у=  1п(1 -2х) 12.18 7 = sin2(3 x -l) + cos(x2+ 1)
12.19 У = 1п(х2-4х) 12.20 у  =ln sinx 12.21 у  -  ln arccos2x
12.22 У == д/х + Ух + Ух 12.23 у  -  arctg2(I/x) 12.24 у  = ln(tgx + l/cos3x)

12.25 У =-  Ух1 -2 /Ух 12.26 у  -  cos2(x/2) + tg24x 12.27 у  = arctg(lnx/4) + log2(sin2x)

12.28 у - lntgx + 2,s(1/r) 12.29
X£ 6 у - е  +е 12 J0 у  = log2log3(x2 + 1)

12.31 У =-.е-5*2 + 47* 12.32 у -  arctgVx + arcsin2 х 12.33 у  = ln(x2 + a2 )+ ln cos2x
12.34 У = (tg3x)/3 + tg3x 12.35 у  = 3*2 +23jf+rJ + 1236. y = arctg(x + Уі + х2 )

12.37 У =
і  . х + 3: 2llnsin-----

V 4
12.38 у = tg(x/2) -  ctg(x/2) 12.39 ■ 4 x i .  2

у  = arcsm-----i-V4x-x
2

12.40 УХ= Уі + ln2 X 12.41 у  = ф п І 4 х - х 2 ) 12.42 У = ЛІХ + \ -1п(і + Ух + і)
12.43 У =

f ■  ̂
In arctgVl + x‘ 12.44 . 4 • . , 3 Уу  = in sinxtm x 12.45 ■ _ • 2 , • 2 . -3 7у  — sinx т я п х т  sin x

12.46 У =arccos У і-х 2 12.47 у Н х 3 + D eVx 12.48 у  = cos(sinx) + cos x4
12.49 У~ хУі + х2 12.50 У -х У * 12.51 у  — ln tg(x/2) + arcctg(l/x)
12.52 Ш (х2 + 5)1пх3 12.53 7  = 32jrlg(x2 + 1) 12.54 у  = Ух -  tg-Jx ln sin Ух
12.55 У = sin(x/2)sin2x 12.56 У = x2log3X 12.57 y  = e7x+3(X̂  + x -  0,5)
12.58 У = sin^te«*3* 12.59 у = х \% к 12.60 , 1-і 2 v=xarcsinx-r VI-x

12.61 У =х  sinx arctgx 12.62 у  = cos2x lnx2 12.63 y = ̂ x  s in x 4 -e x
12.64 У == х53Ух6- 8 12.65 y=cosx vl+sin2x 12.66 y - x -  Уі + х2 arcsinx
12.67 У =х sinx lnx 12.68 y - x 3 ex sin2x 12.69 = e~X + Sin(e'*)OOS(e*)

12.70 х2 12.71 X 12.72 2 x -l
у - 1-х У x2 +4 Д - Зх + 5

12.73 У* 12.74 x2 +l 12.75 2x2+x+l
У -

4 + Ух
y ~ .  .....

lnx У x2-x + l

12.76

12.79

У-
1 + cos X 12.77

12.80

arctg3x 12.78

12.81

1-х2
sin3x
2х

* ln4x
X

^  arcsin 3x

. -/Ух4+1-х2 
у  -  arctg——-----------у - V2 } fl-rW l + r?



- 7 1 -

12.82 У =  

12.85 у  =

sin Зх

12.88 ^ =In

2sm2*cos.r 
1 — ln JC“ 
1 +  Injc 

l+ x

12.83 y  =

12.86 y  =

sm x-xcosx  
cosx+xsinx
In x

l + x 4

sin x  cos Sx
12.84 y = r - — 7- + - ------—

• l+ ctg4x l+ tg3x

1 - Х *12Al. у = arcsin------- r- 
l+ x2

V Ü 7 12.89 y  = ln.
'e 2x+l

1230 y  = ln
y /l+ e 2x

arctge 2x

12.91 y = Ctg
COSJf

У cos 2 л
12.92 ^ = ,

ngx+^2tgx + l 

tg x - j2 tg x + l

11 1+cosx  
12.93 У -  тіп:

2 l - c o s x  3cos3x

В задачах 12.94-12.109 знайти похідну, використовуючи формулу логарифмічного диференці­
ювання:

12.94 7 = jcx

12.98 д; =  2х

12.95 ^ = (Іпг)я 

12.99 j = x cos3r

12.96 y = ^ + ~ j - J  12.97 y = ( s in x ) cosr

12.101 y ^ t f ' + l f * *

\arcsin 4x

12.100 у = (sin ti)00*

12.102 у  = х ^  І2.ЮЗ y=x'"3xl 12.104 у = x "ai>3x Ш 0 5  y - f f g . j i i f ”*'

12.10« y  = (\n i xf  12.107 y  = (x  + l ) K  12.108 y  = (sin2x) X,3x 12.109 y ^ in ^ J K  

В задачах 12.110-12.125 знайти похідні функцій, заданих параметрично:

fjc = 2cos5/ х  = 1 -7
12.110 \ „ 12.111 ]

[^  = 3sm3/ [ y - t - t

fx=arcsin51 [x=10(<p-sin(p)
12.112 1 . 12.113 /  o/jl v[y  = arccos 4t [ y  =  8(1 -  cos cp)

12.114

12.118

12.122

x — te2t Ix  = sin2 6 t x  = te~
12.115 { . 12.116

! V  =I _____ 5/

X  =

У ~

t + l 
t

t - l

e —e~‘

ix  =  In/І +  / 2}

U - arctg/

12.119

12.І23

e' + <? '
12.120

12.117

12.121

x  = 4cosq>

.2/.\x = e "  sint 
y =  e r COS 6t

[x= 7 co s3<p Jx = (p(l-sin3(p)
l  у  = 8sin 3 <p [ у  = q> cos 4q>

И задачах 12.126-12.137 визначити диференціал функції:
12.126 ,y = sm34x 12.127 jy = sin25x + cos67x 12.128 y  = -Jx2+l

11.129
ln X

12.132 y= xe l~cosc

12.130 y  = J l  + x e * f  12.131 У =

12.133 y  = arcsin 4x  
l — 4x

12.135 у  =  sin2(x/3)ctg0</2) 12.136 y  = sm 2f^—~ ^ j  

II ііідичнх 12.138-12.146 знайти другу похідну від функції:

cos(x—cosx) 

12.134 у —xarcsin(lnx) 

2sin х12.137 У  = cos2x
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1 2 .1 3 8 у - х е 1 2 .1 3 9  у  =  l n ( x  +  - J l  +  x 2 )  1 2 .1 4 0  y  =  ( l + x * ) a r c t g x

1 2 .1 4 1  у  — 1 / ( 4  +  - J x )  1 2 .1 4 2  у  — у ] і — х г a r c s i n x  1 2 .1 4 3  y ~  1 /(1  +  x 3)  

1 2 .1 4 4  y - e -J* 1 2 . 1 4 5  y = a r c s i n ( 2 s i n x )  1 2 .1 4 6  y =  a r c t g x

В  з а д а ч а х  1 2 . 1 4 7 - 1 2 . 2 2 5  о б ч и с л и т и  г р а н и ц і  з а  д о п о м о г о ю  п р а в и л у  Л о п і т а л я :

x - s i n x
* 1 2 Д 4 7  l i m — — - 1 2 .1 4 8  И т  ■

•v~>0 s i n x  v „x ~*o x  — t g r

Ш »  , Ш 5 1

1 2 .1 4 9  l im

Jr-»0

1 2 .1 5 3  l i m  -*  1 2 f + 1 6  . „ 1 2 .1 5 4  l im
x 12 — 2 x + l

X~*2 x 3 - 4 x 2 + 4 x * -> !  x 7 - 3 x 4  + x + l

jt—*o sin x 
2x _  Sx

1 2 .1 5 2  H m  - ---------—
x -+0 x

x+sin2x 
1 2 .1 5 5  l i m ---------r -------

x-»o V 2

1 2 .1 5 6  l im
3 x  -  s i n  4 x

X-»0 V-4 _x  - x e
2 x 1 2 . 1 5 7  l im

x 2 +  2 x

x - » o x  +  s i n 3 x
1 2 .1 5 8  l i m

In  X — 1
1 2 .1 5 9  t i m -------------

x - e
1 2 .1 6 0  l i m

x -* 0

^sin2x _g$inx

t g 3 x
1 2 .1 6 2  , i m , ~

1 2 .1 6 5  l im

x -> y 2  t g x

l n 5 x

,  1 2 . 1 «  l i m  i ü Ö Ü f )
x-»0  X

x -» 0 g 2 jr_ g  3x

e ^ - l
1 2 .1 6 1  l i m -------------

* -> o  3 x

1 2 .1 6 4  l i m  j n ( ; ~ 2 * 2 )  
x -»2 s i n 2 ? ix

1 2 .1 6 8  l i m

*-»0+0 ln sinx
l n x

jr—»1-0 V l-X

sin5(x + 7t)
1 2 .1 7 1  l i m  -— £ --------- -

x -* o  e *x  _  і

1 2 .1 6 6  l im
;r-»0

1 2 .1 6 9  l i m

-у]Л-¥Х — 2  +  X

x 2  +  e 4 x

l n 4 x

x-»+oо 2 x 3 +  e 2*

1 2 .1 7 2  l i m
1 - c o s x

x-»0 x

1 2 .1 6 7  l im
x-»0

1 2 .1 7 0  l i mJr—»+oo g

1 2 .1 7 3  l imx~*0 \X2-lpC

x -» o + o  1 +  2  ln  s i n  3 x  

l n 3 x
2 x

1 2 .1 7 4  l im
e  — e  — z x

1 2 .1 7 5  l im

„ t g X  _ X  e — t;

1 2 .1 7 7  l im

jr-»0 X -  s i n  X 

2  a r c s i n x

jt-»o 3 x

x—»o t g x - x

2 x - a r c s i n x
.  1 2 .1 7 8  l i m - --------------------

x -» o  2 x  +  a r c t g x

1 2 .1 7 6  l im
e '  - I r - ;

1 2 .1 7 9

-*->0 s i n  2 x  

a r c s i n x
l im
w m t g Ы

e x  -  X Y -  * 2/  - x  - 1  l n ( l  +  x ) 4 -  4 x  +  2 x 2 -  - x 3 '+  x 4
1 2 .1 8 0  l i m ----------- ^ „ 1 2 .1 8 1  l i m - - ’- ' -  ' 3

Jr_>0 c o sx + ^ y ^  - 1

l n ( l - x ) + t g f e )
1 2 .1 8 2  H m — ---------- V / 2 J  1 2 .

• 6 s i n x  +  x y ^ - 6 x  +  x 3

lim
X —»1

1 8 3  l i m -
CtgTEX

I n ( 2 x - 5 )
1 2 .1 8 5  l i m - 4 - ---------

1 2 .1 8 8  l im

,->3 e ä,n*r - l

t g n x

1 2 .1 8 6  l im

*-><rlncos4x 

l n x

1 2 .1 8 4  l i m  -
x -» o  ln  s i n  x

a r c s i n 2 x  -  2  a r c s i n x

1 2 .1 9 1  l i m

x -> -2  X +  2

ln COS X
,0 x  

e * '  - c o s x

x -> 0  l n  s i n x

l n c o s 5 x
1 2 .1 8 9  l i m - ---------- —

x -» 0  I n  c o s  I x

X 2
1 2 .1 9 2  l i m  — }-------- г

x - » + a o ln ( x  +  l J

12.187 lim
x-»0 x>

n  ln« «• 1 + sinx— cosx
1 2 . 1 9 0  h m --------;-------------------

*-»°l- sinx-cosx

12.193 J™ (4 -  xXln(l ~x)~  ln(2 -  x))

1 2 .1 9 4  l i m
x-*0 x

1 2 .1 9 5  l i m
e x - l

x—»+oo g 2* 4- і
1 2 .1 9 6  l im

Х—Ю
x ( e x +  l ) - 2 ( e x - l )
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12.197 Hm
„jr -JT Є -Є

jc-^osmxeosor
r і

12.198 Jim

12.200 lim x

12.203 lim x
X—>ao

1 -c o s —
x

ex - 1  
x-»OCOSX —1

-2 I

12.199 lim I T .2* « * *
x-*x> In

12.201 ^  In sin x  12.202 lim

7x>
arcsinx-arctgx

*-»0 x-»0

arctg X + l  It

x + 2  4
- -  12.204 lim

SH151X

X-»] sin3jcc
12.205 11111 *(ln(l + x ) - ln x )

12.206 lim -——  ■ C0SX  ̂ 12.207 lim (sirix),&x 12.208 lim [(тс -  2arctgx)ln jt]
x-»0 x  x~*/2 х-юо

12.209 Hm (e2x+ x fi
x->0'

12.211 lim (l-x > g —
x—>i 2

Щ 12.214. Hmj —------ —
x->l^lnx ІПХ

12.217 lim x2 ln4x
x—>0+0

12.220 lim
x - * 0

12.210 lim
x->0

12.212 lim xe

v x
,X

ctgx—— J 12.211 lim x
i*4oo

x + l  x
arctg---------arctg-------

x + 2  x + 2

12.213 l™ (x-l)ctg7t(x-l) 
• -x-»l

12.215 lim
x-»0

2 A 2 X В 12.216 Hm
x-»0

1
^x sin3x

12.218 lim *2e 3x 12.219 lim ln x - ln ( l-x )
x —>+oo r~>l-0

XCtgJC-1
12.221 lim — Щ—  12.222 l«m

x-»o

12.224 lim
X—>00

. 4
xsm — 

x
12.225

x-»l

lim

_ x ____ 1_
X —1 Inx. 

1
x->l COS( ^ ) l n ( l - x )

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №13 
Тема: Частинні похідні функції багатьох змінних. 

Екстремум функції багатьох змінних.

12. П о х ід н а  н е я в н о  з а д ан о ї ф у н к ц ії. Література: [16], розд. II, §14, crop. 102-103. 

Якщо функція задана неявно *
F(xy) = 0, (3.6)

тобто не розв’язана відносно змінної.у, то для знаходження похідної у ’ -  —  необхідно знайти
dx

похідну від функції (3.6) за змінною х, вважаючи^ сталою величиною. Потім знаходимо похі­
дну від функції (3.6) за змінною у , тепер х вважаємо сталою величиною. Такі похідні назива-

ч dFються ч а с т и н н и м и  п о х ід н и м и  і позначаються F '(x , v) = — . якщо х змінна, a v -  стала іх \ . j j  д х - S

dJF
г ; ( х , у ) = ^ ,я к щ о у  змінна, а х  -  стала. А загальна похідна у' неявно заданої функції (3.6) 

7 ду ~
знаходиться за формулою:

F’• г —. Jf
F' ' г у

(3.7)

Приклад №13.1. Знайти похідну функції cos—+ е/^' - х 1у г = 0 .

Розв'язання. Знайдемо частинні похідні і р*у : а) вважаємо у  сталою величиною, тоді
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= -s in  — -і ' + M
V ' -  2ху2 = . у  - s in —-у- ( п  

2X іч.УJX X К х  J У

б) тепер вважаємо х сталою величиною, тоді Fy = -s in —-f—1 + е 'у
ґ  \

\У )у
- 2 х2у  =

■ У 1 -sm—— + е/ у
X X

f  \

\ у'
-  2х2у . Тоді з (3.7) —  = 

dx

—sin; 
ay х \  x 2 j

+ е 'у - - 2 х у 2
У

■ У 1 Ту— s in - -------* -•sin ----- +е'
X X

- 2  х 2у

13. Д и ф ерен ц ію ван н я ф ункц ії багатьох змінних. Література: [16], розд. II, §3-4, 
стор. 177-180.

Нехай дана функція z - f i x y )  -  неперервна і диференційована. Нагадаємо, що для знахо-
dzдження частинної похідної —  від функції z =J[xy): “х” -  змінна, а “у” -  стала, аналогічно, при
дх

dzзнаходженні — : “у” — змінна, а “х” -  стала.
ду

Частинні похідні вищих порядків знаходяться послідовним диференціюванням частинних 
похідних нижчого порядку.

Повний диференціал функції z  =\Дхіу) знаходиться за формулою:
, dz , dz ,dz = — ахл-----a y .

йх ду
(3.8)

Приклад N913.2. Перевірити, що функція z = InJ х + yjx2 + y 2 ], задовольняє рівнянню:

у dz d2z
х 2 + v2 дх dvdx

Розв'язання. Знайдемо частинні похідні — і ------, а потім підставимо у рівняння. Отже,
дх дудх

dz
дх

І
( > 

—  2*
І *Jx2 + y 2 +x  І

Х +д/х2 + у 2 |  2-jx2 +У2 ; x  + yjx2 + у 2 Ї х 2 +У2 J x 2 +y 2

іепер знаходимо dz 2у

' x  + -Jx2 + y2 2і]х2 + у 2 x  + yjx + у 2 yjx2 + у 2 
хідну диференціюємо по х 9 як добуток двох функцій, тобто отримаємо

знайдену по-

f  \ Ґ \
d2z  I J  * ... У . 1 у  -2х

і  т Л -Jx2 + y 2 x + J x 2 + y 2 ч 2\I t f + y t f  J

( j x 2 + y 2 +xy y
ху

х+ л]х2 + у 2>) • л/х2 + у 2 - ^ х 2 + у 2 ( х + ^ х 2 + у 2 \у (х 2 + y 2J
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ху У0 !х2 + у 2 Ч-jej1 .

х2 lw 2-+■ /f

Ах + y f
Перевіряємо рівняння, тобто

У У ,—  г. Таким чином, отримали тотожність. Отже рівняння доведено.

Примітка. Похідну можна знаходити також і з похідної — , а потім продиференці-
дудх дх

ювати по у, оскільки існує теорема о рівності змішаних похідних, тобто
d 2z  д 2і

дудх дхду

14. Градієнт. Література: [16], розд. II, §3-4, crop. 185-187.
Градієнтом  функції z ~АХУ) в точці М)(хо, уо) називається вектор, координатами якого є 

частинні похідні функції, обчислені в точці Мо, тобто
^ = л { м 0)і + /;{M 0) j . (3.9)

Приклад №13.3. Знайти градієнт функції z = 2x2 - у 2 + cos(3y -  2х) в точці Л( 1; 0). 
Розв'язання. Знаходимо частинні похідні: z’x=4x -sin(3у  -2х)-(-2) і z ' = -2у  -sin(3y -  2х)-3. 

Підставляємо точку А( 1; 0): z'x -  4 -  2sin2 та z'y = 3sin2. Запишемо градієнт (3.9): 
crrsr>- — (&_ і.™  n\t j. 7c.;« o7^ іа ш  — I “T JL*&41 a*j l  I JJK ib J  .

15. Екстремум ф ункц ії багатьох змінних. Література: [1.6], розд. III, §9, стор. 188-
191.

Нехай функція z =j[xy) визначена в області D.
Н еобхідна умова існування екстремуму функції z ~АХУ)'- рівність частинних похідних 

нулю або нескінченності, тобто
&^  = 0 

дх _ ябо
І Й о
ду

дг: v }= оо
\РУ

З розв’язку системи (3.10) знаходяться критичні точки екстремуму. Якщо позначити:

Ш М *  (3-11)дх дудх ду1
го маємо дискримінант:

А = А С -В 2. (3.12)
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Достатня умова: Для визначення екстремуму, координати критичної точки підставляє­
мо в дискримінант (3.12) і, якщо:

1) А = АС—В > 0, то функція 2 ~ЛхзУ) має екстремум, причому
при А > 0, С > 0 -  маємо мінімум, 
при А < 0, С < 0 — маємо максимум.

2) Д = А С -В 2 < 0, то функція г ~АХУ )в критичній точці немає екстремуму;
3) Д = АС - В 2 = 0, то екстремум функції г ~Лху) в критичній точці може бути, а може й 

ні. У даному випадку потрібні додаткові дослідження.
Приклад №13.4. Знайти екстремум функції і  = х3 -  3х2у  -у* -  Зх + Зу+1.
Розв'язання. З необхідної умови існування екстремуму (3.10) знаходимо критичні точки:

— = 3х2 -6 л у -3  = 0

2  > с а д
—  = ~3х2 ~3у2 +3 = 0 
ду

Розв’язуємо систему (3.13), додамо рівняння, отже: -  6ху -  З у  = 0 => 2ху + у2 -  0 => 
у(2х + у) — 0. Тоді рівняння розпадається на два: у  = 0, у  = -  2х. Знайдені ну” підставляємо у 
систему (3.13) по черзі і одержимо: лг = 1 => х = ±1. Отже отримали дві критичні точки А/|(1; 0)
і Л/г(-1; 0). А приу - - 2 х ,  одержимох2 + Лх2 -  1 = 0 => 5х2 = 1 =>х = ±(1/ -Л , ау= + (2/л/5),
тобто маємо ще дві критичні точки М з ( 1 / ; -2 /уі5 ) і М^-І/л/?; 21-Л).

Знайдемо дискримінант (3.12). для цього виписуємо похідні другого порядку:

——=6х -6у=А, — —= -6х=В, ——= -6у=С, тоді Д= -6у(6х -6у) -36х2= -36у(х - у ) -  Збх2 = 
Зх дудх ду

= -3 6 ( у х - у  +х ). У дискримінант по черзі підставляємо координати критичних точок.
Для точки Мі(1; 0) одержимо Д= -36 < 0 -  екстремуму немає.
Для точки Мг(-1; 0): Д= -36 < 0 -  екстремуму немає.
Для точки Мз(1/лІ5; -2/V5): А = 36 > 0, причому С > 0. Отже в точці Л/з(1/л/?; -21Л )  є 

мінімум.
Для точки 2/V5): А = 36 > 0, причому С < 0. Отже в точці М»(-1/%/?; 2/V?) є

максимум.
Контрольні пит ання

1. Означення функції багатьох змінних.
2. Частинні похідні функції багатьох змінних.
3. Частинні похідні вищих порядків.
4. Теорема о рівності змішаних похідних.
5. Означення градієнта в точці.
6. Дослідження функції двох змінних на екстремум.
7. Необхідна умова існування екстремуму функції багатьох змінних.
8. Достатня умова існування екстремуму функції багатьох змінних.

Завдання до практичного заняття №13 
В задачах 13.1-13.48 знайти частинні похідні функцій:

• 13.1 z = x3 + 3xy2+>> 13.2 z = e^cos4y + х у 13.3 z = ( 5 * W  + 7)3
13.4 z = x - y 13.5 z = x?y ~ y ix 13.6 z —

. 13.7 и V z = — + — 
V и

13.8 ех + е~х . ,z = ----------sin 5v2
13.9 z —arcsin(2x -  3y) + In tg(y/x)

13.10 _ -  (J. + ,ЛЗ z - ip r + y ) 13.11 u = \n(x+y + z) 13.12 z = tg24' + sin(x3 +У)
13.13 іII 13.14 u -xy+ yz+ xz 13.15 u - ~ lx2 + y 2 + z 2
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IJ.I6 u _ e*(jt2+.V2+z2) 13.17 U — sinfx2+У2 + z2) 13.18 u = x3+yz2 + 3yx -  X + z

13.19 Z = *л/у + - ~  
Зл/х

13.20 z = ln(2r + З-*" ----
v ху 13.21 1 , x2z = sin------ + arctg—

х+ у  у

, 13.22
_ _ Х 3 + /

13.23 z = lntg— 
.V

13.24
1 , ctg(x+y)

'  х2+ у 2 ln(x2 + y 2) X - y

13.25 и=х>* 13.26 z = ln(x + -y/x2 +y2 ) 13.27 w —xyz +yzv + zvx + vxy
13.28
13.31

z -  arctg(x/y)
Z = Xу +

13.29
13.32

z = l/arctg(x/y) 
z=  lnfx2 +y2)

13.30
1333

2 = lg(x2 -  Sxy) -  x/(x + y) 
z = ln(x + lny)

M + Wz = arctg------  і
V —W

Jx2 -  y2
1334 13.35 V / 13.36

-y/x2 + y2 + X

13.37 • х У z = sin—cos—
У х

13.38 1339
“ - ( x W + z 2)2

13.40 z — ху 1п(х + у) 13.41 13.42 z = arctg-y/x^
13.43
13.46

и -  (sinx)  ̂
z = (2x+y)2z+y

13.44
13.47

H = arctg(x-y)2 
2 = (1 + ХуУ

13.45
13.48 «=x^

І) задачах 13.49-13.63 обчислити диференціал dz для функцій двох змінних:
13.49 z= x 2+y2+x" 13.50 z = ln(x + 3y) + J x - 2 у 13.51 2 = xy3 -  ЗхУ + 2y4

13.52
x + y

13.53 z= W 13.54
x2 + y 2z — — 

x - y x2 + y 2 Z x2 - y 2
13.55 z = arcsin(x/y) 13.56 z — 0,51n(x2 +У2) 13.57 z = x2/  -  x3y3 + 2x4y2

13.58 Z = yjx2 + y 2 13.59
* x+y  z = arctg

l-x y 13.60 V*u = xy
13.61 z = sin(xy) 13.62 z = arctg(xy) 13.63 u — in(x’ + 2 y 3 -  z3)

В задачах 13.64-13.67 знайти gradz для даних функції в заданих точках.

,  13.642 = х2 +у2, М(3; 2). 13.65 z = J 4 + х2 + у 2 , А(2; 1).
13.66 и = cos(xyz +1), М( 2; -1 ; 1). 13.67 z = arctg (у/х), C(l; 1), М(1; -1).

В задачах 13.68-13.69 знайти проекції градієнта для даних функції в заданих точках.
13.69. z = х2 -  2ух + Зу -  1; 5(1; 2). 13.70. и = 5х2у -  Злу3 + у4; С(3; 2).

В задачах 13.70-13.71 знайти кут між градієнтами даної функції в заданих точках:

,  13.70 2 = arcsin—̂ —; А( 1; І),5(3;4). 13.71 и =х2 +у2- z 2;А(1; 0; 0),В(0; 1; 0).. 
х + у

13.72 Дані функції г = /̂х2 + у2 і 2 = х -  Зу + ^/Зху. Знайти кут між фадієнтами цих функцій в
т. С(3; 4).

13.73 Довести, що gradz = * ■■ (- iy+xj), якщо z = arctg(y/x).
х + у

13.74 Знайти градієнт функції z = arctg(x/y) та його довжину в точці А(1; -Уз).

13.75 Знайти точку, в якій модуль градієнту функції z = (х2 + y 2J 2 дорівнює 2.
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В задачах 13.76-13.77 знайти точку, в якій градієнт даної функції дорівнює заданому вектору:

13.76 г  =  1п(х + 1 /у); 1 - — ] . 13.77г=х2-2 лу  + З у -  1; і ~ 2 і .

В задачах 13.78-13.86 знайти всі другі частинні похідні від заданих функцій:
♦ 13.78 2 = віп2(3х + 4у) 13.79 2 = 1п(х + д/х2 + у 2 ) 13.80 * ш ^

13.81 13.82
х + у  2 = а г ^ — — 13.83 2 ~ Х"~ У

3 1 - х у х + у

13.84 _  Іпг2 - у 13.85 2 -  агсзіп(хк) 13.86 и = ^х2 + у 2 + г 2 -2 х г

В задачах 13.87-13.91 знайти похідну заданого порядку від даної функції.

13.90

д \
дх2ду

д3-и>

и = е*У

*  = ехуг.

13.88 ІпСх2 + у2).

13.91

дхду
д \

13.89
д г2

дхду2
= 5Іп(ху).

дхдудг дхду3дг2

В задачах 13.92-13.98 довести задану рівність. 

13.92

,у=уу/.

а 2г

13.94 — +
дх2

13.96

дхду дудх 

д2г  д2г

д 2 Ъ х
, якщо2 = х3+ х у ^ -5х^+у". 13.93 д 'г

ду2
= 0, якщо и -  1п

1

і х2 + у 2
13.95

дхду дудх 

д3 г  д 3 г

, ЯКЩО 2 ~  X*'.

ду дх дхду‘
, якщо 2 -  жсщ(у!х).

д2г
дхду дудх

, ЯКЩО 2 =  (/(СОБу + Х5ІПу).

13 .97^- + ̂ -  = ! і якщо 2 = 1л(е*+ *>').
дх ду дх2 ду2 [дхду)

13.98 —- + — -  = б , якщо 2 — е*(хсо$у -узіпу). 
дх ду2

3 задачах 13.99-13.119 знайти похід ну, від неявно заданої функції:
13.99 4у -  х + 4 = 0 13.100 І пху + ху =  0 13.101 х -  Зух + 4 у -  2х + Зу + 2 = 0

13.102 х + у  = е*х 13.103 1п(х/у) = еу*х - 4 13.104 хь1 + у ІЛ- а ‘‘1
13.105 у = \+ х е ? 13.106 у3 -  Зу + 2<ях = 0 13.107 у  соях = Л іпЗх
13.108 х Ч у ^ у 2 13.109 2УЗ , м  3  та X ' т  у  я  ы 13.110 5Іп(ух) + СОБОсс) = + х)
13.111 13.112 у  = со в(у + х) 13.113 х - у  = агсвіпх -  агсвіпу
13.114 2у1пу = х 13.115 13.116 ХБІПу -  С05у + СОБ2у = 0
13.117 С05(ух) —X 13.118 у  = х + агс ї^ 13.119 увіпх -  соэ(х- у )  — 0

В задачах 13.120-13.161 дослідити на екстремум функції:
13.121 г - 2 х  + 4у~2ху
13.124 г = Х 1-2 ух  + Зу2- 4

13.120 2 = 2у* + ( х -  І)2
13.123 г = у х ( 4 - х - у )
13.126 г = у3 + Зух2 + бу2 13.127 2 = (х2 -  2х)(у2 -  4у)
13.129 г  = 4ух + 2 х ? ~ /  13.130 2 = (& с-х2)(8у- у 1)
13.132 2 = ех(х + у 2 + 2у) 13.133 2 =у>/і + х + Ху]і + у
13.135 2 = х3- З у х - / 13.136 г = 4 ( х - у ) - х 2- у 2

13.122 2 = (х -1 )2 + (у -1 )2- 4
13.125 г = х 3+ у х -у * - 2 х  + Зу
13.128 г = х2+ у2-21п х-4у  
13.131 2 = 2 у г-3 х 2- 2 у 2+ 10 
13.134 и = 2х2+ у 2 + 2 2 -х у -х 2  
13.137 г = х 2+ у 2 + х + х у - у  + 1
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J.138 z = x3+ y 3 + 3yx 13.139 z = 2x3 + y2+jor +5X2
3.141 2 = У  + З х ? у -4  13.142 z = ^  + 8 j? -y x +  1
J.I44 z  = xy(l - x - y )  13.145 z - з ^ + у 3-9 y x  + 27
3.147 z = i ? y \ 6 - x —y) 13.148 z  — Зх2 + 2 ÿ - Лух + 2r
3.150 г = 3лу-4х  + 5у 13.151 z = 2)œ -3x2-3 y 2+ 10
3.153 z = 1/jc+ \ ly - x y  13.154 z = xyl - У  + ЗІпх
3.156 z = Зух2 +У3- 4  13.157 г^Ъх1 + Ъ ху-уг -Ъх
3.159 z =  ̂ ( x + / )  13.160 z =  е ' ^ (2х2 + / )

"  l#  A É  ^  * л v*

7* ‘1* V* '

13.140 z = x 2 — 2У2 + 4jry~3y 
13.143 z = x 2+ j^  + x v - iy +  X+ 1 
13.146 z = x 2 + y i + xy + 3y + 2x 
13.149 z —X? —y 3 +  3yx—6jt + 6y 
13.152 z  = 2x2 +j/2 +  x k 2 

13.155 z = 6x+  1 - ^ - У - д у
13.158 г = х 1 + х у + у г - Ъ - у
13.161 z = jf2-3 x y + y 2-  2 r +  у



М одуль 4. ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №14 
Тема: Невнзначевнй інтеграл. Методн інтегрування.

1. Поняття невизначеного інтегралу. Його властивості. Класи інтегрованих 
функцій. Література: [16], розд. IV, §2, crop. 205-208.

№п/п \ r n d u F(U) + С № п/п kU)dU F(U) + C
1. JdU U+C 2. \AkU)dU F(kU)fk + С

3. \ \ d U
и

-  — + C 
U

4. \lfdU U"+' -------+С
n +1

5. rdU ІпІОІ +C 6.
r dU 1 In

la
U -a +C

Jt t >U2 - a 2 U + a
7. \audU au/lna + С 8. \eudU eu +C
9. Jsin UdU -cos (/+ С 10. IcosUdU sin t/ + С ------------

11.
r dU

tg U+C 12. r dU Тіл. Г>
cos2U sin2 U

T V

13. Jtg UdU -  In IcosC/l + С 14. Jctg UdU In lsinL/| + C

15. r dU 1 . U n  —arctg— t-C 
a a

16.
r dU ■ U n  arcsm— + C

aa2 + U2 4 a 2 - U 2

17.
г dU

In U + ̂ U 2 ±a2 + C 18.
r dU 1 In

2 a
U -a + C

\U 2 ± a2 j U2 - a 2 U + a

2. Основні методи інтегрування. Література: [16], розд. IV, §4-6, стор. 208-217.
0 основних методів інтегрування виділимо такі методи:

1. Метод інтегрування частинами.
Формула інтегрування частинами має вигляд:

іш у = и -у -Ш и .
Виділимо три класи функцій, для яких необхідно користуватися формулою (4.1):
1 клас -  якщо підінтегральна функція така:

ЇХП.Х(ІХ

(4.1)

sm.r 
cos дг 

1
sin X 

1 В цьому випадку приймаємо хР — U, а

cos х
ах
е*

cos xdx 
dx 

sin2x
^  приймаємо за dV. (4.2)

cos x
axdx

exdx
І! клас -  якщо підінтегральна функція така:
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arcsin х arcsin x
arccos х arccos x
arctgx , тоді U= ' arctgx , a dV=x!’dx. (4.3)
arcctgx arcctgx
Inx Inx

х"-

III клас -  якщо маємо такі підінтегральні функції:
зіпх-е  ̂С05х ех, віпх- ,̂ совх- ,̂ Іп ІвіїиІ, Іп ІсояхІ, (4.4)

тоді треба інтегрувати два рази частинами за формулою (4.1), а потім отримати вихідний інте­
грал і розв’язати як рівняння.

Приклад N914.1. Визначити інтеграл іх ап^л/х Ах.
Розв'язання. Спочатку позбавимось від ірраціональності і введемо заміну: у[х = і => 

= і^-ага^Лй = 2^-т'Арії. Підінтегральна функція відноситься до\х arctg yfx dx — x = t 
dx = 2 tdt

II класу, отже, за (4.3): 2j/3arctg/eft =

U = arctg? 
1dU =

1 + r  
tldt = dV

dt
=2 . Ґ  rt4 arctg dt

4 1+Г
= arctg/ • — -

V= [t'dt = —
J 4

1 r(/4- l)+ l , f  _  1 ыА Л ь  1 r dt t4 _  1/—  ll----- L— dt -  —  arctg/—  (/ -lieft—  |---- - = —  arctg/-----
2 J 1+/2 2 *  2 JV ^  2 JI+t2 2 & 21

Ü*$, 4 i
3 2 2

1 . ~ * . rr , yfx 1 г  . r*— srcigv^*t C = — oTCSgvA ■ - -4----------arctgVx+C
2 2  2 6 2 2

(\/х)* - г  Чх ї V* І . Г- - х"
2 аГС16л/х" 6 
Приклад N914.2. Визначити інтефал І8іп2х-є3хаЬс. /
Розв'язання. Підінтегральна функція належить до третього класу функцій (див. 4.4). 

За II візьмемо функцію зіп2х, а все що залишилось — за dV, тобто \$\пїх-е3х(іх —
sin2x = U\ 
*~dV\

dU~ cos2x-2<& 
V=fe3xdx = e3x/3 = sin2x- e3x/3 -  fe3x/3 cos2x-2dx = sin2x-e3l/3 -  2ß-\e3x cos2xdx (*)

Uі 6082% = ї/‘ Останній інтеграл знову інтегруємо частинами: \е -со&хсік ч 'ь  _ ‘ ’ dU — — sin 2х-2с!х 
V=\e3xdx = e3x!З

■  сок2х- є 3*ІЗ -  |е 3х/3(-5Іп2х)-2сЬ : =  соз2х- е ^ /З  +  2 } 3 \є3х 5\ті2хсіх.
Отриманий результат підставляємо у вираз (*) і одержуємо: І5Іп2х е3гсіс = біп2х- є ІЗ -  

2/3-(со52х-е3х/3 + 2/3-$е3г-8Іп2ха6с) = біпіг- є31 ІЗ -  2І9-йа$2х-е3х -  4/9кіійх-е3хеіх.
Таким чином, у правій частині отримали вихідний інтеграл. Далі розв’язуємо як рівняння: 

І8Іп2х-е3хо£с + 4/9-Ып2хе3хо!х: = їтІх-е^ІЗ -  2/9-С052х-е3х => 13/9-|їіп2ж-е3х(іг = 5Іп2хе3х/3 -  
Шоо%2хе3х => $\хйхе3х<іх « дДО<віп2м*0 -  2І9оо&хе3х) = 3/13 ^&иОх -  2/13 е3х соб2х + С.

2. Інтегрування функцій, у  знаменнику яких квадратний тричлен.
Розглянемо два випадки таких інтегралів

Ах+В . г Ах+В
М - dx-, U )J

]ах2 +Ьх+с ’ '  34ах*+Ьх+с
Щоб проінтефувати інтефали, необхідно виконати такі дії:
-  1) знайти похідну від знаменнику підінтефального виразу (І), у випадку (II) -  від підко-

-dx.
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реневого виразу;
-  2) у чисельнику виділити знайдену похідну;
-  3) розбити інтеграл на інтеграли:

-  у інтегралі (І) буде дріб, чисельник якого точна похідна від знаменника. Такий інте­
грал дорівнює натуральному логарифму від знаменника ( у інтегралі (II) перший інтеграл буде 
дорівнювати подвоєному знаменнику);

-  другий інтеграл буде мати вигляд: f—---------- ( с̂х —  ), який знаходиться
Jax +Ьх+с Vox2 +Ьх+с 

методом виділення повного квадрату у знаменнику та зведенням його до табличного.
Знаходження первісної таких інтегралів розглянемо більш детально. Отже, нехай є:

Г—-—І ----- dx . Похідна знаменника мас вигляд: (ах2 + Ьх + с)' = 2ах + Ь. Для перетворення
ах +Ьх+с

чисельника на похідну від знаменника, винесемо за інтеграл А, а потім весь інтеграл помно-
1 r f r + іо +Ь -Ьжимо і поділимо на 2а. У чисельник додамо і віднімемо b: А—  ----- ----------------- dx=

2a J ах +bx+c

- — [■— —y ~~----- = = ~ -\n\ax1 +bx+c\ + ~ [ P '2a/ A- b ) - l , де
2a>axz +bx+c 2 a K ISax2 +bx+c 2a 1 2a

/ — f— ® інтегралі І  виділимо в знаменнику повний квадрат:
J /IV A- A y  4- r*ах +Ьх+с

Ь \ 2 (  Ь, і + ї . А х + Ш  -  А  + £
2а V2а )  І 2а )  а

=а
Х+2 а ) \2 а )  + а

с . Введемо заміну х  + Ы2а = /,

2
тоді сіх = dl. Позначивши —-І —  І - ± й 2, одержимо 1 ~  Г-т=----------г-------=*= — .

* °  ы  а ‘ * *  
Останній інтеграл с табличним.

ПммА»« «З 4 •* ГЬ-— __ Г--ті-х- .1» Г Ъх ̂  2 , приклии ЛЗЛлі. о. оИЗманшп ігіТСГр2л |--------------иХ.
*5х2- 7 х +4

Розв'язання. За приведеним алгоритмом перетворимо даний інтеграл. Для цього знайде­

мо похідну від знаменника: (5х2 -7х+4)' = І Ох — 7 та перетворимо чисельник: Г— ^х +2—
О х -7 х + 4

,  І г(с+К ) 10“ 7+7 -Е 3 г 10х-7 ;  ЗГ20 Л= І— г і —г---- -— вх = —  —г—-------ах+— — +7 —г---------- . Попередньо ВИДІ-
1<Н -5х —7г+4 10 ^5х -7 х + 4  10Іч З Я 5х2-7х+ 4

ливши точний квадрат в знаменнику \  хг - 2 ~ х +{—1
ю и о ;  ис

2 4
10 J + 5

=5[(х -0,7)2-  (0,7)2+0,8]=

— 5[(х -  0,7) + 0,31] і зробивши заміну х -  0,7 = t, dx = dt, одержимо: 0,3 • ІпІ5х: -  7х + 4І+

41 10х-7 _+ -j=arctg— = —+C . 
у/31 у/31
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Приклад №14.4. Визначити інтеграл [ . . ^Х+* еіх.
•у4-3х2 -11х

Розв'язання. Аналогічно розв’язується інтеграл за приведеним алгоритмом- Знайдемо то­
чну похідну від підкореневого виразу та виділимо її в чисельнику: (4 -  3х  -  1 їх)' = —6х -  11 =»
- І [ М й ь - 1  г - б д г - ю - і т і , . . ,  і ,  - б » - . і  і ,  *  _

2 л/4-Зх2-11х 2 л/4 -З х2-11х 2 л/4 -З х2-11х 2 -у/4-Зх2 -П х

= -2-У4-Зх2 -1 ІХ -— Г-т--- —---------- Ф ;--- == = -л/4-Зх2-1 їх -
2 2-» І '  1 Т Г Ж а Т З П

- Щ

= —л/4 — Зх2 -1  їх ---- arcsin - / +С = -V 4 -3 x 2 - l l x --------^ arcsin^* - C.
2>/3 %  2л/з 13

3. Інтегрування раціональних дробів 
Розглянемо раціональний дріб:

Q(x) А$ + А\Х+ А2х2 +...+ А„х"
F(x) Bq + B^x+ В2х2 + ...+Втхт

Зауваження. Припускається, що дріб (4.5) є правильним, тобто степінь чисельника менше 
степеня знаменника, у протилежному випадку потрібно виділити цілу частину, тобто поділити 
чисельник на знаменник.

Оскільки будь-який раціональний дріб можна розкласти на суму простіших дробів, то по­
трібно знайти корені знаменнику виразу (4.5), тобто F(x) = Bo + В\х + B-g? + ... + B„xf” — 0. При 
цьому можуть бути такі випадки:

1) функція F(x) має т різних дійсних коренів, тоді Bo + В\х + В2х~ + ... + В„хГ = Вт(х - х0*

х(х -  хг)-...- (х -х„). Вихідний дріб (4.5) можна представити: - =
{ х -х 1) ( х - х 2)- .. .(х -х т)

(4.5)

(х -х ,)  (х -х 2) (* -* « ) ’ *-»*, Bm(x -x j)
2) функція F(x) має k кратних дійсних кренів, а всі інші -  різні, тоді

Aq + А\Х + А2х2 +...+Апхп С\ С2 Cl Cl .%
—/ -----d -----;----- V -  = -— Ч г+ т-----2г г т+”-+7— де для кратних
ВМ{*-Х\У -А х -х т ) (x -x xf  (х-Х,)*"1 (ж-Х,) (х-Х2)

т  іН )(х-х,)*коренів і= \,к : С: = lim t  ,v
і->х, (/-ІД^Дх)

3) функція F(x) має комплексні корені, тоді = у— ------------у ■ -------------*- =
Ц х  + b \X  +  C \ffl2 X  + * 2  Х + С2 ) . .

C|X+D| C2x+D2 d _ . ,
—------- *— + ---- y ------— +•••• В даному випадку необхідно привести дроби до загаль-

0|Х +6]Х+Сі а2х +Ь2х+с2 ,
пою знаменника, при цьому в чисельнику одержимо багаточлен А/(х). Після цього прирівняти 
чисельники вихідного та одержаного дробів, що можуть дорівнювати один одному тільки тоді, 
коли дорівнюють коефіцієнти при однакових степенях. Таким чином складається система рів­
нянь підносно невідомих коефіцієнтів С,-та Д.
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Приклад №14.5. Визначити інтеграл Г- Зх-4 -сіх.
:ХА +4Х3 + 5х2

Розв'язання. Підінтегральна функція є правильним раціональним дробом, оскільки сте­
пінь чисельника дорівнює 1, а знаменника — 4. Знаходимо корені знаменника: х4 + 4х3 + бх2 = 
- } с2(х? + 4х+ 5). В даному випадку багаточлен має один дійсний корінь х -  0 другої кратності і 
пару комплексних коренів, тоді вихідний раціональний дріб можна записати так: 

З х -4  _ Сх | С2 [ С3х + Р3
х4 +4х3 +5х2 х 1 х  х г + 4х + 5

Знайдемо коефіцієнти С\ і С2, враховуючи, що корінь кратний (к -  2), тобто при / = 1:
-,(1-0

-(х -0 )2Сі = Ііт 1 Зх-4

х2(х2 +4х+з)

функція, одержимо Сі = Ііт Зх-4'

. Оскільки 0! = І, а нульова похідна -  це і є сама 

З х -4■х = Ііт-

С , = Ііт т---- г-
2 *-»о(2-і)

11X11 * 1 Л  --  І іш  .

*-»0х 2(х2 + 4 х + 5 )  ~ ° х  + 4х  + 5 
(2-1)

= -  4/5 = — 0,8. При і — 2:

Зх-4

х 2 (х 2 + 4х + 5)
-(х -0 )2 = Ііт —

х->о 1!|
Зх-4

|_(х2 + 4х+5)

-  Ііт з(х2 +4х + 5 )-(2х  + 4Х З х-4)_ 31

х~*° (х2 + 4х + б)2 25
Для знаходження коефіцієнтів Сз і £>з приведемо розкладений дріб до загального знамен- 

^  Сг С3х + Р3 Сі (х2 + 4х + 5)+ С2х(х + 4х + 5)+ (С3х + Р3 )х2ника: -ф  + —-  +
х х х + 4х + 5 ’(х +4х + 5)

Розкриваємо

(С2 + С3)х3 + (Сі + 4С2 + /З3)х2 + (4Сі + 5С2)х+ 5С[дужки и приводимо подібні доданки: —1 ’■ і При-
х ус +4х+5]

рівнюємо коефіцієнти при степенях одержаного чисельника та вихідного і записуємо систему:

С2 + С3 — 0 .. 
С1+4С2+£>3 =0 
4С,+5С2 =3 
5С, = -4

31 Л „----Г = и
25
-1+ 4 .21+ 1) =о

5 25 3

. Враховуючи знайдені коефіцієнти Сі і Сг, одержимо:

-  = -1 1  
3 ~ 25

25

Підставляючи всі знайдені коефіцієнти, запишемо три інтеграли: | — Зх-4
х4+4х3+5х2

аЬс =

_ 4 сеіх 31 гсіх 1 г 31х + 104 , 4 1 З І . , ,  З І г *  + 17 з і  ,---- — —г + —г N --------—5------------ <&----- “-+ — Іп х -----—-------+ Останній інтег-
5 •'х 25 х 25 •’х +4х+5 5 х  25 1 1 25-»х2+4х + 5

Х+Ю4/ 1 2 х + 4 -4 + 2<%
рал береться аналогічно як у прикладі 6.3, тобто І—г---- ' - ^ - с іх - — І----------------

■'Х +4х + 5 '>■' vгa.4vJ.«х +4х+5
2х+4

2 і х  + 4х + 5
42 Г 1, 2 . г 42 г (їх 1, 2 ,і ---------- = —1пх+4х+5 + — І ------гт—  = —1пх+4х+5 +
31 ■' х +4x4-5 2 ^  9З І ^ х  + г^+І 2
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42 ч+— агеіг{х+2)+С :
31 4 7

Таким чином, в результаті маємо: -^+^1п|х|--^-1п|х2 + 4 х+ 5 |-— аіч^(х+2)+С.

Контрольні пит ання
1. Невизначений інтеграл та його властивості.
2. Основна таблиця інтегралів.
3. Інтегрування методом заміни змінної.
4. Інтегрування частинами.
5. Інтегрування функцій, у знаменнику яких квадратний тричлен.
6. Інтегрування найпростішого раціонального дробу.

Завдання до практичного заняття №14 

В задачах 14.1-14.S9 знайти значення інтегралів за таблицею

14.1 І(2х-3 )"<& 14.2 /3,4х° 'Х1сЫ 143 І(х + 1)15с& 14.4
сіх 

*2л/х
14.5 /зіп(2г-3)с6с 14.6 %(1-Зх)й£с 14.7 \ctgixdx 14.8 Ісоз(1 -2х)сІх
14.9 )с,і%Ох+\)сЬс 14.10 ](2х'іл + 3х^л - 5 х а̂ )с1х 14.11. Я5собх + 2 -З х 2+ 1/х-4/(х2 + !)]<&

14.12 ^8-2хо!х: 14.13 ]у(8-3х)ба!х 14.14 14.15

14.16 Ш еіх 14.17 І<Г3х+1<& 14.18 І(43* + 3~х)сіх 14.19

14.20 Г СІХ 14.21 Г й̂с 14.22 Г*.Гггіг 14.23
•*2х-1 (2х-3)5

І V ЛС4Л

14.24 Г ^ 14.25 14.26
( (їх

14.27
*2+Зх2 УІ4+9х2 л/і6-25х2

14.28
Г СІХ 14.29 Ґ ^ 1430

Д.Г их
1431

*16х2-9 уіЗх2 - 2 (х - і)2 +4

1432
( СІХ

14.33 г л 1434 Г * 1435
л/і -2 5 х2 ^  + 9х2 2х2 - 9

1436
ґ СІХ

1437 Г ^ + 3 . 1438 ГХ + 2 (Іх 1439) Г\'3-3х V - ! >4ж

14.40 г х 2Их 14.41 Г ** & 14.42 г Г і - г У . 14.43
Ч + х 2 1-Х" > г л

14.44 14.45 14.46
і “ « Ґ *

14.47
J Х>/х

14.48
Лх ,

Г гіг 14.49 [ х СІХ 1430 Г3+Хл 14.51иЛ
J ех

иЛ
•»х + 4

ИА
•»З-х

14.52 Г * 14.53
г(2х-ї)фс

14.54 ГХ + 2 ££с 14.55СтД*
*2х + 1 х - 2

сіл
> 2х-\

14.56 Г 2" 1* 14.57 Г * сЬс 14.58 14.59
х2 +1 П - х ^х2+1

\
СІХ

у/ 1-(2х + 3)2

СІХ

\

лІ4-9х2 

ліх- 2 у[х* +1
Г х

СІХ

~2

1 J Г ~ 7М і-х

г(1+х)2<&
' х2+1 
гЗ-2*-2-3* 
І 2х

п-2-

СІХ

В задачах 14.60-14.72 знайти значення інтегралу за правилом точної похідної:



■86

14.60

14.64

14.6$

X3-  СІХ
Ч + х 4

14.61 1

• хсіх
14.62 г е хсіх

їіі-Х 2 >2+ех

14.65 1
х ах

14.66
1 (бх-5}іх

^4+ х5 І г й і 2-£х2-5х+6
гх сіх
у + і

14.69 [-
(

е*іх
•'+ !

14.70 г(2х-3}іх
'х2-Зх +8

14.63

14.67 /-

14.72 [-£

ІХ

В задачах 14.73-14.100 знайти значення інтегралу, в якому підінтегральна функція е кі 
ний тричлен:

г (к г сіх г (Ь г сіх
М Л  Ь г ї  *<•’< /тгг^сгтт ' « *  / - 7 - Г - Т  < «  / -ф - 1 )  

Г ^  

а л  ^

14.81 І

14.78 [

( * + 2 > " і )  

СІХ

(х+ ф .х-3)

х2+2х +3 і уі2 -6 х -9.
сіх ( С і х

14.79 /~ 2---------  14.80 /

СІХ

14.85 І

4*2 +4х+5 
сіх

сіх

уіАх - З - х 1
14.86 /

х~ х  -2,5
СІХ

14.83 /; 

14.87 /

*  - 7 х + 1 0  

сіх

X і  + 3 х ~ 1 0  

сіх

г (8л; -11 )сіх г

и я  м л  1

уі9х 2 - 6 х + 2 * тІ5 - 2 х + х ‘1

(х + 2 )с Іх  е хсіх

14.84 

14М /

/
} / 8 + 6 х - 9 ?

СІХ

] / і 2 х - 9 х 2 - 2  

хсіх

X
г ( З х - і к к

14.93 ------—
4х -4 х + 1 7 #

(З х  -  і )й£с

14.97 1
2 х + 2

14.94 /  

14.98 |

+ 2 х + 2  

3 - 4 *

2л:2 - З х  + \ 
(2 -5х)с іх

уі4 х 2 + 9х+1

14.91  / -
х 2 +Зх+2

. г (х~2)сЬс
(ІХ 14.95 ^

14.99 /■

х 2 -7х+12  

(4-Зх)сІх 

,5 х 2 + 6 х + 1 8

14.92  /

І Т 5

>І2х2 - х - 1

(х - 3 ) сіх

14.100 /

Ь - 2 х - х 2 
2х+5

V '9х 2 +  6х + 2  

хсіх

Ь х 2 -11х +2

В задачах 14.І0І-І4.І39 знайти значення інтегралу методом заміни змінної:

14.101 [є~г,;с2д!ї 14.102 Іе^совхсіх 14.103 Ізі^хсовх^с 14.104 1(1 + е^е^с/х

14.105 jx^|\^x2dx 14.106 \е х1хс!х 14.107 1+х3Ж 14.108 Іх25уІх3+2сіх 

хсіх

ГБІШС .
14.113 І— Г сіхі «С05Х

14.117 [-
?е

14.121 Г-«г 1

•БІПХ

7

е*сіх 
'е 2* +4

(ІХ

14.110 14.111 Іу/і+ехех4х 14.112 }2хт/х2+1Ж

ГІПХіІХ
14.115 I-

1+х4
і 2

14.119 \Z--rdx 14.120 р - Д й ;

Ш і 4  14.115 14.116 \xcosJdx
3 Г 3 1 А-~2

2 сіх

х\пх  

х 2сіх

С *
14.118 ] - : =

VI-

14.122 }■

Г ХСІХ г X іСІХ
14.126 ] ——  14.127 І *

■4х 

гл/іп хсіх 14.123
*' у/х

х
х Асіх

х - 2

'х10+9
е х3сіх 

14.128 1-7= 
VI-

Г X <
14.125 |- т =  

л/і —

14.129 < 4 ^  « .» О  Ь = =  14.131 14.132 \ ~ А
^ 9 - х  1 1 + х 2 С0!! V і

СІХ

\+1&х



14 III /с083х5Іп2»іс 14.134 |-

137. у  14.138 /■
Jl+ eI ■

Н
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біп 2 хсіх
14.135

(-С05ха[г

1 +  СОБ2 X і 3/ • 2 л/зш X

■ сіх
14.139

(-БІГ) хсіх

л/і + е2х СОБ2 X

сЬс
14.136 ) .  . ч3 і—  

(апашх; VI -х

14.140 [ х‘Ьс~_х^

•І мдачах 14.141-14.160 знайти значення інтегралу, використовуючи різні методи:
14 141 і̂ хЖ: 14.142 І2$іп\х/2)сІх 14.143 \clgxdx 14.144 /со53х<£с

141411 \~-^-<1х 14.146 Г 
х +9 1

СІХ

С052Х8ІП X
14.147 |

хсіх 
3/1-Зх

14.148 \
х+(агссо53х)

СІХ

9х

11149 !4 ^ 1 *  14.150 і '))*  \  ф  14.151 Н ‘ х2} Ь  14.152 [
4 - х * ї  1 1+*4

•«» іЦ * и ш  lщ h ï l4■,55 *

соя2х
С052 Х 8ІП2 X

<ІХ

14
х(1+х )

1 + сов2 X 
1 + соз2х

сіх

<І+2і!)Л  14.15« \  

14.160 \

2х -  л/агсзіп х
х2(1 + х2) 

еіх (їх

еЬ

СОБ 2х + 5ІП X л/ і  +  Х +л/х-1

II іадачах 14.161-14.176 знайти значення інтегралу, в якому підінтегральна функція е раціона­
льна дріб:

2х+1г ах е ах { і х + і  . г лх + і
14.161 [-7---- г  14.162 Ь— 14.163 у7— -V _їФ  14.164 Ь— . Ф

^ 4 + х 2 Чх + ̂ + і )  •»(х-2Хх+5) (х -2 ) (х+5)
г сіх Г СІХ Г СІХ г хсіх

14.165 ]-=---- 14.166 Ь----- "Т?--- ^  14Л67 2 -Г\2 14Л68 \ < .V■|х3+1 •'(х + іХ х - і)2 \х+  2 Дх - 1) (х + ІДх + 2дх + 3)
г хсіх г сіх . г2 + З г х ,

14.169 І—---- 14.170 Ь------ ^-----уГ 14.171 І — сіх 14.172 /  ,  ■ \
* х М  ; (х-зХ4+х)- ■'х — х — бх Vе - ід х-г)

сіхг сіх г у̂ в//у г ох . —9
14.173 ІЦ —  14.174 Г .  -  ■ 14.175 І Т у ^ — Т  ' 14.176 \—.------=---- сіх

Jx4 - l  х + х - 2  (х + 1| (х + 2) х - 4х + 4

В задачах 14.177-14.219 знайти значення інтегралу, використовуючи формулу інтегрування 
частинами:

14 180 [уЛАС̂Уг/г 
14.184 /агОД л/х йх 
14,188 /х1п2хаЕс 
„. гагсзіпл/х ,

14.177 Г -2г » }хе ах « 4 1  П О  
1 4 * 1  / О

л ___ц.Д м ін л и л

14.181 ârctgxйtc 14.182 Ь^е^сіх
14.185 |х25Іп2хііх 14.186 |агссо5хг£с

14.189
(■ хс£с

14.190
(•агезіпх J

БІП 2  X

14.193 ]хЗхбЬс 14.194 \х\\п!хс1х
14.197 14.198 ідгео%ХСІХ
14.201 Іх1пх<а!х 14.202 ід̂ іпхсіх
14.204 \xtfifxdx 14.205 \(ьхсХ.%х)2сіх

14.208 СІХ 14.209 Г Х СІХ
>х> Л 2 С08 X

14.212 5х3ех(іх 14.213 Дп2хсіс
14.216 ІСОБІГШІС 14.217 \e\vn3xdx

і /і п оі-».і / у іш̂ аііілил
14.183 ЯпхЖ: 
14.187 Ьс*е~х(іт 

г xaгctgx

14.195 Іх5Іп(1 -  5х)<іс 14.196 |хагс1§ха!х 
14.199 ІІ^х2 + 1)й6с 14.200 іх1шсі^х(іх 
14.203 Іе3х(зіп2х — соь2х)сіх

14.210 14.211 Рт=<&
X л/х

14.214 іх3БІп2ха!х 14.215 Ь?со^5хсіх
14.218 /(агсБІпх̂ сіх 14.219 І5ІпІп2хе£с

г1п2х



ч ~ ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №15 —і у
Тема: Визначений інтеграл.|н ев ласні інтеграли. д \

3. Невласні інтеграли з нескінченними границями інтегрування. Література: 
[16], розд. IV, §19, стор. 241-243.

3. Невласні інтеграли з нескінченними границями інтегрування. Література: 
[16], розд. IV, §19, стор. 241-243.

Нехай функція fix) неперервна на інтервалі (-«о; оо). Тоді вона неперервна на будь-якому
с Ь

відрізку, що належить інтервалу (-оо; оо) та існують її визначені інтеграли ^f{x)dx+ {/(дс)йЕс.
а с

Отже, для обчислення невласного інтеграла з нескінченими границями інтервал (-оо;оо) 
розбиваємо довільною точкою с і знаходимо суму границь, тобто

оо с Ь
[f{x)dx = lim f f{x)dx+ lim \f{x)dx (4.6)
J a —>~oo ä—>oo **

-оо a c

Визначення. Причому, якщо хоча б одна з двох границь є нескінченністю, то невласний ін­
теграл називається розбіжним. Якщо ж границі обох доданків існують і скінченні, то невлас-

00
ний інтеграл | / ( x)ä  називається збіжним.

-00
ао

Приклад №15.1. Дослідити інтеграл jxe~x dx на збіжність.
і

°° 2 ^ 2  
Розв'язання. Знайдемо границю \хе~х d x =  Hm f.хе~х dx-

J b MM *
x2 =t 

J.xdx = dt
-  (при цьому гра-

lim e~b - e  1b—*x>
ниці визначеного інтеграла не зміняться) = lim f—e~'dt = — lim \e~'dt =

b-rx-j 2 2 6->a>’
= 0,5(0 -< f') = 0,5e_1<oo.

Отже, границя існує і скінченна, тоді вихідний інтеграл є збіжним.
При дослідженні на збіжність невласних інтегралів з нескінченими границями можна кори­

стуватися теоремами порівняння.
00

Теорема 1. Якщо для всіхх> а  виконується нерівність 0 <Х*) < <p(x) і якщо |ср(х)с£с збіга-
а

00 00 00 
ється,тоі ^f(x)dx також збігається, причому J /(x )ir<  j<p(x)dx. 

а а а
Теорема 2. Якщо для всіх х > а виконується нерівність 0 < ф(х) <, fix), причому

ОО 00
|ф(х)аіс є розбіжним, то розбіжним є й інтеграл J f(x)dx .
а а

ГХ+1СХ~г ІПриклад №15.2. Дослідити на збіжність \—==dx.
і V*3

Розв'язання. -ХІ- > -Д = або —т= < -&==■. Дослідимо невласний інтеграл від меншої фун-
М  №  Я  V ?
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dx dx r і
кції: f-7=r = lim [-7= = 1іт2л/х] =21im k/a-ll= 2-co = оо. Отже, інтеграл від меншої функції

і  о-*» J  а-мо її a-M>L

розбіжний, а від більшої функції тим більше. Таким чином, вихідний інтеграл -  розбіжний.

4. Невласні інтеграли від розривної функції. Література: [16], розд. IV, §19, стор. 243- 
245.

Нехай функція f(x) визначена і неперервна при а £ х  < с, а при х = с функція _Дх) або неви- 
іначена, або має розрив другого роду. У цьому випадку інтеграл від розривної функції в т.х ^ с  
визначається

с Ь
\f{x)dx -  lim ff(x)dx. (4.7)
J b^>c-0J
а а

Для розриву функції на лівому кінці маємо
с с
ff(x)dx=  lim Г/(х)<&. (4.8)
J £-т>д+0 і
а о

Якщо розрив функції в середині відрізка [а, с], тобто у точці х  = хо, то вихідний інтеграл 
розбиваємо на два інтеграли:

с хо с
j/(x)dx=  j/(x)dx  + j/(x)dx. 
а а - Xq .

Якщо існують і скінчені границі інтегралів (4.7)-(4.8), то такі невласні інтеграли є збіжними. 
При дослідженні невласних інтегралів від розривної функції можна користуватися основ­

ними теоремами порівняння.
Теорема 1. Якщо на [а, с] функціїДх) і <р(х) розривні у точці х -  с, і в усіх точках цього від-

С С

різка виконуються нерівності 0 <Дх) < <р(х), тоді якщо [ф(х)с£с збігається, то і також
•' а а

збігається.
Теорема 2. Якщо на [а, с] функціях) і ф(х) розривні у точці х = с, і в усіх точках цього від-

С '  \ С

різка виконуються нерівності 0 < <р(х) <Хх), ТОДІ ЯКЩО [ф(х)й6с є розбіжним, то і \/{x)dx  та-
а а

кож є розбіжним.
ЛИЛ —. •на збіжність.

х2
Приклад №15.3. Дослідити невласний інтеграл

і V4-
Розв'язання. Підінтегральна функція розривна в точці х -  ±2, але відрізку інтегрування

2 , а в -- й ? ( 4 -Х 2)
належить тільки т. х  = 2. Знайдемо границю і — = lim f ,х = lim f— —— =

* * * \  л / 4 ^

=—  lim 2л/4-х2| = -(0 -  7 з ) =  7 з .  Отже вихідний інтеграл є збіжним. 2 «-»2-0 І]

Контрольні пит ання
1. Визначений інтеграл та його властивості.
2. Визначення невласних інтегралів.
3. Теореми про дослідження на збіжність невласних інтегралів.
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Завдания до практичного заняття №15 
В задачах 15.1-15.52 знайти значення інтегралу

15.1
Ж  

■ іХіз
Уг

t u  і

dx к//4

dx

л/ 1-х2 
1

15.9 jV l+xdx

15.2 Jsin 2xdx 
о

15.6 J *

Vf
15.3 Jcos xdx 15.4

о

-1

/ 4
Jtgxdx

15.13 J A
1
4

15.17 J

X + x 3 

dx

15.21 \

x2-4x+3

xdx

о л/Г-

15.10 f
4
3

15.14 j
-i
з

15.18 J
1
Є

'5.22 J

■j5-4x  

dx

15.7 J dx
_2(ll + 5x)3

w T ïf
x + 4 

x2 - x + 8

x-3 
x2 -x  + 3

dx

y

15.11 J
y - 1

V ÿ+1
dy

15.8 J
0
1

15.12 J

2x+ 4
9x +6x + 

x+3

-dx

dx 15.15 J
dx

■dx

+ 1
15.16 J

x + 3

1 x■Vl -  (in x)2

dx 15.19 ----- dx 15.20 f
qX + 8 x - l  qj

i
15.24 f

2x -x  + 5 

4x + 7

-dx

15.23 J

2x + 2x + 7 

xdx

-dx

15.25

15.29 J

0

xdx

exdx
1

15.26 j
Ґ х  

1 + y[x
dx

x +4x+5 

x - 1

-0,5 4& + 2x -  Xі

dx15.27 f - s - î --------abc 15.28 f-
x + 3 x - 2  J

4 x - 2  
:2 + 6 x + 4

2 % 
15.33 f - —

l  (  2о |x ■ + 1) 

dx

15.30 x2dx
Уг

15.31 jcos2 xsinxcù: 15.32 Jcosx-sin2 xcix

ln2

1 * 
4

15.34 fхл/х2 +9dx 15.35 f 4 e*-  \dx 15.36 fcosxsin 3 xdx j 
0

15.37 J
dx

oJl + ^

'îs m 1 1

15.38 j
"2 15 j  x dx

о (1 + x 8/ 5

• ї м ш  Г I ^ 4  з  ^. .  r V x  , Г COS X-OX 15.41 | — 15. 42 f
1/  x~ w  vsinx

/n • /2

2r 1  ■
15.45 Jxlnxüfr 15.46 Jxcosxrfx

r dx Щ
15.39 f r— ■■ -- 15.40 f cos5 x • sin 2xabr 

rxv l + lnx J

'У?
■г/
[2

Я  & - * 4Г:
In2

15.47 jxe~*dx

15.49 J - r $ -  15.50 '  fe2* ■ cos xdx 15.51 fx3 sin xdx
_ ✓ sin  r  J r'Sin X

15.44 \yjcosx-cos3 xdx 
-Уг

e - l

15.48 Jln(x+l)ü6c 
0

e

15.52 Jln3 xdx

задачах 15.53-15.76 знайти значення невласного інтегралу або дослідити його на збіжність:

15.53
dx 

1 vx

TW -rw
15.54 jxe~xdx 15.55 J dx 

1 + х :
15.56 J

(x + ï)dx

і Ш
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15.57 J dx

о *  + 4

dx 
x

“ xdx А  '/ J * ' '  *  yfxdx
1558 Jä -----Ш ]  « »  ІТГГЗг

0 (l +  X f 'ЧІ.АчЛ1' сД1 +  *'
15.60 f

+coln(x2 + l)
dx

00 /7-у +0°
15.61 h -  15.62 J -

i
■MO

0
-H» +00 , -KE
fe -^ d x  15.66 J , 15.67 f
0 ifcx-jx  -1  0

15.65

(x + 1) 

dx

-dx
dx

“ *» М И ? 15*4 ’ f f
fe '^ c ix  15.68

+00

,5.69 15.70 7  Ä
440 dx

1 * 
+oo з  ,

15.73 f ̂ -± 1
J  Л

? (1 + x)'
15.71

dx 15.74
dx+00 

f -  , 
e x(lnx)

Yz

tw  .

15.75 \4xe~xdx 15.76 )  j  
о о {:

-00 1 

+00

0
+00 .13

Ix5 + x 3 + 1)3
dx

В задачах 15.77-15.96 знайти значення невласного інтегралу або дослідити його на збіжність:

dx
15.77 Jxln xdx 15.78 J -y =

0 o \ l -

\d x  2r xdx
15.81 J—  15.82 H ===

0 x

с

І5.79 J-
dx

-,yIhix
15.80 J

dx
x -4x  + 3

15.83 f3 x * 2 Jx 15.84 f------- ? y =

rdx
15.86 V dx

0 x ln 2 X

\  Г х

15.87 |  r * - dx 15.88 J  
o v l - i

x 2dx

15.89 f^ I d x  15.90
i { [ 7  i e b x -

-dx 15.91 f£l

, / ( i - 3 X 5 - i )  

dx

л х

V ГХ — 1 .  Г х 2 , V 
І—г —  15.94 [-р= Ж : 15.95 Г-і----- 15.96 І---------------- ------- т = =
о е ^ - І  І т - х 2?  1 1 - Х 2 + 2  л /П ^ 2

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №16 
Тема: Числові ряди. Степеневі ряди. Радіус збіжності.

5. Ч ислові ряд и . О сновні п о н я ття . Г ео м етр и ч н и й  ряд . Література: [16], розд. 
VII, §1-2, стор. 364-366.

15.93

y j(x -2 ) (  3 - х )  

dx

І. Нескінчена сума числової послідовності називається рядом :

I \ и н = Щ + Щ + ..л и н +.г . . . (4.9)
п=\

Числовий ряд (3.1) називається зб іж ним , якщо існує скінчена границя послідовності час­
ткових сум: lim S„ = S , де Sn = U\ + 1/2 + ...+ Un -  часткова сума, S -  сума ряду (4.9).Л->00

Якщо lim Sn -co  або не існує, то ряд (4.9) називається розб іж ним .
fl—>00

збіжність числовий рядПриклад №16.1. Дослідити на
1 1 1 1  1- + ------ Н-----+ ...+ ■

^ j(« + lX « + 2 ) 2-3 + 3-4 + 4 -5 + + («+lX«+2)
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Розв'язання. Розглянемо окремо кожну дріб і запишемо у вигляді:
J L - 1 - І -  J _  = I _ I  1 1_____ І _
2-3 ~~ 2 3 ’ 3-4 ~ З 4 " ’" {п + \ \п  + 2) п +1 п + 2

„ 1 1 1 1  1 1  1 1Знайдемо часткову суму S „- ------н—.— +..н----------- + —------------ . Після скорочення
2 3 - 3  4 п и+1 и+1 п+2

маємо S„ = —---- — . Отже, lim S„ - lim f —---- І— ] = —. Tаким чином, даний ряд € збіжним.
2 п + 2 «—>=е 2 п+ 2) 2

6. Властивості числових рядів. Література: [16], розд. VII, §3, стор. 366-367.
7. Необхідна ознака збіжності ряду. Література: [16], розд. VII, §4, стор. 368-369. 
Якщо ряд (4.9) є збіжним, то lim Un = 0./7-»00

11М„  rr • *• « 2 4 6 8 10Приклад №16.2. Дослідити на збіжність ряд — +—+— н— + — +.... 
г  5 8 11 14 17

Розв'язання. Запишемо п -й елемент ряду, визначивши закономірність зміни окремо чи­
сельника та знаменника. Бачимо, що у чисельнику стоять парні числа, тобто чисельник є 2п . 
Кожний знаменник відрізняється від попереднього на 3 одиниці. Отже, для я-го елемента ря­
ду записуємо 3-й, а далі при и = І, щоб отримати перший знаменник, треба додати 2, тобто

00 2пзагальним знаменником буде Зп+2. Тоді ряд у компактному запису має вигляд: V ------- , а
пҐі3п + 2

Un = ------- . Перевіримо на збіжність ряд, використовуючи необхідну ознаку, тобто:
Зи+2

lim ~и— = [ — | = — * 0 .  Отже, необхідна ознака не виконується, що означає -  вихідний ряд є
п~><х>Зп + 2 ч00/  3 -
розбіжним.

8. Достатні ознаки безпосереднього порівняння для знакододатних рядів.
Література: [16], розд. Vli, §5, стор. 369-378.

Ознака Даламбера збіжності ряду (4.9): якщо lim = /, то при / < 1 -  ряд збіжний,
й-*0С U „

при / > 1 -  ряд розбіжний та при / = 1 -  для визначення збіжності потрібні додаткові дослі­
дження;

1 3 5 7 "Приклад №16.3. Дослідити на збіжність ряд — н—-— -і—-— + —-------f....
3-9 -г2 .к і 3 .in і* \п— — (V і  /

Розв'язання. Запишемо п -й елемент ряду, визначивши закономірність зміни дробів, тоб­
то в чисельнику непарні числа: 2п —1. В знаменнику перший множник — це 3", а другий мно­
жник -  це квадрати натуральних чисел плюс одиниця, тобто п2+1. Тоді п -й член ряду матиме

вигляд: U„ = — Р • Використаємо для доведення збіжності ряду ознаку Даламбера, для 
3 l« +1)

. _ 2(w+l)—1 2и+1 чого випишемо я + 1-й член ряду: Un+] = — - f -— — ч = — - і—----------* Знайдемо границю
з ((и+і) +і) 3 (и + 2« + 2)

відношення
2п +  1

Un+, .. 3”+1(л2 + 2« + 2) .. (2л + і)3"(п2 + і) (2и + і)(и2 + 1) 1lim hm ------Цг---- ------- L= hm -— \------ L— \=  lim — ------ L— 4 = - ,
/»-»•co Un n-*» 2 n - l  n-+ *(2n-lß \n +2n + 2) »->“ 3(2л-і)(и +2л + 2] 3

3"P"+l)



оскільки найвищі степені поліномів в чисельнику та знаменнику рівні, то граиицн доріппкн

підношенню коефіцієнтів при найвищих степенях. Одержане значення граииці — < І. н>му ш

ознакою Даламбера, вихідний ряд є збіжним.
Радикальна ознака Коши: якщо Иш ЦІип —1, то при /<1 -  ряд збіжний, мри І > І

ряд розбіжний та при 1 - І  -  для визначення збіжності потрібні додаткові дослідження;

Приклад №16.4. Дослідити на збіжність ряд arctg— + arctg2 ■- + arctg3 — +

Розв'язання. Для даного ряду маємо: U„ = arctg” — Обчислимо , ррамицю
п + 1
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lim щ lim »I arctg” ----- = Hm arctg------ = 0 < 1. Отже, вихідний ряд-збіжний.
/І-»« /і—>оо V И + 1 /ї—>00 И + 1

Інтегральна ознака Коши: якщо для ряду (4.9) обчислити невласний інтеграл
по а

fU„dn = lim fU„dn і, якщо інтеграл буде збіжним, то і ряд (4.9) також збіжний, а якщо ііітсг
І ■ а~*ГОХ .у Ки -і’ .• Н .
рал -  розбіжний, то і ряд -  розбіжний.

Приклад №16.5. Дослідити на збіжність ряд — ^—+ —гг~+-— + —•
2 In 2 3 ln З 4 In 4

Розв'язання. Для даного ряду маємо: U„ = ----- -——---- -. Знаходимо невласний інтеграл
;(й + і)іП (и + 1)

а

= ---- <оо. Таким
In 2

1_____dn______ j_m af dn _  argf(ln(n+l))_ 1 ^
,(п+і)іп2(и + і) e->oo ^(л+і)іп2(п+і) «-+«0, 1п2(и+і) « -* 4  1п(л+і)Уі 

чином, вихідний ряд є збіжним.
Ознаки порівняння рядів.
Нехай дані два ряди U\ +U2 + -Л и п +... та. +Г2 + ... + "„+.... Відомо, що U„ <, V„, тоді :

СС 00 ,
-  якщо ряд з більшими елементами Vn є збіжним, то ряд з меншими елементами ^  Оп

п=1
також є збіжним;

00

-  якщо ряд з меншими елементами є розбіжним, то ряд з більшими елементами
п=1

00 *

є також розбіжним.
W=1

Зауваження. При використанні ознаки порівняння зручно ряди порівнювати з гармоніч­
ним рядом, для якого за інтегральною ознакою; відома його збіжність:

^ ,1  Іа^І -ряд розбіжний, 
па | а  > 1 -  ряд збіжний.

Приклад №16.6. Дослідити на збіжність ряд - ^ + - ^ + - ^ + ——+..■■
2 ■ 7 4-11 6*15 о*19

Розв'язання. Складемо и -й елемент ряду: U„ = — 7-ї---- г. Порівняємо даний ряд з гар-
2и(4и + 3)

» і
монічним рядом 2^ — . Отже, треба довести, що елементи вихідного ряду менше елементів 

я=\п
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гармонічного ряду. Розглянемо знаменники я-х елементів рядів 2я(4я+3) та я2 . Очевидно,

що 2я(4я + 3)> я2, а значить — т~---- с < -V- Звідки, оскільки ряд з більшими елементами збі-
4 • 2я(4я+3) п2

гається, то і вихідний ряд є також збіжним.

9. Знакоперем іж ні числові ряді. О знака Л ейбніца. Література: [16], розд. VII, §6, 
стор. 378-380.

00
Ряд виду ü \~ U 2 +U3 - U li+ ... + ( - 1)"+1 Un +... = ( - l)n+ Un називається знакопере-

Л=1
між ним, причому и „ >  0.

О знака Л ейбніца: якщо для знакопереміжного ряду виконуються дві умови:
а) № | і72|> № . . . > |^ |> . . . ;

. б) lim Un = 0 ,
П-»00

то вихідний ряд збіжний, сума його додатна і не перевищує значення першого елемента ряду.
00

Знакопереміжний ряд ^ ( -  і)”+Ч/„ називається абсолю тно збіж ним, якщо збігається 
»=1

00
ряд, складений з абсолютних значень елементів вихідного ряду, тобто збігається ряд V |t/„ |,

Л=1
якщо ряд, складений з абсолютних значень елементів, розбігається, а вихідний ряд збігається 
за ознакою Лейбниця, то даний ряд називається ум овно збіж ним.

Приклад №16.7. Дослідити на збіжність ряд
л=і 5

Розв'язання. Перевіряємо на збіжність ряд за ознакою Лейбніца:
\ -4 і 2я+3 . 2я + 5 л  _а) порівняємо я-и та я + 1 -и члени ряди---------- і -------г-. Помножимо обидві частини ви-

5" 5"+1
разів на 5И+1, тоді 5(2я + 3)> 2я + 5 . Отже, чисельник попереднього дробу більше чисельника 
наступного дробу і значить перша умова ознаки виконується;

б) знаходимо границю я-го елемента ряду за правилом Лопітапя:

) =  Ііш —- — =0.  .
л-»х 5" l^ooj л->со5йіп5
Вихідний ряд є збіжним за ознакою Лєйбкща.- Перевіримо на умовну або абсолютну збіж-

^ 2 я + 3  . „ ,  „ .
ність. Для цього розглянемо ряд 2 , — ~— і за ознакою Даламбера виявимо його збіжність,

л=1 5
.  : 2я + 3 . . .  2я+5 (2я + 5)-5" ї  , йтобто, якщо и п —----—  1 и п+х = —- - ,  то Ііш -------- -  -  < 1. Отже, вихідний ряд є

5 5 »-*» (2я + 3)-5 5
абсолютно збіжним.

10. Ф ункціональні ряди. Основні поняття. Область зб іж ності степеневого  
ряду.Література: [16], розд. VII, §8-9, стор. 385-391.

Якщо є степеневі ряди

J C t f *  (4.10)
л=і

FA- ,  •Л.
{ І Ьг 'Ct . і
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i?= lim
/2—>00 'П+1

(4.12)

R = lim -?= = . (4.13)

Hfio

Проміжки (-/?;/?) та (а -  Я',а + Я) називаються інтервалам и збіж ності степеневих ря- 
дін (4.10) та (4.11). Отже для ряду (4.10) є - Я < х <  /?, а для ряду (4.11) - Я < х - а <  Я => 
а Я < х < а + Я .  Для того, щоб визначити включати або не включати кінці інтервалів до про­
міжку збіжності, треба значення х - ± Я  або х = а ± Я  підставити у відповідні ряди (4.10) та 
(4.11) і отриманий числовий ряд додатково дослідиш на збіжність.

® (-\У гх п
Приклад №16.8. Знайти радіус збіжності ряду X  / ---- -.

я=і 2 (Зи —і)
Розв'язання. Для використання формули (4.12) виписуємо абсолютні значення коефіцієн-

1 1 2п+1 (З п+2) гів С„ = — -------- і ІС„.і| = — —-------- . Тоді І і т -----^----- ~  = 2 . Отже, радіус збіжності Я:
1 1  2"(3и-і) 1 1  2 (Зп + 2) 2"(3«-і)

- 2 < х < 2 .
Перевіримо збіжність у кінцях інтервалу. Для цього у вихідний ряд підставимо по черзі 

значення х - —2 і х = 2 :
, х V  ( - 0" ( - 2)" ^ ( - і ) " ( - і ) " 2л А  1 _ ' „
1) нехай х - - 2 ,  тоді 2 / -4  іГ ^ Т ч ^ І У  ° ІРиманий додатаий

и=і 2 (Зи-1) и=і 2 (Зя-1) и=і Vу1 ~ V

числовий ряд дослідимо на збіжність за інтегральною ознакою = lim f ^  =
г Зп — 1 а-*ао '  Зя — 1

dn . r dn------= um І
Зи-1 а-*к> J'

1/. u , , N Ä  1
= Ііт-ІпІЗя-ІІі = І іт  -ОпІЗа—1| — 1п2) = оо =£■ ряд У .7-----77 є розбіжним. Отже значення

а-*ооЗ 1 '(] а->ооЗ “ ' ' ~ і (Зи-1)
х = -2  не включаємо до проміжку збіжності;

оо (_іУІ2Л 00 (— іУ*
2) нехай х = 2 , тоді ■---- - = —— маємо знакопереміжний ряд. Для його дослі-

я=12я(3л-і) я=і3«—1

дження скористуємося ознакою Лейбниця: а) —-— > ------- ; б) І і т ------- = 0 . Ознака Лейб-
Зя-1  Зи + 2 и-»«3я—1

ниця виконується, тому х = 2 включаємо в проміжок збіжності.
Відповідь. - 2 < х й 2 .

оо / ^ 2)"
Приклад №16.9. Знайти радіус збіжності ряду X  2—

Г, я +1я=1

Розв'язання. Для знаходження радіуса виписуємо: С„ = —— , Сп+1 --------—— . Тоді
п1 + 1 (я + l f  + l

lim J -  -і -  lim = 1. Отже Я: - \ < х + 2 < 1  => - 3 < х < - 1 .  Перевіримо в кінцях
/І->оо|Си+і| п-к*> п  +1
проміжку:

1) дг = -3 . Підставляємо у вихідний ряд і отримуємо знакопереміжний числовий ряд:
00 ( _ з + 2УІ 1Y2 і  '■ Лі
V -—-— ' . Перевіряємо його збіжність за умовою. ’ Лейбйиця: а)
/1=1 п  + 1 п=\п  +1
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проміжку:
1) х - - 3 .  Підставляємо у вихідний ряд і отримуємо знакопереміжний числовий ряд: 

® (_з+2УІ 00 (-і)"
—-—  = У ] ї  • Перевіряємо його збіжність за  умовою Лейбниця: а)

л=1 И + 1  п - 1 «  + 1

* > _— 1------; б) lim —т-—  = 0. Отже, даний ряд є збіжним за ознакою Лейбниця і зна-
и2 +1 (л + і)  +1 »->“ л 2 + 1 
чення х= -3  включаємо у проміжок збіжності;

х (— 1 + 2V х 1
2) х  = -1 . Отримуємо ряд: У -—-—— = У  —s— . За інтегральною ознакою [

я=і п +1 и=1п + 1 і
о ^  а 71 71 71

= lim [—— = lim arctg« = lim (arctgö-arctgl) = ------- = — <oo. Невласний інтеграл збіж/і_wm * і 1 п_мп і п—кпл 2 4 4

dn 
л 2 + 1

І а—

ний, отже і числовий ряд -—  також є збіжний, а значить х  = -1  включаємо у проміжок 
/»=!«" + 1

збіжності.
Відповідь. - З < jc<-1.

Контрольні питання
Числові ряди та їх властивості.
Необхідна ознака збіжності числового ряду.
Достатня ознака збіжності числових рядів.
Знакозмінні ряди їх абсолютна та умовна збіжність. 
Степеневі ряди. „
Інтервал (радіус) збіжності.
Формули знаходження радіуса збіжності.

даная до практичного заняття JV&3
В задачах 16.1-16.91 дослідити на збіжність ряди:

00 г*П
16.1

16.5

16.9

16.13

я=і

/1=1 п 
/7 + 1

Z
/1=1

00

I
Л«1

00

І

я!

2л-1

16.2 X —
Я=1 ^

00

16.6 X

163J X arctS” —
п—\ п

16.7.

ҐАЗп + 2

k + 1 
«v2 *  + l

16.10

л=і л/Зи-2
ДД 1 »
£ т г =  1бл1- S -я==1 у Я  -f- 2/7 Я*1 И

16.14 Z - J -  
п=і-\/п -5

^3">/2и-1
00

16.21 У  2 '"  sin—  16.22«5/1Ю=1 J

/1=1 

00 1

Й * 2 + і 
ос з» + 2”

п=\

f 4n-3
и ч"И=1 п '3 

І
+ 2

00
І.15. X —

, ^ 5 "
00 1 00 оо

»«•17 16.18 Е —  16.19. І
п=і я +5

16.23. £
Л 2^21 + Л

w=iU+«

16.25 £ a r c t g —7  1626 X ----------  16.27. У2л
2и + 1

//=!« (п + 1)'

16.4 £n=l -\l(n + 4)3 
2 « - І

16.8 - £
пН Я"
00 Ґ

16.12 хґ—Й ІЗй + 1

2я-1

16.16 І
л=1

Зп + 1 
4 л - 5

1
16.20 X —  . .

я=1л - 4 и  + 5

1

п=і + 2л 

1

^ ] ( 2 л - 1 )  (2л + І)



- 97 -

16.37

16.41

16.44

16.47

16.50

16.53

16.56

16.59

16.62

16.65

16.68

16.71

16.74

16.77

16.80

16.83

16.86

16.89

п2 +1
п=1 «  

1

16.38 £
2"

1 1-I------ 1--------(....
1-4 4-7 7-Ю 
, 1+2 1+31 +-----— +-----г- + . . .

1 + 2 1 + 32 
1 1 1

2-5 + 3-6 + 4-7
2 4 6 8— H----1-----1-----h •••
3 9 27 81 
21 41 61
----- Ь----- I------- I- •• •
3 9 27 
2 2-3 2-3-4— I--------- 1— --------1-. . .
2 2-4 2 -6
1 2 3 4—+ —Г“+ —Г“ + + .
2 2 2 2А

я . я 71

1 1 1 
1п2 1пЗ 1п4

1 1
1-3 6-7 11-11
1 (2^г ( 3Ÿ
ш  +W +-

2  7t . з  7t 
t g 7 l  +  t g  j  +  t g  j  +  . . .

, 1 1 1
V4 + V7+ VÏÏÏ 

1 1 1
2л/2 + Зл/З + Ay[Â + 

-)2 3З 44
1 + — +---+ ----+ ...

3! 5! 7!
, 5 52 53 l + _  + —  + — + _

2! 3! 4!
1 1 , 1-Ч--  Jb * 4? -

^ ;io o o « + i

J, 3 4 5 6 ,16 .42----- 1------ 1------ 1- —----K..2-1 3-2 4-3 5-4
1 2  3 

16.45 ---- -+ •l + l2 1 + 2 1 + 32
, 1 1 16.48 1 + -Т+-Г

t<cl 2 22 23 24 16.51 —+ — + — + — +... 
1 2  3 4

З З2 З316.54 ІЧ------ 1—-----1—z—  + ...
2-3 2 -5 2 -7

2 22 25 24 16.57 — + " ■ "' + — I— —ь ... 
1-2 2-3 3-4 4-5
1 2  3 4 

16.60 Г+-Т + -Г +— +•••

stn—hsm—+sm—к.. 
2 4 8

16.63

З з2 ’ з3 ’ з4
1 1 1-----1------- 1-------- К—

1-6 611 11-16

2 3 4 5 16.69 1 + — + £т + ̂ г + - г + - .3 з2 з3 з4
io./z 1-2 2-3 3-4 4 5

1 4 7 1016 .75-----1----- + 1 н-------+ .
1-4 2-7 3-Ю 4-13
, 2 4 8 16 16.78 1 + —+ — + — + — + ...

2! З! 4! 5!
1 5

10.51

116.84 — + — + — + — + —■ 
2 5 10 17 26

16.87 21п2 ЗІпЗ 41п4

In 2 ln2 3 ln3 4
+ ... 16.90 V2 + J -  + J -  + ... 

V2 \3

16.40

16.43 

16.46 

16.49 

16.52 

16.55 

16.58 

16.61 

16.64 

16.67 

16.70 

\а n'tXV» / «/

16.76

16.79

16.88

16.91

« fff  
у  г я  J 

п=\ J 
1 1

1-2 + 2-3 +
1 3  5 7— н— і— +
2 4 6 8
1 1

1-3 + 3-5+ "
1 4 7 10— +--+ — -f "rn *f ,
4! 6! 81 101
6 7 8 9 -  +—+ -  + -  + ... 
1 3  5 7
1 1

1-7 3-9 
1 1' 1— + ----+

1-4 2-5
1 1-----Ь---- г- + ...

1-2 3-2
1 1 1
- + -  + - + . . .
2 5 8

, 1 1 . 1 ^1 ч------1------1—  +  ...
2! З! 4!

2 3 4_  + — + _  + ...
3 5 7
1 4 9—і— і----- н • ••
З 9 27
І 2 З _  +  —_  +  .

1-2 1-2-3
, 2 З 1н— і— і--..

З 5
З- 4 5 6---Н —+---- !----h.
З! 5! 7! 9!
1Л .3 5-:■£ + —t- + —y
3 З* з3
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В задачах 16.92-16.136 дослідити на умовну збіжність ряди: 

16.92 £(~1)П+1 1
т=1 (2л-1 У

16.93 £ (- і)я
/і=1

16.95 У
О Х  £  3"~1

-2й

16.96 £ (- і)л

З"
я3 + 1

16.94 £ (-1 )1/7+1
/1=1 (2 л+ 1)‘

16.97. £ (- ІГ ' ~ ф
>1=1

16.98
Й 3 "(4 іі- і)
СО / іУ*+1

16.101 ї Щ -
я=1 я

И Г

16.99 £ (- іГ 'т= >  16.100 2  
//=1 Vя /1=1

, (- іГ '00 І *30 / 1 |«1
16.102 І Х -о ^ 'г т т ї ї  16103 £ /= * =пґі 1п(я + 1) пҐіЛ ”1

16.105 £ (-1)"
Л=1 л(л + і)

16.108 Х - ^ Т -л -ш л
3 4 5 16.111 2-—+--— + • 2 3 4

, 1  1 16.114 1— 7= + -^-.. 42 7з

16.107 У (-1 )"+1 —*\П/1=1 -ь

16.110 1 —  + - - -  + •••3 5 7
16.113 -г+---

4 9 16
^ , 1 2 316.116 --- 5- + -Г-..2 2 2

, 1 116.119 1— Тт+~г~ — л/3 л/5 '
, 1 1 16.122 1— г + т - -  З3 5

і 1 і 7 З л
16.125 1— г + т — г+... 16.126 1 — +---+...

16.106 Х (- і)и
//=і

16.109 £ (- !)"

і ІП Л

п

2”'
п\

, 1 1 1 16.112 1— т + ~т— 7+... 
2 3а 4

1

16.117 I- 1 1
л/7 ^л/ЇЗ

,6.120 1- - й  + £ - .  
II 2! З!

1 1 1

2-5 3-52 4-53
1 9 25 49 16.118 —  +—---+--- ...2 4 8 16

3 ) з  з2 з3 16.121/1— — +

+...

16.123 1— +---- + ••- 16.124 1— 7=̂+
2-3 22-5 2* 7  

1 1
+ ...

1
4 9 16
'У 7  А

№  уіУ  л/47
+...

З2 5" 2 4
, * 1 116.127 1— г-+-Г----г +...

4 7 102

В задачах 16.128-16.173 знайти радіус збіжності та дослідити на збіжність ряд в кінцях інтер­
валу:

16.12« У (х - І Г
„ о/і-і

я=! л>8

Л  ЮЯЖл 
16.132 Е — Г ~

/»=1 V«

16. ш
/7=1 Л  " 2

16.140

00 ОЛ-.Я

Т 7Г  /»=1 V»
", 5я-1

16.129 ^2"(х-1)” 16.130 

16.Ш І ( г і Г £  16.134

16.131' £ (- і)1/1+1 X

/і= і

,ьш |з£ з  ,бШ І ?

16.135 У --? -;,' ч

16.139

Ь і ) 1
Ія(л2 +1

(*-#

16.141 £ л !* " 16Л42 X
* *л+1

і (2х—З)”
Ґ \п - Юя
со „ 2 /

^ 2 йЧ(2я + і) 

16.143 £ (-1 )"

14.145 Т і £ і ^  ,«.146 
2л -1

/1=1 2"//=1 
«о /7

16.147 5]

х
п=і 5* 

(- і)”*1*” 
^  «-4*4

16.148 У Ц - х ” 16.149 У  2"х" 16.150 У —4— -т 16.151 У (- і)я+І л/їх"
п!
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v k t i £ . -  f f c a16.152 I ^ - x * .  16.153 І Т Г = = г  «‘ - I «  I 52^ 1 ^  I«-«* X і 2
n=iл n=1 Vv*+ v  n=i 2 u=i n '2

|6I56 £ ( - y f r - a r  Ш 5 7  £ № * " '  l6JS8 у И Г і - f f
S! З"-1 a  2» +I £  (2л-1)и

16.159 Х ^ -7 -( - і)л+1 16.160 16.161 (ДС~ 1)Я
»=i "■ 4ім (Зл- l )  n=i 2n

16.162
oo / чу» <j/i-l qo , i\2 oo /i+l
I ^ -V -Л «163 E ( - i r ^ - x "  16.164 K - . r V
И=2^и + 2АЙ V и=1 2 n=l П
X х 2 Xі

\

16.165 —— Н——Н—г + ... 16.166 —Х +—Х2 А---X* +... 16.167 ~*Н— —гХ3 +...
22 42 б2 3! 51 7! 2 2 2
х г 1 1 2 1 з 2! 4! ? 6! з16.168 - і - + _ + _ + _  16.169 — х + -дГ  + —х* +... 16.170 т * + — лг +-гДГ + ... 

1-2 3-4 5-6 4! 6! 8! 1 22 З3
*3 х5 6 7 2 8 з 1 y v216.171 х+— +— + -  16.172 - х + - х 2 + - х 3+... 16.173 - + — + ~ і —■ + ...
3 5 1 3 5 2 2 -2 2 -З

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №17 
Тема: Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними. 

Однорідні диференціальні рівняння.

11. Економічні задачі, що приводять до диференціальних рівнянь. Основні 
визначення. Диференціальні рівняння першого порядку. Література: [16], розд. 
VI, §1-2, crop. 307-315.

Рівняння з відокремлюваними змінними має вигляд:

M\(x)-Ni(x)dx + Мг(у)-Мг(у)сіу -  0 (4.14)
або f

Mx(x)-Nx<y) + M2(x)-N2(y)y' = 0, (4.15)
і dy

да y = - f  •ах
Особливості рівняння з відокремлюваними (подільними) змінними:

dy •1. Якщо маємо рівняння виду (4.15), то підставляючи у  = — можна звести його до рів-
dx

няння виду (4.14).
2. У рівнянні з подільними змінними повинно бути тільки по одному диференціалу dx та 

dy, для чого потрібно згрупувати усі доданки, а диференціали, потрібно винести за дужки.
3. При диференціалах dxT&dy можуть бути добутки функцій, кожна з яких залежить тіль­

ки ВІД однієї ЗМІННОЇ. .. ...
Розв'язання рівняння (4.14) зводиться до відокремлення змінних, тобто при диферен­

ціалі dx повинна бути функції, що залежать тільки від змінної х, а при dy -  тільки від у. Отже у 
рівнянні (4.14) при dx не повинно бути N\(y), а при dy -  М-^х). Розділимо рівняння (4.14) на 
функції, що «мішають» при відповідних диференціалах, тобто на Ni(y)-M2(x), за умови, що 
Ni(y)M2(x)* 0

М}(х)- Ni{y)dx + М2(х)-N2{y)dy _ Q 
N\ іу )М 2{х)

Розділимо кожний доданок чисельника на знаменник, скоротимо і одержимо:



м г(х) ЩІу) М2(х) Ni(y)
Останній вираз можна інтегрувати і одержимо загальний розв’язок рівняння з подільними 

змінними.
Приклад №17.1. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння

secV y -  sec2y e xÿ  + З е ^ '  = 0

Розв'язання. Підставимо ÿ  = —  і помножимо все рівняння на сіх, отримаємо: sec2ydy -
ах

-  secy e xdy + 3extgydx = 0. Згрупуємо доданки з dy і спільний множник sec2ydy винесемо за ду­
жки ( 1 - е 1) secydy + 3extgydx = 0. Поділимо на ті функції, що «мішають» при відповідних ди-
, - ( l-e x)sec2 ydy+3extgydx „ sec2 у . Зех , л ференціалах -і------<—*— £------- ——  = 0. Після скорочень, отримаємо:----- -dy+-t------\dx= 0

(l - ex)-tgy tgу (l-e*)

2 V  2sec у  , Зе , . ,  . . . f /c o s 2 V ,=> --------a y~ --t—— \d x . Інтегруємо обидві частини рівності і одержуємо: І--------—dy -
tgy \J“ e /

—3 \f---- r\dx. В чисельниках обох інтегралів точна похідна відповідних знаменників, тому,

використовуючи правило обчислення таких інтегралів, одержуємо: In Itgyl =31n Il -  e1 + InC => 
tgy = 31n(l -  ex) ■ C =>y = arctg[C(l -  ex) ] -  загальний розв’язок вихідного рівняння.

Приклад №17.2. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння або розв’язати 
задачу Коші (ху2 + x)dx + (ух2 -y)dy — 0 з початковою умовою у  -  1 при х  = 2.

Розв'язання. Спочатку знайдемо загальний розв’язок рівняння. При dx і dy у дужках ви-
• / 2 2 Х\У2 +l)dx + y(x2 - 1 « унесемо спільні множники х  та у  за дужки і поділимо на 0г+1)(дг -  1): — —г /  -лг- ,л—л - —

X V
= 0. Після скорочення, маємо -t-z— \dx = ~ f ~ —\dy. Щоб отримати у кожному дробу в чисе-

Г - і )  ( Г +V
льнику точну похідну знаменника помножимо і а поділимо на 2. Інісіруємо:

— \ - ~ ~ d x  = f ^  dy 0,51п їх2 -  її ок~ 0,51п |у2 + її + 0,51пС або In їх2 -  її = lnfC/ly2 + її ] 
2 Jx  -1  2 Jy 2 + l

2 2 І С=>х -  1 = С/(у +1)=о у  = J ——- - 1  -  загальний розв’язок рівняння.

Для знаходження частинного розв’язку треба у загальний розв’язок підставити початкові 
умови і знайти значення сталої С, а потім це значення С підс тавити у загальний розв’язок, тоб­

то 1 + 1=С/[4- 1] => С=6. Отже, частинний розв’язок буде у2 + І ” 6/(х2 -  1) або у  = І— - - 1 •
1 X X

12. Диференціальні рівняння першого порядку. Література: [16], розд. VI, §2, 
crop. 318-320.

Диференціальне рівняння 
\ P(x,y)dx + Q(x,y)efy = 0 (4.16)

є однорідним, якщо після підстановки х = Тис, у  — Ху параметр X можна скоротити і отримати 
вихідне рівняння (4.16).

Розв'язання рівняння (4.16) знаходиться за допомогою підстановки z = у/х => у  = zx,
— z’x  + z, де z -  невідома функція, що залежить від х. Нове рівняння відносно z і х зводиться 

іо рівняння з відокремлюваними змінними.
Приклад №17.3. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння xdy -  ydx =

- 100-
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* ^ х 1+ у 2 сіх.
Розв'язання. Перевіряємо, що вихідне рівняння є однорідним. Для цього підставляємо 

X ~ Хх, у  = Ху. Тоді \xcfy -  Хусіх = - Д у  + Х2у 2 сіх => Х(хсіу~усіх) = Ху}х2 + у2 сіх => хсіу-усіх =

-  фс* + у 2 сіх. Поділимо на сіх і введемо заміну у  = гх,у ' = г'х + г. Підставляємо заміну у рів- 

Іімшін х у '-у ^ ^ с ^ + у 2 =>х(г'х+г)=гх+л/х2 + г2х2 =>г'х2 + гх = гх+х-\/і+г2 => г'х1 = х^1 + г2 .

Скорочуємо на х  і одержуємо: г'х = -\/і + г2 . Підставляємо г' = — ~ х  = лІ\ + г 2 => хак =
ах ах

-  \]\+г2 сіх => ^  ■■ = —  => [ ^  — = [—  => 1п[г+ л/і + г2 І = 1п У + ІпС.
л / і7 7  * - » . /й ?

Потенціюємо 2 + л/і + г2 = х-С. Повертаємось до «старої» змінної, тобто підставляємо

і  = —: —+ .І І+ ~  =Х'С. Перетворимо і отримуємо у + т/х2 + у 2 = х^С. Тоді загальний 
х х \  х2

розв’язок або загальний інтеграл має вигляд: у  + -у/х2 + у 2 - х 2-С= 0.
Приклад №17.4. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння

2аЬс + І— -^—сіх = 0, що задовольняє початковим умовам прих = 1,у = 4.

Розв'язання. Поділимо все рівняння на г£с і виділимо у: 2+ І—У - . / — = 0. Введемо за-

2j— = - j ~  => 2Vz = -21n W + 21nC => 2 ^  =
X  у Z j х

V
11 Z?X 2  Z JC

міну z = —,У  = z'x + z: 2+.I— (z’x+ z)--J z  = 0 => 2+^j=+-^=--Jz = 0 => 2 + -^ i = 0. оскіль- 
x V z Vz vz vz

. cfe .  xdz л 0 A  <£ ки z = — , то 2 + —j=— = 0 => 2 —  = — => 
dx J  zdx x -Jz

= -21n bd + 21пС => y  = х[1п(С/ W )]2 -  загальний розв’язок, підставляємо початкові умови і зна­
ходимо сталу С. 4=1- [1п(С/1 )]2 => ІпС = 4. Отже частинний розв ’язок буде у  = х{4 -  Inlxl)2.

Контрольні питання
1. Основні поняття диференціальних рівнянь.
2. Порядок диференціального рівняння. Загальний розв’язок.
3. Задача Коші диференціального рівняння першого порядку.
4. Диференціальне рівняння першого порядку з поділеними змінними.
5. Методи розв’язання диференціальних рівнянь з поділеними змінними.
6. Поняття однорідного диференціальне рівняння.
7. Метод розв’язання однорідного диференціального рівняння.

Завдання до практичного заняття №17
В задачах 17.1-17.24 знайти розв’язок диференціального рівняння:

(х2 + х )у -2 у+ 117.1 х у '- у  = у 17.2 у  =У + 4ус- 17.3
17.4 У + 2ух — 0 17.5 x ÿ  + у~)? = 0 17.6 х у '  -  2ух — 3у
17.7 exdx -  ( 1 + e*)ycfy —0 17.8 ysinx =ylny 17.9 y tg x - y  = 4
17.10 У +1 =У 17.11 хуу'~  1 17.12 2xÿ +у2 = 1
17.13 У  = li-Jx2 -1 17.14 у]у 2 +1 dx-xydy == 0 17.15 ■Jl~y2dx + y 'Jl~xdy  » 0
17.16 y  = l ( f +y 17.17 У = (у+ 1)/х 17.18 (x2 -  1 )У+ 2ху2 ■ 0
17.19 у  - у х  = 2ух 17.20 ух + (х + 1)У=0 17.21 2j^ydy-Çy1 -  2 )dx ■ 0



-102-

1 - у 2 » 1 + У2 » 1 -2 х17.22 у  + лі_ 2 іг = 0 17.23 У = -  ~  17.24 >У = -------
V I - * 2 ху(1 + х 2) У

В задачах 17.25-17.27 знайти частинний розв’язок диференціального рівняння:
17.25 У = Зу2/3,Я2) = 0 17.26 у'а&с+у = 2,у(0) = 1 17.27 (1 + ех)уУ = еу,у(0) = 0

В задачах 17.28-17.47 знайти розв’язок однорідного диференціального рівняння:
17.28 хгу = / + у х  17.29 (2у+х)с(х -  хф> = 0 17.30 х*у' + /  =уху'

17.31 У' = У у + У/ х  17.32 У = У/ х і - 2  17.33 {ХУ'~  У)/ х  = Ч У/ Х

17.34 у  = е^ + У /  17.35 х - у с о в у/ х +ху'со*у/ х =0 17.36 У = 2^ 2 _ у )

17.37 уу' = 2у - х  1738 (8>> + 1§х)сІх + (5у + 1х)сіу = 0 1739 хйу-у<іх-у(іу
17.40 ху' =У1пу -  Іпх) 17.41 +у*-2ух = 0 17.42 Х*у'=у(/+Х1)

Х2 +ХУ+У2 <іх сіу , х  + у
П.43 у  = - - Т ^ У  17.44 -- ----------- Г = Т"Т^—  17-45 У = ---- -

х2 х - х у  + у  2у  - х у  х - у

17.46  ̂ сов +у віп у/^ус/х+ соб у / —у  8Іп ̂ ^\хеіу = 0 17.47

В задачах 17.48-17.51 знайти частинний розв’язок однорідного диференціального рівняння:

17.48 № ^У )м<Я% \% \ = де, х=і = 0 17.49 (у1 -  Зх2)сіу + 2хусІх = 0,;й*=о = 1

17.50 у '=  У~2 7 ,уіг=о=-1 17.51 ^ —  = 2 , ^ ^  = І
у 1 +2ху-х1 х + уу

0  ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №18
Тема: Лінійні диференціальні рівняння.

13. Диференціальні рівняння першого порядку. Література: [16], розд. VI, §2, 
стор. 321-323.

Лінійним диференціальним рівнянням першого порядку називається рівняння 
виду:

У  + Р Ш - Ш  * (4-17)
Особливості рівняння;1) незалежна функція та її похідна (у і У) в рівнянні входить лінійно, тобто у плюс першо­

му степені;
2) незалежну функцію та її похідну (у і у') можуть об’єднувати в рівнянні тільки лінійні 

математичні операції, тобто „+” або
3) коефіцієнт у похідної шуканої функції повинний дорівнювати одиниці, у протилежного 

випадку необхідно всі рівняння поділити на коефіцієнт.
Метод розв'язання:
1. Розв’язок рівняння (4.17) шукаємо у вигляді

у  = 1/(х)- е ^ х)іх, (4.18)
де и(х) -  невідома функція.

2. Знаходимо похідну розв’язку (4.18) і підставляємо у рівняння (4.17).
3. Після підстановки в рівнянні повинно залишитися тільки похідна невідомої функції 

(4.5), тобто ї ї  г(х) з коефіцієнтом, та права частина.
4. З отриманого диференціального рівняння відносно І] ’(х), інтегруючи, знаходимо функ­



цію и(х) і підставляємо її в (4.18).
Приклад N918.1. Розв’язати рівняння ху' - у = х .
Розв'язання. Оскільки коефіцієнт при У не одиниця, то поділимо все рівняння на «х» і 

одержимо: У —уїх = х  або

у ' - - у  = х 2 . (4.19)
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х

Отже Р(х)= -1 /х. Розв’язок рівняння (4.19) шукаємо у вигляді: у  = U(x)-е j = U(x)- е 
= U(x)-einx = U(x)x або

у  = U{x)x. (4.20)
Знаходимо похідну від (4.20): У = U\x)-x + U(x). Підставляємо у  і у  в (4.19) і одержуємо:

■ » з  dUU '(х)-х + Щх) -  [£/(х)-х]/х = дг  =>U '(х)-х ~xr => U (х) = х. Замінюючи U '(х) = —- ,  отримаємо
dx

QL- =х=> dU = xdx. Інтегруємо: U=x*!2 + С. 
dx

Знайдену функцію U(x) підставляємо в (4.20), тоді розв’язок рівняння (4.19) набуде вигля­
ду: у = (х*/2 + С)х = х3/2 + Сх.

Приклад №18.2. Знайги частинний розв’язок рівняння cosxy' -j>sinx = xcosx, якщоу(0)= 0. 
Розв'язання. Поділимо все рівняння на cosx:

У - y t  gx = x. (4.21)

Розв’язок шукаємо у вигляді:^~ U- ■ = U-eAâ OS1̂ — ІА̂ ьц/ІсоиІ) = Ulcosx або
у  = Ulcosx. (4.22)

Знаходимо

У  = U Vcosx + U - ^ ~ . (4.23)
COS JC

sin х  1 sin X
Підставляємо (4.22), (4.23) в (4.21) і одержуємо: U '/cosx + U -----j---- U ---------------= х =>

COS X  COS A CCS X

U Vcosx —x => U ' = xcosx. Враховуючи, що U '{ x \ - ^ ~ ,  будемо матч: dU -  xcosxdx. Інтегруємо
dx

частинами і отримаємо U = jxcosxiit = xsinx -  Jsinxetc= xsinx + cosx + C. Підставляємо U в (4.22)
і тоді загальний розв’язок рівняння буде таким: у  -  (xsinx + cosx + C)/cosx або

у = xtgx + 1 + C/cosx. (4.24) 
Для знаходження частинного розв’язку, треба в загальний розв’язок підставити х  -  0 і у  =0 

та знайти значення сталої С. Отже, 0 = 1 + С = > С  = -1. Звідки частинний розв’язок (4.24) ма­

тиме вигляд: у  — xtgx + 1 -  1/cosx у  = xtgx+ 1---- -— .
cosx

Зауваження. Інколи диференціальне рівняння є лінійним не відносно функції у(х), а від­
носно функції х(у).

Приклад №18.3. Знайти загальний розв’язок рівняння (1 + y*)dx - ( -J l+ y 2 siny - xy)dy. 
Розв'язання. Оскільки «у» входить в рівняння нелінійно, то розглянемо рівняння віднос­

но функції х(у). Для цього виділимо похідну х' = — , тобто все рівняння поділимо на dy:
dy .____

(I + уг)х? — т]\+у2 siny -  ху. Перепишемо рівняння у вигляді: (1 + у2)х' + ху = -Jl+y2 siny. По­

ліпимо на коефіцієнт при х1 та одержимо: х' + r—̂ —n x  = ,SI У . Розв’язок шукаємо у вигляді
1!+^ ) Vі + /
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- ь ь *x(y) = U(y)-e ' = U(y)e 2J,+yi' = U(y)- e Г£Г ' = U (yye^Uŷ -  U{y)l ̂ + У  

Знаходимо x'(y) -  U '(у)/ у]\ + у 2 — ^  ^  = (/ '(у)/ -/ї— г  и  ( у ) -у  ■ ■+ у  -  > з/ і підставляємо у
(i+ / F

рівняння: і / ’(у)/т]і + у 2 -  У ^ -л /  + т ? 1г- ^ І у)-г = ^  и '(У)/уІ^+У2 ^s in y /J l+ y 2
(і + у* Р  (1 + / ) л / 1 + 7  V 1 + 7

=> 6' '(у) = siny => (/(у) -  ~ cosy + С. Отже загальний розв’язок буде х(у) = (С -  cosyV^/l+y .

Конт рольні пит ання
1. Визначення лінійного диференціального рівняння першого порядку.
2. Особливості лінійного диференціального рівняння першого порядку.
3. Методи розв’язання лінійного диференціального рівняння.

Завдання до практичного заняття М І 8 
В задачах 18.1-18.42 знайти розв’язок лінійного диференціального рівняння:

18.3 
18.6

18.1 хУ -  у =xcosx 18.2 (1 + xjy' + у  = arctgx
18.4 У - у  = е* 18.5 У + 2у = 4х

18.7 У + гу/ 18.8 /д. 1~ 2х -1У + — 5—У 1X

18.10 Л  +у=3
dx

18.11 , ху У  + — = arcsinx + х 
1 -х

18.13 у  + _ 2 _  +х2 = 0 
1 + х

18.14 dy—  - х + у  
dx

18.16 у'+  4у = е2х 18.17 У  + ycosx = sinxcosx
18.19 « _ х 4ху — Зу —-е X 18.20 у' -  2ytgx + sin2x = 0
18.22 у' +у — cosx 18.23 у' + 2yx = xe~*'
18.25 х(у'-  у) ~ ех 18.26 (1 +x2)y'-2xy = (l +x2):

18.28 v '~  У 18.29 V'- 1У п 2 З х - у х + у 2
18.31 у'іу2 -х) —у 18.32 y  = x(y'-xcosx)
18.34 (2е>’-х )У  = 1 18.35 (sin у + xctgy)y' = 1

1Я.37 v '-  1 18.38
dy 1

У —
2 х - у dx xcosy + sin2y

18.9

х у  + 2ух=хе~х

У _ 5 
х -1  де — 1

У + 5у = е3х

У  -

18.12 у ' + - у  = ~
X X

18.15
1

dx Xі +1 х2 +1 
18.18 д у - 2 у  = 2х4
18.21 х(>'-у) = ( 1 + x V  
18.24 xldy + (3 -  2xy)dx = О 
18.27 х2у '+ух+1  = 0

18.30 2ydx + (у2 -  6x)dy = 0

18.33 e?dx + {хе? -  2y)dy = 0
18.36 ydx = (у3 -  х)ф

18.39 У' = -  ^

2 4 18.43 у' + —у = —г-,у(1) = 0

18.45 у  -у/ 1 - х 2 + =  arcsinx, у(0) = 0 
18.47 у' + 3yctg3x Щ sin6x, у(0) = 1 /3 
18.49 ху'+у-е* = 0,у(1) = 0 

3x2 У18,51 у'
х +1

= (х + l)sinx, у(0) = 1

/ у ш у + у - х  

: лінійного диференціального рівняння:

18,44 у ,~ 7 ^ = х1 п х ,у (е )= е/2
18.46 y'sinx — ycosx = 1,у(л/2) = 0 
18.48 у' + у = е*12, у(0) = 9/4 
І8.50 у  +ytgx = l/cosx,y(0) = 0

18.52 ху'——— = х,у(1) = 0 
х+1



ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №19 
Тема: Лінійні диференціальні рівняння вищих порядків 

зі сталими коефіцієнтами

14. Лінійні однорідні диференціальні рівняння другого порядку зі сталими 
коефіцієнтами Література'. [16], розд. VI, §4, crop. 336-340.

Рівняння виду:
a<Syw  + a]/ n- ' ) + ...+ a ny  = 0 (4.25)

є лінійним однорідним диференціальним рівнянням порядку п.
Для знаходження загального розв’язку рівняння (4.25) складаємо характеристичне рівняння

а0Х, + а1кГ-1+а2І<Г-2+... +а„ = 0 (4.26)
га розв’язуємо його. В залежності від коренів рівняння (4.26) маємо три випадки розв’язку ди­
ференціального рівняння (4.25):

I. Корені рівняння (4.26) всі дійсні та не рівні між собою, тобто к\Ф к2 * fa ... Ф к„. Тоді 
розв’язок рівняння (4.25) буде таким:

у  = СіЄк,х + С2ек"  + ... + С„еК\  (4.27)
II. Корені рівняння (4.26) всі дійсні та рівні між собою к\ — к2 = ... = к„, тоді розв’язок рів­

няння (4.25) матиме вигляд:
у  = є** (Сі + С2х + Сз*2 + ... + С„хГ -'). (4.28)

Ш. Корені рівняння (4.26) комплексно спряжені: k ij  = аі ± /Рі, /гз,4 — <х2± фз» . . . У цьому 
випадку, якщо корені між собою не рівні, то розв’язок рівняння (4.25) буде

у  = еа,х (Cicosjj і* + СгБІпр їх) + е0іГ (C3COSP2X + C4sinPi*) +• • • (4.29)
Якщо є пари комплексно спряжених чисел, які рівні між собою, наприклад ̂ 1,2= £3,4 = &5,б = 

= аі ± /‘Рь тобто три пари спряжених коренів рівні між собою, тоді розв’язок матиме вигляд: 
у  — еа'х [CicosPix + C2sin(3ix + х(СзсобРіх + C4sinPix) + x2(C5CosPix + Cesinpix)] +

+ e“3* (C7cosp2X + c 8sinp2x) +... (4.30)
Приклад №19.1* Знайти загальний розв’язок рівняння У" — у 1 = 0.
Розв'язання. Складемо характеристичне рівняння /<? - к  = 0 => Щ? -  1) = 0 => к\ =0, кг = 1, 

*2= - 1.
Отже маємо три дійсних різних між собою корені. За (4.27) запишемо розв’язок у — С\е 1 + 

СгеХх + Сзе-1 * = Сі + С2ех + Сзе х.
Приклад №19.2. Знайти загальний розв’язок рівняння у У + 2у"’ +У' = 0.
Розв'язання. Характеристичне рівняння k* + 2ff + А2 = 0 => ^(Л2 + 2к + 1) = 0 => к ц  = 0, 

/с$4 “ —■ І. маємо по два кратних корені. оа формулою (•4і.28} для кожне* пари кратних корені 
напишемо розв’язок .у = е0 х (Сі + Сіх) + е-х(Сз + С4Х) = Сі + Сгх + е-х(Сз + С4Х).

Приклад №19.3. Знайти загальний розв’язок рівняння і /  + 8у ' + 16у — 0.
Розв'язання. Характеристичне рівняння k* + 8А2 + 16 = 0. Маємо біквадратне рівняння. 

Робимо заміну к2 = t, тоді ? + 8/ + 16 = 0 => Іі% = -  4, отже А2 = -  4 => к\^ = &з,4 = ± 2і => а  = 0; 
Р - 2. Розв’язок записуємо у вигляді (4.30): у  — Cicos2x + Cjsin2x + х(СзСОб2х + C4sin2x).

Приклад №19.4. Знайти частинний розв’язок рівняння У' -  5У + 4у — 0,у(0) =  5,У(0) = 8.
Розв'язання. Знайдемо загальний розв’язок. Характеристичне рівняння 1с -  5& + 4 = 0 =>

п 4, 2̂ = 1 Розв’язок б у д е = СіЄ4х + С2ех.
Для знаходження частинного розв язку, знайдемо похідну від загального розв язку 

у1 ** С| -4с41 + С2ех. Далі, у розв’язок та його похідну підставимо початкові умови і одержимо
І'5 = С  [С — ^

систему -І 1 2 => ■< 1 . Отже, частинний розв’язок буде мати вигляд:у - е  х +  4ех. 
^ " , = 4 ^ + 0 2  [С2 =4



-  106 -

15. Лщійні неоднорідні диференціальні рівняння другого порядку зі стали­
ми коефіцієнтами Література: [16], розд. VI, §6, crop. 343-348.

Розглянемо лінійне неоднорідне диференціальне рівняння виду:
■їт',- ' ооу-л) + агу(я_  ̂+ . . . +ачу=Дх) (4.31)

Розв’язок даного рівняння складається з суми розв’язків однорідного рівняння (4.25) та 
будь-якого частинного розв’язку у2 — уол + уч. Частинний розв’язок^, можна знаходити двома 
методами:

1) методом варіації довільних сталих;
2) методом невизначених коефіцієнтів, тобто частинний розв’язок складається за видом 

правої частини^*) рівняння (4.31).
Частинний розв’язок будемо знаходити другим методом за видом правої частиниДх): 
Перший випадок

J[x)=eaxPn(x), (4.32)
дєР„(х)= А о + А іХ + А2#1+ ... + А У .

У цьому випадку частинний розв’язок_уч складається за таким правилом:
-  показникові функція е0“ береться з правої частини (якщо її у правій частині немає, то не 

буде і в частинному розв’язку);
-  з правої частини визначаємо найвищий степінь «х» і в частинному розв’язку записується 

повний поліном такого ж степеня з невизначеними коефіцієнтами.
Отже

уч = е^В о  + В\х + В2х2 + ...+  ВУ ). (4.33)
Потім аналізуємо корені характеристичного рівняння, що можуть дати такі випадки:
-  комплекси і-спряжені. У цьому випадку частинний розв’язок залишається у вигляді

(4.33). ,
-  дійсні корені, але жоден з них не дорівнює а. Частинний розв’язок залишається у вигля­

ді (4.33).
-  корені дійсні, але з них s коренів дорівнюють а. У цьому випадку частинний розв’язок

(4.33) треба помножити на.х ,  тобто
уч = е°*(В0 + Віх + ВгХ1 .+;... + ВУ)-х* (4.34)

Невизначені коефіцієнти знаходимо , підставляючи частинний розв’язок уч у вихідне рів­
няння. Потім прирівнюємо коефіцієнти при однакових степенях у лівій та правій частинах. 
Отримаємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь відносно невизначених коефіцієнтів. 

Приклад №19.5. Розв’язати рівняння У' -гАу = Зхе2*.
Розв'язання. Загальний розв’язок має вигляд: Уз-Уоя+Уч- Для знаходження уоя складемо 

характеристичне рівняння Іс - 4  = 0 => Аід — ± 2. О т ж е + С-/Є~ . Для складання_>>, у 
вигляді (4.33) з правої частини беремо е2* і повний поліном першого степеня уч = е (Ао + А\х). 
Тепер аналізуємо корені характеристичного рівняння і бачимо, що один з коренів співпадає з 
коефіцієнтом показника степеня е2*, тобто к -  а. У цьому випадку частинний розв’язок пови­
нні помножити на х  (див. 4.34). Отже, уч = е2с (Ао + А іх)-х = 6й (Ацх + А їх2). Для знаходження А о 
іАі підставимо >>ч у вихідне рівняння. Запишемо першу і другу похідну від .у,.

у'ч=2е2х (Аox + A ixz) + е^іАо + 2АіХ),У'ч=4е2г (Аох + Аі?)+ 2e\A *  + 2Л ,х) + 2e*(AQ + 2А,х) + 
+ е^-ІА і = 4<?2x (A&c + A ix2) + 4е2*(Л0 + 2Aix) + le^Ai. Підставляючи, одержимо: 4е2х(Лох-Ь4іх2) + 
+ 4е2г(Ло+2/4їх) + 2е2хЛі -  4е2%4ох+/4іх2) = Зхе2*. Скорочуємо і отримуємо 4Ао + SAix + 2Ai = 3x. 
Зрівнюємо коефіцієнти при однакових степенях:

4 . 4 + 2 4 = 0  M o fх°

8^ і =3 \ А - %  І А, = З/

Звідки частинний матиме вигляд: у ч =е2х\ ——Х + -Х"4 ]. Тоді загальний розв’язок будеу3
16 8
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=У о а = Сів2* + С # 2* + ег*Г- "~х + | х 2

Приклад №19.6. Розв’язати рівняння у" + 9 у - 4 х - \ .
Розв'язання. Спочатку знайдемо у0Д. Тобто £*+ 9=0 => к \^—±  З/ =>уОД = СісобЗх + СгБІпЗх. 

Складаємо уч = Ао + А\х (4.33). Оскільки корені не співпадають, то знаходимо похідні у \  = А і, 
У’ч = 0 та підставляємо у вихідне рівняння 9Ао + 9А їх = 4х -1 .

х° 9 An = -1  \ло~~Уа 1 4
=> < , . Тоді Уз = СiCos3x + C2sin3x —  +—х .

9Аг=4 \ a M /L  9 9'9
Другий випадок

Уч = 6ох‘\Рn(x)sinPx + e m(x)cospx], (4.35)
де Р„(х) -  поліном степеня пу Qm(x) -  поліном степеня т.

Нехай п> т .У  цьому випадку частинний розв’язок складається так:
-  з правої частини береться ет;
-  при функціях sinpx і cosPx записуються різні повні поліноми степеня п з невизначеними 

коефіцієнтами
уч = е^ІІАо + А їх + Ат?£ + ... + y4nx',)sinpx + (Bq + В\х + В #2 + ... + BnxOcospx], (4.36)

Знову аналізуємо корені характеристичного рівняння і, якщо:
-  корені дійсні, то уч залишається у вигляді (4.36);
-  корені комппексно-спряжені, причому жодний з них не дорівнює а  ± ф, тоуч залишаєть­

ся у вигляді (4.36);
-  корені комппексно-спряжені, причому з нга s коренів дорівнюють а  + /р, тоді уч треба 

помножити на х*, тобто
у,, — ет [(Ао + А їх + ̂ гх2 +. . .  + /4„x")sinpx + (Bq + Bjx + В2Х1 + ... + 5nX")cosPxj-xf. (4.37)

Невизначені коефіцієнти А,-, Д  знаходяться так же , як і у попередньому випадку, тільки 
треба ще зрівняти і коефіцієнти при sinpx і cospx.

Приклад №19.7. Розв’язати рівняння у" + у ’ -2 у  = 8sin2x.
Розв'язання. Знайдемо у0Д.: k?+ k-  2 = 0 => к\= - 2, кг~ 1, => уод = С іе-2х + Сгех. Частинний 

розв’язок матиме вигляд (4.36): уч~Аosin2x+#ocos2x. Знайдемо похідні y'.,=2^ocos2x -  22?osin2x, 
у"ч= -4^osin2x -  4Bocos2x. Підставляючи у рівняння, одержимо -4^osin2x -4Bocos2x+2Aocos2x -
-  25osin2x -  2(/4osin2x+fipcos2x) = 8sin2x. Прирівнюючи коефіцієнта, маємо:

sin 2х -  4Aq — 2BQ — 2Aq — 8 Г— 6Aq — 2Bq — 8 J— 9Bq — Bq — 4 JBq — -0,4 ^
cos 2x — 4 Bq + 2Aq 2Bq = 0 | — 6 Bq + 2 Aq — 0 1̂ 4) = 3 Bq = ~

гальний розв’язок буде таким:у3- у ол + .Уч = С\е~" + Сгех -  l,2sin2x-  0,4cos2x.
Приклад №19.8. Розв’язати рівняння/' +_y = 2cosx.
Розв'язання. Для знаходження у0Д. запишемо характеристичне рівняння: к2 +1=0 => к\^~ ±/ 

=> Уол ~ Qcosx + Сгвіпх. За правою частиною (4.36) складаємо частинний розв’язок 
>̂ =./4osinx+5oCosx. Аналізуючи корінь характеристичного рівняння, з’ясовуємо, що як комплек- 
сно-спряжений, він має вигляд а ±  ф, тобто для правої частини а  = 0, а р = 1. Отже к \ ^ - ±  і -  
корінь кратний. У цьому випадку частинний розв’язок треба помножити на х, тобто 
уч = (/4osinx + 5ocosx)-x. Знаходимо похідні / ч -  (^ocosx -  5osinx)-x + ^osinx + ifocosx, 
У'ч = (-  /4osinx -  Bocosx) x + (^ocosx -  Bosinx) + ^ocosx -  Sosinx. Підставляємо у вихідне рівнян­
ня: -  (/4osinx + 5ocosx)x + 2^qcosx -  2i?osinx + (^osinx + 5qCosx)x = 2cosx => 2/4qCOSx -  22?osinx =

, .  . sinx 
= 2cosx. Прирівнюємо коефіцієнти:

cosx
-  2Bn = 0 \Bn = 0

=> •{ .Тоді загальний розв’язок мати-
2А0 =2 [ 4 , = !  

ме такий вигляд: у3 — Сісозх + Сгвіпх + х-біпх.

Приклад №19.9. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння/"-9у-3(2 -  х2),
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що задовольняє початковим умовамд>(0) = /(0 )  =У'(0) = 1. ,
Розв'язання. Знаходимо загальний розв’язок у вигляді: у3 ~Уол + Уч- Характеристичне рів­

няння &3 -  % = 0 => к^к1 -  9) = 0 => кі = 0, кг=3,М  = -З^тїу^ =, .Сд ■+ Сге3х + Сзе~3х. Частинний 
розв’язок складаємо за правою частиною (4.36): у ч = М  +лці + АгХ1. Оскільки у правій частині 
немає е, тобто а  = 0 для є“* і один з коренів характеристичного рівняння дорівнює нулю, то 
треба частинний розвозок помножити на х: уч = (Ао + ’А\х +'А-^) х  = Аох + АіХ2 + Аг#3. Знахо­
димо похідніу ’ч = Ао + 2Аіх + 3А2х2, У'ч = 2А\ + 6А2х, /" ч — 6А2. Підставляємо у вихідне рівнян­
ня: 6Аг -  9(Ао + 2А\х + 3А2х )  = 3(2 — х  ). Прирівнюємо коефіцієнти:

Й = - 16х° 6А2 -  9 А0 = 6 9А0 = 6 - - - 6  
9

Xі І 00 II о І! 4 = 0  => <

х2 -  27 А2 = -3
Аі = 0

27
. Отже загальний розв’язок вихідного

16 1рівняння має вигляд: У з^С і + Сге3х + Сзе~3х - — х ч— х3.

Для знаходження розв’язку задачі Коші використовуємо початкові умови, попередньо за-
16 1 2 писуючи першу та другу похідну / 3 = 3Сге3х -  Сзе~3х-------1- -  х 2, У'3 = 9Сіе3х +9Сзе~зх + —■х :•
27 З

1-С і +С2 + С3 9 = 9С) +9С2 +9С3 8 = 9Сі

1 = ЗС2 -ЗС 3- % = > < 3=9С2-9С 3-1 % = > < 4 = 18С2 - 1 ^  => «

1 = 9С2 +9С3 1 = 9С2 +9С3 9С3 =1-9С 2 С ,= - 1 7 /с з -  /9

Отже, частинний розв’язок, що задовольняє початковим умовам буде таким:

Г  - 8 /Ч  -  А
С, = 2 6 / 
с 2 / 8 1 ’

8 26 зі 17 -з* '16 1 з у = — + — е -----е ------хч— х .
9 81 9 27 9

Конт рольні пит ання
1. Лінійні однорідні диференціальні рівняння вищих порядків зі сталими коефіцієнтами.
2. Метод розв’язання лінійних однорідних диференціальних рівнянь вищих порядків зі ста­

лими коефіцієнтами.
3. Поняття характеристичного рівняння.
4. Три види загальних розв’язків лінійного однорідного диференціального рівняння в залеж­

ності від виду коренів характеристичного рівняння.
5. Лінійні неоднорідні диференціальні рівняння вищих порядків зі сталими коефіцієнтами.
6. Методи розв’язання лінійних неоднорідних диференціальних рівнянь вищих порядків зі 

сталими коефіцієнтами. *

Завдання до практичного заняття №19 
В задачах 19.1-19.42 знайти розв’язок однорідного диференціального рівняння:
19.1 У

оII+ 19.2 у  + 7у' = 0 19.3 у —

ОII*

19.4 9у”- у  = 0 19.5 4у" +>/ = 0 19.6 У - 4у = 0
19.7 У

оII1X1 19.8 У - 4у + 13,у = 0 19.9 у" 4 + її о

19.10 3у" -  2 /  -  8у = 0 19.11 y - 2у' +у = 0 19.12 У  - 2у  + 10у = 0
19.13 У’ + бу + ІЗу — 0 19.14 4у'.-8У  + 5  ̂= 0 19.15 2у

о1!1X+

19.16 У - 2 у - у  = 0 19.17 у  +Зу + 2у = 0 19.18 У - 8у + 16у = 0
19.19 У

ОII+&+ 19.20 У - 6у' + 9у -  0 19.21 у —2у’ -3 у  = 0
19.22 У - 4у + 4у — 0 19.23 У + § + и> II о 19.24 9у" -б у  + у -0
19.25 V"/

оIIїч++ 19.26 у  + 1 0 / + 29у = 0 19.27 У - 10у  + 16̂  = 0
19.28 6у + і II о 19.29 У г бу + 8̂  = 0 1930 4у -Ь у ' + 3у = 0.
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19.31 9у" + 3 / - 2 у  = 0 1932  / '  + 3 / - 4 у  = 0 1933 у " - 2 у  -  15у = 0
19.34 у'" - 8 у  = 0 19.35 у" + 9 /  = 0 19.36 у " -3 у ' + 3 у - у  = 0
19.37 У" — 5У + бу = 0 19.38 у " - 1 3 у - 1 2 у  = 0 19.39 у Р -  12У' + 36у = 0
19.40 Ук= 1 6у 19.41 Ук=8У'-16у 19.42 ) /у + 2у" +у = 0

В задачах 19.43-19.67 знайти частинний розв’язок однорідного диференціального рівняння: 
19.43 У'-10У + 25у = 0,.у(0)==0,У(0) = 1. 19.44 у ' + Зу = 0, УО) = 1, У(0) = 2.
19.45 У' + 9у = 0,У0) = 0,У(Л/4)=1.. 19.46 У' + 5у' + бу = 0, У  0) = 1, у  (0) = -6.
19.47 У' -  4У  + Зу = 0, уЩ  = 6, у (0) =10. 19.48 у" -  4у' + 29у  = 0, У0) = 0, У(0) = 15.
19.49 У' + 4У+ у = 0,У0) = 2,У(0) = 0. 19.50 У"=-У,У 0)  = 2,У(0) = 0,У'(0)=-1.
19.51 У" +2У' + 9у + 18у = 0, УО) = 1, у  (0) = -З, У'(0) = -9.
19.52 У” + У  - 5 У + Зу = 0,Х0) = 0,У(0) = 1,у'(0) = -14.
19.53 У" - У  +У - у  = 0,Я0) = 0,У(0) = 1,У'(0) = 0.
19.54 У" -  13У' + 12у = 0,У0) -  0,У(0) = 1,У'(0) = 133.
19.55 У" -  5У' + 8У -  4у = 0, у( 0) = 1, У(0) = -1, У'(0) = 0.
19.56 У"-2У" + У  = 0,У0)=У(0) = 0,У'(0) = 1,У"(0) = 2.
19.57 У1' -  5У' + 4у  = 0,У0) = -2„/(0) = 1, У'(0) = 2, У"(0) = 0.
19.58 Ук+ 5У' + 4у = 0, У  0) = 1,У(0) = 4,У'(0) ='-1,У"(0) =-16.
19.59 У^+ 10у' + 9у = 0 ,у 0 )=  1,У(0) = 3,У'(0) = -9,У"(0)=-27  
1 9 .6 0 /= У ,У 0 ) =У(0) =У'(0) = 0,У''(0) = 1 , / ( 0 )  = 2.
19.61 / -  б / '  + 9У” = 0, УО) =У(0) =У'(0) = у " \  0) = 0, Уи(0) = 27.

В задачах 19.62-19.90 знайти загальний розв’язок неоднорідного диференціального рівняння: 
19.62 2У' + У ~ у  = 2ех 19.63 у - 3 у  = 2х*-х
19.65 У  — 2у + 2у — 2х 19.66 У' + 25у  = ех
19.68 У' + 4У - 5 у =  І 19.69 У' -  9у = е1х(2 -  х)
19.71 у  + 16у -  ех 19.72 у  -  7у + 6у = sinx
19.74 у  + у  = 6sin2x 19.75 у  -  ЗУ + 2у -  2ехх
19.77 У' + 9у = 3sin3x 19.78 У  -  8у + 15у = 2cos3x
19.80 У  +У -  2х* -  1 19.81 у  + 16 / = ех(х* + 4х -  1)

19.83 У" -  З у  + 2у — е~х(4х2 + 4х -  10) 19.84 УУ -  2У  + у  = 8(ех + е~х) + 4(sinx + cosx) 
19.85 у " + У  = 1 + соях 19.86 У" -  4У' + 5у — 2у — 2х + 3 19.87 Уи + 8У' + 16у — cosx 
19.88 у/у- у  = хех + cosx 19.89 уІУ+ 2 У + у  = sinx 19.90 У + У " = х 2+ 1

В задачах 19.91-19.99 записати частинний розв’язок рівняння за видом правої частини:
19,91 y " - 4 y  = exs\nx + e~2xx -e~ 2xsiwc 19.92 у " '- 5 У  + &у'-4у = 2е3* + 4ех-З е *
19.93 у" + 4У + 4у = хе2* + Зе_2х 19.94 У^ + 2У' +у  = cosx + гг —
19.95 у" -  Зу' + 2у = 10е~х -  е-2х + 2sinx + 5sin2x -  З Л  + 2х3 -  30.
19.96 2У' + Зу = ех + 5Х2- 2 х -  1 — 29cosx + 29xsinx.
19.97 У  -  4у' + 4у = 1 + Зе2* -  sin2x + 2х -  вх2 -  8cosx.
19.98 у + у  = 2Х3 -  х +2 -  8cos3x + sinx -  2е~х + excosx.
19.99 У" — 5У' + бу = ех + хе21 -  sinx+ xV* -  х2 + х + I -  xexsinx.

В задачах 19.100-19.105 розв’язати задачу Коші неоднорідного диференціального рівняння:
19.100 у" ~ у  = 2(1 - х),У0) =У(0) = 1. 19.101 у " + /  + sinx = 0,Уя) =у(я) = 1.
19.102 4 /' + 16У +15у = 4е~3х/2, У0) = З, У(0) = -  5,5.
19.103 У' -  2у' + \0у — 10х2+ І8х+6,У0) = 1,У(0) = 3,2.
19.104 у  - 2 У = e V  + х -  3), У0) = У(0) = 2.
19.105 У" + 2У'+У+ 2е-2х = 0у0) = 2 ,у(0)=у'(0) = 1.

19.64 У" —бу -ь 9у = 2х? - х  + 3
19.67 у + 2У- 5у = - 8 , 5cos2x
19.70 у + 2у-ї Щ е cosx
19.73 у + 2У ■f у  — t^(1 - х )
19.76 у + 2у  ■-3у  =Єх(3 -  2х)
19.79 у -  8 /  -ь 12у-= -65cos4x
19.82 у*’ -4у _ 2г~ хе
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