Задачі до теми 4

Функція попиту відображає залежність попиту 
[image: image1.wmf](
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 на деякий набір 
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 товарів від цін на товари цього набору: 
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 – попит на 
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-й товар, 
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 – його ціна. Функція попиту є вектор – функцією.

Функція споживання описує спільне споживання товарів з деякого набору. Її значення 
[image: image8.wmf](
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 дорівнює загальним витратам на придбання товарів з набору, функція попиту якого має вигляд: 
[image: image9.wmf](
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. Функція споживання є скалярною функцією. Довільна функція 
[image: image10.wmf]n

 змінних 
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 може бути функцією споживання, якщо вона є опуклою вгору, тобто 
[image: image12.wmf]2
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Далі розглядатимемо набори з двох товарів, їх функція попиту – 
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, функція споживання – 
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. Лінію рівня цієї функції, тобто лінію 
[image: image15.wmf](

)

12

,

UqqC

=

 називають лінією байдужості, множину всіх ліній байдужості – картою байдужості.

Співвідношення граничних корисностей товарів 
[image: image16.wmf]A

 та 
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, взяте з протилежним знаком , тобто 
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, називають нормою еквівалентного заміщення цих товарів. Множину кривих, що визначаються рівністю 
[image: image19.wmf]1
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, називають картою переваг.

Оптимальний попит 
[image: image20.wmf](
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 відповідає максимуму функції споживання 
[image: image21.wmf]U

 та визначається з рівності 
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Задача 1. Залежність витрат споживачів на придбання товарів 
[image: image23.wmf]A

 та 
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 від їх кількості 
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 та 
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 визначається формулою 
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. Чи може ця функція бути функцією попиту? Якщо так, то побудувати карти байдужості та переваг.

Розв’язання. Знайдемо другий диференціал функції 
[image: image28.wmf]U
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Запишемо частинні похідні функції 
[image: image30.wmf](
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 та підставимо їх у вираз для другого диференціалу:
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, тому задана функція 
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 може бути функцією споживання. Карта байдужості для цієї функції 
[image: image37.wmf](
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 набуває вигляду:
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Виділивши у лівій частині цієї рівності повні квадрати, отримуємо:
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тобто множину концентричних кіл з центром у точці 
[image: image40.wmf]1
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Для побудови карти переваг 
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 по змінній 
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[image: image46.wmf](

)

112

qqq

=

:


[image: image47.wmf]1

2122

0

dUUdqU

dqqdqq

¶¶

=×+=

¶¶

.

Звідси знаходимо, що 
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. Множина кривих, що утворює карту переваг, визначається рівністю 
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. Отримали пучок прямих з центром у точці 
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Задача 2. В умовах попередньої задачі знайти функцію попиту, виходячи з того, що споживач витрачає весь свій бюджет на придбання товарів 
[image: image54.wmf]A

 та 
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. Знайти оптимальний попит на ці товари, якщо ціна товару 
[image: image56.wmf]A
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 грошових одиниць, ціна товару 
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 грошових одиниць, бюджет споживання становить 
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Розв’язання. Розподіл коштів бюджету споживання на придбання товарів має вигляд: 
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. Для заданої функції споживання 
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 ця рівність набуває вигляду: 
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. Змінні величини 
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. Звідси визначаємо зв’язок між диференціалами 
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Звідси знаходимо: 
[image: image75.wmf](
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. Отримали рівняння прямої, яку називають прямою переваги. 

Для знаходження функції попиту 
[image: image76.wmf](
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 розв’яжемо систему, складену з рівняння прямої переваги та рівняння розподілу бюджетних коштів 
[image: image77.wmf]1122
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Розв’язавши цю систему відносно 
[image: image79.wmf]1
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 та 
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, отримуємо:
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Отримані рівності визначають функцію попиту 
[image: image82.wmf](
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Оптимальний попит на товари знаходимо, підставивши у отримані вирази для 
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Задача 3. В умовах попередньої задачі знайти еластичності попиту 
[image: image90.wmf]q

 за доходом, за ціною та частинні еластичності заміни.

Розв’язання. Еластичність попиту за доходом визначають за формулами: 
[image: image91.wmf]:
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. Для визначення еластичності попиту за ціною використовують формули: 
[image: image93.wmf]:
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 отримуємо пряму еластичність попиту за ціною, при 
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 – перехресну еластичність.

Частинні еластичності заміни знаходять за формулами: 
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, що витрачається на придбання 
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-го товару.

Для розрахунку цих показників використовуємо функції попиту 
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, отримані у задачі 3. Маємо:
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[image: image107.wmf](

)

22

12

2222

2

22

12212212

:

4545

z

ppz

qqppz

E

zzpppzpppzpp

+

¶

==×=

¶+--

.

Аналогічним чином за наведеними вище формулами розраховуємо решту показників.

Задачі до теми 5

1. Нехай 
[image: image108.wmf](
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 – обсяг виробництва продукції деякого підприємства. Залежність ціни товару від обсягу виробництва має вигляд: 
[image: image109.wmf](
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. Швидкість зростання обсягу виробництва є зростаючою функцією прибутку. Валові виробничі витрати описуються залежністю 
[image: image112.wmf](
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. Побудувати диференціальну модель для знаходження залежності обсягу виробництва продукції від часу 
[image: image115.wmf]t
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Відповідь: 
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2. Знайти функцію попиту 
[image: image117.wmf](
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, якщо еластичність попиту за ціною 
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Розв’язання. 
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 – довільна стала, що визначається з заданої початкової умови.

3. Знайти функцію попиту 
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Відповідь: 
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4. Знайти функцію, що має сталу еластичність 
[image: image126.wmf]k
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Відповідь: 
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5. Знайти функцію попиту 
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, якщо еластичність попиту за ціною 
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Відповідь: 
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6. Швидкість знецінювання обладнання внаслідок його зносу у кожний даний момент часу пропорційна його фактичній вартості 
[image: image134.wmf](
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 з коефіцієнтом пропорційності 
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. Початкова вартість обладнання 
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. Визначити фактичну вартість обладнання у момент часу 
[image: image137.wmf]t
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Відповідь: 
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7. Знайти обсяг реалізованої продукції за час 
[image: image139.wmf]10
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 днів, якщо модель зростання обсягів реалізації в умовах конкурентного ринку має вигляд: 
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Відповідь: 
[image: image142.wmf]2
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8. Швидкість зростання інвестиційного капіталу у момент часу 
[image: image143.wmf]t

 пропорційна величині капіталу з коефіцієнтом пропорційності, що дорівнює процентній ставці 
[image: image144.wmf]r

. Знайти закон зростання інвестованого капіталу, враховуючи величину початкової інвестиції .
Відповідь: 
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9. Ціна товару 
[image: image146.wmf](
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 є функцією часу, функції попиту 
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 та пропозиції 
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 лінійно залежать від ціни, швидкості її зміни 
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. Знайти динаміку зміни ціни 
[image: image153.wmf](
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 в умовах ринкової рівноваги 
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)

(

)

(

)

dpsp

=

, якщо у початковий момент часу 
[image: image155.wmf]0
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 ціна товару дорівнювала 120 г.о., а швидкість її зміни дорівнювала 40.
Відповідь: 
[image: image156.wmf](
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Задачі до теми 6
1. Записавши різницеве рівняння для геометричної прогресії, знайти формулу її загального члена 
[image: image157.wmf]n

b

.
Розв'язання. Оскільки геометрична прогресія – це послідовність, у якій кожен наступний член дорівнює попередньому, помноженному на деяке число 
[image: image158.wmf]q

 – знаменник прогресії, різницеве рівняння для цієї послідовності має вигляд: 
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. Формула для загального члена геометричної прогресії має вигляд: 
[image: image165.wmf]1

1

nn

n

bCqbq

-

=×=×

.
2. Знайти загальний розв'язок рівняння 
[image: image166.wmf]21
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Відповідь: 
[image: image167.wmf]12
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3. Знайти загальний розв'язок рівняння 
[image: image168.wmf]21
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Відповідь: 
[image: image169.wmf](
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4. Знайти загальний розв’язок рівняння: 
[image: image170.wmf]21
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Відповідь: 
[image: image171.wmf](
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5. Числа Фібоначчі визначаються співвідношенням 
[image: image172.wmf]21
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. Знайти формулу 
[image: image174.wmf]п
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Відповідь: 
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6. Розв’язати рівняння: 
[image: image176.wmf]2
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Розв’язання: Загальний розв’язок даного неоднорідного різницевого рівняння першого порядку шукаємо у вигляді суми загального розв’язку 
[image: image178.wmf]п
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 відповідного однорідного рівняння та частинного розв’язку 
[image: image179.wmf]п
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 неоднорідного рівняння. Характеристичне рівняння має вигляд: 
[image: image180.wmf]20
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. Оскільки його корінь 
[image: image181.wmf]2
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, то загальний розв’язок однорідного рівняння 
[image: image182.wmf]2
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. Частинний розв’язок неоднорідного рівняння шукаємо за виглядом правої частини, тобто у вигляді квадратного тричлена з невизначеними коефіцієнтами 
[image: image183.wmf]2
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. Його коефіцієнти знаходимо, підставивши його у рівняння. Отримуємо:
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З цього рівняння випливає, що 
[image: image185.wmf](
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. Прирівнюючи коефіцієнти при однакових степенях 
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, знаходимо, що 
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. Таким чином, загальний розв’язок заданого рівняння має вигляд: 
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. Значення константи 
[image: image191.wmf]С

 знайдемо, використавши початкову умову 
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7. Знайти загальний розв’язок системи різницевих рівнянь:

[image: image197.wmf]1
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Розв’язання. Для розв’язання цієї системи застосуємо метод Ейлера. Запишемо характеристичне рівняння:
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Знайдемо власні вектори, що відповідають знайденим власним значенням 
[image: image199.wmf]1
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3

a

=

. тобто власний вектор 
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. Отже, власний вектор, що відповідає власному значенню 
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. Тоді загальний розв’язок системи різницевих рівнянь має вигляд:
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8. Зростання процентного депозиту з регулярними щорічними внесками 
[image: image214.wmf]А
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Відповідь: 
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9. Використовуючи павутиноподібну модель ринку, визначити динаміку ціни 
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Відповідь: а) 
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б) Розв'язання. З рівності 
[image: image234.wmf](
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. Характеристичне рівняння 
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 має корінь 
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. Загальний розв'язок відповідного однорідного рівняння 
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. Частинний розв'язок 
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 неоднорідного рівняння шукаємо у вигляді 
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. Значення сталої 
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 знайдемо з початкової умови: при 
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[image: image250.wmf]24

С

+=

, тобто 
[image: image251.wmf]2

С

=

. Зміна ціни 
[image: image252.wmf]п

р

 у залежності від часу 
[image: image253.wmf]п

 описується формулою: 

[image: image254.wmf]2

22

3

п

п

р

æö

=×-+

ç÷

èø

.

При 
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10. Знайти динаміку зростання національного доходу за моделлю Самуельсона-Хікса 
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