
ДОБУТКИ ВЕКТОРІВ 

 

Скалярний добуток двох векторів 

 

 Пряма l  із заданим на ній напрямком, прийнятим за додатний, називається віссю. 

 Проекцією вектора a  на вісь l  називається число, яке позначається alпр  і 

дорівнює ϕcosa , де ( )π≤ϕ≤ϕ 0  – кут між додатним напрямком осі l  й напрямком 

вектора a , тобто за означенням ϕ= cosпр aal .  

При викоpистaннi вeктopiв у фiзицi cклaдoвi вeктopa на ocях координат нaзивaють 

вeкmopнuмu npoeкцiямu нa осі кoopдuнam. Koopдинати склaдoвиx на ocях, тобтo 

кoopдинaти вeктоpa, нaзивaють cкaлярними npoeкцiямu, aбo, кopoткo, npoeкцiямu 

вeкmopa нa оci кооpдинат, i пoзнaчaють axпр , ayпр , azпр . 

У пpиклaдниx питaнняx вeктop нepiдкo зaдaють мoдулем і кутaми, якi вeктоp 

утвopює з ocями кoopдинaт (точнiшe з opтaми нa циx ocяx). У цьoму випaдку кoopдинaти 

(пpoeкцiї) вeктоpa a  нa плoщинi oбчиcлюютьcя зa фopмулaми: 

α== cosпр aax x ; α== sinпр aay y , 

дe α  – кут мiж вeктopoм a  i вiccю Оx. У пpocтоpi мaють мicцe aнaлoгiчнi 

фopмули: 

α== cosпр aax x ; β== cosпр aay y ; γ== cosпр aaz z , 

дe γβα ,,  – кути мiж вeктopoм a  і відповідними ocями координат; x, y, z – 

кoopдинати вeктopa a . Beличини αcos , βcos , γcos  нaзивaють нaпpямними кocuнуcaмu 

вeктоpiв, для яких має місце cпiввiднoшeння: 1coscoscos 222 =γ+β+α . 

Скалярним добутком ( )ba ,  двох ненульових векторів a  і b  називається число, 

яке дорівнює добутку довжин цих векторів на косинус кута ϕ  між ними: 

( ) ϕ⋅= cos, baba . Якщо хоча б один з векторів a  або b  є нульовим, тоді вважають 

( ) 0, =ba . Іноді для скалярного добутку ( )ba ,  користуються іншим позначенням: ba ⋅ . 

Властивості скалярного добутку: 

Властивість 1 Для будь-яких векторів a  і b  скалярний добуток ( )ba ,  

комутативний: ( ) ( )abba ,, = . 

Властивість 2 Для будь-якого вектора a  скалярний добуток вектора a  на себе 

дорівнює квадрату довжини цього вектора: ( ) 2
, aaa = . 

Помітимо, що скалярний добуток ( )aa ,  прийнято називати скалярним квадратом 

вектора a  й позначати так: 2a . Згідно з властивістю 2 довжина вектора a  буде: 

2aa = . 

Властивість 3 Для будь-яких векторів a  та b  і будь-якого дійсного числа α  вірні 

рівності: ( ) ( ) ( )bababa ,,, α=α=α . 

Властивість 4 Якщо 0≠a  і 0≠b , а ( ) 0, =ba , то a  і b  ортогональні.  

Властивість 5 Для будь-яких векторів a , b  і c  

( ) ( ) ( )cbcacba ,,, +=+ . 

Наслідок Для будь-яких векторів a , b , c  і d  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )dbcbdacadcba ,,,,, +++=++ . 



Легко переконатися в тому, що базис kji ,,  є ортонормованим тоді й тільки тоді, 

коли мають місце рівності: 

( ) 1, =ii , ( ) 1, =jj , ( ) 1, =kk , ( ) 0, =ji , ( ) 0, =ki , ( ) 0, =kj .  (1) 

Ортом ненульового вектора a  називають вектор 0a , який має одиничну довжину, 

а його напрямок збігається з напрямком вектора a , тобто 
a

a
a =0 . 

Теорема 1 Скалярний добуток двох векторів, заданих в ортонормованому базисі 

своїми координатами, дорівнює сумі добутків відповідних координат співмножників, 

тобто для ( )111 ,, γβαa  і ( )222 ,, γβαb  

( ) 212121, γγ+ββ+αα=ba .    (2) 

Наслідок 1 Довжина вектора ( )γβα ,,a  в ортонормованому базисі обчислюється за 

формулою 

222
γ+β+α=a .     (3) 

Наслідок 2 Необхідною й достатньою умовою ортогональності ненульових 

векторів ( )111 ,, γβαa  і ( )222 ,, γβαb , заданих в ортонормованому базисі своїми 

координатами є рівність 

0212121 =γγ+ββ+αα .     (4) 

Наслідок 3 В ортонормованому базисі кут між двома векторами ( )111 ,, γβαa  і 

( )222 ,, γβαb  визначається за формулою: 
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212121cos
γ+β+α⋅γ+β+α

γγ+ββ+αα
=ϕ , 0≠a , 0≠b .  (5) 

Наслідок 4 Декартові координати вектора ( )γβα ,,a  дорівнюють проекціям цього 

вектора на осі декартової системи координат: 

aiпр=α , ajпр=β , akпр=γ . 

 Наслідок 5 Напрямні косинуси вектора ( )γβα ,,a  в ортонормованому базисі 

визначаються формулами: 

( )
222

,cos
γ+β+α

α
=∧ ia ,  ( )

222
,cos

γ+β+α

β
=∧ ja , 

( )
222

,cos
γ+β+α

γ
=∧ ka . 

Теорема 2 ( ) abbaba ba прпр, ⋅=⋅= . 

Теорема 3 Якщо вектор зображує силу, прикладену до якої-небудь точки М, а 

вектор a  йде з деякої точки О в точку М, то робота цієї сили визначається формулою 

MOFA ⋅= . 

 

Векторний добуток векторів 

 

Векторним добутком двох ненульових векторів a  і b  називається вектор c , 

довжина якого ϕ⋅= sinbac , де ϕ  – кут між векторами a  і b . Якщо 0≠c , то 

вектор c  є перпендикулярним до векторів a  та b  і спрямований так, щоб трійка векторів 



a , b , c  виявилася правою. Векторний добуток векторів a  і b  позначають так: [ ]ba ,  або 

ba × . Якщо 0=a  або 0=b , то вважають [ ] 0, =ba . 

Нехай kji ,,  – ортонормований базис. Визначимо векторні добутки цих векторів: 

[ ] 0, =ii , [ ] kji =, , [ ] jki −=, , [ ] kij −=, , [ ] 0, =jj , [ ] ikj =, , 

[ ] jik =, , [ ] ijk −=, , [ ] 0, =kk .    (6) 

Перейдемо до опису властивостей векторного добутку. 

Властивість 1 Векторний добуток [ ] 0, =ba  тоді й тільки тоді, коли вектори a  і b  

колінеарні. 

Властивість 2 Для будь-яких векторів a  та b  векторний добуток [ ]ba ,  

антикомутативний, тобто [ ] [ ]abba ,, −= . 

Властивість 3 Для будь-яких векторів a  та b  і будь-якого дійсного числа α : 

[ ] [ ] [ ]bababa λ=λ=λ ,,, . 

Властивість 4 Для будь-яких векторів a , b  і c  

[ ] [ ] [ ]cbcacba ,,, +=+ ; [ ] [ ] [ ]cabacba ,,, +=+ . 

Відзначимо, що модуль векторного добутку [ ]ba ,  має простий геометричний 

зміст: він дорівнює площі паралелограма, побудованого на векторах a  і b  як на 

сторонах.  

Нехай kji ,,  – правий ортонормований базис і нехай в цьому базисі відомі 

координати двох векторів ( )111 ,, γβαa  і ( )222 ,, γβαb . Тоді координати вектора [ ]ba ,  

можна обчислити за формулою: 

[ ]
222

111,

γβα

γβα=

kji

ba .     (7) 

Теорема 4 Якщо вектор зображує силу, прикладену до якої-небудь точки М, а 

вектор a  йде з деякої точки О в точку М, то вектор FaMO ×=  являє собою момент 

сили F відносно точки О. 

 

Мішаний добуток векторів 

 

Мішаним добутком векторів a , b , c  називають число ( ) [ ]( )cbacba ,,,, = . 

Теорема 5 Мішаний добуток дорівнює нулю тоді й тільки тоді, коли один з 

векторів є нульовим або всі три вектори паралельні одній площині, тобто компланарні. 

З означення мішаного добутку a , b , c  випливають наступні його властивості. 

Властивість 1 Мішаний добуток відмінних від нуля трьох некомпланарних 

векторів a , b , c  за абсолютним значенням дорівнює об’єму V паралелепіпеда, 

побудованого на векторах a , b , c . При цьому, якщо трійка векторів a , b , c  права, то 

( ) Vcba =,, , якщо ж ліва, то ( ) Vcba −=,, . Вірне й обернене твердження. 

Властивість 2 При циклічній перестановці некомпланарних векторів a , b , c  у 

мішаному добутку ( )cba ,,  останнє не змінюється, тобто ( ) ( ) ( )acbbaccba ,,,,,, == . 

При перестановці будь-яких двох векторів у мішаному добутку ( )cba ,,  останнє змінює 

знак, тобто 

( ) ( ) ( ) ( )abcbcacabcba ,,,,,,,, −=−=−= . 



Властивість 3 Для будь-яких векторів a , b , c  і d  та будь-яких дійсних чисел λ  і 
µ  

( ) ( ) ( )dcbdcadcba ,,,,,, µ+λ=µ+λ , ( ) ( ) ( )dcadbadcba ,,,,,, µ+λ=µ+λ , 

( ) ( ) ( )dbacbadcba ,,,,,, µ+λ=µ+λ . 

Мішаний добуток векторів ( )111 ,, γβαa , ( )222 ,, γβαb , ( )333 ,, γβαc , заданих своїми 

координатами в ортонормованому базисі kji ,, , можна обчислити за формулою  

( )

333

222

111

,,

γβα

γβα

γβα

=cba .     (8) 


