Тема 2. Похибки невизначеності вимірювань. Точність та її складові
Будь-який вимірювальний процес схильний до впливу безлічі факторів, спотворюючих результати вимірювання. Відмінність результату вимірювання від істинного значення вимірюваної величини називають похибкою. Виходячи з того, що будь-який результат вимірювання в загальному випадку містить похибку, точне значення вимірювальної величини ніколи не може бути встановлено. Проте можливо вказати деякий діапазон значень, у межах якого може з тим чи іншим ступенем достовірності знаходитися дійсне значення. Цей діапазон називається невизначеністю результату вимірювання.

Оцінка результату невизначеності хімічного аналізу є важливим завданням  хімічної метрології.
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Рисунок 2. Ілюстрація понять «систематична» і «випадкова» похибки

У сумарну невизначеність результату вимірювання роблять  свій внесок похибки двох типів. Нехай у результаті одноразового вимірювання деякої величини отримано значення х*, що відрізняється від істинного х0 (рисунок 2а). Повторимо вимірювання ще декілька разів. Можливі варіанти взаємного розміщення серії виміряних величин та істинного значення показано на рис. 2б та рис. 2в. У першому випадку (рис. 2б) має місце зміщення усієї серії даних (і її середнього) відносно істинного значення. Відповідна складова невизначеності називається систематичною похибкою. У другому випадку (рис. 2в) спостерігається розкид даних відносно середнього значення із результатів вимірювань. Така складова невизначеності називається випадковою похибкою. У реальному випадку ми завжди маємо і систематичну, і випадкові складові. Так, на рис. 2б поряд зі значним зміщенням даних маємо і деякий їх розкид, а на рис. 2в на фоні більшого розкиду незначне зміщення середнього відносно істинного. Походження систематичних і випадкових похибок пов’язано з різною природою факторів, що діють на вимірювальний процес. Фактори постійного характеру або такі, що мало змінюються від вимірювання до вимірювання, викликають систематичну похибку, швидкозмінні фактори – випадкову похибку.

З поняттям систематичної випадкової похибки тісно пов’язані два важливих метрологічних поняття «правильність» та «відтворюваність».

На рис. 2 крапками та зірочками позначені результати одноразових вимірювань, а відрізками - середнє значення результату.

Правильністю називається якість результатів вимірювання (або вимірювання процедури в цілому), яка характеризує малість або близькість до нуля систематичної похибки.

Відтворюваністю називається якість, яка характеризує малість випадкових похибок. Інакше, правильність  - це незмішуваність результатів, а відтворюваність – їх стабільність.

Узагальнюючі поняття, що характеризують малість будь – якої складової невизначеності, як систематичної, так і випадкової похибки, називаються точністю. Результати точні лише в тому випадку, якщо для них мала як систематична, так і випадкова похибка.

Таким чином, правильність і відтворюваність дві складові точності і тому їх називають характеристиками точності.

У хімічній метрології традиційно прийнято оцінювати характеристики точності окремо. Розглянемо основні способи якісної оцінки відтворюваності і правильності результатів хімічного аналізу. 

Випадкова похибка: характеристика відтворюваності
Оскільки відтворюваність характеризує ступінь розкиду даних відносно середнього значення, то для оцінки відтворюваності  необхідно попередньо розрахувати середнє [image: image3.png]


 із серії результатів повторних паралельних вимірювань (х1, х2…хn):
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Відзначимо, що в серії  яка обробляється, повинні бути відсутні промахи – окремі значення, які суттєво відрізняються від інших, як правило, отримані в умовах грубого порушення вимірювальної процедури (аналітичної методики). Тому передусім (ще до розрахунку середнього) варто за допомогою стандартних тестів і, якщо можливо, шляхом детального вивчення умов експерименту, перевірити серію даних на наявність промахів і, при виявленні таких, виключити їх з досліджувань.  Мірою розкиду відносно середнього найчастіше використовують дисперсію
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і похідні від неї величини – (абсолютне статистичне відхилення)
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Відносне стандартне відхилення:
[image: image11.png]S, (x) = 22
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За змістом дисперсія – це усереднена величина квадрату відхилення результату вимірювання від свого середнього значення. Незважаючи на те, що чисельник виразу (12) має n складових, знаменник дорівнює (n – 1). Причина полягає в тому, що серед n складових чисельника тільки (n – 1) незалежних, оскільки за (n – 1) – значенням хі та середнього [image: image13.png]


 завжди можна вираховувати відсутню n –  складову.

Величина знаменника у виразі (12) позначається через f (або ν) і називається числом ступенів свободи дисперсії S2 (х). Воно відіграє важливу роль при статистичній перевірці різних гіпотез. 

У хімічному аналізі для характеристики відтворюваності використовують не дисперсію, а абсолютне або відносне стандартне відхилення. Це пояснюється практичною зручністю. Розмірності  S(х) та х збігаються, тому абсолютне статистичне відношення можна зіставляти з результатами аналізу.

Величина Sr (х) – безрозмірна і тому наочно за допомогою відносного статистичного відхилення можна порівняти між собою відтворюваності не лише конкретних даних, але і методик, методів у цілому.

Вважається що серед усіх існуючих методів аналізу,  хімічні методи аналізу мають найкраще значення відтворюваності (тобто найменше Sr). Це характерно для класичних методів аналізу: гравіметрії та титриметрії.

В оптимальних умовах типові величини Sr для них складають n·10-3 (десяті долі відсотка). Серед інструментальних методів таку ж (у низці методик і більш високу) відтворюваність має кулонометрія, особливо в прямому варіанті. Більшість інших інструментальних методів характеризується величинами Sr від 0,005 до 0,1. Методи з ще більшою відтворюваністю відносяться до напівкількісних. Вони часто відрізняються звичайною експресністю, економічністю (тест-методи) і дуже корисні, наприклад, для швидкої оцінки стану навколишнього середовища. Підкреслимо, що будь-які величини Sr, які наводяться для методик (тим більше для методів) у цілому, є лише орієнтованими і зазвичай відносяться лише до оптимальних умов їх проведення. В інших умовах особливо при зниженні компонента, ці величини можуть бути значно (на порядок чи вище) більшими.

Випадкова похибка: інтервальна оцінка
Внесок випадкової похибки в загальну неозначеність результату вимірювання можна оцінити за допомогою методів теорії ймовірності та математичної статистики.
Поряд із  цим, за наявності випадкової похибки, одна і та ж величина х при кожному наступному вимірюванні приймає нове, не прогнозоване значення. Такі величини називають випадковими величинами.

Випадковими є не лише окремі результати вимірювань хі, але і середнє [image: image15.png]


, а також дисперсії S2 (х) і всі похідні від них величини. Тому [image: image17.png]


 може бути лише приблизною оцінкою результату вимірювань. У цей же час, використовуючи величини [image: image19.png]


 та S2 (x), можливо оцінити діапазон значень, в якому із заданою ймовірністю Р може знаходитися результат. Ця ймовірність Р називається довірчою ймовірністю, а відповідний їй інтервал значень – довірчий інтервал. Точний розрахунок меж довірчого інтервалу випадкової похибки можливий лише з урахуванням, що ця величина підпорядковується деякому відомому закону розподілення.

Закон розподілення випадкової величини – одне із фундаментальних понять теорії ймовірності, що характеризує відносну частку, тобто частоту (ймовірність) появи тих чи інших значень випадкової величини при багаторазовому відтворенні. Математичним виразом закону розподілення випадкової величини слугує її функція розподілу – функція густини вірогідності Р(х). Наприклад, функція розподілу, зображена на рис. 3, означає, що для існуючої випадкової величини х найчастіше зустрічаються поблизу [image: image21.png]


 = 10, а менше зустрічаються чим рідше, тим далі вони відстають від 10.  Як приклад не випадково приведена симетрична функція розподілу. Саме такий її вигляд найбільш характерний для результатів хімічного аналізу. В більшості випадків закон розподілення результатів аналізу можна задовольнити апроксимуванням, так званою функцією нормального розподілу Гауса.
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Параметри функції µ і τ характеризують: µ – положення максимуму кривої, тобто власне значення результатів аналізу, а τ – ширину «колоколу», тобто відтворюваність результатів.

Можна показати, що [image: image25.png]


 є наближеним значенням µ, а статистичне відхилення S(х) – наближеним значенням σ. Звісно, ці наближення тим точніші, чим більший об’єм експериментальних даних, з яких вони розраховані,тобто, чим більше число паралельних вимірювань n і, відповідно, число ступенів свободи f.
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Рисунок 3. Функція нормального розподілу випадкової величини х з µ=10 і σ=1
Якщо допустити, що випадкова величина х підпорядковується нормальному закону розподілення, то її довірчий інтервал розраховується

[image: image28.png]x +t(p,f)S(x)
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Величина довірчого інтервалу нормально розподіленої випадкової величини пропорційна величині її статистичного відхилу.

Числове значення коефіцієнта пропорційності t вперше розраховане англійським математиком В. Госсетом, який підписував свої роботи псевдонімом Стьюдент. Тому цей коефіцієнт одержав назву коефіцієнт Стьюдента. Ці коефіцієнти залежать від двох параметрів: довірчої ймовірності Р і числа ступенів свободи f, які відповідні стандартному відхилу S(x).

Причина залежності t від Р очевидна: чим вища довірча ймовірність, тим ширше повинен бути довірчий інтервал з тим, щоб можна було гарантувати попадання в нього значення величини х. Тому зі збільшенням значення Р значення t зростає.

Залежність t від ступенів свободи f пояснюється таким чином. Оскільки стандартне відхилення S(x) – величина випадкова, то в силу випадкових причин її значення може бути зниженим. У цьому випадку і довірчий інтервал виявиться більш вузьким, і попадання в нього значення величини х уже не може бути гарантовано із заданою довірчою вірогідністю. Щоб «підстрахуватися» від подібних неприємностей, варто розширити довірчий інтервал, збільшити значення t – тим більше, чим менше надійно відомо значення S(x), тобто чим менше число ступенів його свободи. Тому зі зменшенням f величини t зростають. Коефіцієнт Стьюдента для  різних Р і f наведені в додатку (Додаток Г). Проаналізуйте його і зверніть увагу на окремі закономірності в значенні величини t  залежно від Р і f.
Якщо одиничні значення х мають нормальне розподілення, то і середнє [image: image30.png]


 також має нормальне розподілення, тому формулу Стьюдента для розрахунку довірчого інтервалу можна записати і для середнього:

[image: image32.png]X +t(p,f)S(X)
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Величина S([image: image34.png]


) точніша та менша за S(x). Можна показати, що для серії з n значень [image: image36.png]


. Тому довірчий інтервал для величин, розрахованих із серії n паралельних вимірів, можна записати так:
[image: image38.png]T+ H(p.f)S(x)
n
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де f = n - 1, а величини [image: image40.png]


 і S(x) розраховані за формулами (11) і (13).
При розрахунку довірчого інтервалу постає питання про вибір довірчої ймовірності Р. При малих значеннях Р висновки будуть недостатньо надійними. Занадто великі значення Р (близько до 1) недоцільні, бо в цьому випадку довірчі інтервали є малоінформативними.

Для більшості задач оптимально Р = 0,95. Саме цю величину довірчого інтервалу (за винятком спеціально застережених випадків) ми будемо використовувати в подалі.

Підкреслимо ще раз, що величина довірчого інтервалу сама по собі дозволяє охарактеризувати лише випадкову складову невизначеності. Оцінка систематичної складової являє собою самостійне завдання?.

Приклад 1. Для серії значень об’єму титранту рівних 9,22; 9,26; 9,24; 9,27 мл розрахувати середнє значення і довірчий інтервал середнього при р = 0,95.
Рішення.
Середнє [image: image42.png]9,248



 мл
Статистичний відхил [image: image44.png]


 мл

З таблиці вибираемо значення коефіцієнту Стьюдента t (р = 0,95, f = 3) = 3,18
Довірчий інтервал[image: image46.png]2 _9,24+0,04




мл

Отриманий інтервал округлюємо так, щоб розрахований інтервал складав лише одну цифру.

Систематична похибка: систематичні підходи до розв’язання

Оцінка правильності результатів аналізу – проблема значно  складніша, ніж оцінка відтворюваності. Як видно з попередніх розділів, для оцінки відтворюваності не треба мати нічого, окрім серії паралельних вимірювань. Для оцінки ж правильності необхідне порівняння результату вимірювання з істинним значенням.

Строго кажучи, таке значення ніколи не може бути відомим. Для практичних цілей можна замість істинних використовувати будь – які значення, систематична похибка яких дуже мала. Такі значення можна вважати точною величиною (константою) і постулювати як істинні.

Величина, що приймається за істинне значення, називається дійсною величиною і позначається «а».

Використовують три найважливіші способи отримання інформації про дійсне або принаймні, яке не містить систематичної похибки, значення вмісту  компонента, що визначається в зразку, який аналізується:
1. Дані незалежного аналізу. Зразок аналізують повторно, використовуючи іншу аналітичну методику, про яку відомо (з досвіду практичного застосування), що вона не містить систематичної похибки. При цьому важливо, щоб така методика була дійсно незалежною від тієї, що перевіряється, тобто, щоб вона, по можливості належала до іншого методу і не містила загальних операцій пробопідготовки. Ще краще, якщо такий порівняльний аналіз проводять в іншій акредитованій лабораторії.

2. Спосіб «введено-знайдено». У цьому випадку аналітик сам готує для аналізу зразок з відомим вмістом певного компонента. Отриманий результат («знайдено») порівнюють із заданим вмістом («введено»).

3. Метод стандартних зразків.  Об’єктом аналізу вибирають відповідний зразок, а дані про вміст беруть із паспорта на стандартний зразок.

Після отримання тим або іншим способом незалежних даних про вміст  компонента що визначається, їх необхідно порівняти з результатами, отриманими за допомогою методики, яка перевіряється. Це завдання теж далеко не просте і вимагає окремого розгляду.

Порівняння результатів аналізів. Значуща і незначуща відмінність

Пригадаємо ще раз, що будь  який результат вимірювання (у тому числі [image: image48.png]


) являє собою випадкову величину. Тому чисельна відмінність двох результатів може бути викликана випадковими причинами і зовсім не свідчити про те, що ці результати дійсно різні. Так, якщо результати титрування двох аліквотних дорівнюють 9,22 та 9,26 мл, то з цього не можна зробити висновок, що вони мають різний склад, оскільки випадкова похибка вимірювання об’ємів титранту складає тільки декілька сотих.

Подібні відмінності випадкових величин, які при деякій довірчій вірогідності Р можуть бути обумовлені тільки випадковими причинами, в математичній статистиці називаються незначущими. Очевидно, що якщо дві величини розрізняються незначущо, то їх можна розглядати як два наближені значення одного і того ж загального результату вимірювання.

Навпаки, значущі, тобто перевищуючі рівень випадкових похибок відмінності, свідчать про те, що величини являють собою два дійсно різних результати. Відмінність можна вважати значущою, коли вона досить велика.

Межа, яка визначає значущі та незначущі відмінності, називається критичною величиною. Її можна розрахувати за допомогою методів теорії вірогідності. Таким чином, задача порівняння результатів хімічного аналізу полягає в тому, щоб визначити чи є відмінності значущими. Проте порівняти експериментальні значення за арифметичними правилами недопустимо. Варто використовувати статистичні тести або статистичні критерії перевірки статистичних гіпотез.

Наведемо деякі найважливіші для хіміка статистичні критерії перевірки статистичних гіпотез .

Порівняння середнього і константи: простий тест Стьюдента
Повернемося до задачі перевірки правильності результату хімічного аналізу шляхом порівняння його з незалежними даними. Результат, що перевіряється, будучи середнім із декількох паралельних визначень, є випадковою величиною. Результат, який використовується для порівняння в низці  випадків, можна вважати дійсно точною величиною – a – тобто константою. Це може бути тоді, коли випадкова похибка набагато менша за результат,  який перевіряють, вона настільки мала, що нею нехтують. Наприклад, у способі «введено» – «знайдено» заданий вміст компонента, що  визначається звичайно відомий значно точніше, ніж знайдений. Аналогічно при використанні паспорта на  стандартний зразок значення вмісту визначаємого  компонента також можна вважати точною величиною. Нарешті, при аналізі зразка незалежним методом, вміст компоненту може бути визначений з точністю, яка перевищує точність методики, що перевіряється, – наприклад, при перевірці атомно – емісійної методики за допомогою гравіметричної. У всіх цих випадках задача порівняння даних із математичної точки зору зводиться до перевірки значущості відмінності випадкової величини  [image: image50.png]


 від константи a.
Для вирішення цієї задачі можна використовувати вже відомий нам підхід, який заснований на інтервальній оцінці невизначеності величини [image: image52.png]


.

Довірчий інтервал для середнього, розрахований за формулою Стьюдента (18) характеризує невизначеність величини середнього значення [image: image54.png]


, обумовлену його випадковою похибкою. Тому, якщо величина «a» входить у цей інтервал, стверджувати про значущу відмінність між [image: image56.png]


 і «a» немає підстав.
Якщо ж величина (a) в цей інтервал не входить, відмінність між  [image: image58.png]


 і «a» варто вважати значущою. Таким чином напівширина довірчого інтервалу  [image: image60.png]t(2.f)S(x)
n



 - критична величина для різниці [image: image62.png]|X —al



; відмінність вважається значущою, якщо:

[image: image64.png]H(p.f)S(x)
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                                              (19)

Для перевірки значущої відмінності між [image: image66.png]


 і а обчислення довірчого інтервалу можна діяти таким чином. Добре видно, що вираз (19) еквівалентний виразу
[image: image68.png]X-al Vi > @,f)
)



                                            (20)

Величина, що стоїть у лівій частині виразу (20), характеризує ступінь відмінності між [image: image70.png]


  і a з урахуванням випадкової похибки S(x). Вона називається тестовою статистикою (і в зальному випадку позначається надалі як () для порівнюваних значень. Коефіцієнт Стьюдента стоїть у правій частині (20), в цьому випадку безпосередньо є критичною величиною. Тому для перевірки значущості відмінності між [image: image72.png]


 і a можна обчислити відповідну тестову статистику і порівняти її з критичним значенням, у даному випадку табличним значенням коефіцієнта Стьюдента. Якщо тестова статистика перевершує практичне значення, відмінність між порівнюваними величинами визначають значущою. Описаний спосіб порівняння випадкових величин обчислення тестової статистики і порівняння її з табличним критичним значенням – є вельми загальним. На такому принципі засновано безліч статистичних тестів або критеріїв процедур, покликаних установлювати значущість відмінності між тими або іншими випадковими величинами. Тест (20) і є призначений для порівняння  [image: image74.png]


 і називається простим тестом Стьюдента. У хімічному аналізі його варто застосовувати скрізь, коли виникає задача порівняння результату аналізу з будь – яким точним значенням.

Приклад 2. При визначенні Ni в С.З. сплаву отримана серія значень Ni (% мас) 12,1; 12,44; 12,32; 12,28; 12,42.

Вміст Ni в З.О. 12,38%. Чи містить використана методика систематичну похибку?
Рішення.
Паспортний вміст Ni вважаємо дійсним (точним) значенням і застосовуємо простий тест Стьюдента.
Маємо: [image: image76.png]X=12314;S(x) =

,132;n = 5;a = 12,38




.
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Відмінність результату аналізу від дійсного значення незначна, методика не містить систематичної похибки.

Порівняння двох середніх. Модифікований тест Стьюдента
При інтерпретації результатів хімічного аналізу виникають і складніші задачі. Припустимо, необхідно порівняти два результати аналізу одного і того ж зразка, отримані різними методами, і при цьому обидва результати містять між собою випадкові похибки, які можна порівнювати. У цьому випадку вже не можна жоден з результатів вважати точною величиною і, отже, застосовувати простий тест Стьюдента.

Математична задача зводиться в цьому випадку до встановлення значення відмінності між двома середніми значеннями [image: image80.png]


 і [image: image82.png]


.
Для розв’язання цієї задачі використовують модифікований тест Cтьюдента. Він існує у двох варіантах: точному і наближеному. Точний застосовують тоді, коли дисперсії відповідних величин розрізняють незначущо, що у свою чергу варто перевірити за допомогою ще одного статистичного тесту (тесту Фішера).
[image: image83.png]S =57 (x1)




[image: image84.png]§3 = 52(x,)




При значущій відмінності [image: image86.png]


 i [image: image88.png]


 застосовують наближений варіант (наближення Уелча).

У точному варіанті модифікованого тесту Стьюдента тестова статистика обчислюється як:

[image: image90.png]1%, -%,|
$= 5w




                                              (21)

Як бачимо, за способом обчислення вона досить схожа на тестову статистику простого тесту Стьюдента (див. формулу 20).  У виразі (21) [image: image92.png]


i [image: image94.png]


 – числа паралельних значень, з яких розрахована величина [image: image96.png]


 і [image: image98.png]


  , відповідно, середнє статистичне відхилення, обчислюване як:

[image: image100.png]_ [pss
fitfe




                               (22)

Величини f1 і f2  – числа ступенів свободи відповідних дисперсій рівні (n1 - 1)  і (n2 - 1) . Критичним значенням служить коефіцієнт Стьюдента  t(Р, f)  для вибраної довірчої вірогідності Р (звичайно 0,95) і числа ступенів свободи

                                                 f = f1 + f2 = n1 + n2 - 2                                   (23)

Таким чином, значення відмінності між [image: image102.png]


 і [image: image104.png]


 має місце тоді, коли:

[image: image106.png]


                        (24)

У наближенні Уелча тестова статистика обчислюється таким чином:

[image: image108.png]


                                                  (25)
Критичним значенням знову служить коефіцієнт Стьюдента t(Р, f). Число ступенів свободи в цьому випадку обчислюється так:

[image: image110.png]


                                              (26)

i округлюється до найближчого цілого числа. Наближений варіант тесту Стьюдента недостатньо достовірний, особливо при малих значеннях [image: image112.png]fi



і [image: image114.png]fa



.

Порівняння відтворюваності двох середніх даних. Тест Фішера
Для вибору між точним і наближеним варіантом тестa Стьюдента необхідно заздалегідь установити чи є значуща відмінність між величинами [image: image116.png]


 і [image: image118.png]


, тобто відтворюваності між двома середніми даних. Зрозуміло, задача порівняння відтворюваності має і самостійне значення.

Як і середнє [image: image120.png]


, дисперсія S2 теж являє собою випадкові величини. Тому і їх значення теж потрібно проводити з використанням відповідних статистичних тестів. Тест для порівняння двох дисперсій запропонований англійським біологом Р. Фішером і носить його ім’я. 

У тесті Фішера тестовою статистикою є відношення більшої дисперсії до меншої:

[image: image122.png]


                                                        (27)

Підкреслимо, що необхідно щоб [image: image124.png]S; =83



 і, відповідно[image: image126.png]


 інакше дисперсії потрібно поміняти місцями. Критичним значенням служе спеціальний критерій Фішера (p,  f1,  f2), який залежить  від трьох параметрів – довірчої вірогідності і чисел ступенів свободи  f1 і f2, дисперсій [image: image128.png]


 і [image: image130.png]


 відповідно. Значення коефіцієнта Фішера для стандартної довірчої вірогідності Р є наведені в додатку (Додаток В).

Зверніть увагу, що [image: image132.png]F(fu, 2)#F(f2, f1)



, тому при користуванні цією таблицею треба бути дуже уважними.

Якщо відношення дисперсій менше ніж відповідне значення  F(Р,  f1,  f2), це означає, що відмінність між  [image: image134.png]


 і [image: image136.png]


 незначуща – відтворюваність обох серій однакова, або «дисперсії однорідні». У цьому випадку можна обчислити середню дисперсію [image: image138.png]


 за формулою (22) і користуватися нею як загальною характеристикою відтворюваності обох серій. Число ступенів свободи цієї дисперсії дорівнює (f1 + f2).  Якщо ж дисперсії не однорідні, обчислення середньої дисперсії, ймовірно, позбавлене змісту?
Ще раз звернемо увагу, що тест Фішера призначений для порівняння тільки відтворюваностей результатів, але не самих результатів (тобто середніх).

Робити будь  які висновки про відмінність середніх значень, у тій або іншій серії даних систематичної похибки, відмінностях у складі зразків і т.і. на підставі тесту Фішера неприпустимо.

Для порівняння середніх значень після тесту Фішера варто застосовувати тест Стьюдента (в тому або іншому його різновиді).
Контрольні питання:

1.  Чи можливо встановити  точне значення  вимірювальної величини?

2.  З якими метрологічними поняттями  пов’язано поняття  систематична похибка?

3.   Назвати характеристики точності.

4.  Яку величину в хімічному аналізі  використовують для характеристики відтворюваності.

5.    За допомогою яких метрологічних величин можливо порівняння  відтворюваності.
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