Короткі теоретичні відомості
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Основні властивості невизначеного інтеграла:
1. 
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4. Якщо 
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Геометрично невизначений інтеграл означає множину інтегральних кривих, які відрізняються на константу с.




Правильність результату інтегрування перевіряється диференціюванням обчисленої первісної , тобто 
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. На основі означення невизначеного інтегралу, правил інтегрування та таблиці похідних елементарних функцій можна скласти таблицю основних невизначених інтегралів.

Таблиця невизначених інтегралів
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Обчислення інтегралів за допомогою таблиці та основних властивостей називається табличним інтегруванням.

Приклад. 
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Якщо інтеграл не являється табличним, то для його обчислення використовують один із методів інтегрування. Розглянемо деякі з них.

1. Метод заміни змінної

а). Нехай потрібно обчислити інтеграл 
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Тобто обчислення інтегралу 
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 зводиться до обчислення інтегралу 
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Приклад.


[image: image40.wmf]c

x

x

ctg

x

t

x

t

t

x

c

t

ctgt

dt

t

dt

dt

t

t

t

tdt

tdt

t

t

tdt

t

t

tdt

dx

t

x

dx

x

x

+

-

-

=

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

=

=

=

=

+

-

-

=

=

-

=

-

=

=

×

-

=

=

×

-

=

þ

ý

ü

î

í

ì

=

=

=

-

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

2

arcsin

2

)

2

(arcsin

2

2

arcsin

,

2

sin

sin

2

2

2

2

sin

2

sin

sin

1

2

sin

cos

2

cos

sin

sin

1

2

cos

2

sin

2

sin

4

4

cos

2

sin

2

4

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2


б). Нехай потрібно обчислити інтеграл 
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Приклад.
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2. Метод інтегрування частинами
Якщо 
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диференційовані функції, то буде справедлива формула інтегрування частинами:
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Ця формула використовується у тих випадках, коли інтеграл у правій частині виявиться простішим за початковий, що можливо при належному виборі u і dv.
Класи функцій,які потрібно інтегрувати частинами.

I. 
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II. 
[image: image50.wmf]dx

x

P

dv

x

arcctgx

arctgx

x

x

du

xdx

arcctgxdx

arctgxdx

xdx

xdx

x

P

n

a

a

n

)

(

,

log

arccos

arcsin

,

log

arccos

arcsin

)

(

=

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

×


Формула інтегрування частинами у I та II класах використовуються стільки разів, яка степінь функції и.

III. 
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Вибір u і dv вільний, але формула інтегрування використовується завжди двічі.

3. Інтегрування функцій з квадратним тричленом у знаменнику дробу
Інтеграли типу 
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 обчислюються за допомогою заміни змінної після виділення повного квадрату у знаменнику дробу
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Заміна змінної 
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. Всі інтеграли після перетворення зводяться до табличних інтегралів 9 – 15.

Приклад. 

Знайти
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Враховуючи, що 
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4. Інтегрування раціонального дробу
Раціональний дріб 
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Для обчислення інтегралів з такими функціями використовується наступний алгоритм.

Алгоритм інтегрування раціонального дробу

1. Якщо 
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2. Знаменник розкладаємо на простіші множники, тобто 
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3. Розкладемо правильний дріб на суму простіших дробів вигляду 
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При цьому кількість дробів співпадає з кількістю множників у знаменнику з урахуванням їх степеню.

4. Обчислюємо постійні А, В, С,…за допомогою методу невизначених коефіцієнтів, або методу завдання часткових значень

5. Інтегруємо.

5. Інтегрування тригонометричних виразів

В залежності від вигляду тригонометричного виразу, інтеграли обчислюються різними методами.


Інтеграли типу 
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обчислюються за допомогою наступних підстановок:

а) n - непарне число, n=2p+1 ,заміна 
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б) m – непарне число, m=2k+1, заміна 
[image: image69.wmf]t

x

=

sin


в) n, m – парні числа, n=2p, m=2k. Використовуємо формули зниження степеню
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Інтеграли типу 
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 - раціональна функція, обчислюються за допомогою універсальної тригонометричної підстановки:
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У цьому випадку 
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Для обчислення інтегралів від добутку синусів та косинусів різних аргументів застосовують тригонометричні формули
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Якщо під інтегралом sinx і cosx знаходяться тільки у парних степенях, тобто розглядається інтеграл типу 
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то зручніше користуватися підстановкою 
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6. Інтегрування деяких ірраціональних виразів

Не для всякої ірраціональної функції можливо знайти первісну, але в деяких випадках це можливо.


Інтеграли типу 


[image: image80.wmf]ò

+

+

dx

b

ax

b

ax

x

R

r

s

n

m

)

)

(

,

)

(

,

(


зводяться до інтегралів від раціональних функцій за допомогою підстановки 
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Аналогічно обчислюються інтеграли вигляду 
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При цьому 
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Іноді інтеграли від ірраціональних функцій обчислюються за допомогою тригонометричних підстановок. Це можливо у наступних випадках:
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3. 
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Всі перелічені інтеграли 1-3 типу зводяться до інтегралів вигляду 
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Практична частина

Практичне заняття №1

Тема: Невизначений інтеграл.

Ціль заняття:


Навчитися користуватися таблицею невизначених інтегралів, знати властивості інтегралів, вміти підбирати заміну змінної і обчислювати інтеграли з її використанням, навчитися інтегрувати частинами.

План заняття:

1. Табличне інтегрування.

2. Метод заміни змінної.

3. Метод підведення під знак диференціалу. 
4. Метод інтегрування частинами.

1. Табличне інтегрування


Задача знаходження невизначених інтегралів від багатьох функцій розв'язується методом зведення до одного з табличних інтегралів. Цього можна досягти шляхом алгебраїчних перетворень і використання основних правил інтегрування.
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Завдання №2.
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Завдання №3.
Обчислити 
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Завдання №4.
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Завдання №5.

Обчислити 
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Так як 
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Одним із найважливіших властивостей невизначених інтегралів, на якому необхідно особливо акцентувати увагу, є властивість №5: якщо
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Завдання №6.

Обчислити 
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Так як 
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Завдання №7.
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Так як 
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Завдання №8.

Обчислити 
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Так як 
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Завдання №9.

Обчислити 
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Так як 
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2. Метод заміни змінної


Іноді для перетворення інтеграла до табличного доцільно ввести нову змінну t=((x) або x=((t). Після обчислення інтеграла, необхідно повернутися до первинної змінної х.


Завдання №1.

Обчислити 
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Завдання №2.

Обчислити
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Завдання №2.

Обчислити 
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3. Метод підведення під знак диференціалу

При обчисленні невизначених інтегралів заміну змінних зручно виконувати після підведення деякого співмножника підінтегральної функції під знак диференціалу. При цьому доцільно користуватися наступними співвідношеннями:
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Завдання №1.

Обчислити 
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Завдання №2.

Обчислити 
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4. Метод інтегрування частинами


Одним з основних прийомів інтегрування є метод інтегрування частинами, для якого використовується формула
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При цьому підінтегральна функція розбивається на два співмножника, один з яких позначаємо u , інший – dv.


Для обчислення інтегралів частинами доцільно користуватися наступними перетвореннями

	№
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	Потрібні позначення та перетворення
	Приклад
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	вибір позначення вільний
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Завдання №1.

Обчислити 
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Так як підінтегральна функція належить до першого класу функцій, які інтегруються частинами, то необхідно виконати наступні перетворення:
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 EMBED Equation.3  [image: image202.wmf]c
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Завдання №2.

Обчислити 
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Підінтегральна функція належить до другого класу функція, які інтегруються частинами, отже
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Завдання №3.

Обчислити 
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В даному випадку, підінтегральна функція належить до третього класу функцій, які інтегруються частинами, отже формула повинна застосовуватись двічі:
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Отримуємо,
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Типові завдання з коментарем


Завдання №1.

Знайти 
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Враховуючи, що підінтегральна функція відноситься до другого класу функцій, введемо наступні позначення
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Завдання №2.

Знайти 
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У цьому випадку формулу інтегрування частинами використаємо двічі
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Практичне заняття №2
Тема: Інтегрування раціональних дробів.

План заняття:

1. Інтегрування виразів з квадратним тричленом у знаменнику дробу.

2. Розклад раціональних дробів на суму простіших.

3. Інтегрування раціональних дробів.

Ціль заняття:



Навчитися зводити інтеграли з квадратним тричленом в знаменнику дробу до табличних, інтегрувати раціональні дроби шляхом розкладу на простіші
1. Інтегрування виразів з квадратним тричленом у знаменнику дробу



При обчисленні інтегралів вигляду 
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Завдання №1.

Обчислити 
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Перетворимо знаменник 
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Тоді
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Завдання №2.

Обчислити 
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Перетворимо знаменник 
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Тоді
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Завдання №3.

Обчислити 
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Перетворимо знаменник
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Тоді
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Інтеграли вигляду 
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 зводяться до суми двох табличних інтегралів за допомогою аналогічних перетворень.



Завдання №4.

Обчислити 
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Перетворимо знаменник
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Тоді
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Розіб’ємо на суму двох інтегралів
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2. Розклад раціональних дробів на суму простіших



При розкладі правильних раціональних дробів на простіші дроби I – IV вигляду потрібно представити знаменник у вигляді лінійних та квадратних множників.



Завдання №1.



Розкласти дріб на суму простіших
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Кількість простіших дробів співпадає з кількістю множників у знаменнику з урахуванням їх степеню. В даному випадку буде чотири дроби.
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Завдання №2.



Розкласти дріб на суму простіших
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Враховуючи, що 
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3. Інтегрування раціональних дробів 



Користуючись алгоритмом інтегрування раціональних дробів обчислити наступні інтеграли.



Завдання №1.

Обчислити 
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Дріб неправильний, тому що степінь чисельника і знаменника співпадають. Для виділення цілої частини дробу розділимо чисельник на знаменник.
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Тоді
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Розкладемо підінтегральний правильний дріб на суму простіших
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Прирівняємо чисельники дробів 
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Знайдемо А, В, С за допомогою методу завдання частинних значень х:
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Отже останній інтеграл перетвориться до вигляду
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Завдання №2.
Обчислити 
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Дріб 
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правильний, його розклад на суму простіших буде мати вигляд
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Прирівняємо чисельники
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Для обчислення A, M, N використаємо метод невизначених коефіцієнтів. Для цього прирівняємо між собою коефіцієнти при однакових степенях х.
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Тоді
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Завдання для самостійної роботи.
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Типові завдання з коментарем



Завдання №1.

Знайти 
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Виділимо повний квадрат
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Тоді
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Завдання №2.

Знайти 
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Ми маємо правильний раціональний дріб. Перетворимо знаменник на співмножники, визначивши корені многочлена. Знайдемо перший корінь х1=1 добором, останні – поділивши многочлен на х-1.
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Обчислення виконаємо, користуючись алгоритмом інтегрування раціонального дробу.
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Прирівнюємо чисельники:
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Тоді маємо
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Практичне заняття №3
Тема: Інтегрування тригонометричних виразів.

Ціль заняття:



Навчитися обчислювати інтеграли від добутку синуса на косинус різних степенів та різних аргументів, вміти користуватися універсальною тригонометричною підстановкою, перетворювати та обчислювати інтеграли за допомогою підстановки 
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1. Інтеграли вигляду 
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Завдання №1

Обчислити 
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Перетворимо інтеграл 
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Завдання №2.

Обчислити 
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Використаємо формули зниження степеню
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Універсальна тригонометрична підстановка


Завдання №1.

Обчислити 
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Використаємо універсальну тригонометричну підстановку 
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Завдання №2.

Обчислити 
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Інтеграли вигляду 
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Завдання №1.
Знайти 
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Використаємо підстановку 
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Перетворимо неправильний дріб - поділимо чисельник на знаменник
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Завдання №2.

Знайти 
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Використаємо підстановку 
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Типові завдання з коментарем



Завдання №1.

Знайти 
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Перетворимо інтеграл 
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Завдання №2.

Знайти 
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Використаємо формулу зниження степеню 
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Завдання №3.

Знайти 
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Використаємо підстановку
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Перетворимо інтеграл 
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Практичне заняття №4
Тема: Інтегрування деяких ірраціональних функцій

Ціль заняття:



Навчитися правильно підбирати підстановки при інтегруванні ірраціональних функцій і обчислювати інтеграли за їх допомогою.
План заняття:

1. Обчислення інтегралів типу 
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2. Обчислення інтегралів типу 
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Для обчислення інтегралів від ірраціональних функцій доцільно користуватися наступними перетвореннями
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1. Обчислення інтегралів типу 
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Завдання №1.

Знайти 
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У даному випадку маємо корені другого і четвертого порядку, НЗК(2,4)=4, тому робимо підстановку
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Перетворимо інтеграл
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Завдання №2.

Знайти 
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Враховуючи, що НЗК(2,3)=6, перетворимо інтеграл
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2.
Обчислення інтегралів типу 
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Завдання №1.

Знайти 
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Ми маємо інтеграл типу 
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, який обчислюється за допомогою підстановки 
[image: image382.wmf]t

a

x

sin

×

=

, тому


[image: image383.wmf]c

x

x

c

z

z

dz

z

tdt

dz

z

t

tdtdt

t

tdtdt

t

tdt

t

tdt

t

tdt

t

t

tdt

dx

t

x

x

dx

x

+

-

=

+

-

=

=

-

-

=

þ

ý

ü

î

í

ì

-

=

=

=

-

=

=

=

=

-

=

×

-

=

þ

ý

ü

î

í

ì

=

=

=

-

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

))

2

cos(arcsin

3

)

2

(arcsin

cos

(

8

)

3

(

8

)

1

(

8

sin

cos

sin

)

cos

1

(

8

sin

sin

8

sin

8

sin

4

4

cos

sin

8

cos

2

sin

4

4

sin

8

cos

2

sin

2

4

3

3

2

2

2

3

2

3

2

3

2

3



Завдання №2.
Знайти 
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Після виділення повного квадрату у знаменнику
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Тепер ми маємо інтеграл типу 
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, який обчислюється за допомогою підстановки 
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Типові завдання з коментарем


Завдання №1.

Знайти 
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Ми маємо інтеграл типу
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Тому 
[image: image393.wmf]=

×

-

=

×

-

=

ï

ï

þ

ï

ï

ý

ü

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

=

=

-

ò

ò

ò

t

tdt

t

t

dt

t

tdt

t

t

t

tdt

dx

t

x

dx

x

x

2

2

2

2

4

2

2

4

2

cos

1

sin

cos

cos

1

4

1

cos

sin

2

cos

16

4

cos

4

cos

sin

2

cos

2

4



[image: image394.wmf]c

x

c

t

t

d

t

tdt

t

+

=

+

=

=

=

ò

ò

)

2

(arccos

sin

12

1

3

sin

4

1

)

(sin

sin

4

1

sin

cos

4

1

3

3

2

2




Завдання №2.

Знайти 
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Маємо інтеграл типу 
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Тому 
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 обчислюємо, користуючись формулою 
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Врешті маємо 
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Завдання для самостійної роботи

Обчислити

1. 
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Теоретичні питання
1. Що називається первісною та невизначеним інтегралом?
2. Сформулювати властивості невизначених інтегралів
3. Записати формулу інтегрування частинами.

4. Які функції належать до І класу функцій, що інтегруються частинами?
5. Які функції належать до ІІ класу функцій, що інтегруються частинами?
6. Які функції належать до ІІІ класу функцій, що інтегруються частинами?
7. Використання методу заміни змінної та піднесення під знак диференціалу.
8. Який дріб називається раціональним?
9. Який дріб називається правильним?
10. Як обчислюються інтеграли з квадратним тричленом у знаменнику дробу?
11. Як інтегруються простіші раціональні дроби першого та другого типів?
12. Сформулювати алгоритм інтегрування раціонального дробу.

13. Навести приклади інтегрування простіших ірраціональних функцій.

14. Описати методи обчислення інтегралів 
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15. Записати універсальну тригонометричну підстановку та формули, що з нею пов’язані.

16. Вказати метод обчислення інтегралів типу 
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17. Сформулювати алгоритм обчислення інтегралів типу 
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18. За допомогою якої тригонометричної підстановки обчислюється інтеграл типу 
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19. За допомогою якої тригонометричної підстановки обчислюється інтеграл типу 
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20. За допомогою якої тригонометричної підстановки обчислюється інтеграл типу 
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