Лекція 2. Матриця та її ранг
У загальній теорії лінійних алгебраїчних рівнянь важливу роль відіграє прямокутна матриця та її ранг.

Визначення 11. Матрицею називається множина чисел, що утворюють прямокутну таблицю, що містить m рядків і n стовпців. Числа m і n називаються порядками або розмірами матриці, при цьому, якщо 

 матриця називається квадратною. Надалі будемо позначати матрицю одним з таких способів 




Числа 

 називаються елементами матриці й іноді поруч з буквою, що позначає матрицю, будемо вказувати її розміри, тобто писати 

.

Зауваження 11. Зауважимо ще раз, що матриця є тільки таблиця і змішувати її з визначником не можна. Хоча, як ми покажемо далі, визначники є числовими характеристиками для квадратних матриць, при цьому, якщо 

, будемо писати




і називати такий детермінант визначником, породженим матрицею А.

Зауваження 12. При m=1 одержуємо матрицю–рядок



при 

 маємо матрицю–стовпець




Визначення 12. Дві матриці називаються рівними, якщо вони однакових розмірів і відповідні елементи обох матриць рівні, тобто




Тут використані логічні символи: 

( квантор загальності "для всіх" значень, знак 

 ( "і"

Розглянемо часткові види матриць, які зустрічаються в додатках.

1. Нульовою матрицею  називається матриця, всі елементи якої дорівнюють нулю. Вона позначається буквою О
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2. Діагональною називається квадратна матриця, у якої всі елементи, що розташовані не на головній діагоналі, дорівнюють нулю, тобто виконується умова



, якщо 


3. Одиничною називається діагональна матриця, у якої кожен елемент головної діагоналі дорівнює одиниці, і така матриця позначається буквою Е або 

, якщо треба вказати її порядок. Якщо скористатися символом Кронекера


,

тоді для одиничної матриці можемо записати:




4. Квадратна матриця називається трикутною, якщо всі елементи, розташовані по одну сторону від головної діагоналі, дорівнюють нулю, наприклад, верхня трикутна матриця має вигляд:




5. Матриця 

 називається транспонованою відносно матриці 

, якщо вона отримана з А перестановкою місцями рядків і стовпців, тобто виконується умова




Якщо А(

 ), то 

(

 ).

6. Квадратна матриця називається симетричною, якщо виконується умова А=

 , тобто




7. Квадратна матриця А називається виродженою (або особливою), якщо 

 або невиродженою, якщо 

.

Визначення 13. Нехай А ( деяка матриця розміром 

. Виділимо в матриці довільно k рядків і k стовпців 

. Визначник k-го порядку, що складається з елементів, що знаходяться на перетинанні виділених рядків і стовпців, називається визначником або мінором k-го порядку матриці 

.

Зауваження 13. Стовпці й рядки мінору повинні бути розташовані один біля одного в тому ж порядку, який вони мали в матриці А, а кожен елемент матриці ми будемо розглядати як її мінор першого порядку.

Визначення 14. Рангом матриці А називається максимальний порядок відмінних від нуля мінорів матриці. Докладніше висловлюючись, ціле число 

 називається рангом матриці А, якщо серед мінорів    r-го порядку, породжуваних матрицею, є хоча б один, відмінний від нуля, а всі мінори більш високого порядку дорівнюють нулеві. 

Зауваження 14. Безпосередньо з визначення випливає:

1. Для матриці розміром 





2. 


3. Для квадратної матриці n-го порядку 

 тоді й тільки тоді, коли матриця невироджена, тобто 

.

Відзначимо властивість мінорів матриці, яким користуються при знаходженні рангу матриці. Якщо всі мінори k-го порядку даної матриці дорівнюють нулеві, то всі мінори більш високого порядку також нульові. Це відразу ж випливає з розкладання визначника по рядку або стовпцеві.

Звідси випливає прямий метод для визначення рангу матриці, який можна представити у вигляді послідовних кроків.

1. Якщо хоча б один з елементів матриці відмінний від нуля, а всі мінори другого порядку дорівнюють нулю, то 

.

2. Якщо є мінор другого порядку, що не дорівнює нулю, тоді досліджуємо мінори третього порядку.

Так робимо доти, поки не отримаємо одне з двох: або всі мінори порядку k дорівнюють нулю, або мінори k-го порядку для даної матриці не існують. Тоді 

.

Зазначений метод не завжди буває зручним, оскільки він зазвичай пов'язаний з обчисленням великого числа визначників. Є й інші способи визначення 

.

Другий метод визначення рангу матриці полягає в застосуванні так званих елементарних перетворень, що не змінюють рангу.

Визначення 15. Елементарними перетвореннями матриці називається кожна з наступних операцій: 

1. Зміна місцями будь-яких двох рядків (стовпців).

2. Множення кожного елемента довільного рядка (стовпця) на той самий множник, що не дорівнює нулю.

3. Викреслювання стовпця (рядка), який цілком складається з нулів.

4. Додавання до елементів довільного стовпця (рядка) відповідних елементів будь-якого іншого стовпця (рядка), помножених на довільне число 

.

Визначення 16. Дві матриці називаються еквівалентними, якщо від кожної з них можна перейти до іншої за допомогою кінцевого числа елементарних перетворень.

Теорема 1. Еквівалентні матриці мають однакові ранги, або елементарні перетворення не змінюють рангу матриці, або ранг інваріантний щодо елементарних перетворень.

Теорема очевидна, тому що ці перетворення не впливають на рівність або нерівність нулю будь-якого мінору матриці.

При практичному використанні цієї теореми за допомогою елементарних перетворень будь-яку ненульову матрицю через кінцеве число кроків приводять до трапецієподібного (в окремому випадку до трикутного ) вигляду




Ранг такої матриці очевидний. Компактно схему такого приведення можна записати так 

, причому будь-які дві матриці в цій схемі не дорівнюють одна одній (у них можуть бути навіть різні розміри), але вони усі еквівалентні одна одній і мають той самий ранг.

За допомогою елементарних перетворень визначити ранг матриць.

Приклад 1. 





 EMBED Equation.2  
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Відповідь: 


Приклад 2
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Відповідь: 


Самостійно!
Приклад 3  




Відповідь: 


Приклад 4

А = 


Відповідь: r

 = 2
1.4. Основні операції з матрицями та їх властивості

Визначення 17. Операція додавання вводиться тільки для двох матриць однакових розмірів за формулою



 

З визначення видно, що додавання матриць зводиться до додавання відповідних їхніх елементів, тобто до додавання чисел. Аналогічно визначається сума будь-якого кінцевого числа матриць 

, причому очевидно, що додавання матриць має ті ж властивості, що й додавання чисел






             (комутативність)



  (асоціативність)

Визначення 18. Матриця 

 називається добутком матриці А на число 

, якщо вона отримана з А множенням усіх її елементів на 



 EMBED Equation.2  




З визначення випливає, що загальний множник всіх елементів можна виносити за знак матриці.

Зауваження 15. Якщо матриця А квадратна порядку n і В = 

А, то з огляду на третю властивість визначника можемо записати




Зауваження16. З визначень 17 і 18 випливає, що матриці мають властивість дистрибутивності множення на число щодо додавання матриць



 (А + В) = 

А + 

В

Зауваження 17. Різницю матриць можна тепер визначити за формулою




Визначення 19. Матрицю А будемо називати погодженою з матрицею В, якщо число стовпців матриці А дорівнює числу рядків матриці В.

Зауваження 18. З погодженості А з В не випливає, власне кажучи, погодженість В з А. Винятком тут є квадратні матриці того самого порядку.

Визначення 20.Якщо матриця 

 погоджена з матрицею 

, то добутком АВ називається матриця 

, елементи якої обчислюються за формулою



 = 

       

=
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Відповідно до цього визначення елемент 

, що стоїть на перетині i-го рядка й j-го стовпця матриці С = АВ дорівнює сумі попарних добутків відповідних елементів i-го рядка матриці А та j-го стовпця матриці В.

Зауваження 19. У загальному випадку множення матриць некомутативне, навіть якщо матриці погоджені в обидва боки й навіть якщо вони квадратні.

Приклад. Обчислити АВ і ВА, якщо 










Зауваження 20. Операція множення допускає узагальнення на випадок будь-якого кінцевого числа матриць за умови їхнього послідовного узгодження. Наприклад, якщо А(

 ), В(

 ), С(

 ), то можна знайти матрицю D (

 ): D=АВС, послідовно двічі застосувавши визначення 20.

Зауваження 21. З визначення 20 випливають такі властивості одиничної Е та нульової матриць, при цьому Е можна множити тільки на квадратну матрицю того ж порядку, а нуль-матрицю потрібно відповідним чином погоджувати
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Самостійно! Переконатися, що множення матриць має властивості:

1. Асоціативності 


2. Дистрибутивності множення як ліворуч так і праворуч щодо додавання




Самостійно! Довести наступну теорему про визначник добутку матриць.

Теорема 2. Якщо А(

 ) і В(

 ) квадратні матриці того самого порядку, а матриця С(

 )  є їхнім добутком С=АВ, то визначник матриці С дорівнює добуткові визначників матриць А і В, тобто справедливою буде формула:



,

Наслідок. Навіть для квадратних матриць хоча в загальному випадку АВ

 ВА, у таких матриць визначники дорівнюють один одному




тому що визначник квадратної матриці це число, а множення чисел має властивість комутативності.

Одним з можливих додатків множення матриць є використання матриць для компактного запису систем лінійних алгебраїчних рівнянь вигляду




(1.15)

Введемо до розгляду матрицю системи А(

 ), складену з коефіцієнтів при невідомих, матрицю ( стовпець невідомих 

 і матрицю - стовпець вільних членів В



       


Тоді, використовуючи операцію множення матриць і визначення рівності двох матриць, систему можна записати в матричній формі так:




(1.16)

Зауваження 22. За зовнішнім виглядом ( 1.16 ) нагадує відоме зі школи лінійне рівняння з одним невідомим 

. Однак у (1.16) елементами рівняння є матриці, для яких не вводилося поняття ділення матриць, тому на відміну від відомого розв'язку рівняння у вигляді 

, тут треба зробити інакше. Щоб компактно записати розв'язок матричного рівняння (1.16), нам необхідно ввести поняття оберненої матриці.

1.5. Обернена матриця та її знаходження
Визначення 21. Нехай A квадратна матриця n-го порядку, а Е ( одинична матриця того ж порядку. Матриця В називається оберненою для матриці А, якщо 

AB = BA = E
(1.17)

Визначення 22 . Матриця 




називається союзною або приєднаною до матриці А.

Зауважимо, що в матриці С алгебраїчні доповнення 

 до елементів i-го рядка матриці А розташовані в j-у стовпці.

Теорема 3. Для того, щоб для матриці А існувала обернена матриця необхідно і достатньо, щоб матриця А була невиродженою, тобто виконувалася умова det

 0.

Доказ. Необхідність . Якщо АВ = Е, то, використовуючи теорему 2 про визначник добутку матриць, будемо мати 



.

Достатність. Нехай 

. Покажемо, що матриця

В = 

 С
(1.18)

є оберненою до А. Для цього треба показати, що вона відповідає умові (1.17).

При доказі врахуємо таку властивість алгебраїчних доповнень: 

Сума добутків елементів будь-якого рядка (або стовпця ) визначника на відповідні алгебраїчні доповнення елементів будь-якого іншого рядка (стовпця) дорівнює нулю, а на свої доповнення дорівнює визначникові:




(1.19)

Дійсно,  якщо скористатися  визначенням 6    (формула (1.10 )), то можемо записати розкладання визначника за елементами i-го рядка у вигляді 



 = 



 EMBED Equation.2  
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(1.20)

Оскільки алгебраїчні доповнення 

,...,

 не залежать від елементів i-го рядка a

 ,...,a

 , то ця рівність є тотожністю відносно a

 ,...,a

 і збережеться при заміні цих чисел будь-якими іншими 

 числами. Замінивши a

 ,...,a

 відповідними елементами будь–якого (відмінного від i-го ) j-го рядка a

 ,...,а

 , ми одержимо ліворуч визначник із двома однаковими рядками, що відповідно до властивості 5 дорівнює нулю, у такий спосіб

 при i

 j  формули (1.19 ) доведені.

Якщо тепер врахувати цю властивість і записати добутки 

 і 

, то будь-який елемент у цих добутках матриць, що не лежить на головній діагоналі, буде дорівнювати нулю, а на головній діагоналі розміщуватиметься 

=1 і теорема доведена.

Зауваження 23. Доказ теореми був конструктивним, тобто в його процесі був отриманий один зі способів побудови матриці оберненої до даної, яку позначаємо надалі як 
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Робоча формула цього методу буде мати такий запис




(1.21)

Правильність побудови оберненої матриці необхідно здійснювати за формулою (1.17 ).

Приклад. Для заданої матриці А побудувати А


А = 


Розв'язання: det=27+60 ( 14 ( 36 ( 42+15=10
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Перевірка: 


Обернена матриця знайдена вірно.

Теорема 4. Для невиродженої матриці існує єдина обернена матриця .

Доведення. Будемо міркувати методом від супротивного. Припустимо, що для А існують дві різні обернені матриці A
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 A

 . Але тоді

АА

 = Е
(1.22)

і

А

 А = Е
(1.23)

Помножимо ( 1.22 ) ліворуч на A
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 і з огляду на ( 1.23 ), а також властивості одиничної матриці, приходимо до протиріччя з нашим припущенням, що А
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 А

 :

А

 АА

 = А

 Е

ЕА

 = А

 Е

А

 = А
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Теорема доведена.

Доведемо основні властивості оберненої матриці

Властивість 1. det А

 = 


Доведення: застосуємо теорему про визначник добутку й обчислимо визначники двох рівних матриць

АА

 = Е 

 det ( АА

 ) = det Е



=1 

 det 

=


Властивість 2. 

=А

Доведення: Відповідно до визначення оберненої матриці 

А

 А = Е
(1.24)

З іншої сторони 

(А-1)

 А

 =Е
(1.25)

Помножимо обидві частин (1.25) праворуч на А і з огляду на (1.24) будемо мати:

(А-1)

 А

 А=ЕА    ( А

 )

 Е=ЕА   (А

 )

 =А

Властивість 3. (АВ)

 = В

 А


Відповідно до визначення зворотної матриці 


Множачи цю рівність послідовно праворуч спочатку на В

 ,а потім отриманий результат на А

 , будемо мати

(AB)

ABB

=EB





Повернемося тепер до питання про розв'язання матричного рівняння (1.16). Зазначимо, що оскільки обернена матриця існує тільки для невироджених квадратних матриць, то тимчасово обмежимося в (1.16) випадком m=n і det A

 0, тоді помноживши обидві частини рівняння ліворуч на А

 , знаходимо розв’язок квадратної системи у вигляді:

Х = А

 В
(1.26)

Приклад Матричним методом розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь




Розв'язання. Випишемо матрицю системи і стовпець вільних членів

А=

           У =


Вище в прикладі використання формули (1.21) ми побудували матрицю А

, і тоді на підставі формули (1.26) розв'язок запишеться так:

Х = 

 = А

 В = 



 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
=


=

 

 = 

 


x

=

          x

=

        x

=


Для перевірки підставимо знайдені значення невідомих у кожне з трьох рівнянь системи 



 + 

 ( 

 = 
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2



 ( 

 + 

 = 

  

 3



 + 

 ( 

 = 
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 4

Відповідь : x

 = 0,9         x

 = 0,7       x

 = 2,1

Крім першого способу знаходження оберненої матриці за допомогою союзної за формулою (1.21), маємо більш ефективний метод побудови А

 за допомогою елементарних перетворень.

Цей метод обґрунтовується за допомогою наступної очевидної теореми.

Теорема 5. Якщо до одиничної матриці порядку n застосувати ті ж елементарні перетворення, тільки над рядками ( стовпцями ), і в тому ж порядку, за допомогою яких невироджена матриця А порядку n приводиться до одиничної, то одержувана при цьому матриця буде оберненою до матриці А.

Приклад. За допомогою елементарних перетворень побудувати А

 для розглянутої в двох попередніх прикладах матриці А

Розв'язок :
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Матриця, що знаходиться в правій клітині, і є А

, і вона збігається з отриманою вище, якщо там внести 0,1 під знак матриці.
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