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Лекція 9. Нескінченно малі й нескінченно великі послідовності.  Арифметичні операції над збіжними послідовностями


Визначення 5. Послідовність 

називається нескінченно малою (н.м.п.), якщо




            



Приклади н.м.п.: 1) 

 , 


2)  




3)  

.


Визначення 6. Сумою, різницею, добутком і часткою двох послідовностей 

називаються відповідно послідовності 

, причому в останньому випадку 

. 


Теорема 1.5. Алгебраїчна сума кінцевого числа н.м.п. є н.м.п.


Доведення. Розглянемо спочатку випадок двох н.м.п., тоді за визначенням 
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Поклавши 

 та користуючись формулою (1.14), будемо мати




 

і для випадку двох послідовностей теорема доведена. На випадок довільного числа доданків формула поширюється очевидним способом за методом математичної індукції.


Теорема 1.6. Добуток н.м.п. на обмежену послідовність є н.м.п.


Доведення. Якщо 

-обмежена послідовність, а 

- н.м.п., то за визначенням 




 


Із цих двох умов, користуючись доведеною у лінійній алгебрі нерівністю Коши-Буняковського, можемо записати





і теорема доведена.


Визначення 7. Послідовність 

називається нескінченно великою (н.в.п), якщо виконується умова






У цьому випадку пишуть 

 і говорять, що послідовність має нескінчену границю.


Даному визначенню можна дати таку геометричну інтерпретацію. Позначимо





при цьому множина 

 називається 

-околом 

, а 

(

 -околом 

.



Тоді, якщо 

, те в кожному 

-околі нескінченності лежать всі члени 

 за винятком можливо скінченого числа членів.


Аналогічно визначаються нескінченні границі певного знака за формулами






Приклади н.в.п.     






Теорема 1.7. (про арифметичні операції над збіжними послідовностями). Якщо 

, то 




 




   за умови, що 



Доведення. Насамперед помітимо, що використовуючи поняття н.м.п. той факт, що 

, можна записати так
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где

   

 



Але тоді


  

 


Поклавши 

можемо записати, що






Але тоді




і для цього випадку теорема доведена.


б) Міркування проводяться аналогічно попередньому випадку. Використовуючи формули



,

можемо записати
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Якщо 

 й 

 кінцеві числа, то відповідно до теореми 1.6, три послідовності 

 є н.м.п. і тоді можемо записати




 


Вважаючи, що 

, можемо записати



[image: image4.wmf]e

e

e

e

b

a

a

b

e

=

+

+

<

+

+

®

³

"

$

>

"

3

3

3

 

:

  

0

n

n

n

n

b

a

N

n

N



Але тоді
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і теорема для цього випадку доведена.


в) Так як 

, то можемо записати 




тому що 

-н.м.п., то можемо записати


 



Припускаючи, що 

, будемо мати 
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і теорема доведена.


1.3. Невизначені вирази

При доказі попередньої теореми в останньому пункті ми виключили з розгляду випадок 

. Якщо при цьому 

, то використовуючи поняття н.в.п. і нескінченної границі можемо записати, що в цьому випадку 

. Інакше виглядає ситуація у тому випадку, коли 

. Тоді про границю послідовності 

 заздалегідь нічого певного сказати не можна, що видно з наступний прикладів
	
№ п/п
	


	


	


	



	1.
	


	


	


	



	2.
	


	


	


	0



	3.
	


	


	


	



	4.
	


	


	


	не існує



Із цих прикладів видно, що для знаходження границі послідовності 

 мало знати, що 

, потрібні ще додаткові відомості про характер зміни 

 й 

, тобто про швидкість прагнення до нуля. Для знаходження границі в кожному конкретному випадку потрібні спеціальні прийоми, на жаль, не універсальні й загалом кажучи більш складні, ніж у наведених вище прикладах. Говорять, що вирази 

 при 

 являє собою невизначеність типу 

.


Аналогічні міркування приводять нас до інших типів невизначеностей. Якщо 

, то вираз 

 називається невизначеністю типу 

. При 
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 вираз 

 приводить до невизначеності типу 

. Якщо 

, то вираз 

 називається невизначеністю типу 

. 


Зауваження 8. Трохи пізніше ми зустрінемося ще із трьома типами невизначеностей 

, тобто всього в математичному аналізі є сім типів невизначеностей.

Зауваження 9. Одна з важливих задач і в теорії числових послідовностей, і в теорії функцій полягає в розкритті невизначеностей. Розкрити відповідну невизначеність - це значить знайти границю (якщо вона існує), що, як ми вже відзначали вище, не завжди просто й немає загального прийому або правила для розв’язання цього питання. Ряд часткових прийомів у теорії числових послідовностей ми розглянемо при розв’язанні прикладів. У теорії функцій є більше сильні правила (правило Лопіталя, метод виділення головної частини й ін.). 


Приклад 1.4. Обчислити границю





Розв’язання. Щоб вказати вид невизначеності підставимо замість 

 його граничне значення, видно, що в цьому випадку має місце невизначеність типу 

. Одним з основних прийомів при розкритті невизначеностей такого типу є перенос ірраціональності із чисельника в знаменник (часто також буває корисним приведення до загального знаменника, однак, це, як правило, необхідно в теорії функцій при 

або 

). Помножуючи чисельник і знаменник на сполучений вираз 

, будемо мати такий ланцюжок формул






1.4. Границя монотонної послідовності

Визначення 8. Послідовність 

називається зростаючою (неспадною), якщо 




 


Аналогічно визначається спадна (незростаюча) послідовність






Якщо в тому й іншому випадку має місце строга нерівність, то послідовність називається строго зростаючою або строго спадною. Всі ці послідовності разом узяті називаються монотонними (або строго монотонними).  


Елементи монотонних послідовностей можна розташувати в ланцюжки 

 або 

, звідки видно, що неспадна послідовність обмежена знизу, а незростаюча - зверху.


Наприклад, послідовність 

 є незростаючою, а послідовність 

строго зростаюча.


Визначення 9. Число М називається точною верхньою межею числової множини Х (або  (супремумом( ) і позначається М=sup, якщо виконуються дві умови









(1.15)


Аналогічно визначається точна нижня межа числової множини (або (інфімум() 
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(1.16)


Зауваження 10. Ключовим у цих визначеннях є слово «точна», що наочно можна пояснити, якщо покласти Х=(-2,1), тобто взяти як числову множину точки інтервалу



Очевидно, що верхньою межею даної множини будуть будь-які числа, що лежать на дійсній осі правіше одиниці, але тільки одиниця задовольняє обом вимогам (1.15) і якщо в якості 

взяти, наприклад, 0,99, то 

 й т.д. Тому тут sup=1 і по тій же причині 

.


Звернемо також увагу на те, що самі точні межі можуть як належати множині Х, так і не належати тій множині, для якої вони є точними межами. Тут очевидно, що для інтервалу 

 обидві межі Х не належать, для відрізку 

- обидві належать, для напівінтервалу 

- нижня належить, а верхня - не належить. Якщо в якості Х взяти нескінченний напівінтервал 
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, то тут є тільки одна межа, якщо ж 

, те точних меж така множина не має.


Зауваження 11. Перепишемо умови (1.15) і (1.16), використовуючи звичне за визначенням границі як завгодно мале додатне число 

. Тоді будемо мати
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(1.17)
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(1.18)


Визначення 10. Точною верхньою (нижньою) межею числової послідовності 

називається відповідна точна межа множини значень цієї послідовності
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(1.19)
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(1.20)



Теорема 1.8. (ознака збіжності монотонної послідовності). Якщо послідовність 

є зростаючою й обмежена зверху, то вона є збіжною, причому





Якщо послідовність 

є спадною й обмежена знизу, то існує


 



Доведення. Якщо 

обмежена зверху, то з теорії числових множин відомо, що існує точна верхня межа цієї послідовності, що визначається умовами (1.19). З іншого боку, тому що за умовою теореми послідовність 

є зростаючою, то для неї можемо записати



  






(1.21)


Поєднуючи разом умови (1.19) і (1.21), будемо мати
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звідси видно, що починаючи з номера 

 всі члени нашої послідовності попадають у лівосторонній 

-окіл точки 

, а відповідно до визначення границі це й означає, що





і для цього випадку теорема доведена.


Самостійно! Провести аналогічні міркування для випадку спадної послідовності.


Приклад 1.5. Знайти границю послідовності 

, якщо 
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Розв’язання. Задамо цю послідовність рекурентним способом





звідси відразу бачимо, що 



Користуючись методом математичної індукції покажемо, що задана послідовність задовольняє обом вимогам теореми 1.8, тобто є зростаючою й обмежена зверху.


Дійсно 

. Припустимо, що 

, тоді




 

тобто

 й послідовність обмежена зверху числом 2.


Тим же  методом покажемо, що розглянута послідовність є зростаючою.


Очевидно, що 
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Припустимо, що 

 й покажемо, що при такому індуктивному припущенні справедлива нерівність 

. Тому що 

 й 

, то обидві частини цієї рівності можна піднести до квадрата



  

 

Аналогічно  



Віднімаючи із другої рівності першу й користуючись формулою різниці квадратів, будемо мати






Звідси, з огляду на те, що перша дужка ліворуч строго позитивна й відповідно до індуктивного припущення позитивна права частина, будемо мати





тобто наша послідовність строго зростаюча.


Але тоді відповідно до теореми 1.8 існує 

, де 

-поки невизначене число, тому що ми не знаємо точної верхньої межі 

.


Переходячи з урахуванням теореми 1.7 до межі в рівності 





і з огляду на, що 

, будемо мати для визначення 

 квадратне рівняння




   

Звідси, з огляду на, що 

, знаходимо а=2, (корінь а=-1 не підходить).


Самостійно! Подібними міркуваннями провести узагальнення на випадок послідовності





де  С довільне додатне число, що задовольняє умові С>1, і показати, що в цьому випадку






1.5. Число e (приклад використання ознаки збіжності монотонної послідовності) 


Розглянемо числову послідовність 

, де 












(1.22)


Якщо спробувати безпосередньою підстановкою замість 

 нескінченності визначити граничне значення, то прийдемо до вище вже відмічуваної невизначеності типу 

. Покажемо, що ця послідовність зростаюча й обмежена зверху, і тоді відповідно до ознаки збіжності монотонної послідовності вона має скінчену границю.


Скористаємося відомою з елементарної математики формулою бінома Ньютона
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(1.23)


Окремими випадками цієї формули є широко відомі формули








Перетворимо за допомогою формули (1.23) вираз (1.22) для загального елемента послідовності
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Якщо виписати аналогічним способом перетворений вираз для 

, замінивши праворуч скрізь 

 на 

, то ясно, що 




,

тому що при такій заміні кожен додатній доданок, відмінний від 2, збільшується, тому що у всіх круглих дужках





і крім того у формулі для 

 на один додатній доданок більше. Таким чином, послідовність зростаюча.


Тому що в (1.24) кожна з дужок більше нуля, але менше одиниці, тобто 





то відкидаючи дужки й скориставшись відомою з елементарної математики нерівністю





одержимо для загального члена послідовності таку оцінку






Всі доданки в правій частині, крім першого, є елементами геометричної прогресії з 

, тоді 





і тепер остаточно можемо записати






Відповідно до теореми 1.8 послідовність 

із загальним елементом (1.22) має скінчену границю, що знаходиться між 2 і 3. За пропозицією Ейлера ця межа позначається буквою 

, тобто справедлива наступна формула




 







(1.25)


Тут 

- широко використовуване як в елементарній математиці (основа натурального логарифму), так і в математичному аналізі число, для якого справедливий такий наближений вираз




      


Число 

- ірраціональне й, більш того, трансцендентне, тобто не є коренем ніякого алгебраїчного рівняння із цілими коефіцієнтами.


Використовуючи формулу (1.25) можна знаходити границі великої кількості послідовностей, що є невизначеностями типу 

.


Приклад 1.6. Знайти границю послідовності






Розв’язок. Неважко бачити, що ми маємо справу з невизначеністю типу 

. Щоб скористатися формулою (1.25) тут і у всіх інших прикладах подібного типу необхідно в дужках виділити одиницю, для чого доцільно провести формальну операцію додавання й віднімання одиниці в дужках





Звернемо увагу на те, що в (1.25) у показнику ступеня стоїть величина зворотна добавці до одиниці в дужках. Тоді скориставшись властивостями ступенів ланцюжок формул продовжимо в такий спосіб 






Нижче ми покажемо, що експоненціальна функція є неперервною, що дозволяє переносити знак границі в показник експоненти. Звернувши увагу на те, що вираз, що стоїть у квадратних дужках згідно (1.25) прагне до 

, перейдемо в силу сказаного вище до обчислення границі в показнику, що не викликає труднощів






Скорочуючи на 

 й з огляду на те, що по доведеному раніше 

, остаточно отримуємо






Приклад 1.7. Знайти границю





Розв’язок. Проводячи міркування, аналогічні попередньому прикладу, будемо мати 





1.6. Підпослідовності й часткові границі. Теорема  Больцано - Вейерштрасса

Визначення 11. Нехай задана послідовність 

. Розглянемо строго зростаючу послідовність 

 натуральних чисел, тобто таку, що





Виберемо з послідовності 
[image: image19.wmf]{
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 елементи з номерами 

й розташуємо їх у такому ж порядку, як і числа 






Отримана послідовність 

називається підпослідовністю послідовності 

.


Наприклад, послідовність непарних натуральних чисел 1,3,5,..., узятих у порядку зростання, є підпослідовністю послідовності натуральних чисел 1,2,3,..., а послідовність 3,5,1,9,11,7,... уже не є підпослідовністю послідовності натуральних чисел, тому що тут порушений порядок слідування членів вихідної послідовності.


Зауваження 12. У записі  

 число 

 означає порядковий номер члена послідовності 

, а 

 - номер цього ж члена у вихідній послідовності. Тому очевидно, що 

, звідки виходить, що 

 при 

.


Визначення 12. Нехай 

 - підпослідовність послідовності 

й нехай існує скінчена або нескінченна границя





Тоді 

 називається частковою границею послідовності 

.


Наприклад, послідовність, що розходиться





 

має дві часткові границі 1 і -1. Послідовність





має дві часткові границі 0 і 

.


Зауваження 13. З визначення й наведених прикладів витікає, що розбіжна послідовність може мати кілька часткових границь, хоча може не мати жодної такої границі. Якщо ж вихідна послідовність 

 має границю




то в силу теореми 1.1 про єдиність границі будь-яка підпослідовність 

 сходиться до цієї ж границі. 


Визначення 13. Якщо 

 - обмежена послідовність, а 
[image: image20.wmf]Z

 - множина її часткових границь, то числа 
[image: image21.wmf]Z
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 називаються відповідно верхньою й нижньою границею цієї послідовності й позначаються символами 

.


Наприклад, для послідовності 
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Виникає питання,  чи всяка послідовність дійсних чисел містить у собі підпослідовність, що сходиться до деякого числа (скінченого, 

 або 

)?


Теорема 1.9. (Больцано - Вейерштрасса). З будь-якої обмеженої послідовності можна виділити збіжну підпослідовність.


Доведення. Нехай 

- обмежена послідовність, тоді  виконується умова
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Розіб'ємо відрізок 

 навпіл точкою 

, тоді принаймні один з відрізків 

 або 

 містить нескінченне число членів послідовності 

. Якщо це справедливо для обох відрізків, то для визначеності тут і надалі щораз будемо вибирати правий із двох відрізків. Позначимо відрізок, що містить нескінченне число елементів 

 як 
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Розділимо тепер 

 точкою 

 й продовжимо описані вище міркування. У результаті подібних ділень отримаємо послідовність відрізків 

 таких, що 










Така послідовність відрізків у теорії числових множин називається послідовністю, що стягується, і для неї справедлива наступна теорема, що доводиться в теорії числових множин.


Теорема 1.10. (Кантора про вкладені відрізки). Якщо послідовність відрізків стягується, то існує єдина точка, що належить всім відрізкам цієї послідовності.


Якщо скористатися цією теоремою в нашому випадку, то можемо записати
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(1.26)


Покажемо, що знайдеться така підпослідовність 

 послідовності 

, що




 


Так як за побудовою відрізок 

 містить нескінченне число членів 

, то





Відрізок 

 також містить нескінченне число членів 

, тому




 


Взагалі можемо записати




 де  



Отже, існує підпослідовність 

 послідовності 

 така, що




 





(1.27)


Умови (1.26) і (1.27) означають, що точки с і 

 належать одному й тому ж відрізку 

 й тому відстань між ними не перевершує довжину відрізка 

, тобто виконується умова










(1.28)


Тому що 

 - н.м.п., то з (1.28) витікає, що





і теорема доведена.


Зауваження 14. Доведену теорему можна сформулювати ще так: будь-яка обмежена послідовність має хоча б одну часткову границю.


1.7. Критерій Коші збіжності числової послідовності


Визначення 14. Послідовність 

 називається фундаментальною, якщо вона задовольняє умові Коші
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(1.29)


Зауваження 15. Іноді умову Коші зручніше записати в іншому еквівалентному (1.29) вигляді
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Доведемо, що фундаментальна послідовність є обмеженою. Нехай 

, тоді відповідно до умови Коші (1.29) знайдеться такий номер 

, що виконується наступна умова






Зокрема, обравши тут 

 і скориставшись нерівністю трикутника, можемо записати








Якщо обрати




можемо записати





що й означає обмеженість фундаментальної послідовності.


Зауваження 16. Зворотне твердження, загалом кажучи, не має місця, тобто з обмеженості послідовності не витікає її фундаментальність, що видно на прикладі послідовності 

 для якої умова Коші не виконується.


Теорема 1.11. (критерій Коші). Для того щоб послідовність мала скінчену межу необхідно й досить, щоб вона була фундаментальною.


Зауваження 17. У теоремі мова йде про існування скінченої межі, якщо ж 

, те така послідовність не є фундаментальною, наприклад, 

  і т.д.


Доведення. Необхідність. Нехай 

. За визначенням границі звідси маємо, що
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Поклавши тут по черзі 

, а потім 

 і використовуючи нерівність для модуля різниці, отримуємо
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тобто послідовність 

, що має скінчену границю, задовольняє умові Коші (є фундаментальною) і необхідність доведена.


Достатність. Нехай 

- фундаментальна послідовність. Тоді за визначенням виконується умова Коші, що ми запишемо так
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(1.31)


Вище ми показали, що фундаментальна послідовність є обмеженою, але тоді за теоремою Больцано - Вейерштрасса вона містить збіжну підпослідовність 

. Нехай її границя дорівнює 

, тобто
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Покажемо, що число 

 є границею вихідної послідовності 

. За визначенням границі можемо записати
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(1.32)


Нехай 

. Фіксуємо в (1.32) номер 

 (такий номер знайдеться, тому що  

 при 

). Тоді при 

 й при всіх 

 у силу (1.31) виконується нерівність












(1.33)


Але тоді з (1.32) і (1.33) маємо, що
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Але це означає, що

 й теорема доведена.


1.8. Приклади розв’язання основних типів задач на границі числових послідовностей

Розв’язання більшості задач ґрунтується на наступних теоретичних положеннях: 1) теоремі 1.7 про арифметичні операції над збіжними послідовностями; 2) використання властивостей н.м.п., зокрема

 ; 3) застосування формули (1.25) для числа 

, що вже проілюстровано в прикладах 1.6 і 1.7. Крім того часто знаходження границь пов'язане з перетворенням загального члена до такого виду, щоб можна було скористатися раніше отриманими результатами для інших послідовностей.


Покажемо як ці ідеї можна реалізувати при виконанні завдань зі збірника типових розрахунків автора Кузнєцова Л.А.


Приклад 1.8. Довести, що 

 (указати 

).






Розв’язання. Цей приклад подібний докладно розглянутим вище прикладам 1.1 і 1.2, тому опускаючи докладні коментарі приведемо хід розв’язання.


Складемо різницю 

 й визначимо, починаючи з якого номера модуль цієї різниці стане менше 
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З умови  
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, звідси знаходимо






Наприклад, при  



при   







при 
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Приклад 1.9. Обчислити межу числової послідовності








Розв’язання. При розкритті подібного роду невизначеностей для дробно - раціональних виразів необхідно винести в чисельнику й знаменнику старший ступінь 

, а потім зробити необхідні скорочення й скориставшись границею 

 прийти до очевидного виразу, що не є невизначеністю. У нашому випадку описана схема приводить до наступного результату






Приклад 1.10. Обчислити границю





Розв’язання. Тут, як і вище, при розкритті невизначеності типу 

 необхідно винести в чисельнику й знаменнику старший ступінь 

.

 




Приклад 1.11. Обчислити границю послідовності






Розв’язання. Тут спочатку треба позбутися від невизначеності типу 

 в чисельнику. Як правило, при наявності різниці коренів таке позбавлення проводиться шляхом переносу ірраціональності із чисельника в знаменник і навпаки. У нашому випадку будемо мати










Приклад 1.12. Обчислити границю числової послідовності




 


Розв’язання. При обчисленні подібних границь необхідно спочатку перетворити вираз для загального члена, використовуючи відомі з елементарної математики формули суми арифметичної








або геометричної прогресії







У нашому випадку, розбивши кожен доданок на два, бачимо, що в нас праворуч стоять дві скінчені суми геометричних прогресій, для яких компактний вираз одержуємо за допомогою другої формули



 


Якщо тепер скористатися раніше вже відзначеною властивістю
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те можемо відразу записати відповідь






Приклад 1.13. Знайти границю послідовності






Розв’язання. Тут треба спочатку скористатися поняттям факторіала й перетворити чисельник і знаменник, виносячи в них загальні множники обох доданків
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