Лекція 10
2.1. Основні відомості про числові функції
Визначення 1. Нехай дана числова множина 
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. Якщо кожному 

 за деяким правилом поставлено у відповідність число 

, то говорять, що на множині X визначена числова функція. Правило, що встановлює відповідність, позначають деяким символом, наприклад, 

 і пишуть










(2.1)

або











(2.2)

При цьому множину X називають областю визначення функції й позначають ще так 

 , x - називається аргументом або незалежною змінною , а 

 - залежною змінною. Сукупність всіх значень, які приймає функція на множині 
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 називають множиною значень функції й позначають 

.


Зауваження 1. При запису правила у вигляді (2.1) замість слова  ( функція ( звичайно вживають такі його синоніми як ( відображення ( або ( перетворення (, говорять також, що множина Y образ множини X при відображенні 

.


Визначення 2. Рівність двох функцій 

 і 

 вводиться очевидним способом
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Визначення 3. Арифметичні операції над функціями вводяться за наступними правилами
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Визначення 4. Нехай 
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 причому 

. Тоді функцію, що приймає при кожному 

 значення 

 називають складною функцією або суперпозицією (композицією) функцій 

 і 

 й іноді позначають так 

. 

Наприклад,  функцію
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можна представити як суперпозицію двох функцій 

 і 

, однак тут варто звернути увагу на те, що 

, 

 

 і для того, щоб виконувалася записана вище вимога побудови складної функції 

 необхідно звузити область визначення функції 

 так, щоб вона на звуженій області приймала тільки невід’ємні значення. У зв'язку із цим при побудові записаної вище функції 

 приймається, що 

 й тоді можемо записати, що 

.

З елементарної математики відомі три основних способи задавання функції: аналітичний  (у вигляді формули (2.2)), табличний і графічний.


Визначення 5. Функція 

, що задана на множині Х, називається парною, якщо виконуються умови





Аналогічно визначається непарна функція






Визначення 6. Функція 

 називається обмеженою знизу на множині 

 якщо виконується умова





Аналогічно визначається функція обмежена зверху на множині 






і функція обмежена на множині Х






Зауваження 2. Варто звернути увагу на те, що у визначенні мова йде про деяку підмножину Х області визначення функції. Таким чином, поряд з функціями, обмеженими у всій області визначення, наприклад, 

, у нас будуть зустрічатися функції, не обмежені на 

, але  обмежені на деякому звуженні цієї області. Наприклад, для функції 

 

 й 

, тобто така функція не обмежена зверху, якщо ж розглядати її на відрізку 
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, тоді 

.


Визначення 7. Нехай Y - множина значень, які функція 

 приймає на множині 

. Точна верхня межа числової множини Y називається точною верхньою межею функції f на множині Х і позначається




а точна нижня межа множини Y називається точною нижньою межею функції  на множині Х і позначається
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Зауваження 3. Якщо 

 то в наведених вище записах опускається вказівка на множину Х, тобто пишуть просто 

.


Зауваження 4. Аналогічно зауваженню 2  

 можуть не існувати, а точні межі на 

 існують.


Визначення 8. Якщо виконується умова



[image: image9.wmf](
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то говорять, що функція 

 приймає в точці 

 найменше (мінімальне) значення на Х і пишуть





Аналогічно визначається максимальне значення на Х
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Максимальне й мінімальне значення називаються екстремальними, а точка 

- точкою екстремуму функції 

. 


Зауваження 5. Якщо існує екстремальна точка,  то в цьому випадку відповідна точна межа функції збігається з одним з екстремумів, наприклад, 

, однак точні межі можуть існувати й у тому випадку, коли функція не має екстремальних точок, наприклад, якщо 
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, тоді екстремумів немає, але 

.


Визначення 9. Функція 

 називається зростаючою (неспадною) на множині Х, якщо 
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Аналогічно визначається спадна (незростаюча) функція
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Спадні й зростаючі функції називаються монотонними.


Визначення 10. Функція 

 називається періодичною з періодом Т, якщо виконуються такі умови
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Визначення 11. Якщо функція 

 така, що кожне значення 

 вона приймає тільки при одному значенні 

, то цю функцію називають оборотною. Для такої функції рівняння 

  можна при будь-якому 

 однозначно розв’язати відносно 

, тобто кожному 

 відповідає єдине значення 

. Ця відповідність визначає функцію, що називають зворотною до функції f  і позначають символом 

 або 

.

Пізніше ми поговоримо докладніше про умови існування зворотної функції, тут же відзначимо основні властивості зворотної функції :

1. якщо 

, то
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2. 

 

3. графік функції 

 симетричний графікові функції 

 відносно прямої 

.

2.2. Границя функції

Визначення 12. (границя функції за Коші) Число 

 називається границею функції 

 в точці 

, якщо ця функція визначена в деякому околі точки, за винятком, можливо, самої точки 

, і для всякого 

 знайдеться число 

 таке, що для всякого 

, що задовольняє умові 

, 

 виконується нерівність 

. У цьому випадку пишуть





або



 при 


Якщо скористатися символами математичної логіки, то це визначення можна записати так





(2.3)


Якщо доповнити раніше уведене поняття 

- околу точки 

 

 поняттям виколотого околу 
[image: image17.wmf](

)

a

U

e

o

, розуміючи під цим множину





то «мовою околів» визначення межі функції за Коші запишеться так
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(2.4)

[image: image38.wmf])
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Цьому визначенню можна дати геометричну інтерпретацію. Якщо відкласти на осі ординат точку 

, то задавшись як завгодно малим числом 

 і проводячи через точки 

 й 

 прямі, паралельні осі абцис, виділяємо на площині смужку шириною 

. Тоді, якщо число 

 є границею функції 

 в точці 

, то по заданому 

 можна вказати такий 

- окіл точки 

 (вертикальну смужку шириною 

), що як тільки 
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, то графік функції для таких значень аргументу цілком розташований у горизонтальній смужці. Відмітимо ще раз, що відповідно до визначення 12 у самій точці 

 функція 

 може бути не визначена. Саме ця ситуація показана на малюнку й стрілки ліворуч і праворуч, означають, що в точці 

 існує границя зліва, границя справа, просто границя, а функція в цій точці не визначена.


Визначення 13. (границя функції за Гейне) Число 

 називається границею функції 

 в точці 

, якщо ця функція визначена в деякому виколотому околі точки 

, тобто 
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 , і для будь-якої послідовності 
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, що сходиться до 

 й такої, що 
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,  відповідна послідовність значень функції 

 сходиться до числа 

, тобто

 . 


Зауваження 6. Звернемо увага на те, що визначення границі за Гейне зводить питання про існування границі функції в точці до раніше розглянутого в першому розділі питання про границю числової послідовності, а значить дозволяє використати тут всі отримані раніше результати.


Теорема 2.1. Визначення границі функції за Коші й за Гейне еквівалентні.


Доведення. Для доведення нам необхідно показати два моменти, що з існування границі за Коші витікає існування границі за Гейне, а потім показати зворотне твердження.

а) Нехай число А є границею за Коші функції 

 в точці а, тоді відповідно до визначення 12  
[image: image23.wmf](

)

(

)

f

D

a

U

:

δ

Ì

>

$

0

  

0

0

o

d






 


(2.5)

Розглянемо довільну послідовність 

, що сходиться до числа  

 й таку, що 
[image: image24.wmf](
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. Відповідно до визначення границі послідовності для знайденого в (2.5) числа 

 можна вказати номер 

, такий що



[image: image25.wmf](
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звідки в силу умови (2.5) слідує, що 

. Таким чином можемо записати









(2.6)

де 

, причому умови (2.6) виконуються для будь-яких послідовностей 

 таких, що 

 й 

. Отже 

, тобто число А - границя функції 

 в точці  

 за Гейне.

б) Нехай число А - границя функції 

 в точці а за Гейне. Припустимо, що при цьому умова (2.5) не виконується, тоді







(2.7)


Згідно (2.7) у якості 

 можна взяти будь-яке число з напівінтервалу 

. Візьмемо 

, де 

 й позначимо 

. Тоді в силу (2.7) для кожного 

 виконуються нерівності













(2.8)













(2.9)

З (2.8) видно, що 

 й 

, а з (2.9) випливає, що число А не може бути границею послідовності 

, тобто число 

 не є границею за Гейне в точці 

. Отримане протиріччя означає, що виконується (2.5), тобто число 

  є границею за Коші й теорема повністю доведена.


Зауваження 7. З визначення границі за Гейне й теореми 1.1 випливає, що функція не може мати двох різних границь в одній точці. Значення функції 

 в точках, що лежать поза будь-яким фіксованим околом точки 

 й значення 

 в точці а не впливає ні на існування, ні на величину границі в точці 

. Все це визначається значеннями функції в як завгодно малому виколотому околі точки 

. У цьому змісті говорять, що властивість функції мати границю в даній точці є її локальною властивістю.
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Приклад 2.1. Користуючись визначенням границі за Гейне показати, що функція 

  не має границі в точці  x=0.

Розв’язання. Відповідно до сказаного вище нам досить показати, що існують дві послідовності 

 й 
[image: image26.wmf]{
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 з відмінними від нуля членами, що сходяться до нуля, і такі, що 
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Очевидно, що
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тому 




     і      


і це значить, що 

 не існує.


Приклад 2.2. Користуючись визначенням границі за Коші й за Гейне показати, що 






Розв’язання 1. За Коші, щоб довести, що число А є границею функції в точці 

, треба знайти залежність 

, при якій справедливо (2.3).


Складемо різницю 

 й підставимо в неї замість х значення 

, у нашому випадку будемо мати







Після елементарних спрощень будемо мати




, звідки 


[image: image40.wmf]x



Таким чином, при будь-якому додатному 

 досить вибрати навколо точки х = -6 окіл шириною 

, щоб для 

 значення функції за модулем відрізнялися від -19 менше, ніж на 

, а це й означає за визначенням, що -19 є границя функції в точці -6.

2. За Гейне, треба показати, що для будь-якої послідовності 

 збіжної до -6, відповідна послідовність 


сходиться до -19, це значить, що треба знайти такий номер


, що 

. Візьмемо послідовність 

, тоді відповідна послідовність 

 повинна задовольняти умові




Після спрощень приходимо до нерівності




,     


і факт існування рівної -19 границі в точці -6 за Гейне доведений.

Зауваження 8. Нехай дві функції 

 й 

визначені на інтервалі (a,b) , крім, можливо, точки 

 й нехай 

 при 

, тоді з визначення границі випливає, що 

, якщо обидві границі існують. На цьому зауваженні засноване так зване правило розкриття невизначеностей за допомогою скорочення дробів.

Приклад 2.3. Обчислити границю




Розв’язання. При обчисленні границі функції в точці, якщо вона існує, треба спочатку спробувати підставити в задану функцію замість аргументу 

 граничну точку 

 й, обчисливши значення функції в цій точці, записати відповідь. Однак, тут, як і при обчисленні границь числових послідовностей, можуть зустрітися сім видів невизначеностей і тоді необхідно розкривати відповідну невизначеність, чому ми надалі приділимо значну увагу.

У даному прикладі ми маємо справу з невизначеністю типу 
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. Якщо перетворити знаменник і врахувати, що в нас 

 прагне до нуля, але відмінний від нуля, то після скорочення дробу на 

 зникає невизначеність і, підставивши граничну точку, знаходимо межу 




Якщо повернутися до зауваження 8, то в нас
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Ці функції рівні одна одній в околі точки 

 за винятком самої цієї точки й з того факту, що 

 випливає, що й 

, у чому й полягає даний спосіб розкриття невизначеності виду 
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Визначення 14. Число 

 називається границею зліва функції 

 в точці  а й позначається 

, якщо виконується умова
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Аналогічно визначається границя справа функції 







 EMBED Equation.3  

Числа 

 й 

 разом називаються однобічними границями.

Зауваження 9. Очевидно, що якщо існує 

, тоді існують обидві однобічні границі, причому вони рівні одна одній. Справедливо й зворотне, тобто, якщо існують обидві однобічні границі й вони рівні одна одній, то звідси витікає існування границі функції в точці. Тому при практичному обчисленні 

 треба знайти 

 й 

, і переконатися в рівності цих границь. Часто може виявитися, що існують обидві однобічні границі, але немає просто границі, наприклад, для функції 
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,


,


 не існує.

Визначення 15.
Якщо виконується умова 





то пишуть  


При цьому число 

 можна назвати границею зверху функції 

 в точці 

.

   
Аналогічно визначається границя знизу 
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Наприклад, для функції
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Зауваження 10. Поєднуючи визначення 14 і 15, можемо записати








Визначення 16. Будемо писати 

 й називати число 

 границею функції на нескінченності, якщо 

 визначено для всіх 

, що задовольняють нерівності 

, при деякому 

, і для всякого 

 можна знайти число 

, таке, що





Наприклад, 

.


Зауваження 11.  Надалі ми будемо писати 

, де 

 може бути скінченим числом або 

.


Визначення 17. Говорять, що функція 

, що задана в деякому виколотому околі точки 

, має в цій точці нескінченну границю й пишуть





якщо виконується умова
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У цьому випадку функція 

 називається нескінченно великою при 

.


Зауваження 12. Як і у випадку скінченної границі, якщо функція має в деякій точці нескінченні границі зліва і справа, але ці границі різних знаків, то в даній точці функція не має навіть нескінченної границі, хоча має однобічні границі. Наприклад, для функції
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