Лекція 11. Властивості границь функції
У наведених нижче теоремах мова йде про властивості скінченної границі функції в точці, де під точкою розуміється число 

 або один із символів 

. Крім того вважається, що функція 

 визначена в 
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Теорема 2.2. Якщо функція 

 має скінченну границю в точці 

, то існує такий окіл 
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, у якому ця функція обмежена.


Доведення. Нехай 

. Скориставшись визначенням границі за Коші, можемо записати
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Оскільки останню нерівність можна переписати у вигляді





те це й означає, що в деякому околі точки 

 функція 

 обмежена.

Теорема 2.3. (Властивість збереження знака границі). Якщо 
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Доведення. Скориставшись визначенням границі функції за Коші й поклавши 

, можемо записати
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Якщо 

, то з лівої нерівності витікає, що 

, тобто  

 .

Якщо 

, то із правої нерівності видно, що 

, тобто 

 .


Теорема 2.4. Якщо 
[image: image8.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

x

h

x

f

x

g

a

U

x

:  

δ

δ

£

£

®

Î

"

>

$

o

0

 і якщо 



, то існує 

.


Доведення. Скористаємося визначенням границі за Гейне. Нехай 

 - довільна числова послідовність, така що 

 й 

. Тоді в силу умови теореми й визначення границі функції за Гейне можемо записати





Так як відповідно до умови теореми





то з теореми 1.3 про границю «затиснутої» послідовності одержуємо, що





а відповідно до визначення границі за Гейне це означає, що 






Теорема 2.5. Якщо 
[image: image9.wmf](
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Самостійно! Довести теорему скориставшись визначенням границі за Гейне й теоремою 1.4.

Визначення 18. Якщо 

, то функція 

 називається нескінченно малою (н.м.ф.) при 

. 

Такі функції мають наступні властивості.


Властивість 1. Сума кінцевого числа н.м.ф. є н.м.ф. при 

.


Властивість 2. Добуток н.м.ф. на обмежену у 
[image: image10.wmf](
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 функцію є н.м.ф. при 

.


Самостійно! Довести обидві властивості користуючись визначенням границі функції за Гейне й теоремами 1.5 і 1.6.


Зауваження 13. З визначення границі й визначення н.м.ф. витікає, що число 

 є границею функції 

 в точці а тоді й тільки тоді, коли

 може бути представлена у вигляді 




,  







       (2.10)

Теорема 2.6. (Про арифметичні операції над границями). Якщо 

 й 

, тоді

1.  


2.  


3.  

, за умови 

.

Самостійно! Довести теорему двома способами: по-перше, скориставшись визначенням границі за Гейне й теоремою 1.7, по-друге, застосувавши формулу (2.10) і властивості н.м.ф.
2.4. Границі монотонних функцій і критерій Коші існування границі функції

Теорема 2.7. Якщо функція 

 визначена і є монотонною на відрізку 

, то в кожній точці 

 ця функція має скінчені границі зліва і справа, а в точках 

 і 

- відповідно праву і ліву границі.


Доведення. Нехай для визначеності функція 

 є зростаючою на 

. Зафіксуємо довільну точку 

. Тоді







     (2.11)

В силу умови (2.11) множина значень функції 

  на проміжку 

 обмежена зверху й по відповідній теоремі з теорії числових множин існує точна верхня межа такої множини, а значить можемо записати




 де 


За визначенням точної верхньої межі маємо

1.  







(2.12)

2.  





(2.13)

Позначимо 

. Тоді якщо 

, тобто

, то в силу зростання функції можемо записати, що












(2.14)

З умов (2.12)-(2.14) витікає, що






(2.15)

Відповідно до визначень 14 і 15 запис (2.15) означає, що в точці 

 існує границя зліва, тобто





Отже
  




Аналогічно можна довести, що функція 

 має в будь-якій точці 

 границю справа, причому




[image: image28.wmf]
Зауваження 14. У загальному випадку монотонної, але розривної у точці 

 функції, 

, тобто теорема установлює існування однобічних границь, але не забезпечує існування границі, що видно з малюнків 19 і 20.

Наслідок. Якщо функція 

 визначена й зростає на відрізку 

, то для довільної точки 

 справедлива нерівність





де через 

 і 

 ми позначили при доказі теореми границі зліва і справа у точці 

. Цей наслідок також можна проілюструвати за допомогою графіків, при цьому якщо функція неперервна в точці 

, то будемо мати двосторонню рівність, у противному випадку хоча б з одного боку буде строга нерівність.


Визначення 19. Будемо говорити, що функція 

 задовольняє в точці 

 умові Коші, якщо вона визначена в деякому виколотому околі точки 

 й
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(2.16)



Теорема 2.8. (Критерій Коші існування границі). Для того щоб існувала скінченна границя функції 

 в точці 

, необхідно й досить, щоб ця функція задовольняла в точці 

 умові Коші.


Доведення. Необхідність. Нехай 

. Тоді за визначенням границі можемо записати



[image: image12.wmf](

)

(

)

2

0

e

d

e

<

-

®

Î

"

>

$

>

"

A

x

f

a

U

x

  

:

0

   

δ

o


Підставляючи сюди по черзі 
[image: image13.wmf]x
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 і застосовуючи нерівність трикутника, будемо мати
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тобто для функції, що має в точці 

 скінченну границю, умова (2.16) виконується.


Достатність. Скористаємося визначенням границі функції за Гейне й покажемо, що для всякої послідовності 

 такої, що 
[image: image16.wmf](
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, відповідна послідовність 

 має границю 

.

З того факту, що 

 витікає, що
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але тоді послідовність 

 є в силу теореми 1.11 фундаментальною, тобто для неї виконується умова Коші (1.29), яку можна тут записати так 
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але тоді 
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 і в силу умови Коші (2.16)





Останній запис означає, що послідовність 

 є фундаментальною й відповідно до теореми 1.11 має скінченну границю й достатність умови Коші доведена.

2.5. Поняття неперервності функції
Визначення 20. Функція 

, що задана в деякому невиколотому околі точки 

, називається неперервною в точці а, якщо












(2.17)


У розгорнутому вигляді умова неперервності функції в точці можна представити у формі трьох вимог:

a)  

 визначена в деякому околі точки 

, тобто;






б) існує скінченна границя 

;


в) 



Зауваження 15. Наведене вище визначення можна сформулювати мовою 

 (за допомогою нерівностей):





мовою «околів» 



[image: image21.wmf]))

(

(

)

(

)

(

:

0

a

f

U

x

f

a

U

x

 

:

0

>

 

e

d

d

e

Î

®

"

$

>

"


і в термінах послідовностей






Відзначимо ще раз, що на відміну від визначення границі тут мова йде про повний, а не виколотий окіл точки 

.
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Зауваження 16. Для практичного застосування при дослідженні неперервності функції в точці доцільно дати еквівалентне записаним вище визначення неперервності в термінах приростів.


Позначимо через 

 різницю 

 й назвемо цю різницю приростом аргументу в точці 

. Тоді різниця 




називається приростом функції, що відповідає даному приросту аргументу. Неважко бачити, що тепер умову (2.17) можна переписати так













(2.18)

тобто функція неперервна в деякій точці, якщо нескінченно малому приросту аргументу в цій точці відповідає нескінченно малий приріст функції.


Нижче ми покажемо, як за допомогою формули (2.18) доводиться неперервність найпростіших елементарних функцій.


Визначення 21. Якщо функція 

 визначена на напівінтервалі 

 й 

, то цю функцію називають неперервною зліва у точці а, аналогічно якщо 

, то 

 називається неперервною справа у точці 

.


Будемо тут тимчасово вважати, що функція 

 визначена в деякому виколотому околі точки 

.


Визначення 22. Точку а назвемо точкою розриву функції 

, якщо ця функція або не визначена в точці 

, або визначена, але не є неперервною в точці 

. Іншими словами точка а - точка розриву функції, якщо не виконується принаймні одна із трьох вимог, наведених у визначенні 20.


Визначення 23. Якщо в точці 

 існує кінцева межа 

 й 
[image: image22.wmf])
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, але 

 або ж однобічні границі рівні між собою, але не дорівнюють значенню 

 функції в точці, то точку 

 називають точкою розриву першого роду функції 

.


Зауваження 18. Різниця 

 називається стрибком функції в точці a. У випадку, коли 

, але функція 

 не визначена в точці 

, точка 

 називається точкою усувного розриву. Поклавши 

, одержимо нову функцію





неперервну в точці 

 й співпадаючу із 

 при 

. У цьому випадку говорять, що функція 

 довизначена за неперервністю в точці а.
Мал.22


Зауваження 19. При аналізі конкретних функцій усього може зустрітися шість випадків, коли є розрив першого роду. Позначаючи через М точку з координатами 

 всі ці випадки графічно можна представити так (якщо на малюнку точка М відсутня, то це значить, що 

  не визначена в точці а):


Відзначимо, що тільки в шостому випадку точка 

 є точкою усувного розриву, у четвертому випадку, хоча стрибок дорівнює нулю, розрив усунути не можна, тому що функція вже визначена в точці 

.


Приведемо приклади графіків конкретних функцій, що мають розрив першого роду, і вкажемо, до якому з наведених вище шести випадків ці графіки відносяться.




Неважко бачити, що ця ситуація відноситься до першого випадку, і в точці 

 функція має стрибок, що обчислюється за формулою





Для функції 
[image: image23.wmf]x
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, що не визначена на початку координат, графік має вигляд.


Неважко бачити, що ця ситуація відповідає п'ятому випадку.

Визначення 24. Якщо у функції не існує хоча б однієї односторонньої границі в точці 

 або ж принаймні одна із цих границь дорівнює нескінченності, то будемо говорити, що в точці 

 функція має розрив другого роду.

Наприклад, функція 

 має розрив другого роду в точці x=0, тому що 

.


Раніше  ми показали, що функція 

 не має границі в точці 

, тому відповідно до визначення 24 дана функція має на початку координат розрив другого роду.


Відзначимо основні властивості функцій неперервних у точці.


Теорема 2.9. Якщо функція 

 неперервна в точці 

, то вона обмежена в деякому околі цієї точки, тобто






Доведення відразу випливає з визначення 20 і теореми 2.2.


Теорема 2.10. Якщо функція f(x) неперервна в точці а, причому 

, то в деякому околі точки а знак функції збігається зі знаком числа 

, тобто 






Доведення безпосередньо випливає з визначення 20 і теореми 2.3.


Теорема 2.11. Якщо функції 

 й 

 неперервні в точці 

, то функції 

 неперервні в цій точці.


Доказ очевидно з визначення 20 і теореми 2.6.


Теорема 2.12. (про неперервність складної функції). Якщо функція 

 неперервна в точці 

, а функція 

 неперервна в точці 

, причому 

, то в деякому околі точки 

 визначена складна функція 

 й ця функція неперервна в точці 

.


Доведення. Запишемо умову неперервності функції 

 в точці 

 мовою околів




       (2.19)


Аналогічним способом запишемо умову неперервності функції 

 в точці 
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(2.20)


З умов (2.19) і (2.20) видно, що на множині 

 визначена складна функція 

, причому
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Остаточно можемо записати
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що й доводить неперервність функції 
[image: image27.wmf]))
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2.6. Основні властивості функцій неперервних на відрізку

Визначення 25. Функція f(x) називається неперервною на відрізку [a,b] , якщо вона неперервна в кожній точці інтервалу 

 й, крім того, неперервна праворуч у точці a і неперервна ліворуч у точці b.


Такі функції мають ряд важливих властивостей, які ми сформулюємо у вигляді теорем.


Теорема 2.13. (Вейерштрасса  про обмеженість неперервної на відрізку функції) Якщо функція 

 неперервна на відрізку [a,b], то вона обмежена на цьому відрізку, тобто 
















        (2.21)


Доведення проведемо методом від супротивного, тобто, заперечуючи твердження (2.21), припустимо, що





            
                            (2.22)


Унаслідок довільності C в (2.22) покладемо послідовно C=1,2,...,n,..., тоді одержуємо, що 









        (2.23)


Отримана при таких міркуваннях послідовність 

 є обмеженою, тому що за побудовою 

. Але тоді за теоремою 1.9 Больцано-Вейерштрасса з неї можна виділити збіжну підпослідовність, тобто існує підпослідовність 

 і точка 

, такі, що 








 




(2.24)

де в силу умови (2.23) 

. Ясно, що точка 

. З умови (2.24) у силу неперервності функції 

 в точці 

, використовуючи визначення границі за Гейне, одержимо











(2.25)

причому за визначенням неперервності число 

 є скінченим.


З іншого боку, умова (2.23) виконується 

 й, зокрема, при 

, тобто






Звідси витікає, що












(2.26)

тому що 

 при 

. Рівність (2.26) суперечить рівності (2.25). Отримане протиріччя й доводить теорему, тому що з нього випливає, що умова (2.22) не може виконуватися, тобто справедливе твердження (2.21).


Зауваження 20. Якщо функція неперервна на інтервалі 

 або одному з напівінтервалів 

, 

, то вона не обов'язково обмежена на цьому проміжку. Наприклад, функція 

 неперервна на напівінтервалі (0,1], але не обмежена на ньому. Функція 

 неперервна на множині R дійсних чисел, але не обмежена на 

.


Зауваження 21. Доведеній теоремі можна дати очевидну геометричну інтерпретацію:  для функції неперервної на 

 можна вказати смужку шириною 2С, паралельну осі 

, за межі якої не виходить графік функції:   

 




Теорема 2.14. (Вейерштрасса про досяжність точних меж). Якщо функція f(x) неперервна на відрізку 

, то вона досягає на цьому відрізку своїх точної верхньої й нижньої меж, тобто 










(2.27)










(2.28)


Доведення. Оскільки відповідно до теореми 2.13 неперервна на відрізку функція 

 обмежена, тоді множина значень функції на [a,b] обмежена і відповідно до теорії числових множин існують 

 і 

. Доведемо твердження (2.27). Позначимо 

. За визначенням точної верхньої межі виконуються такі дві умови











(2.29)









(2.30)


Поклавши в останньому рядку в силу довільності 

 послідовно 

, одержимо числову послідовність 

, таку, що 

 виконуються умови













(2.31)












(2.32)


З (2.29), (2.31) і (2.32) випливає, що ми одночасно одержали послідовність 

, таку, що 






Застосовуючи тут теорему 1.3 про границю “затиснутої” послідовності, можемо записати












(2.33)


З іншого боку, як і в теоремі 2.13, з умови (2.31) витікає, що існує підпослідовність 

 і точка 

, такі, що




, де 



У зв’язку з неперервністю функції 

 в точці 

 й відповідно до визначення границі за Гейне, можемо записати 











(2.34)


Оскільки 

 - підпослідовність послідовності 

, що сходиться згідно (2.33) до числа М, то з огляду на зауваження 13 з першого розділу про те, що в збіжної послідовності будь-яка підпослідовність має ту ж єдину границю, що й сама послідовність, можемо записати












(2.35)


Порівнюючи (2.34) і (2.35) з урахуванням єдиності  границі, робимо висновок, що






Аналогічно доводиться твердження (2.28).


Зауваження 22. Як і теорема 2.13, доведена тут теорема може не виконуватися для функції, неперервної на інших проміжках, тобто функція, що неперервна на (a,b), (a,b], [a,b), може не досягати на них своїх точних меж. Наприклад, функція 

 не досягає на інтервалі (0,1) своїх точних меж 

, 

.


Зауваження 23. Теорема допускає очевидну геометричну інтерпретацію, два можливих варіанти якої наведені на малюнках 27, 28.
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