Лекція 12
3.1. Похідна функції, її геометричний і механічний зміст

Розглянемо спочатку дві задачі, що приводять до введення поняття похідної.
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Задача 1. (Швидкість матеріальної точки). Нехай матеріальна точка рухається по прямій і нехай відомо як змінюється шлях, пройдений точкою залежно від часу, тобто відомий закон руху точки у вигляді 



Щоб визначити швидкість точки в довільний момент часу розглянемо близький до 

 момент часу 

. За проміжок часу 

 точка переміститься з положення M у положення M1 і пройде шлях




Середня швидкість за цей проміжок часу обчислюється за формулою



Швидкість точки в момент часу 

 визначається як границя 

 при 
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Звернемо увагу на те, що в чисельнику стоїть приріст заданої функції 

, що викликаний приростом аргументу 

.

Наприклад, якщо 

 (закон вільного падіння матеріальної точки), тоді







Задача 2. (Дотична до графіка функції) Нехай функція 

 визначена в 

 і неперервна при 

.  
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Розглянемо на графіку функції точку 

, де 

. Надамо аргументу 

 приросту 

, такого, що 

. Тоді значенню аргументу 

 на графіку відповідає точка



,


, 

.

Проведемо через точки 

 й 

 пряму, що називається січною до графіка в точці 

. З аналітичної геометрії відомо, що рівняння прямої, що проходить через дві задані точки площини  запишеться так




або










(3.1)


Число 

 - називається кутовим коефіцієнтом січної, ( – кут, утворений січною з віссю 

.


Нехай тепер 

. Тоді в силу неперервності функції в точці 

 

 й тому 

, тобто точка 

 прагне до точки 

, залишаючись на кривій.


Дотичною до кривої 

 в точці 

 називається граничне положення січної при 

. Якщо існує границя




то існує граничне положення січної, тобто існує дотична до графіка функції в точці 

.


Розглянуті задачі, у яких мова йде про границю відношення приросту функції до приросту аргументу, історично привели до поняття похідної  - одного з найважливіших понять математичного аналізу.


Визначення 1. Нехай функція 

 визначена в деякому околі точки 

 й нехай існує скінченна границя відношення 

 коли приріст аргументу прямує до нуля. Тоді ця границя називається похідною функції 

 в точці 

 й позначається одним з наступних способів: 

, 

, 

, 

, тобто 







(3.2)

Операція обчислення похідної функції називається диференціюванням.

Зауваження 1. Відповідно до визначення похідна - це границя відношення приросту функції до приросту аргументу, коли останній прагне до нуля. При цьому в (3.2) 

 або 

, тобто для існування похідної повинні існувати обидві однобічні границі. Докладніше до цього питання ми повернемося в п. 3.2.


Приклад 3.1. Користуючись визначенням довести існування й обчислити похідні для основних елементарних функцій у довільній точці 

.

1.  




    


2.  


    


    











(3.3)

3.  


Показати самостійно аналогічно п. 2, що










(3.4)

4.  


    





{відповідно до формули (2.71)} 












(3.5)

Зауваження 2. Окремим випадком отриманої формули є наступне співвідношення 












(3.6)

відповідно до якого експонентна функція є єдиною, для якої похідна дорівнює самій функції.


5. 



    



    

 {відповідно до формули (2.69)} 











(3.7)

Зауваження 3. Окремим випадком формули (3.7) є співвідношення













(3.8)

6.  


    




 {відповідно до формули (2.74)} 












(3.9)


Теорема 3.1. Функція 

, що має скінченну похідну в точці 

, неперервна в цій точці.


Доведення. З рівності (3.2) випливає, що 





, де 

 при 



Звідси одержуємо







Переходячи тут до границі при 

 й з огляду на те, що відповідно до умови теореми 

 - скінченне число, будемо мати





Згідно (2.18)
 це означає неперервність функції в точці 

.


Зауваження 4. У п. 3.2. ми введемо поняття нескінченної похідної, поки ж в (3.2) 

 вважається скінченною величиною.


Зауваження 5. Обернене твердження, загалом кажучи, невірне. У наступному параграфі як приклад ми розглянемо функцію 

, яка всюди неперервна, але не має похідної в точці 

.

Зауваження 6. У задачі 2 ми вже відзначали, що якщо в точці 

 існує скінченна границя відношення приросту функції до приросту аргументу, тобто існує скінченна похідна 

, то це означає, що в точці 

 існує дотична до графіка функції 

 й 

 - кутовий коефіцієнт дотичної. Таким чином, геометричний зміст похідної полягає в тому, що вона дорівнює тангенсу кута нахилу до осі 

 дотичної до графіка функції у відповідній точці. Рівняння дотичної, як рівняння плоскої прямої, що проходить через задану точку й у заданому напрямку, запишеться так









(3.10)
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Зауваження 7. Нехай існує скінченна похідна 

. Проведемо через точку 

 пряму 

, перпендикулярну до дотичної 

.

Ця пряма називається нормаллю до графіка функції 

 в точці 

.

Використовуючи відому з аналітичної геометрії умову перпендикулярності двох прямих на площині у вигляді 

 або 

 аналогічно (3.10) при 

 рівняння нормалі запишеться так










(3.11)


Зауваження 8. Фізичний (механічний) зміст похідної полягає в тім, що вона являє собою швидкість зміни змінної 

 стосовно змінного 

. На інтерпретації похідної як величини швидкості зміни однієї величини щодо іншої й засноване застосування похідної до вивчення фізичних явищ (дивися, наприклад, задачу 1).

3.2. Однобічні й нескінченні похідні


За аналогією з однобічними границями вводяться поняття лівої й правої похідних.


Визначення 2. Якщо функція 

 неперервна ліворуч у точці 

 й існує скінченна границя




, де 


то ця границя називається лівою похідною функції 

 в точці 

 й позначається 

. Аналогічно, права похідна функції визначається за формулою






Зауваження 9. Прямі, що проходять через точку 

 з кутовими коефіцієнтами 

 й 

 називаються відповідно лівою й правою дотичними до графіка функції 

 в точці 

.


Зауваження 10. З існування похідної 

 випливає існування обох однобічних похідних і виконання рівності










(3.12)

Навпаки, якщо існують 

, 

 і 

, то існує 

  й виконується рівність (3.12). Звідси також витікає, що похідна 

 не існує, якщо не існує хоча б одна з однобічних похідних або ж обидві існують , але не рівні одна одній.


Приклад 3.2 Для функції 

 знайти 

 й 

, якщо 

.

Розв'язання. Відповідно до визначення 2 будемо мати 
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Таким чином, тут існують обидві однобічні похідні, але тому що 

, то 

 не існує. Функція 

 являє типовий приклад функції, неперервної на 

, але не такої, що не має похідної, в одній із точок своєї області визначення.


Визначення 3. Якщо функція 

 визначена в деякому околі точки 

 й при цьому 











(3.13)

то говорять, що функція 

 має в точці 

 похідну, рівну 

 й пишуть












(3.14)

Аналогічно визначається нескінченна похідна 

. Якщо ж












(3.15)

то говорять, що в точці 

 функція 

 має нескінченну похідну невизначеного знака.


Зауваження 11. Якщо 

, то в цьому випадку рівняння дотичної до графіка функції в точці 

 має вигляд 

, тобто дотичною є пряма, паралельна осі 

. Дійсно, якщо переписати для цього випадку рівняння (3.1) у вигляді
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і перейти тут до границі при 

, то з урахуванням (3.15) 
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 і ми одержуємо 

.

Зауваження 12. З рівняння (3.1) також випливає, що якщо 

, то рівняння дотичної в точці 

 запишеться у вигляді 

, тобто для цього випадку дотична паралельна осі 

.


Зауваження 13. Якщо 

, а 

 (або навпаки), то говорять, що функція 

 не має в точці 

 навіть нескінченної похідної, хоча має однобічні похідні.


Приклад 3.3. Для функції 

 обчислити 


.


Розв'язання. Оскільки у цьому випадку 

 

, то


[image: image3.png]¥






,
але тоді



,


 

і рівняння дотичної до графіка функції на початку координат має вигляд 

 тобто дотичною є вісь 

.




Мал.44


Приклад 3.4. Записати рівняння дотичної до графіка функції 

 в точці 
[image: image4.wmf]О(0,0).


[image: image5.png]




Розв'язання. Відповідно до формули (3.9) 
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 і тому в силу зауваження 12 рівняння дотичною запишеться так 





тобто дотичною є вісь 

.



мал.45


Приклад 3.5. Для функції 

 обчислити 

.


Розв'язання. Очевидно, що функція визначена на всій дійсній осі й неперервна при 

. Обчислюючи відповідні границі, будемо мати
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 EMBED Equation.2  



    Мал.46


Тому що 

, те як і у випадку скінченних однобічних похідних, це означає, що в точці 

 функція не має навіть нескінченної похідної.
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