Лекція 13

Визначення 4. Якщо функція 

 визначена в 

- околі точки 

, а приріст 

 функції в точці 

 можна представити у вигляді











(3.16)

де  

 - число, що не залежить від 

, а 

 при 

, то функція 

 називається диференційованою у точці 

, а добуток 

 називається її диференціалом у точці 

 й позначається 

 або 

.


Таким чином, формулу (3.16) з урахуванням поняття ''нескінченно малої більш високого порядку'' з п. 2.11 можна тепер переписати так




 при 







(3.17)

де













(3.18)


Зауваження 14. В (3.16) і (3.18) 

 - довільний приріст аргументу, який ми вважаємо не залежним від вибору точки 

. Цей факт буде істотно використаний пізніше при введенні диференціалів вищих порядків.


Зауваження 15. Помітимо, що диференціал 
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, як і всяка лінійна (від 

) функція, визначений для будь-якого значення 

: 

, у той час як приріст 

, природно, можна розглядати тільки для таких 

, для яких 

.


Зауваження 16. Якщо в (3.16) або (3.18) 

, тобто якщо 

, то диференційованість функції в точці 

 означає , що з точністю до нескінченно малих більш високого порядку ніж приріст аргументу 

 приріст функції 

 є  лінійною функцією від 

, тобто головна частина приросту функції 

 в точці 

 є лінійною функцією від 

. Якщо ж 

, тобто

, то 

. Таким чином, при 

 приріст 

є  нескінченно малою більш високого порядку ніж 

 при 

.


Зауваження 17. Часто для більшої симетрії запису диференціала приріст 

 позначають 

 і називають його диференціалом незалежного змінного . Тоді формулу (3.18) можна переписати так













(3.19)


Приклад 3.6. Знайти диференціал функції 

.


Розв'язання. Відповідно до формули (3.16) нам необхідно надати аргументу в заданій точці деякий приріст, а потім, обчисливши приріст функції, виділити в ньому лінійну відносно 

 частина. Ця лінійна частина й буде диференціалом функції в заданій точці. У нашому випадку в довільній точці 

 будемо мати






 при 






Теорема 3.2. Для того, щоб функція 

 була диференційованою у точці 

, необхідно й достатньо, щоб вона мала у цій точці скінчену похідну, при цьому












(3.20)


Доведення. Необхідність. Нехай функція 

 диференційована у точці 

, тоді виконується умова (3.16), з якої можемо записати






Тому 

 й формулу (3.19) можна переписати у вигляді (3.20).


Достатність. Якщо існує

, то можемо записати






Звідси треба співвідношення 





, 

 при 



Але тоді можемо записати 










(3.21)


Порівнюючи (3.21) з (3.16) бачимо, що якщо покласти

, то функція 

 диференційована у точці 

 й можна записати формулу (3.20). Теорема доведена.


Зауваження 18. Ще раз підкреслимо, що в доведеній теоремі мова йде про скінченну похідну. Таким чином, диференційованість функції 

 у точці 

 рівносильна існуванню у цій точці скінченій похідної 

.


Зауваження 19. Формула (3.20) дозволяє представити похідну у вигляді




,

де чисельник - диференціал функції, знаменник - диференціал аргументу.


Зауваження 20. Формула (3.20) дозволяє знаходити диференціали функцій, якщо відомі їхні похідні, наприклад












Визначення 5. Функцію, що має похідну у кожній точці інтервалу 

, називають диференційованою на інтервалі 

. Якщо 

 диференційована на 

 й крім того існують 

 і 

, то 

 називається диференційованою на відрізку 

.


Зауваження 21. Якщо у формулі (3.17) відкинути член 

, тобто замінити приріст функції її диференціалом, і врахувати формулу (3.20), то одержимо наближену рівність 





 або









(3.22)

Цю формулу можна використовувати для обчислення наближеного значення 

 при малих 

, якщо відомі значення 

 й 

.

Приклад 3.6. Знайти за допомогою формули (3.22) наближене значення функції 

 при 

.

Розв'язання. Зауважуючи, що значення функції легко визначається при 

, будемо мати
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З'ясуємо геометричний і фізичний зміст диференціала. Якщо функція 

 диференційована при 

, то існує дотична 

 до графіка цієї функції у точці 

, що задається рівнянням
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Якщо надати 

 приріст 

, то такому значенню аргументу відповідає точка 

 на графіку. Точки 

 й 

 мають координати 

, 

. Тоді довжина відрізка 

 дорівнює 




Таким чином, диференціал функції 

 при 

 дорівнює приросту ординати дотичної до графіка цієї функції в точці 

 при зміні аргументу від 

 до 

. Інакше кажучи, диференціал дорівнює зміні ординати стосовно її первісного значення, якби ми починаючи із точки 

 далі рухалися не по кривій, а по дотичній. Тому що




 при 



Застосування диференціала у фізиці ґрунтується на тому, що заміна приросту функції її диференціалом дозволяє замінити будь-яку диференційовану у точці 

 функцію лінійною функцією в досить малому околі точки 

, тобто вважати, що процес зміни залежної змінної ‘‘у малому’’ відбувається лінійно щодо аргументу. При такій заміні погрішність виявляється нескінченно малою більш високого порядку ніж 

.


Якщо повернутися до задачі про прямолінійний рух точки, то у цьому випадку





отже, диференціал шляху дорівнює відстані, що пройшла б точка за час 

, якби вона рухалася рівномірно зі швидкістю, рівною миттєвій швидкості точки в момент часу 

. Дійсне ж переміщення дорівнює






З механічної точки зору заміна 

 на 

 означає, що ми вважаємо рух на розглянутій ділянці рівномірним.


3.4. Правила обчислення похідних, що пов'язані з арифметичними діями над функціями


Теорема 3.3. Якщо функції 

 й 

 диференційовані у точці 

, то в цій точці диференційовані функції 

, 

, 

 (за умови, що 

) і при цьому












(3.23)












(3.24)












(3.25)


Доведення. Позначимо









Оскільки за умовою теореми існують 

 і 

, то при 

 






Крім того 








де 

 

 при 

 тому що відповідно до теореми 3.1 функції 

 й 

 неперервні у точці 

.


а) доведення формули (3.23).


Якщо 

, то 










При 

 згідно з умовами теореми права частина має границю 

, тому існує границя лівої частини, що за визначенням дорівнює 

, і формула (3.23) доведена.


б) якщо 

, тоді 














Тому що при 

 

, 

, 

, то звідси одержуємо формулу (3.24).


в) якщо 

, тоді










Переходячи тут до границі при 

, одержуємо (3.25).


Наслідок 1. Якщо функція 

 диференційована у точці 

 й 

, то з (3.24), з огляду на, що 

, одержуємо





тобто постійний множник можна виносити з під знака диференціювання.


Наслідок 2. Якщо функції 

 диференційованих у точці 

 й 

 - постійні, то 





тобто похідна від лінійної комбінації диференційованих функцій дорівнює такій ж лінійній комбінації похідних даних функцій.


Зауваження 22. Формули виду (3.23) - (3.25) переносяться й на диференціали функцій. При тих же припущеннях відносно диференційованості у точці 

 маємо












Дійсно, згідно (3.20) будемо мати 






Приклад 3.7. Обчислити похідну функції 






Розв'язання. Оскільки 

 

, то застосовуючи формулу (3.25) і з огляду на те, що 

, 

, будемо мати






Самостійно! Показати, що 

 

3.5. Похідна оберненої функції

Теорема 3.4. Якщо функція 

 неперервна й строго монотонна на відрізку 

  і якщо існує

, то функція 

, обернена до функції 

, диференційована у точці 

, причому












(3.26)

Доведення. Нехай для визначеності функція 

 строго зростає на 

. Позначимо 

, 

. По доведеній раніше теоремі 2.17 на відрізку 

 визначена функція 

, обернена до 

, неперервна й строго зростаюча, причому 

, тому що



.

Нехай 

 - приріст незалежної змінної такий, що 

. Позначимо через 

. Потрібно довести, що існує 

 й він дорівнює 

.

Помітимо, що якщо 

, то  й 

, тому що в супротивному випадку 

 при 

, тобто функція 

 приймає однакові значення в різних точках, що суперечить властивості строгого зростання функції 

. Тому при 

 справедлива рівність












(3.27)

Нехай 

, тоді 

, тому що функція 

 неперервна у точці 

. Але якщо 

, то існує 

 . Але тоді існує й границя лівої частини рівності (3.27), що відповідно до визначення дорівнює 

. Формула (3.26) доведена.
Зауваження 23. Замінивши в (3.26) 

 на 

, а 

 - на 

, запишемо її у вигляді











(3.28)

Іноді замість формул (3.26) або (3.28) пишуть наступну












(3.29)

Всі отримані формули описують правило диференціювання оберненої функції.
Зауваження 24. Це правило має просту геометричну інтерпретацію.

Ми вже відзначали, що функції 

 й 

 мають той самий графік на площині 

 з тією лише різницею, що для функції 

 віссю незалежної змінної є вісь 

, а не вісь 

 (це теж саме, що говорилося раніше про те, що графік оберненої функції є дзеркальне відображення графіка функції 

 щодо діагоналі першого координатного кута).


[image: image3]
Так як очевидно, що 

, то



Зауваження 25. Тому що 

 є швидкість зміни змінної 

 стосовно зміни змінної 

, а 

 - швидкість зміни 

 стосовно зміни 

, то формула (3.26) виражає той факт, що зазначені швидкості є взаємно оберненими. Це фізична інтерпретація формули (3.26).

Приклад 3.8. Обчислити похідну функції 









Розв'язання. Тому що в цьому випадку 









і при цьому 

, то згідно з (3.26) будемо мати



  














(3.30)
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Зауваження 26. З (3.30) видно, що при 

 похідна дорівнює 

 . Якщо згадати графік функції 

 й зауваження 11,  то це означає, що в точках 

 і 

 дотичні до графіка функції паралельні осі 

.

Мал.49
Самостійно! Вивести формулу










(3.31)
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   Мал. 50




    Мал. 51


Приклад 3.9. Знайти похідну функції





Розв'язання. Обернена функція  має вигляд





Згідно (3.26) можемо записати





Переходячи в правій частині формули до змінної 

, будемо мати





Остаточно одержуємо











(3.32)


Самостійно! Одержати формулу










(3.33)

3.6. Диференціювання складної функції

Теорема 3.5. Якщо функція 

 диференційована у точці 

, а 

 -у точці 

, то складна функція 

 диференційована у точці 

, причому 







(3.34)

Зауваження 27. Рівність (3.34) часто більш коротко записують у вигляді












(3.35)

або ще так












(3.36)


Доведення. З теореми 3.1 про неперервність диференційованої функції випливає, що функції 

 й 

  неперервні відповідно у точках 

 і 

, але тоді за теоремою 2.12 складна функція 

 неперервна у точці 

. Тому функція 

 визначена в 



Нехай 

 - довільний приріст незалежного змінного, таке, що 

 й 

. Позначимо












Тому що функція 

 диференційована у точці 

, то за визначенням 4 (формула 3.21) можемо записати








(3.37)

де 

.


Відмітимо, що у визначенні диференціала функція 

 не визначена при 

 . Однак приріст 

 може стати нулем і при 

 (ми не накладали на функцію 

 вимоги строгої монотонності). Тому довизначимо 

 при 

, продовживши цю функцію "за неперервності", і покладемо 

. Тоді рівність (3.37) буде виконуватися й при 

.


Розділивши обидві частини (3.37) на 

, одержимо









(3.38)


Приріст 

 у лівій частині (3.38) можна розглядати  як приріст складної функції 

, що відповідає приросту аргументу 

.


Якщо 

, то 

 в силу неперервності функції 

 в точці 

, тому 

. Крім того, 

, тому що функція 

 диференційована у точці 

.


Переходячи в (3.38) до границі при 

, одержимо праворуч 

, тому існує границя лівої частини, а це значить, що функція 

 диференційована у точці 

 й справедлива формула (3.34).


Наслідок (інваріантість форми першого диференціала щодо перетворення незалежного змінного). Диференціал функції має той самий вид











(3.39)

як у випадку, коли  

 - незалежна змінна, так і у випадку, коли 

 - диференційована функція якої-небудь іншої змінної.


Доведення. Нехай 

 - диференційована функція від 

, тоді





За правилом (3.34) диференціювання складної функції будемо мати





Звідси за формулою (3.20) можемо записати




Тому що 

, 

, то одержуємо 




тобто формула (3.39) залишається справедливою й при заміні 

 на 

.


Зауваження 28. Правило обчислення похідної складної функції поширюється на композицію будь-якого скінченного числа функцій. Наприклад, якщо функції 

, 

, 

 диференційовані відповідно в точках 

, 

, 

, тоді у точці 

 складна функція 

 має похідну рівну



 або 



Приклад 3.10. Знайти похідну функції





якщо функція 

 диференційована у точці 

.


Розв'язання. Поклавши 

, можемо записати



, 



Тоді згідно (3.34)





Оскільки 

, то будемо мати таку  корисну формулу










(3.40)


Приклад 3.11. Обчислити похідну функції





Розв'язання. Застосовуючи (3.34) з урахуванням (3.40), одержуємо





Зауваження 29. За допомогою теореми 3.5 можна вивести правило диференціювання показниково-степеневої функції












(3.41)

де 

 функції, диференційовані у точці 

, причому 

.


Скористаємося наступною тотожністю











(3.42)


відповідно до якої  функція 

 диференційована як суперпозиція диференційованих функцій. Тоді згідно (3.34)






Остаточно одержуємо наступне правило










(3.43)


Похідна дорівнює сумі двох доданків, з яких перший збігається з похідною показникової функції 

, у припущенні, що 

, а другий дорівнює похідній степеневої функції 

, у припущенні 

.


При розв'язанні задач не слід запам'ятовувати формулу (3.43), а простіше щораз із використанням тотожності (3.42) застосовувати правило диференціювання складної функції.


Приклад 3.12. Знайти похідну функції





Розв'язання. 






Зауваження 30. Часто при обчисленні похідних і границь доцільно попередньо прологарифмувати обидві частини рівності, що задає функцію, а потім уже диференціювати. Наприклад, якщо





Тоді








Звідси знаходимо





Іноді такий прийом обчислення похідної називається логарифмічним диференціюванням.


Зауваження 31. Застосовуючи правило диференціювання  складної функції легко показати, що похідна непарної функції є парною функцією й навпаки. Дійсно, якщо 



Зауваження 32. Доведена теорема  й отримані раніше формули (3.3)-(3.9),(3.30)-(3.33), які можна виписати у вигляді таблиці похідних, дозволяють обчислити похідну від як завгодно складної елементарної функції. Тобто, ми  можемо стверджувати, що у відмінності від інтегрального числення похідна будь-якої елементарної функції знову є елементарною функцією.

3.7. Диференціювання параметрично заданих і неявних функцій

Залежність між змінними 

 й 

 іноді зручно задавати двома рівняннями виду
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(3.44)

де 

 - допоміжна змінна (параметр). Особливо часто цим параметричним способом завдання функції користуються в механіці, де параметр 

 зазвичай час, а рівняння (3.44) - параметричне рівняння траєкторії точки, що рухається.


Рівняння (3.44), взагалі говорячи, визначають 

 як складну функцію від 

. Якщо функція 

 неперервна й строго монотонна на 

 

, то відповідно до доведеної раніше теореми 2.17 на відрізку 

, де 

 , 

 існує функція 




обернена до функції 

, неперервна й монотонна  й ми можемо записати 











(3.45)


Користуючись цією формулою, легко знайти 

 як похідну складної функції. При цьому зовсім не обов'язково попередньо виражати 

 через 

 і записувати формулу виду (3.45). Досить лише, щоб у деякій точці 

 функції 

 й 

 були диференційовані, причому 

. Застосовуючи до (3.45) формулу (3.35), одержуємо 





Користуючись правилом диференціювання оберненої функції (3.29), остаточно можна записати












(3.46)


Зауваження 33. Ще раз підкреслимо, що формула (3.46) дозволяє обчислювати  похідну в точці площини з координатами 

 

, причому згідно (3.46) 

 є функцією від 

, як і 

, і 

 в (3.44).


Зауваження 34. При виводі формули (3.46) істотно використовувалася вимога  строгої монотонності функції 

. Тому, при  розв’язанні прикладів за допомогою (3.46) на цю вимогу варто звертати увагу.


Приклад 3.13. Обчислити похідну параметрично заданої функції





Розв'язання. Оскільки функція 

 строго зростає на всій дійсній осі, то може бути застосована формула (3.46) 
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Якщо рівняння












(3.47)

не можна розв’язати відносно 

, тоді доводиться розглядати 

 як неявну функцію від 

. Припустимо, що в рівняння (3.47) замість 

 підставлено його явний вираз через 

, тоді це рівняння перетворюється в  тотожність





Очевидно, що якщо  дві функції тотожно рівні одна одній, то рівні і їхні похідні. Тому диференціюючи цю тотожність і застосовуючи правило диференціювання складної функції, можна визначити 
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