Алгебраїчні структури

Група (алгебраїчна структура з однією алгебраїчною операцією)

Означення. Алгебраїчною операцією на множині [image: image1.wmf]A

 називається відображення [image: image2.wmf]A
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, при якому кожній впорядкованій парі [image: image3.wmf](
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 елементів із [image: image4.wmf]A

 відповідає елемент цієї ж множини. Цей елемент зазвичай позначають через [image: image5.wmf]b
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 (або [image: image6.wmf]b
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, або [image: image7.wmf]ab

 і т.ін.). В цьому випадку говорять, що множина [image: image8.wmf]A

 є замкнутою відносно операції [image: image9.wmf]*

.

Означення. Групою називається непуста множина [image: image10.wmf]G

 разом із заданою на ній алгебраїчною операцією [image: image11.wmf]*

, для якої виконуються аксіоми:

1) Для будь-яких трьох елементів [image: image12.wmf]c
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 множини [image: image13.wmf]G
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 (асоціативність операції [image: image15.wmf]*
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2) Існує такий елемент [image: image16.wmf]e

 множини [image: image17.wmf]G

, що для будь-якого елемента [image: image18.wmf]a

 цієї ж множини 
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 (існування нейтрального елемента).
3) Для кожного елемента [image: image20.wmf]a

 множини [image: image21.wmf]G

 існує такий елемент [image: image22.wmf]a
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 цієї ж множини, що 
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 (існування симетричного елемента).
Групу позначають символом [image: image24.wmf](
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Означення. Група [image: image25.wmf](
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 називається абелевою (або комутативною), якщо для будь-яких її елементів [image: image26.wmf]b
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 виконується умова [image: image27.wmf]a
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Якщо група [image: image28.wmf](
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 містить скінченну кількість елементів, то вона називається скінченною, а число елементів в ній називається порядком групи та позначається символом [image: image29.wmf]G

. Група з нескінченою кількістю елементів називається нескінченною. Скінчена група [image: image30.wmf](
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 називається [image: image31.wmf]p

 - групою, якщо [image: image32.wmf]k
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 - просте число, а [image: image34.wmf]k

 - натуральне.

Запис результату бінарної операції в групі у вигляді [image: image35.wmf]xy
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 називають мультиплікативним, а саму групу називають мультиплікативною. Нейтральний елемент мультиплікативної групи прийнято називати одиничним, а симетричний елемент – оберненим. Іноді зручніше використовувати адитивний запис [image: image36.wmf]y
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 і називати групу адитивною. В такій групі нейтральний елемент називають нульовим, а симетричний – протилежним.
В мультиплікативній групі замість запису [image: image37.wmf]4
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 пишуть [image: image38.wmf]n

x

, а в адитивній групі замість [image: image39.wmf]4
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 прийняте позначення [image: image40.wmf]nx
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Означення. Нехай [image: image41.wmf]x

 - елемент мультиплікативної групи. Найменше натуральне число [image: image42.wmf]n

 таке, що [image: image43.wmf]e
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 називається порядком елемента [image: image44.wmf]x

. Позначають [image: image45.wmf]x

 або [image: image46.wmf]x

ord

. Якщо такого [image: image47.wmf]n

 не існує то говорять, що [image: image48.wmf]x

 - елемент нескінченного порядку.
Означення. Підмножина [image: image49.wmf]H

 групи [image: image50.wmf]G

 називається її підгрупою, якщо вона є групою відносно алгебраїчної операції в групі. Позначають [image: image51.wmf]G
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. Підгрупи [image: image52.wmf]{
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 називаються невласними або тривіальними, всі інші підгрупи називаються власними.
Теорема (критерій підгрупи) Непуста підмножина [image: image54.wmf]H

 групи [image: image55.wmf](

)

*

,

G

 буде підгрупою тоді і тільки тоді, коли 

1) для всіх [image: image56.wmf]b
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 також належить множині [image: image59.wmf]H
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2) для будь-якого [image: image60.wmf]a
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 елемент [image: image62.wmf]a
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 теж належить [image: image63.wmf]H
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Зауваження. Для скінченних підмножин у групі достатньо перевіряти лише першу умову, тобто має місце 

Теорема Якщо скінченна підмножина [image: image64.wmf]H

 групи [image: image65.wmf]G

 замкнута відносно операції в групі, то вона є її підгрупою.

Доведення. Нехай [image: image66.wmf]e
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 належать [image: image69.wmf]H
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 замкнута відносно операції. Множина [image: image71.wmf]H

 скінченна, тому серед степенів обов’язково є однакові. Нехай [image: image72.wmf]n
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Приклади: 1) Множини [image: image82.wmf]C
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є групою. Крім того, [image: image85.wmf]{
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Теорема (Лагранжа) Порядок скінченної групи ділиться на порядок будь-якої її підгрупи.

Наслідок. Група простого порядку не має власних підгруп.

Означення. Нехай [image: image87.wmf](
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 групи. Відображення [image: image89.wmf]H
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 називається ізоморфізмом цих груп, якщо воно бієктивне і [image: image90.wmf](
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. Якщо такий ізоморфізм існує, то групи називають ізоморфними і позначають [image: image92.wmf]H
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Ізоморфні групи мають одні і ті самі властивості. 

Властивості ізоморфізмів. Нехай [image: image93.wmf]H
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 - ізоморфізм. Тоді:

1) Образом нейтрального елемента групи [image: image94.wmf]G

 є нейтральний елемент групи [image: image95.wmf]H

, тобто [image: image96.wmf](

)

e

e

f

¢

=

.

2) Образом елемента [image: image97.wmf]a
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, який є симетричним до елемента [image: image98.wmf]G
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3) Відображення, обернене до ізоморфізму, є ізоморфізмом.

4) Якщо [image: image102.wmf](
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 однакові.
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 - ізоморфізми, то композиція [image: image107.wmf](
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Завдання:
1. Довести, що групи [image: image108.wmf](
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2. В мультиплікативній групі [image: image110.wmf](
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 зафіксовано елемент [image: image111.wmf]a

 і задано нову операцію за правилом [image: image112.wmf]y
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. Довести, що відносно цієї операції [image: image113.wmf]G

 є групою, ізоморфною заданій.

Завдання:

1. Чи є групами відносно вказаних операцій наступні числові множини: [image: image114.wmf]C
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 відносно операції додавання, [image: image115.wmf]{
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 відносно операції множення?

2. Чи є групою множина всіх невироджених матриць [image: image118.wmf]n

 - го порядку з дійсними елементами відносно операції множення матриць?

3. Довести, що [image: image119.wmf](
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4. В мультиплікативній групі 
[image: image121.wmf]8
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 виписати всі елементи та знайти порядки всіх елементів.

Група підстановок. Група симетрій правильного 
[image: image122.wmf]n

 - кутника. Таблиця Келі та її властивості

Послідовне виконання двох відображень 
[image: image123.wmf]g
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 називають їх композицією або добутком. Будемо дотримуватись такого правила композиції відображень: 
[image: image124.wmf](
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, тобто виконувати відображення справа наліво. Композиція є асоціативною операцією на множині всіх відображень.

Підстановкою 
[image: image125.wmf]n

 - го степеня називається взаємно однозначне відображення множини перших 
[image: image126.wmf]n

 натуральних чисел на себе. 
Множина всіх підстановок на множині 
[image: image127.wmf]{
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 відносно множення підстановок є групою. Вона називається симетричною групою степеня 
[image: image128.wmf]n

 і позначається 
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 прийняте позначення 
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. Роль нейтрального елемента відіграє тотожна підстановка 
[image: image132.wmf]÷
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, для підстановки 
[image: image133.wmf]a

 підстановка 
[image: image134.wmf](
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 є оберненою. 

Нетотожну підстановку 
[image: image135.wmf]n
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 називають циклом, а число 
[image: image136.wmf]k

 - довжиною циклу. Цикл прийнято позначати символом 
[image: image137.wmf](
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Транспозицією в 
[image: image138.wmf]n
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 називається цикл довжини 2.

Теорема. Будь-яка нетотожна підстановка степеня 
[image: image139.wmf]n

 або є циклом, або розкладається в добуток деякого числа попарно незалежних циклів. Такий розклад є однозначним з точністю до порядку множників.

Означення. Нехай дано підстановку 
[image: image140.wmf]a

. Говорять, що числа 
[image: image141.wmf]i

 та 
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 утворюють інверсію відносно 
[image: image143.wmf]a

, якщо 
[image: image144.wmf]j
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. Підстановка 
[image: image146.wmf]a

 називається парною, якщо число всіх інверсій відносно 
[image: image147.wmf]a

 парне, і непарною – в противному випадку.
Всі парні підстановки групи 
[image: image148.wmf]n
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 утворюють її підгрупу, яка позначається 
[image: image149.wmf]n

A

 і називається знакозмінною групою степеня 
[image: image150.wmf]n

. Порядок групи 
[image: image151.wmf]n
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 дорівнює 
[image: image152.wmf]!
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, а порядок групи 
[image: image153.wmf]n
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 дорівнює 
[image: image154.wmf]2
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 при 
[image: image155.wmf]2
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Нехай 
[image: image156.wmf]F

 - фігура на евклідовій площині. Множина всіх рухів евклідової площини, які відображають фігуру 
[image: image157.wmf]F

 на себе, відносно композиції рухів є групою. Ця група називається групою симетрій фігури 
[image: image158.wmf]F

. Якщо фігура 
[image: image159.wmf]F

 є правильним 
[image: image160.wmf]n

 - кутником, то групу її симетрій позначають 
[image: image161.wmf]n

D

 і називають групою діедра.
Перетворення 
[image: image162.wmf]f

 площини називається інволюцією, якщо 
[image: image163.wmf]e
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, або, що теж саме, 
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[image: image165.wmf]e

 - тотожне перетворення.

Прикладами інволюцій є симетрії – осьова і центральна.
Квадратна таблиця є таблицею Келі групи тоді і лише тоді, коли має такі властивості:

1. Містить лише такі символи, які записані в заголовному рядку (або стовпці).

2. Кожний рядок і кожний стовпець містять кожний символ рівно один раз.

3. Має один рядок, який співпадає із заголовним, і один стовпець, який співпадає із заголовним. Спільний елемент цього рядка і цього стовпця називається нейтральним.
4. Кожному нейтральному елементу таблиці відповідають симетричні елементи. Вони розташовані у відповідних рядку і стовпці.
5. Розташування елементів в таблиці має наступну властивість: кожний прямокутник, в одній із вершин якого записано нейтральний елемент, має один із наступних видів:
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Нехай дано множину 
[image: image170.wmf]G

 і таблицю, яка визначає бінарну операцію на цій множині. Для перевірки асоціативності операції 
[image: image171.wmf]*

 треба для кожного елемента 
[image: image172.wmf]G

m

Î

 скласти дві таблиці. В першій з них головний стовпець має вигляд 
[image: image173.wmf]m
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, а головний рядок - 
[image: image174.wmf]y

, де 
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 - всі можливі елементи множини 
[image: image176.wmf]G

. В другій таблиці головний стовпець має вигляд 
[image: image177.wmf]x

, а головний рядок - 
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, де 
[image: image179.wmf]y

x

,

 - всі можливі елементи множини 
[image: image180.wmf]G

. Якщо  операція асоціативна, то таблиці співпадають.

Приклади розв’язування задач
Задача 1. Чому дорівнює порядок групи рухів, які суміщають із самим собою правильний 
[image: image181.wmf]n

 - кутник?

Розв’язання. В групі симетрій правильного 
[image: image182.wmf]n

 - кутника є рівно 
[image: image183.wmf]n
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 елементів: 
[image: image184.wmf]n

 поворотів за годинниковою стрілкою на кути 
[image: image185.wmf](

)

1

,...,

2

,

1

2

-

=

n

k

n

k

p

 навколо центру і 
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 осьових симетрій відносно прямих, що проходять через центр і одну з його вершин або через середини протилежних сторін. Всі повороти в групі симетрій правильного 
[image: image187.wmf]n

 - кутника утворюють підгрупу, яка називається підгрупою поворотів даного 
[image: image188.wmf]n

 - кутника.

Задача 2. Знайти порядки всіх елементів в групі симетрій квадрата.

Розв’язання. У відповідності до задачі 1 в цій групі 8 елементів, а саме 
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 (рис.1). Позначимо елементи цієї групи інакше, записавши їх в тій же послідовності. 
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. Очевидно всі симетрії мають порядок 2, а для поворотів легко отримати, що 
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Задача 3. Описати всі підгрупи групи 
[image: image192.wmf]3
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Розв’язання. Порядок групи 
[image: image193.wmf]3
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 дорівнює 6. З теореми Лагранжа випливає, що власні підгрупи цієї групи можуть складатись лише із 2 або із 3 підстановок. 

Нехай 
[image: image194.wmf]H

 - двоелементна підгрупа групи 
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. Таким чином, елемент 
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 має порядок 2, тобто є транспозицією. Це єдина можливість в групі 
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. В цій групі є лише три транспозиції, кожна з яких визначить двоелементну підгрупу. Отже, 
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 всі можливі підгрупи порядку 2.
Нехай тепер 
[image: image206.wmf]F

 - підгрупа порядку 3 групи 
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. Введемо позначення 
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 - протиріччя. Отже, 
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 більше 3 елементів. Дійсно, повинно бути 
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Отже, наше припущення невірне і кожен з елементів 
[image: image223.wmf]b
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 має порядок 3. Відомо, що цикл довжини 3 має порядок 3. Розглянемо цикл 
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. Оскільки інших циклів довжини 3 в цій групі не існує, то й інших триелементних підгруп, крім 
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 не існує.

Повний список підгруп групи 
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 складається з шести підгруп: 
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[image: image235.wmf]3
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. Перша і остання є невласними, всі інші – власні.
Завдання:

1. В групі 
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 самосуміщень правильного трикутника знайти:

         А) 
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2. В групі 
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 знайти: А) порядок елемента 
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; В) 
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; С) представити 
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 у вигляді добутку транспозицій, де 
[image: image243.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

5

8

6

7

1

4

2

3

8

7

6

5

4

3

2

1

a

,
[image: image244.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

7

6

4

2

1

3

8

5

8

7

6

5

4

3

2

1

b

.

Кільце (алгебраїчна структура з двома алгебраїчними операціями)

Означення. Кільцем називається непуста множина [image: image245.wmf]K

 разом із заданими на ній алгебраїчними операціями +  і [image: image246.wmf]*

, для яких виконуються аксіоми:

1) Для будь-яких трьох елементів [image: image247.wmf]c
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 (асоціативність операції +).
2) Існує такий елемент [image: image249.wmf]Q

 множини К, що для будь-якого елемента [image: image250.wmf]a

 цієї ж множини [image: image251.wmf]a
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 (існування нейтрального елемента відносно додавання). Прийнято елемент [image: image252.wmf]Q

 називати нулем.

3) Для кожного елемента [image: image253.wmf]a

 множини К існує такий елемент [image: image254.wmf]a
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 цієї ж множини, що [image: image255.wmf]Q
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 (існування протилежного елемента). Позначають [image: image256.wmf]a
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4) Для будь-яких двох елементів [image: image257.wmf]b
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 множини К [image: image258.wmf]a
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 (комутативність операції +).

5.1) Для будь-яких трьох елементів [image: image259.wmf]c

b

a

,

,

 множини К [image: image260.wmf](
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 (ліва дистрибутивність).

5.2) Для будь-яких трьох елементів [image: image261.wmf]c
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 множини К [image: image262.wmf](
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 (права дистрибутивність).

Кільце позначають символом [image: image263.wmf](
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Крім вказаних аксіом, які визначають на множині структуру кільця, на цій множині можуть виконуватись й інші аксіоми. Тоді кільця мають спеціальну назву.

Означення Кільце називається:

· асоціативним, якщо виконується аксіома 6) Для будь-яких трьох елементів [image: image264.wmf]K
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 (асоціативність операції *);

· комутативним, якщо виконується аксіома 7) Для будь-яких двох елементів [image: image266.wmf]K
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 (комутативність операції *);
· кільцем з одиницею, якщо виконується аксіома 8) Існує такий елемент [image: image268.wmf]e

 , що для будь-якого елемента [image: image269.wmf]K
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 (існування нейтрального елемента відносно множення). Елемент [image: image271.wmf]e

 називають одиницею.

Означення. Полем називається асоціативне комутативне кільце з одиницею, в якому виконується аксіома 

9) Для кожного елемента [image: image272.wmf]Q
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 (існування оберненого елемента). Позначають [image: image275.wmf]1
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Означення. Елемент [image: image276.wmf]Q
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 кільця К називається дільником нуля, якщо існує такий елемент [image: image277.wmf]Q
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. Якщо кільце є асоціативним, комутативним і в ньому відсутні дільники нуля, то воно називається областю цілісності.

Означення. Підмножина  М кільця К називається його підкільцем, якщо вона є кільцем відносно тих самих алгебраїчних операцій. Позначають [image: image279.wmf]K
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Теорема (критерій підкільця) Непуста підмножина М кільця [image: image280.wmf](
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1) для будь-яких [image: image281.wmf]b
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 також належить множині М,

2) для будь-яких [image: image283.wmf]b
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 із М елемент [image: image284.wmf]b
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 також належить множині М.

Приклади. 1) Множини [image: image285.wmf]C
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є кільцем, але не є областю цілісності. Крім того, [image: image288.wmf]{
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Означення. Нехай є кільця [image: image290.wmf](
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Ізоморфізмом кілець [image: image295.wmf](
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Означення. Ядром гомоморфізму [image: image299.wmf]L
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 називається множина [image: image300.wmf](
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 називається множина [image: image302.wmf](
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Завдання:

1. Нехай A - деяка множина, B - сукупність всіх підмножин множини A. На множині B задамо операцію додавання і множення наступним чином: [image: image303.wmf](
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. Довести, що В відносо цих операцій є кільцем з одиницею.
2. Довести, що оборотні елементі комутативного кільця утворюють групу відносно операції множення.
3. Довести, що поле є областю цілісності.
4. З’ясуйте, чи є в кільцях Z6 , Z8, Z9 , Z10 дільники нуля. При яких m кільце Zm є областю цілісності?
5. Знайти всі підкільця кілець Z3, Z 4 , Z6.
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