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ВСТУП 
 
 

Математичний аналіз є необхідною складовою частиною базової 
теоретичної підготовки студентів спеціальності «Математика» та основою для 
подальшого вивчення спеціальних дисциплін. Метою викладання навчальної 
дисципліни «Математичний аналіз - 2» у четвертому семестрі є надання 
систематичних знань студентам з основ класичного аналізу дійсних функцій 
багатьох змінних. 

Математичний аналіз – фундаментальний курс, на поняттях і фактах якого 
базується більшість математичних дисциплін, вони також застосовуються в 
фізиці, механіці, економіці та інших галузях науки та техніки. 

У результаті вивчення навчальної дисципліни студент повинен знати основні 
поняття та факти теорії границь, неперервних функцій, диференціального та 
інтегрального числення функцій багатьох змінних, а також основні області 
застосування відомих понять та фактів. Студент повинен вміти досліджувати 
функції багатьох змінних на неперервність, диференційовність, екстремум, 
інтегровність та інше; зводити кратні інтеграли до повторних та обчислювати їх; 
обчислювати криволінійні та поверхневі інтеграли; застосовувати кратні, 
криволінійні та поверхневі інтеграли до обчислення площ фігур, довжин дуг 
кривих, об’ємів тіл, площ поверхонь, в техніці, векторному аналізі. 

Методичні вказівки стосуються одного з розділів математичного аналізу – 
диференціального та інтегрального числення функцій багатьох змінних. Цей 
розділ охоплює один семестр курсу та містить теми «Функції багатьох змінних», 
«Кратні інтеграли», «Криволінійні та поверхневі інтеграли. Теорія поля». 
Вказівки містять необхідний теоретичний матеріал (означення основних понять, 
теореми, формули), який проілюстровано прикладами. До кожної теми 
пропонуються завдання до самостійного виконання та приклад розв’язання 
варіанта такого завдання.  

Теоретичні знання і практичні навички, набуті при вивченні 
диференціального та інтегрального числення функцій багатьох змінних 
застосовуються в окремих темах диференціальних рівнянь, чисельних методів, 
рівнянь математичної фізики, при розв’язанні прикладних задач.  

 



 Функції  багатьох  змінних  

 6

1  ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ 
Функції багатьох змінних 
Функції багатьох змінних 

Мета вивчення теми: 
1) засвоїти основні поняття теорії метричних просторів; 
2) знати означення області визначення функції, лінії рівня та вміти їх зобража-

ти; 
3) вміти знаходити подвійні та повторні границі функції двох змінних, або до-

водити, що вони не існують  
3) навчитися досліджувати функції багатьох змінних на неперервність та дифе-

ренційовність; 
4) навчитися знаходити частинні похідні довільного порядку та записувати ди-

ференціали будь-якого порядку (у тому числі для складених функцій та функцій, за-
даних неявно);  

5) знати геометричний зміст диференційовності та вміти застосовувати дифере-
нціальне числення до розв’язання геометричних задач;  

6) ознайомитися із формулою Тейлора для функції багатьох змінних та навчи-
тися розкладати функцію за формулою; 

7) ознайомитися з поняттям неявної функції; 
8) навчитися досліджувати функції багатьох змінних на локальний, умовний та 

абсолютний екстремум. 
Основні поняття теми:  
1) метрика, метричний простір, класифікація точок та множин у метричному 

просторі (див. підрозділ 1.1); 
2) область визначення функції, лінія рівня, поверхня рівня, границя функції, не-

перервна функція (див. підрозділ 1.2); 
3) частинна похідна, диференційовна функція, диференціал, похідні та дифере-

нціали вищих порядків (див. пункти 1.3.1-1.3.2); 
4) дотична площина, нормаль до поверхні, похідна за напрямком, градієнт фун-

кції (див. пункти 1.3.3-1.3.4); 
5) точки локального екстремуму (див. пункт 1.3.6);  
6) неявна функція, точки умовного екстремуму, абсолютний екстремум (див. 

підрозділ 1.4). 
Основні факти теми: 
1) зв’язок між подвійними та повторними границями (див. підрозділ 1.2);  
2) умови диференційовності функцій багатьох змінних (див. пункти 1.3.1-1.3.2);   
3) формули частинних похідних складеної функції (див. пункт 1.3.1); 
4) геометричний зміст диференційовності (див. пункт 1.3.3);  
5) формула Тейлора (див. пункт 1.3.5);  
6) необхідна та достатні умови локального екстремуму (див. пункт 1.3.6); 
7) схема дослідження функції на умовний екстремум (див. пункт 1.4.1).  

 
ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ 

 
1.1 Деякі відомості із теорії метричних просторів 

 
Метричним простором називають довільну множину X  разом із функцією 

( , )x yρ , яка будь-яким елементам x  і y  із X  ставить у відповідність дійсне не-
від’ємне число та задовольняє аксіоми: 

10 ( , ) 0 , ; ( , ) 0x y x y X x y x yρ ρ≥ ∀ ∈ = ⇔ = ; 
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20 ( , )x yρ Xyxxy ∈∀= ,),(ρ ; 
30 ( , )x yρ ( , )x zρ≤ ( , ) , ,z y x y z Xρ+ ∀ ∈  – аксіома трикутника. 
Таку функцію ( , )x yρ  називають метрикою або відстанню між x  та y . Еле-

мент x  метричного простору часто називають точкою цього простору. Метрич-
ний простір, що задається на множині X  з метрикою ( , )x yρ , позначається 
( , )X ρ . 

Оскільки функція ( , )x y x yρ = −  на множині R  задовольняє аксіоми мет-

рики, ( )yx −= ,RR1   – метричний простір. Арифметичним m -вимірним прос-

тором mR  називають множину усіх впорядкованих скінченних сукупностей, 
що складаються із m  дійсних чисел ),...,,( 21 mxxx  з операціями покоординат-
ного додавання та множення на скаляр R∈λ : 

),...,,( 21 mxxx 1 2( , ,..., )
def

my y y+ = 1 1 2 2( , ,..., )m mx y x y x y+ + + ; 

1 2( , ,..., )
def

mx x xλ = 1 2( , ,..., )mx x xλ λ λ . 
Сукупність ),...,,( 21 mxxx  називають точкою, вектором або елементом 

mR , будемо його позначати 1 2( , ,..., )mx x x x= , а числа ),...,2,1(, mixi =  називають 

координатами точки x . На просторі mR  розглянемо функції, кожна з яких ви-
значає метрику: 

( )1
1

,
m

i i
i

x y x yρ
=

= −∑ ;  ( ) ( )∑
=

−=
m

i
ii yxyx

1

2
2 ,ρ ;  ( )

1,...,
, max i ii m

x y x yρ∞ =
= − . 

Відповідні метричні простори позначаються таким чином: 

( )11 ,RR ρm
def

m = ;   ( )22 ,RR ρm
def

m = ;   ( )∞∞ = ρ,RR m
def

m . 

Метричний простір m
2R  називають евклідовим m -вимірним простором. Скаля-

рний добуток на ньому задається формулою 
1

( , )
m

i i
i

x y x y
=

=∑ , а метрика –  

22
22

2
11 )(...)()(),( mm yxyxyxyx −++−+−=ρ = 2

1
( )

m

k k
k

x y
=

−∑ . 

   
Відкритою, замкненою кулею і сферою радіусу r  з центром в точці 0x  в 

метричному просторі ( , )X ρ  називають відповідно множини 
{ }
{ }
{ }ερ

ερ
ερ

=∈=

≤∈=
<∈=

),(:)(
),(:][
),(:)(

00

00

00

xxXxxS
xxXxxB
xxXxxB

r

r

r
. 

На рис. 1.1 а, б, в зображені замкнені кулі в просторах 2
1R , 2

2R  і 2R∞  ві-
дповідно. 

 



 Функції  багатьох  змінних  

 8

 
                      а                                          б                                           в 

Рис 1.1 
 

ε -околом точки 0x  називають відкриту кулю )( 0xBε , будемо його позна-
чати 0( )O xε . Множину M  метричного простору ( , )X ρ  називають обмеженою, 
якщо її можна цілком помістити в деяку кулю 0[ ]rB x . 

Послідовність { }nx  елементів метричного простору ( , )X ρ  називають збі-
жною до елемента 0x  цього простору, якщо  

( ) .,N0 0 ερε <≥∀∈∃>∀ xxNnN n  
При цьому точка 0x  називають границею послідовності { }nx : 0lim xxn

n
=

∞→
. 

На мові околів збіжність послідовності до 0x означає, що в довільному око-
лі точки 0x будуть міститися усі члени послідовності, починаючи з деякого но-
мера. Збіжність послідовності у арифметичному m -вимірному просторі рівно-
сильна покоординатній збіжності, тобто   

( )( ) ( ) ( ) ( )
1 2, ,..., ,...,n n n n

n i mx x x x x=  →
∞→

mIR

n

2  0x (0) (0) (0) (0)
1 2( , ,..., ,..., )i mx x x x=  ⇔  

⇔ ( ) (0)lim 1,...,n
i in

x x i m
→∞

= ∀ = . 

Точку 0x  називають граничною точкою множини M  метричного простору 
( , )X ρ , якщо будь-який її ε -окіл містить хоча б одну точку множини M , від-
мінну від 0x , тобто { }00 \)(:0 xxOxMx εεεε ⊂∈∃>∀ . 

Множину M , називають замкненою, якщо будь-яка її гранична точка на-
лежить  множині M . Наприклад, для множини }2{]1,0( ∪=M  точка 0 є гранич-
ною, але вона не належить множині, тобто M – незамкнена множина. 

Точку 0x  називають внутрішньою точкою множини, якщо вона належить 
множині M  разом із деяким своїм ε -околом, тобто якщо MxO ⊂>∃ )(:0 0εε . 

0M – позначення множини внутрішніх точок множини М. Наприклад, для 
множини }2{]1,0( ∪=M маємо 0 (0,1)M = .   

Множину M  називають відкритою, якщо кожна її точка є внутрішньою, 
тобто якщо 0MM = . 
1. Множина 0( )rB x  є відкритою, а множина 0[ ]rB x  – замкненою в будь-якому 

метричному просторі.  
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Рис 1.2 

2. Множина [0,1] [2,3] {4}M = ∪ ∪  – замкнена в 1R . 

3. Множина { }01:R),( 222 ≥+∧≤+∈= yxyxyxM  – замкнена в 2
2R  (вона 

зображена на рис.1.9.). 
4. При цьому множина 1 [0,1) (2,3] {4}M = ∪ ∪  – ні замкнена ні відкрита в 1R , а 

{ }01:),( 222
2 >+∧≤+∈= yxyxRyxM  – ні замкнена ні відкрита в 2

2R . 
Під ламаною розуміють сукупність відрізків таких, що при їх упорядку-

ванні кінець кожного попереднього відрізку співпадає з початком наступного. 
Множину М в mR  називають зв’язною, якщо будь-які дві її точки можна 

сполучити ламаною, яка цілком буде ле-
жати всередині множини М.  

Множину M  називають зв’язною в 
mR , якщо будь-які дві її точки x  і y  

можна сполучити неперервною лінією, 
яка цілком лежить всередині цієї множи-
ни. Будь-яку відкриту чи замкнену 
зв’язну множину називають областю. 

На рис 1.2 а зображена зв’язна множина, а на рис. 1.2 б – незв’язна. 
 

1.2 Функції багатьох змінних 
 

Відображення 1
2: RRf m →  називають числовою функцією m  змінних. Її 

областю визначення називають множину { }.)(::)( 2 yxfRyRxfD m =∈∃∈=  
Функція m  змінних задає поверхню у 1+m -вимірному просторі (графік 

функції): { })(,),( xfyRRyxG m =×∈= , зокрема, для функції двох змінних гра-

фіком  буде множина { }),(,R),,( 3 yxfzzyxG =∈= . Інтерпретацією графіка фу-
нкції двох змінних є поверхня в тривимірному просторі. На рис 1.3 зображено 
графік функції 22 yxz += .  
 

 
 

x  
O

z

Рис. 1.3 

O1−

1−

1

1
y

x

y  

Рис. 1.4 
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Для визначення вигляду поверхні досліджують криві, які отримують при 

перетині поверхні площинами, паралельними координатним площинам. Якщо 
перетинати поверхню площинами constz = ,  на площині XOY отримаємо лінії, 
в точках яких функція зберігає сталі значення. 

Переріз графіка функції ( , )z f x y=  площиною 0z z=  називають лінією рівня 
цієї функції. Частіше під лінією рівня розуміють проекцію зазначеного перері-
зу. В будь-якому випадку її зображують на площині XOY . 

У випадку функцій трьох і більше змінних можна аналогічно ввести понят-
тя поверхні рівня, як перерізу графіка функції ( )z f x=  площиною 0z z= . 

Лінією рівня функції 2 2z x y= +  при 0 1z =  в проекції на площину XOY  бу-
де коло з центром в точці O  радіуса 1 (див. рис. 1.4). На рис. 1.3 різні лінії рівня 
цієї функції – кола, паралельні площині XOY , розташовані в просторі. Вони 
роблять рисунок більш наочним. Зокрема, зрозуміло, що при 0 0z <  ліній рівня 
не існує. 

Нехай mRx ∈0  – гранична точка області визначення функції. Число b  на-

зивають границею функції ( )f x  в точці mRx ∈0  (за Коші), якщо  
εδρδε <−⇒<<∈∀>∃>∀ bxfxxfDx )(),(0)(00 0 . 

Цю границю називають кратною та позначається
0

lim ( )
x x

f x b
→

=  або 

(0)
1 1

(0)

1 2

....

lim ( , ,..., )

m m

mx x

x x

f x x x b
→

→

= . У випадку функції двох змінних границю називають 

подвійною.  
 Як і у випадку функції однієї змінної, існує еквівалентне означення гра-
ниці функції в точці. Число b  називають границею функції ( )f x  в точці 

mRx ∈0  (за Гейне), якщо { } ( ) bxfxxxfDx
n

n
n

nn

m

→→
∞→∞→

⇒∈∀
1

2 R
0

R
0}{\)( . 

 Якщо функції ( ) ( )f x i g x , що визначені на одній і тій же множині, в точці 
0x  мають границі, що відповідно дорівнюють b  і c , то функції ( ) ( )f x g x± , 

( ) ( )f x g x⋅  і 
)(
)(

xg
xf  мають в точці 0x  границі b c± , b c⋅  і b

c
, відповідно (у випа-

дку частки – накладається додаткова умова: 0c ≠ ).  
 Зауважимо, що можна означати границю функції за однією змінною при 
фіксованому значенні іншої змінної. Такі границі називають повторними. Якщо 
існує 

0

lim ( , ) ( )
x x
y fix

f x y yφ
→
−

=  та існує 
0

lim ( )
y y

y bφ
→

= , тоді говорять, що в точці 0 0( , )x y  

існує повторна границя функції: byxf
xxyy

=
→→

),(limlim
00

. Аналогічно означається 

),(limlim
00

yxf
yyxx →→

. 
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Існує зв’язок між існуванням подвійних та повторних границь функції. 
Якщо в точці 0 0( , )x y  існує подвійна границя функції ),( yxf  та при всіх x  існує 

),(lim
0

yxf
yy→

 і при всіх y існує ),(lim
0

yxf
xx→

, тоді обидві повторні границі існу-

ють та дорівнюють подвійній границі:  
),(lim),(limlim),(limlim

0
00000

yxfyxfyxf

yy
xxyyxxxxyy

→
→→→→→

== . 

Якщо ж повторні границі існують, але не дорівнюють одна одній, подвійна 
границя не існує. 

Нехай тепер точка 0x  належить області визначення функції та є для неї 

граничною. Функцію ( )f x  називають неперервною в точці 0x m
2R∈ , якщо іс-

нує
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

= . Якщо функція неперервна в кожній точці множини 

mM 2R⊂ , то кажуть, що вона неперервна на цій множині. Якщо дві функції 

( ) ( )f x i g x , що визначені на одній і тій же множині mM 2R⊂ , неперервні в то-
чці 0x M∈ , то функції ( ) ( )f x g x± , ( ) ( )f x g x⋅  і ( ) / ( )f x g x  неперервні в точці 

0x  (у випадку частки 0( ) 0g x ≠ ). 
Нагадаємо поняття складеної функції багатьох змінних. Нехай функція g  

переводить деяку множину mRE ⊂1  в множину nRE ⊂  за правилом ( )x g t= , 
тобто ( )1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., ), ( , ,..., ),..., ( , ,..., )n m m n mx x x g t t t g t t t g t t t= , а функція ( )f x  

переводить nRE ⊂  в 1R . Тоді складеною називають функцію ))(()( tgft =φ , 

яка переводить множину mRE ⊂1  в 1R : 
( ) ( )),...,,(),...,,...,,(),,...,,( 21212211 mnmm tttgtttgtttgftφ = . 

Зауважимо, що якщо функція ( )g t , що переводить множину mE 21 R⊂  в 

множину nE 2R⊂ , неперервна на 1E  (тобто неперервною на 1E  є кожна з функ-

цій-координат 1 2( , ,..., ), 1,...,i mg t t t i n= ), а функція ( )f x , що переводить nE 2R⊂  в 
1R , неперервна на E , тоді складена функція ( ) ( ( ))t f g tϕ =  є неперервною на 

mE 21 R⊂ .  
  

1.3 Диференціальне числення функцій багатьох змінних 
 

1.3.1 Частинні похідні та диференційовність функції 
Нехай функція ( )f x  задана на області mE 2R⊂ , а (0) (0) (0)

0 1 2( , ,..., )mx x x x=  – 
внутрішня точка E  і ixΔ  – такий приріст аргументу ix , що точка 

(0) (0) (0) (0) (0)
1 1( ,.., , , ,..., )i i i i mx x x x x x− + Δ  залишається всередині множини E . Частинним 
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приростом цієї функції в точці 0x  за змінною ix  називають величину 
(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)

0 1 1 1 1 1 1( ) ( ,.., , , ,..., ) ( ,..., , , ,..., )i i i i i m i i i mf x f x x x x x x f x x x x x− + − +Δ = + Δ − . 

Якщо існує границя 0

0

( )lim
i

i
x

i

f x
xΔ →

Δ
Δ

, тоді її називають частинною похідною 

функції ( )f x  в точці 0x  за змінною ix . Позначення 0( )

i

f x
x

∂
∂

 або 0( )
ixf x′  

( {1,... }i m∈ ). 
Зауважимо, що для функції багатьох змінних існування усіх частинних по-

хідних за усіма змінними не забезпечує неперервність функції ( )f x  в т. 0x . 

Нехай функція ( )f x  задана на області mRE 2⊂ ,  (0) (0) (0)
0 1 2( , ,..., )mx x x x=  – вну-

трішня точка E  і ixΔ  – такі прирости аргументів ix  ( 1,...,i m= ), що 
(0) (0) (0)
1 1 2 2( , ,..., )m mx x x x x x E+ Δ + Δ + Δ ∈ . Функцію f  називають диференційовною 

в точці 0x , якщо її повний приріст можна подати у вигляді: 
(0) (0) (0) (0) (0) (0)

0 1 1 2 2 1 2( ) ( , ,..., ) ( , ,..., )m m mf x f x x x x x x f x x xΔ = + Δ + Δ + Δ − =  
mmiimmii xxxxAxAxA Δ⋅++Δ⋅++Δ⋅+Δ⋅++Δ⋅++Δ⋅= ααα ............ 1111 , 

де constAAAA mi =.,..,.,..,, 21 , ),...,( 1 mii xx ΔΔ=αα – нескінченно малі функ-
ції при 0,...,01 →Δ→Δ mxx , які дорівнюють нулю при 0,...,01 =Δ=Δ mxx . 

Головну лінійну відносно приростів аргументів частину приросту функції 
в умові диференційовності називають диференціалом цієї функції в точці 0x та 
позначається 0( )df x , тобто  

0( )df x 1 2 2 ...i m mAdx A dx A dx= + + +  де 1,...,i idx x i m= Δ ∀ = .  
 Крім того, в умові диференційовності )(... ραα oxx mmii =Δ⋅++Δ⋅ , де 

22
2

2
1 ... mxxx Δ++Δ+Δ=ρ . 

Якщо функція ( )f x  диференційовна в точці x , вона має в цій точці час-

тинні похідні за кожною із змінних, причому ( ) 1,...,i
i

f xA i m
x

∂
= ∀ =

∂
. З цього ви-

пливає, що приріст диференційовної функції можна записати у вигляді  

0 0
1

( ) ( ) ( )
m

i
i i

ff x x x o
x

ρ
=

∂
Δ = ⋅Δ +

∂∑ . 

Відповідно, формула для обчислення диференціалу буде мати вигляд: 

∑
=

⋅
∂
∂=

m

i
i

i
dxx

x
fxdf

1
00 )()( . 

Теорема 1.1 (необхідна умова диференційовності функції в точці). Якщо 
функція ( )f x  диференційовна в точці x , то вона в цій точці має частинні похі-

дні за кожною із змінних: ( ) 1,...,i
i

f xA i m
x

∂
= ∀ =

∂
. 
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Теорема 1.2 (достатня умова диференційовності функції в точці). Якщо 
функція ( )f x  має частинні похідні за кожною із змінних в деякому околі точці 

0x  і ці частинні похідні неперервні в цій точці, то вона в цій точці диференційо-
вна. 

Існування усіх частинних похідних функції в точці ще не гарантує її непе-
рервності в цій точці, але якщо функція ( )f x  диференційовна в точці 0x , то во-
на в цій точці неперервна. 

Наведемо формули частинних похідних складеної функції 
( ) ( )),...,,(),...,,...,,(),,...,,( 21212211 mnmm tttgtttgtttgftφ = , яка буде диференційо-

вною за умови диференційовності функцій mitttg mi ,...,2,1),,...,,( 21 =  в точці 
(0) (0) (0)

0 1 2( , ,..., )mt t t t=  та диференційовності функції ( )f x 1 2( , ,..., )nf x x x= в точці 

),...,,( )0()0(
2

)0(
10 nxxxx = , де )( 0

)0( tgx jj = : 

.,1

......

1

1
1

00

0000000

mj
t
x

x
f

t
x

x
f

t
x

x
f

t
x

x
f

t
φ

n

i tj

i

xi

tj

m

xmtj

i

xitjxtj

=∀
∂
∂
⋅

∂
∂

=

=
∂
∂
⋅

∂
∂

++
∂
∂
⋅

∂
∂

++
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

∑
=

  

 
1.3.2 Частинні похідні та диференціали вищих порядків 
Частинні похідні вищих порядків означаються індуктивно. Якщо, напри-

клад, ( , )f x y
y
∂
∂

 існує в деякому околі точки 0 0( , )x y , то частинною похідною дру-

гого порядку 
2

0 0( , )f x y
x y
∂
∂ ∂

 називають похідну за змінною x  від похідної 

( , )f x y
y
∂
∂

: ),(),( 0000
2

yx
y
f

x
yx

yx
f

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂ . 

Аналогічно означаються частинні похідні другого порядку за іншою комбі-
нацією змінних у припущенні про існування відповідних частинних похідних 
першого порядку в деякому околі точки 0 0( , )x y : 

2

2

deff f
x x x

∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
; 

2

2

deff f
y y y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

; 
2 deff f
y x y x
∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. 

Якщо існує  
1 1

1

( )
...

n

n

i i

f x
x x

−

−∂
∂ ∂

 в деякому околі точки 0x , то частинна похідна 

n-ого порядку визначається таким чином: 

1 1 1 1

1

... ...
n n n n

n ndef

i i i i i i

f f
x x x x x x

− −

−⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. 

Якщо не усі індекси співпадають, то таку похідну називають мішаною. 
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Теорема 1.3 (теорема Шварца). Якщо однойменні мішані похідні функції 
( )f x  існують в деякому околі точки 0x  і неперервні в цій точці, то вони в цій 

точці співпадають. 
Функцію ( )f x  будемо називати n  раз диференційовною в точці 0x , якщо 

усі її частинні похідні ( 1)n − -го порядку диференційовні в цій точці. 
Теорема 1.4 (достатні умови диференційовності функції n  разів в т. 0x ). 

Якщо 
1) функція ( )f x  має частинні похідні до n -го порядку включно в околі точ-

ки 0x ; 
2) ці частинні похідні n -ого порядку неперервні в т. 0x , тоді функція ( )f x   

n  разів диференційовна в т. 0x  
Зауважимо, що зазначені в теоремі умови (за теоремою Шварца) гаранту-

ють рівність усіх мішаних однойменних похідних в точці. 
Якщо функція  ( )f x  n  разів диференційовна в точці 0x , її n -й диференціал 

визначається формулою 

0 0

1( )
def

n n

x x
d f d d f−= . 

Якщо ,x y  – незалежні змінні, тоді диференціал другого порядку функції 
цих змінних має вигляд:  

( ) ( ) .2)(
2

2
2

22
2

2

2
2 fdy

y
dx

x
dy

y
fddydx

yx
fdx

x
fddfdfd ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂+

∂
∂=

∂
+

∂∂
∂+

∂
==

DD  

Цей вираз є формальним, його можна узагальнити на випадок n -го дифе-
ренціала: 

( ) ( )∑
=

−
−∂∂

∂=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂+

∂
∂=

n

k

knk
knk

n
k
n

n
n dydx

yx
fCfdy

y
dx

x
fd

0

DD . 

Узагальнимо отримане на випадок функцій багатьох (більше, як двох) 
змінних. Якщо аргументи функції незалежні, тоді  

nd f = 1 2
1 2

...
n

m
m

dx dx dx f
x x x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

D D D . 

Зауважимо, що форма вищих диференціалів функції багатьох змінних, на 
відміну від диференціалів першого порядку, у загальному випадку неінваріант-
на, оскільки змінює свою форму у випадку, коли змінні ( 1,..., )ix i m=  не є неза-
лежними. Наприклад, диференціал другого порядку складеної функції двох 
змінних має вигляд: 

 

.22
2

2 yd
y
fxd

x
ffdy

y
dx

x
dy

y
fdx

x
fdfd

∂
∂

+
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=  
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Рис. 1.5 

1.3.3 Геометричний зміст диференційовності 
Площину Π , що проходить через точку 0 0 0 0( , , )M x y z  поверхні, називають 

дотичною площиною в цій точці, якщо кут між цією площиною і січною, що 
проходить через точку 0 0 0 0( , , )M x y z  і будь-яку точку ( , , )M x y z  поверхні, пря-
мує до нуля, коли M  прямує до 0M  вздовж поверхні (див. рис. 1.5). 

  Теорема 1.5 Функція ( , )z f x y=  
диференційовна в точці 0 0( , )x y  тоді і лише 
тоді, коли графік поверхні, який визначається 
цією функцією, має в точці 0 0 0 0( , , )M x y z  
( 0 0 0( , )z f x y= ) дотичну площину. Рівняння 
цієї площини Π  визначається формулою 

 
0 0 0 0

0 0 0
( , ) ( , )( ) ( )f x y f x yz z x x y y

x y
∂ ∂

− = − + −
∂ ∂

, 

а рівняння нормалі n  до неї в точці 0M  – фо-
рмулою 

0 0 0

0 0 0 0( , ) ( , ) 1x y

x x y y z z
f x y f x y

− − −
= =

′ ′ −
. 

 
1.3.4 Похідна за напрямком. Градієнт 
 Нехай функція ( , , )u f x y z=  визначена у деякій відкритій області, точка 

0 0 0 0( , , )M x y z  належить цій області, а пряма l , що проходить через цю точку за-
дає деякий напрямок. Якщо ( , , )M x y z l∈ , тоді 0M M  – довжина відрізка, що 
сполучає точки 0M i M , яка береться із знаком „+”, якщо напрямок 0M M  збіга-
ється із напрямком прямої l  і „–” – у протилежному випадку. Границю 

0

0

0

( ) ( )lim
M M

f M f M
M M→

−  називають похідною від функції f  за напрямком l  і позна-

чається 0 0 0 0( ) ( , , )f M f x y z
l l

∂ ∂
=

∂ ∂
. 

Формула для обчислення похідної за напрямком від диференційовної фун-
кції ( , , )u f x y z= : 

0 00

0( ) cos cos cos
M MM

f M f f f
l x y z

α β γ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂
, 

де cos ,cos ,cosα β γ  – направляючі косинуси напрямку l .  

Вектор ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
000

,,)( 0
MMM z

f
y
f

x
fMfgrad  називають градієнтом функції f  

в точці 0M . Він вказує напрямок найшвидшого росту функції в цій точці.  



 Функції  багатьох  змінних  

 16

Зрозуміло, що формулу похідної за напрямком можна записати через ска-
лярний добуток градієнта функції f  в точці 0M  та одиничного вектора 

(cos ,cos ,cos )e α β γ=  напрямку l : ( )eMfgrad
l

Mf ),()(
0

0 =
∂

∂ .   

 
1.3.5 Формула Тейлора функції багатьох змінних 
Нехай функція двох змінних ( , )f x y  має в деякому околі точки ( )0 0,x y  

неперервні частинні похідні до 1+n -го порядку включно, тоді в цьому околі 
має місце формула Тейлора: 

),(),(
!
1),(),( 00

1

1
0000 yxRyxfd

i
yxfyxf

n

i
n

i∑
−

=
++= , 

де ),(
!

1),( 0000 kyhxfd
n

yxR n
n θθ ++=  – залишковий член формули Тейлора у 

формі Лагранжа, 10,, 00 <<−=−= θyykxxh . Насправді, 0 0( , ) ( )n
nR x y o ρ= , 

де 22 kh +=ρ . 
  

1.3.6 Локальний екстремум функції багатьох змінних  
Точку 0x  називають точкою локального максимуму (мінімуму) функції  

( )f x , якщо існує такий окіл цієї точки, в межах якого значення функції 0( )f x  – 
найбільше (найменше) серед усіх інших значень функції, тобто 

0x  – loc max (min) функції ( )f x   

( ))()()()()(0 000 xfxfxfxfxOx
def

≥≤∈∀>∃⇔ δδ . 
Якщо ( )0 0 00 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x O x f x f x f x f xδδ∃ > ∀ ∈ < > , то 0x  називають точкою 
нестрогого локального максимуму (локального мінімуму). 

Наприклад, оскільки функція ( )22( 2) 3z x y= − + −  невід’ємна, тобто 0z ≥ , 
то, розглянувши точку ( )2,3M , отримаємо ( ) 0 ( , )z M z x y= ≥ . Це означає, що ця 
точка ( )2,3M  є точкою локального мінімуму. Нехай ( )( , ) 2,3x y ≠ , тоді 

( , ) ( )z x y z M M> ⇒  – точка строгого minloc . 
Розглянемо функцію 2( )z x y= − . Будь яка точка 0 0( , )M x x , що лежить на 

прямій x y= , є точкою локального мінімуму. Розглянемо точку 

1 0 0,
2 2

M x xδ δ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 із δ  - околу точки 0 0( , )M x x . В цій точці 1( ) ( )z M z M= , тому 

M  – точка нестрогого minloc . 
Точки локального максимуму і мінімуму називають точками локального 

екстремуму функції. 
Теорема 1.6 (необхідна умова локального екстремуму). Якщо функція 

( )f x  в точці 0x  має локальний екстремум, і в цій точці існують скінченні час-
тинні похідні, то всі вони дорівнюють нулю.   

Точки, в яких виконується необхідна умова екстремуму, є лише підозріли-
ми на екстремум точками (стаціонарними або критичними). Для того, щоб 
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впевнитися в тому, що ці точки дійсно є точками екстремуму, необхідно ще пе-
ревірити достатню умову екстремуму. 

Для цього в припущенні про двічі диференційовність функції в стаціонар-
ній точці потрібно побудувати другий диференціал функції: 

2
0

1 1

( )
m m

ij i j
i j

d f x a dx dx
= =

=∑∑ , де ija =
2

0( ) ( , 1,..., )
i j

f x i j m
x x

∂
=

∂ ∂
. 

Він являє собою квадратичну форму. Кажуть, що квадратична форма дода-
тно (від’ємно) визначена, якщо для всіх значень kdx , які водночас не дорівню-
ють нулю, вона набуває строго додатних (від’ємні) значень (k=1,…,m). 

Із курсу алгебри відомо, що для відповіді на питання про знак квадратич-
ної форми застосовують критерій Сильвестра. Для цього спочатку утворюють 
матрицю квадратичної форми і обчислюють її головні мінори: 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

m

m

m m mm

a a a
a a a

A

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

;  

11 12 13
11 12

1 11 2 3 21 22 23
21 22

31 32 33

; ; ; ...; detm

a a a
a a

A a A A a a a A A
a a

a a a
= = = = . 

Теорема 1.7 (критерій Сильвестра). Для того, щоб квадратична форма бу-
ла додатно (від’ємно) визначеною необхідно і достатньо, щоб усі головні міно-
ри її матриці були додатні (знакопочережні, починаючи з від’ємного знаку), 
тобто 

для додатно визначеної: 1 2 30; 0; 0; ...; 0;mA A A A> > > >   
для від’ємно визначеної: 1 2 3 40; 0; 0; 0;...A A A A< > < > .  

Теорема 1.8 (достатня умова локального екстремуму). Якщо двічі дифе-
ренційовна функція ( )f x  в стаціонарній точці 0x  (тобто в такій точці, що 

0( ) 0df x = ) має другий диференціал, який є 
а) додатно визначеною квадратичною формою, то 0x  – точка  мінімуму, 
б) від’ємно визначеною квадратичною формою, то 0x  – точка максимуму, 
в) знакозмінною квадратичною формою, то в точці 0x  відсутній екстремум. 
 Зауважимо, що до точок, підозрілих на екстремум, належать також і ті, в 
яких частинні похідні першого порядку не існують.  
 Для функції двох змінних достатню умову екстремуму сформулюємо 
окремо. 

Теорема 1.9 (достатні умови локального екстремуму функції двох змін-
них). Якщо функція ( , )z f x y=  двічі диференційовна в деякому околі точці 

0 0( , )x y , і в цій точці частинні похідні першого порядку дорівнюють нулю,  
то за умови 2 0AC BΔ = − ≠ , де 0 0( , )xxA f x y′′= , 0 0( , )xyB f x y′′= , 0 0( , )yyC f x y′′= , в 
точці 0 0( , )x y  маємо 
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а) мінімум, якщо 0 0A > ∧ Δ > , 
б) максимум, якщо 0 0A < ∧ Δ > , 
в) відсутність екстремуму, якщо 0Δ < . 

Якщо 0Δ = , то потрібне додаткове дослідження із застосуванням означень 
локальних екстремумів.  

 
1.4 Неявні функції 

 
1.4.1 Умовний екстремум 
Іноді потрібно знаходити екстремуми функції за якихось умов.  
1 випадок. Умова задається одним рівнянням, з якого одну із змінних мо-

жна виразити через інші, тоді, підставляючи отриманий вираз в задану функ-
цію, отримаємо задачу на звичайний локальний екстремум.  

Якщо умова виражається рівнянням ( )1, ,. . ., 0mF u x x = , тоді існування фун-
кції, що задана неявно, забезпечується наступною теоремою. 

 

Теорема 1.10 Якщо функція ( )1, ,. . ., mF u x x  диференційовна в деякому 

околі точки 0 0 0 0
0 1 2( , , , . . ., )mM u x x x , частинна похідна F

u
∂
∂

 неперервна в точці 0M  

та 0( ) 0F M
u

∂
≠

∂
. Тоді 0>∀ε існує такий окіл точки ),...,( 00

1
*
0 mxxM , в межах 

якого  існує єдиний розв’язок ( )1,. . ., mu x xϕ=  рівняння ( )1, ,. . ., 0mF u x x = , та-
кий, що 0u u ε− < , причому функція ( )1,. . ., mx xϕ  неперервна та диференційов-
на в цьому околі. 

 

В умовах цієї теореми формула для обчислення частинних похідних від 

функції ( )1,. . ., mx xϕ  має вигляд: 
u

F
x

F

x
u i

i ∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂ . Її легко отримати  за допомо-

гою диференціювання рівності ( )1, ,. . ., 0mF u x x = , враховуючи, що F – складена 
функція. 

2 випадок. Розглянемо систему, що задає умови: 
1 1 1

1 1

( ,. . ., , ,. . ., ) 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( ,. . ., , ,. . ., ) 0

m n

n m n

F x x y y

F x x y y

=⎧
⎪
⎨
⎪ =⎩

     (*) 
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Визначник ( )
( )

0

0

1 1 1

1 2

2 2
1

1 2
1

1 2

. . .

. . .,. . .,
,. . .,

. . . . . . . . . . . .

. . .

n

n
n

n
n M

n n n

n M

F F F
y y y
F F F

D F F
y y y

D y y

F F F
y y y

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂=

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

  називають  якобіаном. 

Теорема 1.11 Нехай усі функції 1 1( ,. . ., , ,. . ., ), 1,...,i m nF x x y y i n=  диферен-
ційовні в деякому околі точки 0 0 0 0

0 1 1( ,. . ., , . . ., )m mM x x y y , частинні похідні 

, , 1,j

i

F
i j n

y
∂

=
∂

 неперервні в точці 0M  та ( )
( )

0

1

1

,. . .,
0

,. . .,
n

n M

D F F
D y y

≠ . Тоді 

0,...,1 >∀ nεε існує такий окіл точки * 0 0
0 1( ,..., )mM x x , в якому існує єдиний 

розв’язок 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

).,..,(
..................

).,..,(

1

111

mnn

m

xxy

xxy

φ

φ
 системи рівнянь (*), такий, що 

0 0
1 1 1,..., n n ny y y yε ε− < − < , причому функції ( )1,. . ., , 1,i mx x i nϕ =  - неперервні та 

диференційовні в околі точки *
0M . 

 
 Кажуть, що функція 1 1( ,. . ., , ,. . ., )m nu f x x y y=  має умовний екстремум в 

точці 0 0 0 0
0 1 1( ,. . ., , . . ., )m nM x x y y  за умов (*), якщо координати цієї точки задоволь-

няють умови (*) і значення функції 0( )f M  буде найбільшим (найменшим) се-
ред усіх значень в точках, координати яких задовольняють (*). 

Існує декілька способів дослідити функцію nm +  змінних 
1 1( ,. . ., , ,. . ., )m nu f x x y y=  на умовний екстремум. Іноді вдається в умовах теоре-

ми 1.11 розв’язати систему (*) відносно змінних 1`, . . ., ny y , підставити отримані 
функції в задану функцію та отримати складену функцію m  змінних: 

( ) ( )( )1 1 1 1, . . ., , , . . ., ,. . ., , . . .,m m n mu f x x x x x xϕ ϕ= . 
Цю функцію досліджують на локальний екстремум. Якщо екстремумом 

цієї функції є точка ( )0 0
0 1 , . . ., mA x x , тоді умовним екстремумом стане точка  

( ) ( )( )0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1, . . ., , , . . ., ,. . ., , . . .,m m n mM x x x x x xϕ ϕ . 

 Але цей спосіб іноді важко реалізувати, оскільки не завжди можливо 
розв’язати систему (*). Зручнішим є метод невизначених множників Лагранжа. 
Утворюють допоміжну функцію Лагранжа, в якій ( 1,..., )i i nλ =  – константи: 

.).,.,.,.,..,(

).,.,.,.,..,(),..,.,.,.,.,.,..,(

1
11

11111

∑
=

+

+=
n

i
nmii

nmnnm

yyxxF

yyxxfyyxxL

λ

λλ
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Цю функцію досліджують на локальний екстремум, як функцію nm 2+  змін-
них. Знаходять підозрілі на екстремум точки:  

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

===+=
∂
∂

==
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

==
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

∑

∑

∑

=

=

=

nkFFL

ni
y
F

y
f

y
L

mj
x
F

x
f

x
L

ki
n

i
ik

k

n

i i
i

ii

n

i j
i

jj

,100

,10

,10

1

1

1

δ
λ

λ

λ

 

Ця система містить m n n+ +  рівнянь з тією ж кількістю невідомих 
{ } { } { }n

kk
n
il

m
jj yx 111 ,, ===

λ . Якщо точка 0 0 0 0
0 1 1( ,. . ., , . . ., )m mM x x y y  і коефіцієнти 

0 0 0
1 2, , . . ., mλ λ λ  є одним із розв’язків цієї системи, то для того, щоб відповісти на 

запитання про те, чи буде умовним екстремумом точка 0M , потрібно скласти 
другий диференціал ( )2

0d MΦ , і визначити знак цього диференціала, маючи на 
увазі, що змінні 1 1,..., , ,...,m ndx dx dy dy  пов’язані співвідношеннями: 

( ) ( ) 0,...,0 001 == MdFMdF n , 

тобто 
00

1 1

, 1,
m m

j l
j lj i MM

F Fdx dy i n
x y= =

⎧ ∂ ∂⎪ + =⎨ ∂ ∂⎪⎩
∑ ∑ .    

Ця система є лінійною відносно змінних 1 1,..., , ,...,m ndx dx dy dy , а її визнач-
ник дорівнює якобіану, який не дорівнює нулю, тому система може бути 
розв’язаною відносно 1,..., ndy dy . Ці розв’язки підставляємо в другий диферен-

ціал, після чого застосовуємо до отриманого диференціала ( )0
2 MLd  критерій 

Сильвестра. 
 

1.4.2 Абсолютний екстремум 
Відомо, що якщо функція неперервна на замкненій обмеженій множині, то-

ді вона обмежена на цій множині та досягає на ній своїх супремуму та інфіму-
му. Отже, функція ( )f x , диференційовна в обмеженій і замкненій області, до-
сягає свого найбільшого і найменшого значень (абсолютного екстремуму) в цій 
області. Зауважимо, що ці значення вона приймає або у внутрішніх стаціонар-
них точках, або в межових точках області. Це дає можливість сформулювати 
алгоритм пошуку абсолютного екстремуму:  
1) знайти стаціонарні точки функції ( )f x  і ті точки, в яких частинні похідні не 

існують, та вибрати з них ті, які належать області; 
2) 1 спосіб пошуку стаціонарних точок на межі області: записати функції Лаг-

ранжа з врахуванням умов, що описують рівняння межі області, і знайти їх 
критичні точки, серед яких відкинути ті, що не належать межі області; 

 2 спосіб пошуку стаціонарних точок на межі області:  
а) якщо це можливо, виразити деякі змінні з рівнянь межі через інші незале-
жні змінні;  
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б) підставити вирази для залежних змінних у вираз для функції )(xf  та 
отримати нову функцію, яка виражається через незалежні змінні; 

в) для нової функції знайти стаціонарні точки, серед яких залишити лише ті, 
що належать межі області; 

4)    додати до розгляду крайові точки перетину кривих (поверхонь) області; 
5)   знайти значення функції у всіх знайдених стаціонарних точках області, межі 

і в крайових точках, щоб обрати серед них найбільше і найменше значення. 
 

1.5 Питання для самоконтролю 
 

1. Навести означення метрики та метричного простору. Описати −m вимірний 
евклідовий простір.  

2. Навести означення відкритої та замкненої кулі, сфери, намалювати їх у дво-
вимірному просторі. 

3. Навести означення граничної, внутрішньої, граничної, ізольованої, межової 
точки.  

4. Сформулювати означення замикання множини, відкритих та замкнених 
множин, навести приклади таких множин. 

5. Сформулювати означення збіжної послідовності у метричному просторі та 
навести критерій збіжності. 

6. Навести означення зв’язної множини та області. 
7. Дати еквівалентні означення границі функції багатьох змінних. 
8. Навести означення повторної границі функції двох змінних та подвійної. 

Пояснити, який зв’язок між ними існує.  
9. Навести означення неперервності функції багатьох змінних. Пояснити, що 

таке неперервність за однією змінною. 
10. Пояснити, що таке складена функція багатьох змінних та сформулювати те-

орему про її неперервність. 
11. Навести основні теореми про властивості неперервних функцій. 
12. Дати означення рівномірно неперервної функції багатьох змінних та сфор-

мулювати теорему Кантора. 
13. Навести означення частинної похідної. 
14. Дати два означення диференційовності функції багатьох змінних в точці та 

довести їх еквівалентність. 
15. Сформулювати необхідну та достатню умови диференційовності функції 

багатьох змінних.  
16. Означення дотичної площини до поверхні в тривимірному евклідовому 

просторі.  
17. Сформулювати теорему про геометричний зміст диференційовності функції 

двох змінних. Записати рівняння дотичної площини та нормалі до поверхні. 
18. Записати формули для обчислення частинних похідних складеної функції. 
19. Дати означення повного диференціала та пояснити його інваріантність.  
20. Означити похідні і диференціали вищих порядків.  
21. Встановити зв’язок між змішаними частинними похідними.  
22. Пояснити неінваріантість форми диференціала другого порядку. та випадок 

його інваріантності. 
23. Дати означення похідні за напрямком, градієнта.  



 Функції  багатьох  змінних  

 22

 
Рис. 2.1 

24. Записати формулу Тейлора функції багатьох змінних.  
25. Навести означення точок локального екстремуму.  
26. Сформулювати та довести необхідну умова екстремуму функції багатьох 

змінних. 
27. Сформулювати достатні умови екстремуму функції двох та багатьох змін-

них. 
28. Достатні умови екстремуму функції багатьох змінних (загальний випадок). 
29. Дати означення умовного екстремуму функції та описати алгоритм дослі-

дження на умовний екстремум. 
30. Пояснити поняття абсолютного екстремуму функції багатьох змінних. 
 

 
2 МЕТОДИКА РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ З ТЕМИ 

«ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ» 
 

Задача 2.1 Знайти область визначення функції 
( )yxyxyxf +++−−= 1ln1),( 22  і зобразити її на координатній площині. 

Розв’язання. Множина визначення даної 
функції двох змінних визначається системою 
нерівностей 

2 21 0

1 0
0

x y

x y
x y

⎧ − − ≥
⎪⎪ + + >⎨
⎪ + ≥⎪⎩

 ⇔  
2 2 1

0
x y
x y

⎧ + ≤
⎨

+ ≥⎩
. 

Таким чином, область визначення задається 
геометричним місцем точок, що зображені на 
рис. 2.1. Ця множина є замкненою, зв’язною, обмеженою, тому є областю. ■ 

 

Задача 2.2 Знайти область визначення функцій  

а)
2 2

1( , )
cos( )

f x y
x y

=
+

;  б) .),( 22 yx
xyyxf
+

=  

Розв’язання. а)  Область визначення – це множина точок площини, які за-
довольняють нерівність 2 2cos( )x y+ >0. Розв’яжемо її: 

{ }0N,2
2

2
2

22 ∪∈+<+<+− nnyxn ππππ , 

тоді 

0 :n = 2 2

2
x y π
+ <  – це відкрите коло з центром у початку координат, 

1:n = 2 23 5
2 2

x yπ π
< + < – це відкрите кільце, 

2 22,..3,. 2 2
2 2

n n x y nπ ππ π= − + < + < +  – це сукупність відкритих концентрич-

них кілець. 
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Зауважимо, що область визначення не є областю, оскільки незв’язна. ■ 
б) Зрозуміло, що така функція буде визначеною, якщо 022 ≠+ yx , тобто 

на всіх точках площини XOY  за винятком точки ).0,0( ■ 
 

Задача 2.3 Побудувати лінії рівня функції 22),(
yx

xyyxf
+

= , що відпові-

дають числам .
4
1,0,

2
1

321 === zzz  

Розв’язання. Коли ,
2
1

1 =z маємо рівняння 222
1

yx
xy
+

=  або xyyx 222 =+ . 

Це рівняння легко набуває вигляду ( ) 02 =− yx  або yx = , тобто є рівнянням бі-
сектриси І та ІІІ координатних кутів. Але треба ще врахувати, що точка )0,0(  не 
належить області визначення функції. 

Коли ,02 =z маємо рівняння 220
yx

xy
+

=  або 0=xy (за умови 022 ≠+ yx ). 

Можливі два випадки: або 0=x , або 0=y , але неодночасно. Значить, лініями 
рівня у даному випадку будуть координатні осі за винятком точки початку ко-
ординат. 

Коли ,
4
1

3 =z маємо рівняння 224
1

yx
xy
+

=  або xyyx 422 =+ . Це рівняння 

легко набуває вигляду ( ) 22 32 xxy =−  або xxy 32 ±=− . Таким чином, отри-
муємо рівняння двох прямих xy )32( ±= , які проходять через початок коор-
динат. Знову враховуємо, що точка )0,0(  не належить області визначення функ-
ції (рис. 2.2-2.4). ■ 

 

 y  
 

 
 

 0               x  
 

   

 y  
  

 

 0                    x  

   

 y  
 
 
  

 0                 x
 

Рис.2.2 Лінія рівня 211 =z  Рис.2.3 Лінія рівня 02 =z  Рис.2.4 Лінія рівня 413 =z  
 

Задача 2.4 Знайти повторні границі функції ),( yxf  в точці 0 0( , )x y , або до-
вести, що вони не існують, якщо: 

а) 0;,
1

),( 00 +=∞=
+

= yx
x

xyxf y

y
; 

б) 0;1),(log),( 00 ==+= yxyxyxf x ; 
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в) ,
1cos

),(
−

−=
x

yxyxf   1;1 00 == yx ; 

г) ,sin),(
y
xyxf = 0;0 00 == yx . 

Розв’язання.  

а) 
, 0

lim 1
1

y

yx
y fix y

x
x→∞

− >

=
+

1
1

limlim
0

=
+

⇒
∞→+→ y

y

xy x
x ;  

    
2
1

11
1

1
lim

0
=

+
=

+
−
+→ y

y

fixx
y x

x
2
1

1
limlim

0
=

+
⇒

+→∞→ y

y

yx x
x . 

Звідки, зокрема, отримуємо, що подвійна границя 
0

lim
1

y

yx
y

x
x→∞

→+
+

   не існує. ■ 

б) 
1 1

ln( )lim log ( ) lim
ln 0xx x

y fix y fix

x y constx y
x→ →

− −

+
+ = = = ∞  ⇒ ∞=+

→+→
)(loglimlim

10
yxx

xy
; 

    
0 0

ln( ) lnlim log ( ) lim 1
ln lnxy y

x fix x fix

x y xx y
x x→ →

− −

+
+ = = =  ⇒ 1)(loglimlim

01
=+

+→→
yxx

yx
. 

Звідки також випливає, що подвійна границя 
1
0

limlog ( )xx
y

x y
→
→

+  не існує. ■ 

в) .0
11cos

11
1cos

limlim
11cos

1
1cos

lim
111

=
−

−
=

−
−

⇒
−

−
=

−
−

→→
−
→ x

yxy
x

yx
xy

fixy
x

 

.0
11cos

11
1cos

limlim
1cos

1
1cos

lim
11

,2
1

=
−

−
=

−
−

⇒
−

−
=

−
−

→→

∈
≠
→ x

yx
x

x
x

yx
yx

Zn
nx

y
π

 ■ 

        г) Зрозуміло, що 0sinlim

0
0

=

≠
→ y

x

y
x

, тобто 0sinlimlim
00

=
→→ y

x
xy

– одна повторна 

границя існує. Нехай тепер 0≠x . Доведемо, що за такої умови 
y
x

y
sinlim

0→
не іс-

нує. Дійсно, виберемо 2 послідовності 
n

xy
n

xy nn
πππ 2

2

,
2 +

=′′=′ , які прямують до 

нуля. Якщо б функція ),( yxf мала границю в точці )0,(x , тоді, за означенням 
границі функції за Гейне, послідовності ),(),,( nn yxfyxf ′′′  мали б збігатися до 

одного числа. Але 02sin),( →=′ nyxf n π , а 12
2

sin),( →⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=′′ nyxf n ππ . З цього 

випливає, що повторна границя 
y
x

yx
sinlimlim

00 →→
 не існує.  ■ 
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Задача 2.5 Знайти подвійну границю або довести, що вона не існує:  

 а) 
0
0

( )lim
x
y

tg xy
x→

→

;   б)
1

0
0

lim(1 ) y

x
y

x
→
→

+ ; в) 2 20
0

lim
x
y

xy
x y→

→
+

;   г) 22

22

0
0

lim
yx

yx

y
x +
→
→

. 

Розв’язання. а) Зробимо елементарні перетворення і скористаємося теоре-
мою про арифметичні операції над границями  

0
0

( )lim
x
y

tg xy
x→

→

=
0
0

( )lim
x
y

tg xy y
xy→

→

=
0 0
0

( )lim lim
x y
y

tg xy y
xy→ →

→

. 

Для першого множника 
0
0

( )lim
x
y

tg xy
xy→

→

 заміна t xy=  приводить до границі 

0

( )lim 1
t

tg t
t→

= , а для другого, очевидно, – 
0

lim 0
y

y
→

= , тому 0)(lim

0
0

=

→
→ x

xytg

y
x

.  ■ 

б) Розглянемо дві пари послідовностей, які прямують до нуля: 1
n nx y

n
′ ′= = ,  

1
2

n
n

yx
n

′′
′′ = = . Але 

1

0
0

lim(1 ) n

n
n

y
nx

y

x ′

′ →
′ →

′+ =
1lim 1

n

n
e

n→∞

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, а 
1

0
0

lim(1 ) n

n
n

y
nx

y

x ′′

′′→
′′→

′′+ =
12
21lim 1

n

n
e

n→∞

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Отже, поведінка функції yx
1

)1( + в околі точки )0,0(  залежить від того, як саме 
точки ( )yx,  прямують до точки )0,0( . Це означає, що подвійна границя не іс-
нує.  ■ 

в) Нехай 1
n nx y

n
′ ′= = , тоді ( ) )0,0(1,1, →

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′′

n
nn nn

yx , а 

2

2 2 2

1 / 1lim lim
2 / 2

n n
n n

n n

x y n
x y n→∞ →∞

′ ′
= =

′ ′+
. Тепер нехай 1

2
n

n
yx

n
′′

′′ = = , тоді 

( ) )0,0(2,1, →
∞→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′′′′

n
nn nn

yx , а 
2

2 2 2

2 / 2lim lim
5 / 5

n n
n n

n n

x y n
x y n→∞ →∞

′′ ′′
= =

′′ ′′+
. Згідно означення за 

Гейне, поведінка функції в околі точки (0,0)  не повинна залежати від того, за 
яким напрямком послідовність прямує до цієї точки. В даному прикладі цей 
факт місця не має, тому подвійна границя не існує. ■ 

г) З нерівності 2(| | | |) 0x y− ≥  випливає, що 2 2

10
2

xy
x y

≤ ≤
+

, тому отримаємо 

оцінку ||
2
10 22

22

xy
yx

yx
≤

+
≤ . Якщо 00 →∧→ yx , тоді за принципом двосто-

ронньої обмеженості, маємо: 
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000

||
2
10 22

22

↓↓↓

≤
+

≤ xy
yx

yx

. 

Останнє виконується незалежно від напрямку прагнення точок ( )yx,  до точки 

)0,0( . Це означає, що подвійна границя існує: .0lim 22

22

0
0

=
+

→
→ yx

yx

y
x

■ 

 

Задача 2.6 Дослідити функцію на неперервність в точці )0,0( . 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==

≠≠
+=

0,0

0,0,),( 22

22

yx

yx
yx

yx
yxf . 

 Розв’язання. З 2.5 г) відомо, що )0,0(0lim 22

22

0
0

f
yx

yx

y
x

==
+

→
→

 , тобто функція 

буде неперервною в точці )0,0( . Зрозуміло, що у всіх інших точках вона також 
буде неперервною як частка двох неперервних функцій. ■ 

 

Задача 2.7 Дослідити на неперервність функцію  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

≠≠
+=

0,0

00,
),( 22

yx

yix
yx

xy
yxf . 

Розв’язання. Як було отримано в 2.5 в), ця функція в точці )0,0(  не має 
границі, тому в цій точці вона розривна. У всіх інших точках 0 0( , )x y , де 0 0x ≠  
або 0 0y ≠ , функція ( , )f x y  неперервна, оскільки 

0
0

0 0
0 02 2 2 2

0 0

lim ( , )
x x
y y

xy x y f x y
x y x y→

→

= =
+ +

. 

Отже, задана функція за сукупністю змінних x  і y  неперервна на всій 
площині, крім точки (0,0). 

В той же час ця функція неперервна в точці (0,0) окремо за змінною x  і за 
змінною y .  Покажемо неперервність за змінною x :  

).,0(
0),0,0(0

0
0lim

0),,0(0
0

0

lim

220

22

220
yf

yякщоf
x

x

yякщоyf
y
y

yx
xy

xfixy
x

=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

===
+

⋅

≠==
+

⋅

=
+

→−
→

 

  Неперервність за змінною y  перевіряється аналогічно. ■ 
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 Наведений приклад свідчить про те, що функція, яка неперервна за кож-
ною змінною в деякій точці, не обов’язково буде неперервною за сукупністю 
змінних в цій точці.  
 

Задача 2.8  Перевірити функцію 3 33( , )f x y x y= + на диференційовність в 
точці О(0,0). 

Розв’язання. Знайдемо спочатку частинні похідні функції в точці О(0,0) за 
означенням: 

0

(0 ,0) (0,0)(0,0) limx x

f x ff
xΔ →

+ Δ −′ = =
Δ

( )3 33

0

0 0
lim 1
x

x
xΔ →

Δ + −
=

Δ
, 

0

(0,0 ) (0,0)(0,0) limy y

f y ff
yΔ →

+ Δ −′ = =
Δ

( )33

0

0
lim 1
y

y
yΔ →

Δ −
=

Δ
. 

Повний приріст функції в точці О(0,0):  

(0,0) (0 ,0 ) (0,0)f f x y fΔ = + Δ + Δ − = ( ) ( )3 33 x yΔ + Δ . 
Для диференційовної функції повний приріст повинен припускати подан-

ня у вигляді (0,0)fΔ (0,0) (0,0) ( )x yf x f y o ρ′ ′= Δ + Δ + , де ( ) ( )2 2x yρ = Δ + Δ , що в 

нашому прикладі перетворюється на ( ) ( )3 33 x yΔ + Δ 1 1 ( )x y o ρ= ⋅Δ + ⋅Δ + .  

Перевіримо, чи насправді ( ) ( )3 33 x yΔ + Δ ( )x y o ρ−Δ − Δ = .   
Тобто знайдемо границю  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

.limlim
22

3 33

0
0

3 33

0 yx

yxyxyxyx

y
x Δ+Δ

Δ−Δ−Δ+Δ
=

Δ−Δ−Δ+Δ

→Δ
→Δ→ ρρ

 

Для послідовності ( ) )0,0(1,1, →
∞→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=ΔΔ

n
nn nn

yx  отримаємо  

( ) ( )
( ) ( )

3 3 33 33

2 2

2

2 2
2 2lim lim 0

2 2
n n n n

n n
n n

x y x y n n
x y

n
→∞ →∞

−Δ + Δ − Δ − Δ −
= = ≠

Δ + Δ
. 

Оскільки хоча б за одним з напрямків прямування ( , )x yΔ Δ  до (0,0) функція 

( ) ( )
( ) ( )22

3 33

yx

yxyx

Δ+Δ

Δ−Δ−Δ+Δ
не прямує до нуля, тоді границя цієї функції дорівню-

вати нулю не може, тобто ( ) ( )3 33 yx Δ+Δ )(ρoyx ≠Δ−Δ− , і задана функція не є 
диференційовною в точці (0,0). ■ 

 
 
 



 Функції  багатьох  змінних  

 28

Задача 2.9 Знайти частинні похідні даних функцій за кожною із незалеж-
них змінних:  

( )22ln),( yxeyxf xy ++= , 232),( yxyxyxg ++= . 
Розв’язання. Фіксуємо по черзі змінні y  і x  та знаходимо похідні за від-

повідними змінними: 

22
2

yx
xye

x
f xy

+
+=

∂
∂ ,   22

2
yx

yxe
y
f xy

+
+=

∂
∂ ; 

23

22

2

31

yxyx

yx
x
g

++

+
=

∂
∂ ,   

23

3

2

22

yxyx

yx
y
g

++

+
=

∂
∂ .   ■ 

 

Задача 2.10 Знайти частинні похідні і диференціали першого і другого по-
рядку від функцій xyarctgeyxf =),( , ( , ) yg x y x= . 

Розв’язання. Фіксуємо по черзі змінні y  і x  та знаходимо похідні за від-
повідними змінними:  

( )21 xy
ye

x
f xyarctg

+
=

∂
∂ ,   

( )21 xy
xe

y
f xyarctg

+
=

∂
∂ ; 

1yg yx
x

−∂
=

∂
,   lnyg x x

y
∂

=
∂

. 

Перші диференціали мають вигляд: 

( )
( );

1 2 xdyydx
xy

edyfdxfdf
xyarctg

yx +
+

=′+′= 1ydg yx dx−= + lnyx xdx . 

Знайдемо другі частинні похідні і другі диференціали:  

( ) ( )
( )

( )2 2 21 1 1
erctg xy erctg xy erctg xy

xx x
x x

y y yf e e e
xy xy xy

′ ′
⎛ ⎞ ⎛ ⎞′

′′ = = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

( ) ( ) ( )( )
2

2 2 22

2
1 1 1

erctg xy erctg xyy y xye e y
xy xy xy

−
= + =

+ + + ( )
)21(

)(1
22

2
xy

xy

yearctgxy
−

+
; 

( )21
erctg xy

yy

y

xf e
xy

′
⎛ ⎞

′′ = =⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠ ( )( )
( )

2

22
1 2

1

erctg xye x xy
xy

−
+

; 

( )21
erctg xy

xy yx

x

xf f e
xy

′
⎛ ⎞

′′ ′′= = =⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠
 

( ) ( )
( )( )

( )( )

2 2

2 2 22

1 2

1 1 1
erctg xy erctg xy

xy xy xx ye e
xy xy xy

+ −
= + =

+ + +

( )
( )( )

2

22

1

1
erctg xy xy xy

e
xy

+ −

+
. 
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Згідно з формулою 2 2 22xx xy yyd f f dx f dxdy f dy′′ ′′ ′′= + + , отримаємо 

2d f =
( )

( )( 2 2
2 1 2

1

erctg xye y xy dx
xy

−
+

( )( )22 1 xy xy dxdy+ + − + ( ) )2 21 2x xy dy− . 

Для другої функції: 

xxg′′ = ( )1 2( 1)y y

x
yx y y x− −′

= − , xyg′′ = ( )1 1 1 lny y y

y
yx x yx x− − −′

= + , 

yyg ′′ ( ) 2ln (ln )y y

y
x x x x

′
= , 

2d g = 2( 1) yy y x dx− + 1 12( ln )y yx yx x dxdy− −+ 2 2(ln )yx x dy+ . ■ 
 

Задача 2.11 Знайти частинні похідні і диференціал першого порядку для 
функцій  
а) 2 2( , ), ,z f u v u x y v x y= = + = + ; 

б) ( , ), ,x yz f u v u v
y z

= = = ; 

в) 2 2( ), 4 , sinz arctg x y x t y t= + = = . 
Розв’язання. а) Для пошуку частинних похідних використаємо формули:  

x u x v x
f f f u f v
x
∂ ′ ′ ′ ′ ′= = +
∂

,   yvyuy vfuff
y
f ′′+′′=′=
∂
∂ . 

Отримаємо: 
1 2 2x u v u vf f f x f xf′ ′ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ = + ;   2y u vf f yf′ ′ ′= + , 

тоді  
( ) ( )2 2 ( ) (2 2 )u v u v u vdf f xf dx f yf dy f dx dy f xdx ydy′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + = + + + .■ 

б) В цьому випадку розв’язання аналогічно попередньому 
1

x uf f
y

′ ′= ;   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −′=′
z

f
y

xff vuy
1

2 ;   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −′=′ 2z
yff vz ; 

1
udf f dx

y
′= + dy

z
f

y
xf vu ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
′+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −′ 1
2 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −′+ dz
z

yfv 2  

2

1
u

xf dx dy
y y

⎛ ⎞′= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

1
v

yf dy dz
z z

⎛ ⎞′+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.■ 

в) 1 спосіб. Використовуємо формулу частинних похідних складеної функ-
ції:  

t x t y t
dz z z x z y
dt

′ ′ ′ ′ ′= = + =   

=
++

+
++

=
====

t
yx

yt
yx tytxtytx

cos
)(1

28
)(1

1

sin,4
22

sin,4
22

22
 

)cossin28(
)sin4(1

1
222 ttt

tt
+

++
= . 
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Складена функція залежить від однієї змінної, тому її диференціал дорівнює 
dzdz dt
dt

= dttt
tt

)2sin8(
)sin4(1

1
222 +

++
= . 

2 спосіб. Підставимо замість x  і y  їх вирази через незалежну змінну t , 
після чого і знайдемо від отриманої функції однієї змінної похідну: 

( )2 2(4 sin )t t
z arctg t t

′
′ = + = )cossin28(

)sin4(1
1

222 ttt
tt

+
++

. 

Видно, що диференціал буде має той же вигляд, який отримано вище. ■ 
 

Задача 2.12 Знайти частинні похідні 
)0,0(

2

)0,0(

2
,

xy
f

yx
f

∂∂
∂

∂∂
∂  функції 

2 2
2 2

2 2

2 2

, 0
( , )

0, 0

x yxy x y
x yf x y

x y

⎧ −
⋅ + ≠⎪ += ⎨

⎪ + =⎩

. 

 

Розв’язання. Оскільки 

( )
0 0

(0,0 ) (0,0) 0 00,0 lim lim 0
y y

f f y f
y y yΔ → Δ →

∂ + Δ − −
= = =

∂ Δ Δ
, 

( )
2 2 2 2 2 2

2 2
22 2 2 2

2 ( ) 2 ( )0 ( ,0)f x y y x y y x y fx y x y x x
y x y yx y

⎛ ⎞∂ − − + − − ∂⎜ ⎟+ ≠ ⇒ = ⋅ + ⋅ ⇒ Δ = Δ
⎜ ⎟∂ + ∂+⎝ ⎠

, 

тому 

2

0 0
(0,0)

(0 ,0) (0,0)
0lim lim 1

x x

f fx
f xy y

x y x xΔ → Δ →

∂ ∂
+ Δ −

∂ Δ −∂ ∂= = =
∂ ∂ Δ Δ

.  

Аналогічно,  

( )0,0 0f
x
∂

=
∂

, 

( )
2 2 2 2 2 2

2 2
22 2 2 2

2 ( ) 2 ( )0 (0, )f x y x x y x x y fx y y x y y
dx x y dxx y

⎛ ⎞∂ − + − − ∂⎜ ⎟+ ≠ ⇒ = ⋅ + ⋅ ⇒ Δ = −Δ
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

, 

тому  

2

0 0
(0,0)

(0, ) (0,0) 0lim lim 1
y y

f fyf yx x
y x y yΔ → Δ →

∂ ∂Δ −∂ −Δ −∂ ∂= = = −
∂ ∂ Δ Δ

. 

Для розглянутої функції 

)0,0(

2

)0,0(

2

xy
f

yx
f

∂∂
∂

≠
∂∂

∂ .  ■ 
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Задача 2.13 Довести, що функція 1u
r

= , де 2 2 2( ) ( ) ( )r x a y b z c= − + − + − , 

задовольняє при 0r ≠  рівнянню Лапласа 
2 2 2

2 2 2 0u u uu
x y z
∂ ∂ ∂

Δ ≡ + + =
∂ ∂ ∂

. 

Розв’язання. Використаємо формулу для частинної похідної складеної 
функції:  

2 2 2
2 2 2 2

( ) ( ) ( )

1 2( )
2 ( ) ( ) ( )r x a y b z c

u u r x a
x r x r x a y b z c= − + − + −

∂ ∂ ∂ − −
= = =

∂ ∂ ∂ − + − + −
 

3
...

( )

r

x a
r =

− −
= . 

2

2

u
x
∂
∂

3 3

...
( ) ( )( )x x r
x a r x a r− −

=
′ ′⎡ ⎤= − − − − =⎣ ⎦  

3 4

...

2( )( )( 3)
2 r

x ar x a r
r

− −

=

−⎡ ⎤= − − − − =⎢ ⎥⎣ ⎦
3 2 5

...
3( )

r
r x a r− −

=
⎡ ⎤− + −⎣ ⎦ . 

Аналогічний вигляд будуть мати другі похідні за іншими змінними, тому 

( )3 2 2 2 5

...
3 3 ( ) ( ) ( )

r
u r x a y b z c r− −

=
⎡ ⎤Δ = − + − + − + − =⎣ ⎦

3 2 5

...
3 3 0

r
r r r− −

=
⎡ ⎤− + =⎣ ⎦ , 

що і треба було довести. ■ 
 

Задача 2.14 Знайти повні диференціали першого та другого порядку фун-
кції xyzezyxf =),,( . 

Розв’язання. Знайдемо усі частинні похідні цієї функції: 

,,,

,,,
222222 xyz
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 Напишемо тепер диференціали першого та другого порядку для функції 
трьох змінних: 
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Задача 2.15 Знайти диференціали першого та другого порядку функції 

),( yxfz = , якщо uvy
v
ux == , . 

Розв’язання. Знайдемо частинні похідні першого та другого порядку, 
враховуючи, що задана функція є складеною: 
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 Отже, диференціал першого порядку буде мати вигляд: 
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Задача 2.16 Дана функція 223 yxyxz −+=  і дві точки )99,1;01,1(),2;1( BA .   
а) знайти значення z  функції в точці B ; 
б) обчислити наближене значення 1z  функції в точці B , виходячи із значення 

0z  функції в точці A , заміняючи приріст функції при переході від точки A  до 
точки B  диференціалом; 
в) написати рівняння дотичної площини до поверхні ( , )z f x y=  в точці 

);2;1( 0zC  і перевірити, чи лежить точка );99,1;01,1( 1zD  в цій площині. 
 Розв’язання. а) Обчислимо точне значення функції в точці: 

.1101,19601,30099,20603,399,199,101,101,13)( 22 =−+=−⋅+⋅=Bz  
б) Обчислимо наближене значення 1z  функції в точці B , застосовуючи набли-
жену формулу: ( ) ( ).)()()(1 ABAyABAx yyzxxzAzAdzAzz −⋅′+−⋅′+=+≈  Оскі-

льки 1423)( =−+=Az , ( ) 8266 =+=+=′ AAx yxz , ( ) 3412 −=−=−=′ AAy yxz , 

( ) ( ) .05,103,008,01299,13101,1811 =−+=−⋅−−⋅+≈z  
в) Напишемо рівняння дотичної площини до заданої поверхні  в точці )1,2,1(C : 

( ) ( ),0 AAyAAx yyzxxzzz −⋅′+−⋅′=− ( ) ( ),23181 −⋅−−⋅=− yxz .138 −−= yxz  
Перевіримо, чи буде точка )05,1;99,1;01,1(D належати цій площині: 

05,111,1197,508,8199,1301,18 ≠=−−=−⋅−⋅ . Це означає, що точка D не нале-
жить дотичній площині .138 −−= yxz    ■ 
 

Задача 2.17 Написати рівняння дотичної площини і нормалі до поверхні 
xz arctg
y

=  в точці 0 1,1,
4

M π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Розв’язання. Знайдемо спочатку частинні похідні цієї функції в даній точ-
ці: 

( )0

0

2
1 1 1

21 /x M

M

z
yx y

′ = =
+

;  
)0,0(

2
,

0 xy
f

M ∂∂
∂  

2
1

)(1
1

0
0 22 −=

−

+
=′

M
My

y
x

yx
z . 

Рівняння дотичної площини і нормалі відповідно будуть мати вигляд:   
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1 1( 1) ( 1)
4 2 2

z x yπ
− = − − −  ⇒  0

2
2 =+−−

πzyx ; 

1
4/

21
1

21
1

−
−

=
−
−

=
− πzyx  ⇒  

2
4/11

−
−

=+−=−
πzyx . ■  

 

Задача 2.18 Знайти кут між градієнтами функції 2 2 2u x y z= + −  в точках 
( ,0,0)A ε  і (0, ,0)B ε . 
Розв’язання. Знайдемо частинні похідні та градієнти функції в заданих то-

чках: 2xu x′ = ; 2yu y′ = ;   2zu z′ = − , ( )( ) 2 ,0,0grad f A ε= ;   ( )( ) 0,2 ,0grad f B ε= . 
Оскільки скалярний добуток ( ) 0)(),( =BfgradAfgrad , вектори взаємно пер-
пендикулярні, тобто кут між ними – 90о. ■ 
 

Задача 2.19 Знайти похідну функції 2 2z x y= −  в точці (1,1)M  в напрямку 
l , що складає кут 60о з додатнім напрямком осі Ox . 

Розв’язання. Знайдемо спочатку частинні похідні і градієнт в точці М:  
2xz x′ = ;     2yz y′ = − ;     ( )2;2)( −=Mzgrad . Одиничний вектор напрямку, 

що складає кут 60о з додатнім напрямком осі OX , має координати 1 3;
2 2

e
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Отже, =
∂

∂
l
Az )( ( ) 31

2
3;

2
1,2;2 −=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− . ■ 

 

Задача 2.20 Для даної функції 2ln( 1)z xy= +  знайти 1) grad ( )z A ; 2) похідну 
в точці (1,1)A  за напрямом вектора )4;3( −−=a . 

Розв’язання. 
2

2 1x
yz

xy
′ =

+
;   2

2
1y

xyz
xy

′ =
+

;   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1;

2
1)(Azgrad ; 

2 2

( 3, 4) 3 4;
5 5( 3) ( 4)

ae
a

− − ⎛ ⎞= = = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠− + −

; 

=
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∂
e
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Задача 2.21 Знайти величину та напрямок градієнта функції 

xyzyxu ++= )2sin(  в точці ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 3,

2
3,

2
ππA . 

Розв’язання. Знайдемо частинні похідні функції в точці A : 

,
2
3

2
2

2
9

3
2

cos
2

)2cos(
3,

2
3,

2

=
π

π

+⎟
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⎛ π+
π
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⎛ ππx

yz
yxu Ax  
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Отже, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

4
;

2
1;

2
3)( πAugrad , 

4
40

164
1

4
9)(

22 ππ +
=++=Augrad . На-

прямок вектора )(Augrad  визначається кутами γβα ,, , які він утворює з дода-
тними напрямами осей координат: 

,
40

2

440

21cos,
40

6

440

23cos
2222 ππ

β
ππ

α
+

=
+

=
+
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Задача 2.22 Знайти похідні першого та другого порядку функції ),( yxz , 

1ln +=
y
z

z
x , що задано неявно. 

 Розв’язання. Продиференціюємо заданий вираз за змінною x , врахову-

ючи, що ),( yxzz = : x
x z

zz
zxz ′⋅=
′⋅− 1

2  . Звідси випливає, що 
xz

zzx +
=′ . Дифере-

нціюємо тепер за змінною y : 
zy

zzy

z

zx yy −′⋅
=

′⋅−
2 , звідки 

xyzy
zz y +

=′
2

. 

Знайдемо похідні другого порядку: 

( ) ( ) ( ) ( )
;)1()(

3

2

222 xz
z

xz
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zxz
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zzzxzz xxx
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( ) ( )
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=′′

2

2
2

3

2

2 )()(2
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+
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( ) ( ) ( ) ( )
.

)(
3

2

2

2

22 xzy
xz

xz

x
xyzy

z

xz

xz

xz

zzzxz
z yyy

xy
+
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Задача 2.23 Дослідити функцію 3 2 2 12 2u x y z xy z= + + + +  на локальний 
екстремум. 

Розв’язання. Знаходимо стаціонарні точки:  
2

2 2

2

/ 4
3 12 0 / 4

0
2 12 0 / 4 6 0

24
12 2 0

1

x

y

z

y x
u x y y x

x
u y x x x

x
zu z

z

⎧ = −
′⎧ ⎧= + = = − ⎪

=⎡⎪ ⎪ ⎪′ = + = ⇔ − + = ⇔⎨ ⎨ ⎨ ⎢ =⎣⎪ ⎪ ⎪= −′ = + = ⎩⎩ ⎪ = −⎩

. 

Отримаємо стаціонарні точки: 1 2(0,0, 1); (24, 144, 1)M M− − − . 
Знаходимо другі частинні похідні: 

6 ; 2; 12; 0xx yy zz xy xz yxu x u u u u u′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= = = = = = , 
та обчислюємо головні мінори матриці квадратичної форми другого диференці-
ала досліджуваної функції: 

1 6xxA u x′′= = ;   2

6 12
12 144

12 2
xx xy

yx yy

u u x
A x

u u
′′ ′′

= = = −
′′ ′′

;  

3

6 12 0
6 12

12 2 0 2 24 288
12 2

0 0 2

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

u u u x
x

A u u u x
u u u

′′ ′′ ′′
′′ ′′ ′′= = = ⋅ = −
′′ ′′ ′′

. 

Розглянемо спочатку точку 2 (24, 144, 1)M − − ; для неї 1 144 0A = > ;  
2 144 0A = > ;  3 288 0A = > , отже, точка 2 (24, 144, 1)M − − – точка локального мі-

німуму. 
В точці 1(0,0, 1)M −  маємо 2 0A < , тому в цій точці екстремуму немає. ■ 

 
Задача 2.24 Дослідити на екстремум функції 

а) 4 4 2 22z x y x xy y= + − − − ;   б) 2 21z x y= − + . 
Розв’язання. а) Знаходимо стаціонарні точки  функції: 

3 3 3

333

4 2 2 0 04 4 0
1224 2 2 0

1

x

y

x y
z x x y yx yx y

yy y yx y yz y x y
y

=⎧
⎪′⎧ = − − = ==⎧ − = ⎡⎧⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨ ⎨⎢ == −′ = −= − − = ⎩⎩⎪ ⎪⎩ ⎢
⎪⎢ = −⎣⎩

. 

Отримаємо стаціонарні точки: 1 2 3(0,0); (1,1); ( 1, 1)M M M − − . 
Знаходимо другі частинні похідні: 

2 212 2; 2; 12 2xx xy yyz x z z y′′ ′′ ′′= − = − = − , 
звідки маємо: 

1 1 1 12; 2; 2; 0A B C= − = − = − Δ = . 
Оскільки 1 0Δ = , то з’ясовуємо, чи буде ця точка точкою екстремуму за 

означенням. Нехай y x= , тоді 4 2 2 2( , ) 2 4 2 ( 2)z x x x x x x= − = − . Якщо 0 2x< < , 
то ( , ) 0 (0,0)z x x z< = . Нехай тепер y x= − , тоді 4( , ) 2 0 (0,0) 0z x x x z x− = > = ∀ > . 
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З отриманого приходимо до висновку, що в будь-якому околі радіуса, меншого 
за 2 , значення функції можуть бути як більшими за значення в точці (0,0), так 
і меншими, отже, екстремуму в точці )0,0(1M немає. 

Тепер розглянемо інші дві точки: .96;10;2;10 3,23,23,23,2 =Δ=−== CBA  
Оскільки 0;0 3,23,2 >Δ>A , точки )1,1();1,1( 32 −−MM  – точки локального мі-
німуму. ■ 

б) Частинні похідні цієї функції 
2 2 2 2

2 2;
2 2

x y
x yz z

x y x y
− −′ ′= =
+ +

 ніде не 

обертаються в нуль, а в точці )0,0(  не існують, тому будемо досліджувати цю 

точку на екстремум за означенням. Маємо, що (0,0) 1z = , а 11 22 <+−= yxz . 
Отже, точка )0,0(  – точка локального максимуму. ■ 
 

Задача 2.25 Знайти точки умовного екстремуму функції 22 yxu −=  за 
умови .032 =−− yx  

Розв’язання. Утворюємо функцію Лагранжа:  
),,( zyxL ( )3222 −−+−= yxyx λ . 

Досліджуємо її на екстремум: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=
=

⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
−=
−=

⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

=−−=′
=+=′

2
1
2

32/2
2/

32

02
022

λλλ
λ
λ

λ
λ

y
x

y
x

yx

yL
xL

y

x
. 

Отже, стаціонарна точка умовного екстремуму: ( )1;2M  при 2−=λ . Запи-
шемо другий диференціал в цій точці.  Оскільки 0;2;2 =′′−=′′=′′ xyyyxx LLL , ди-

ференціал другого порядку має вигляд 222 22)( dydxMLd −= . Для визначення 
знаку другого диференціала, продиференціюємо умову зв’язку: 02 =− dydx , 
звідки dydx =2 . Враховуючи цей факт, отримаємо, що 

0242)( 2222 <−=−= dxdxdxMLd , тобто точка ( )1;2M  є точкою умовного мак-
симуму.   ■ 
 

Задача 2.26 Знайти точки умовного екстремуму функції zyxu 22 +−=  за 

умови .1222 =++ zyx  
Розв’язання. Утворюємо функцію Лагранжа:  

),,( zyxL ( )2 2 22 2 1x y z x y zλ= − + + + + − . 
Досліджуємо її на екстремум: 
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2 2 22 2 2

1 2 0 1 / 2 1 / 3
2 2 0 1 / 2 / 3

1 / 2 / 32 2 0
1/ 4 1 / 1 / 1 3 / 21

x

y

z

L x x x
L y y y

z zL z

x y z

λ λ
λ λ

λλ
λ λ λ λ

′ = + =⎧ = − =⎧ ⎧
⎪ ⎪ ⎪′ = − + = = = ±⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨′ = − == + =⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪+ + = = ±+ + = ⎩ ⎩⎩

∓

∓
. 

Отже, стаціонарні точки умовного екстремуму: 1
1 2 2; ;
3 3 3

M ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при 3
2

λ = −  

і 1
1 2 2; ;
3 3 3

M ⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 при 3
2

λ = . Дослідимо першу з них на виконання достатньої 

умови екстремуму. Оскільки 0;2 =′′=′′=′′=′′=′′=′′ yzxzxyzzyyxx LLLLLL λ , дифере-

нціал другого порядку має вигляд 0)(3)( 222
1

2 <++−= dzdydxMLd , тобто 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
2;

3
2;

3
1

1M  – точка умовного максимуму. Аналогічно отримаємо, що 

0)(3)( 222
2

2 >++= dzdydxMLd , тобто ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

3
2;

3
2;

3
1

2M  – точка умовного мі-

німуму. ■ 
Задача 2.27 Знайти найбільше і найменше значення функції в замкненій 

множині. 

а) 21
2

z x xy y= − +  в замкненій області, що 

обмежена параболою 
2

3
xy =  і прямою 3y = ; 

б) z x y= +  в замкненому крузі 2 2 1x y+ ≤ . 
Розв’язання. а) Знайдемо стаціонарні точ-

ки всередині області 
0

1 0
x

y

z x y
z x
′ = − =⎧

⎨ ′ = − + =⎩

1
1

x
y
=⎧

⇔ ⎨ =⎩
. 

Маємо першу точку 1(1,1)M , яка належить об-
ласті D  (див. рис. 2.5). 

Тепер розглянемо криву 2 / 3y x= . Будемо діяти за другим способом кроку 
3 алгоритму. Підставляємо в рівняння функції рівняння кривої межі: 

2

2 2 3 2
2

3

1 5
2 3 3 3 6

xy

x x x xu z x x
=

= = − ⋅ + = − + , 

знаходимо стаціонарні точки отриманої функції: 2 5 0
3x
xu x′ = − + = ⇒  

50
3

x x⇒ = ∨ = , що відповідають таким точкам на параболі: 

2 3
5 25(0,0); ;
3 27

M M ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, які належать даній області D .  

0

3

-3 -2 -1 0 1 2 3

X

Y3

Рис. 2.5 
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Розглядаємо далі пряму 3y = :  
2

3

1 3 3
2y

u z x x
=

= = − + ;   3 0 3xu x x′ = − = ⇒ = , 

на цій прямій 3y =  отримаємо наступну точку 4 (3,3)M D∈ . 
До додаткового розгляду включаються кутову точку області, що не пот-

рапила до розгляду: 5( 3,3)M − . 
Переходимо до 5 кроку: знаходимо значення функції в отриманих п’яти 

точках, щоб серед них знайти найбільше і найменше: 

0)(;
2
1)( 21 == MzMz ;   

3

3 4

5 125( )
2 3 162

z M = =
⋅

, 

zMz
D

min
2
3)( 4 =−= ;   zMz

D
max

2
33)( 5 == .   ■ 

б) Оскільки 
1 0
1 0

x

y

z
z
′ = ≠⎧

⎨ ′ = ≠⎩
, то стаціонарних точок всередині області немає. На 

межі, тобто на колі 2 2 1x y+ = , розв’яжемо задачу за допомогою функції Лагра-

нжа: )1(),( 22 −+++= yxyxyxL λ : 

2 22 2

1 / 21 2 0 1 / 2
1 2 0 1/ 2 1 / 2

1 / 4 1 / 4 1 1 / 21

x

y

xL x x
L y y y

x y

λ λ
λ λ

λ λ λ

⎧ =⎧ ′ = + = ⎧ = − ⎪⎪ ⎪ ⎪′ = + = ⇔ = − ⇔ =⎨ ⎨ ⎨
⎪ ⎪ ⎪+ = = ±+ = ⎩⎩ ⎪⎩

∓

∓ . 

Обидві точки ( )1,2 1 / 2; 1 / 2M ± ±  належать колу, а значить і кругу D . 

Тепер визначимось з найбільшим і найменшим значеннями: 
zMzzMz

DD
min2)(;max2)( 21 =−=== .    ■ 

 

Задача 2.28 Знайти розклад функції yxyxyxyxf 2538),( 2232 +−+−=  
за формулою Тейлора в околі заданої точки ).1,1( −A  

Розв’язання. Формула Тейлора має вигляд: 

)()1,1(
!

1...)1,1(
!2

1)1,1()1,1(),( 2 nn ofd
n

fddffyxf ρ+−++−+−+−= . 

  Отже, потрібно знайти усі частинні похідні, обчислені в точці ( )1;1 − : 

,44,20)218(,18)216(

,9)229(,13)5216(

)1,1()1,1()1,1(
2

)1,1()1,1(
2

)1,1(

)1,1(
22

)1,1()1,1(
2

)1,1(

−==′′=+−=′′=+=′′

−=++−=′=−+=′

−−−−−

−−−−

xyfxyfyf

yxyfxyxf

xyyyxx

yx
 

,18,0
)1,1()1,1( −=′′′=′′′

−− yyyxxx ff .44,44 )1,1()1,1()1,1()1,1(
==′′′−==′′′ −−−−

xfyf xyyxxy  

 Зрозуміло, що серед похідних четвертого порядку ненульовими буде ли-
ше 4

)1,1(
)4( =

−
xxyyf . Це означає, що формула Тейлора буде містити доданки до ди-
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ференціала четвертого порядку включно, а залишковий член буде дорівнювати 
нулю. 
 Окремо обчислимо 5)1,1( =−f  та диференціали до четвертого порядку 
включно: ),1(9)1(13)1()1()1,1(

)1,1()1,1( +−−=+′+−′=−
−− yxyzxfdf yx  

,)1(20)1)(1(8)1(18

)1()1)(1(2)1()1,1(

22

2
)1,1()1,1(

2
)1,1(

2

+++−−−=

=+′′++−′′+−′′=−
−−−

yyxx

yfyxfxffd yyxyxx
 

,)1(18)1)(1(12)1()1(12)1(

)1)(1(3)1()1(3)1()1,1(

3223
)1,1(

2
)1,1(

2
)1,1(

3
)1,1(

3

+−+−++−−=+′′′+

++−′′′++−′′′+−′′′=−

−

−−−

yyxyxyf

yxfyxfxffd

yyy

xyyxxyxxx

.)1()1(24)1()1)(1(4

)1()1(6)1()1(4)1()1,1(

224
)1,1(

)4(3
)1,1(

)4(

22
)1,1(

)4(3
)1,1(

)4(4
)1,1(

)4(4

+−=+++−+

++−++−+−=−

−−

−−−

yxyfyxf

yxfyxfxffd

yyyyxyyy

xxyyxxxyxxxx

 Тепер можна записати формулу Тейлора: 

=−+−+−+−+−=+−+−= )1,1(
!4

1)1,1(
!3

1)1,1(
!2

1)1,1()1,1(2538),( 4322232 fdfdfddffyxyxyxyxf

−+−++−−+++−−−++−−+= 2222 )1)(1(2)1()1(2)1(10)1)(1(4)1(9)1(9)1(135 yxyxyyxxyx
.)1()1()1(3 223 +−++− yxy    ■ 

 

Задача 2.29 Функцію yxyxz =),(  розвинути за формулою Тейлора в околі 
точки ( )1;1  до доданків третього порядку. За допомогою формули наближено 
обчислити ( ) 02,11,1 . 

Розв’язання. Формула Тейлора до доданків третього порядку буде мати 
вигляд: 

)()1,1(
!3

1)1,1(
!2

1)1,1()1,1(),( 332 ρozdzddzzyxz ++++= . 

  Отже, потрібно знайти усі частинні похідні до третього порядку включ-
но, обчислені в точці ( )1;1 : 

,1ln,0)(ln,0)1(

,0ln,1

)1,1(
11

)1,1()1,1(
2

)1,1()1,1(
2

)1,1(

)1,1()1,1()1,1(
1

)1,1(

=+=′′==′′=−=′′

==′==′

−−−

−

xyxxzxxzxyyz

xxzyxz

yy
xy

y
yy

y
xx

y
y

y
x

 

,0)(ln,0)2)(1(
)1,1(

3
)1,1()1,1(

3
)1,1( ==′′′=−−=′′′ − xxzxyyyz y

yyy
y

xxx  

.01ln2)(ln

,1ln)1()1(

)1,1(

21
)1,1(

)1,1(
222

)1,1(

=⋅+=′′′

=−++−=′′′

−

−−−

x
xxxyxz

xxyyyxxyz

yy
xyy

yyy
xxy

 

 Окремо обчислимо 1)1,1( =z . Тепер можна записати формулу Тейлора: 
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( ) ( )+−′′+−−′′+−′′+−′+−′+= 22 )1()1)(1(2)1(
!2

1)1()1()1,1( yzyxzxzyzxzzx yyxyxxyx
y  

( )

( ) +
−−

+−−+=+−−⋅+−−⋅+−+=

=+−′′′+−−′′′+−−′′′+−′′′+

2
)1()1()1)(1()()1()1(3

6
1)1)(1(2

2
111

)()1()1)(1(3)1()1(3)1(
!3

1

2
32

33223

yxyxxoyxyxx

oyzyxzyxzxz yyyxyyxxyxxx

ρ

ρ
 

)( 3ρo+  
За цією формулою обчислимо наближено  

.1021,10001,0002,01,1
2

02,01,002,01,01,11,1
2

02,1 =++=
⋅

+⋅+≈  ■ 

 
3  ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОГО ВИКОНАННЯ З ТЕМИ 

«ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ» 
 

1. Знайти область визначення функції ( , )f x y  і зобразити її на координат-
ній площині 

2. Знайти повторну границю або довести, що вона не існує. 
3. Знайти подвійну границю або довести, що вона не існує. 
4. Знайти частинні похідні даних функцій за кожною із незалежних змін-

них ( , , , , , , ,x y z u v t φ ϕ  – змінні). 
5. Знайти другий диференціал складеної функції ( , )f x y , де x  і y  – задані 

функції змінних u  і v . 
6. Дана функція ( , )z f x y=  і дві точки 0 0 1 1( , ), ( , )A x y B x y . Потрібно  

а) знайти значення z  функції в точці B ; 
б) обчислити наближене значення 1z  функції в точці B , виходячи із значення 

0z  функції в точці A , заміняючи приріст функції при переході від точки A  до 
точки B  диференціалом; 
в) написати рівняння дотичної площини до поверхні ( , )z f x y=  в точці 

0 0 0( , , )C x y z  і перевірити, чи лежить точка 1 1 1( , , )D x y z  в цій площині. 
7. Знайти повні диференціали указаного порядку. 
8. Знайти частинні похідні першого і другого порядку за ix y  від функції, 

що задана неявно.  
9. Дослідити функцію на локальний екстремум. 
10. Знайти умовний екстремум функції. 
11. Знайти найбільше і найменше значення функції в замкненій множині. 
12. Для даної функції ( , )z f x y=  знайти 1) grad ( )z A ; 2) похідну в точці A  за 

напрямом a . 
13. Розв’язати задачу. 
14. Знайти розклад функції за формулою Тейлора в околі заданої точки A . 
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ВАРІАНТ 1 

1. 
y

xy
z

2
422 +−

=  2. 
2

2 20 0

sin( )limlim
x y

x y
x y→ →

+
+

 3. 
0
0

sinlim
sinx

y

x
y→

→

 

4. ( )2 2lnz x x y= + +  5. { 3
,
.

x uv
y v
=
=

 6. 
2 22 3 ;

(2;1), (1,96;1,04)
z x xy y
A B
= + +  

7. ax byu e += , 3 ?d u −  8. zx y z c+ + =  9.  3 28 6 5z x y xy= + − +  

10. 2 2( , )f x y x xy y= + +  при 
2 2 1x y+ =  

11. 2 2 4z x xy y x= − + −  в 
трикутнику, що обмежений 
прямими 

0; 0; 2 3 12x y x y= = + =  

12. 
23 2 ; (1;2),

4 3
z x xy A
a i j
= +
= +

 

13. Знайти кут між градієнтами функцій 
2 3

3 3
2 , 6 3 6 ,

2
yz xu v y z
x

= = + +  в точці ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
1,

2
1,2M  

14.  
2 2( , ) 2 3

6 2 4, ( 2;1)
f x y x xy y

x y A
= − + + −

− − − −
 

 
ВАРІАНТ 2 

 

1. ( ) xxyz ln9ln 22 +−−=  
 
2. 

0
lim limsin
x y

xy
→ →∞

 3. 
0

lim
x
y
→
→∞

sin( )
sin 2

x
y +

 

4. 
2 2

2 2
arcsin x yz

x y
−

=
+

 5. 
sin ,

.v
x uv
y e
=⎧

⎨ =⎩
 6. 

22 2 2 ;
(1;2), (0,97;2,03)

z xy y x
A B
= + −  

7. cos( )u x y= + , 2 ?d u −  8. 3 3 3 3 0x y z xyz+ + − =  9. 3 35 6 8z x xy y= + − +  

10. 2 2( , ) 2 12f x y x xy y= + +  

при 2 24 25x y+ =  

11. 2 23z x y x y= + + −   
в трикутнику, що обмежений 
прямими 

1; 1; 1x y x y= = + =  

12. 
2 22 3 ;

(2;1), 3 4
z x xy y
A a i j
= + +

= −
 

13. Знайти кут між градієнтами функцій  

,3
9

664,32

zyx
vyzxu +−==  в точці ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2
3,

3
1,2M  

14.  

)2;1(
,32),( 33

−
+−=

A
xyyxyxf

  

 
ВАРІАНТ 3 

1. yx
yx

z −+
+

=
1

 2. 
0

sin( )lim lim
sin 2x y

x
y→ →∞ +

 3. 
∞→

→
y
x 0
lim

sin( )xy
xy

 

4. 
2 2

2 2
ln x y xz

x y x
+ −

=
+ +

 5. { 3
3 ,
4 .

x uv
y u
=
=

 6. 
2 22 3 ;

(2;2), (2,03;2,04)
z x y y
A B
= + +  

7. 2 2sin( )u x y= + , 2 ?d u −  8. ln zx z
y

=  9. 2 2 3 25 2z x y x xy= + + + ,  

10. 2 2 2( , , )f x y z x y z= + +  при 
2 2 2/16 /9 / 4 1x y z+ + =  

11. 2 2z x y xy x y= + − − −  
в трикутнику 

3, 0, 0x y x y+ ≤ ≥ ≥  
 

12. 
2 2ln( 3 );

(1;1), 3 2
z x y
A a i j
= +

= +
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13. Знайти кут між градієнтами функцій  
33 3

3
2

4, 9 2 ,
2 2 3
yz zu v x

xy
= = − −  в точці  1 3,2,

3 2
M ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

14.  
+−−= xyxxyxf 23 5),(  

)1;2(,5102 −+++ Ayxy  
 

ВАРІАНТ 4 

1. 
yx

ez
yx

+
=

−+ 122

 2. 
| |

1lim lim 1
| |

y

x y x→∞ →∞

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
 3. 

| |
1lim 1

| |

y

x
y

x→∞
→∞

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

4. ln tg xz
y

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 5. { 3,

.
x v
y u v
=
= −

  6. 
2 22 3 3 ;

(1;2), (0,96;1,95)
z x xy y
A B
= + +  

7. 2 2 2 7u x y xy x y= + − − + + , 
2 ?d u −  

8. sin sin sinx y y x z x a+ + =  9.
3 2 6

39 18 20
z x y xy

x y
= + − −

− + +
 

10. ( , ) 5 3 4f x y x y= − −  

при 2 2 25x y+ =  
11.  2 2 22z x y a= + +   
в трикутнику 
2 1, 0, 0x y x y+ ≤ ≥ ≥  

12. 
2 23 ;

(2;1), 2
z x xy
A a i j
= +

= +
 

13. Знайти похідну функції 2 2z x xy y= − +  в точці  

М(1,1)  у напрямку вектора 6 8e i j= + . 

14. 2( , , ) ( ) ,f x y z x y z= + +  
(1;1; 2)A −  

 
ВАРІАНТ 5 

1. xyz sinlnln +=  2. 
1 1

sin( ( 1))limlim yx y

x y
e e→ →

−
−

 3. 
2

0
0

arcsinlim
x
y

x
y→

→

 

4. arctg v wz
v w
+

=
−

 5. { / ,
3 2 .

x u v
y u v
=
= −  6. 

2 2 2 1;
(2;4), (1,98;3,91)

z x y x y
A B
= + + + −  

7. 3 3 3 ( )u x y xy x y= + − − , 
3 ?d u −  

8. 1xy xz yz+ + =  9. 3 32 2 6 5z x y xy= + − +  

10. 2 2( , ) 4f x y x xy y= + +  при 
2 2 1x y+ =  

11. 2 24 2 6z x xy y x= + − −  в 
трикутнику, що обмежений 
прямими 

3;0;0 =+== yxyx  

12. 
2 2 22 ;

(3;1),
z x y xy
A a i j
= + +

= − +
 

13. Знайти похідну функції ( )2 2arcsinu z x y= +  в точці 

М(1,1,1) у напрямку вектора MN , де N(3,2,3). 

14. 
2 2( , , ) 3 2 3,f x y z x z yz= + − −

(0;1;2)A  
 

ВАРІАНТ 6 

1. ( )yxz −= arcsin  2. 
2 0

sin( )limlim
x y

xy
y→ →

 3. 2

0
lim
x
y

x y
→
→∞

 

4. ( )lnz xy x y= +  5. { cos ,
sin .

x u v
y u v
=
=  6. 

2 22 ;
( 3;4), ( 2,94;4,05)

z x xy y
A B
= + +
− −

 

7. ln( )x y zu x y z= , 2 ?d u−  8. y x xxe ye ze a− + =  9. 3 33 3 9 10z x y xy= + − +  
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10. ( , ) / 3 /5f x y x y= +  при 
2 2 1x y+ =  

11 (2 )(2 )z xy x y= − −   
: 0 2 4D y x≤ ≤ ≤  

12. ;
(2;0), 5 12

yz xe
A a i j
=

= +
 

13. Знайти похідну функції 2 2 2ln( )u x y z= + +  в точці 

М(1,2,1) у напрямку вектора 2 4 4r i j k= + + . 

14.  
( , , ) , (1;2;3)f x y z xyz A=  

 
ВАРІАНТ 7 

 

1. 22 xyz −=  
2. 

0 0
limlim

1 1x y

xy
xy→ → + −

 3. 
0

sin( )lim
x
y

xy
y→∞

→

 

4. 
2 2 2( )x x y zu e + +=  5.  { / ,

/ .
x u v
y v u
=
=  6. 

29 2 ;
(3;1), (2,94;1,07)

z xy y y
A B
= + +  

7. ln( )u x y= + , 3 ?d u −  8. arctg yz x
z x

= +
−

 9. 2 2 33( ) 4z x y x y= + − +  

10. ( , , ) 2 2f x y z x y z= + −  

при 2 2 2 36x y z+ + =  

11. 3 3 3z x y xy= + −  в три-
кутни-
ку 0; 0; 3x y x y= = + =  

12. 
2 2arctg( );

(1; 1), 5 12
z x y
A a i j
=
− = −

 

13. Знайти кут між градієнтами  
 
функцій  ( , , )u x y z  і ( , , )v x y z  в точці M  

14. ( , ) sin cos , ;
4 4

f x y x y A π π⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

до членів другого порядку включно 
 

ВАРІАНТ 8 
 
1. yxz coslnln +=  2. 2 20 0

1limlim sin
x y

y
x y→ → +

 3. 2 20
0

1lim sin
x
y

y
x y→

→
+

 

4. 
zyu x=  5. 

,
.

x uv
y v
=⎧

⎨ =⎩
 6.

2 2 4 2 ;
(3;2), (2,99;2,05)

z x y x y
A B
= + − +  

7. cos chu x y= ⋅ , 3 ?d u −  8. 2 2 2 2x y z a+ + =  9. 2 33 12 15z x y y x y= + − −  
10. ( , ) / 4 / 5f x y x y= +  

при 2 2 16x y+ =  
11. 3 38 6 1z x y xy= + − +   
в прямокутнику 
0 2, 1 1x y≤ ≤ − ≤ ≤  

12. 
arctg( / )

(2; 2), 2
z x y
A a i j
=

− = − −
 

13. Знайти величину і напрямок градієнта 
функції u xyz=  у точці ( ,1,1)M z  

14.  ( , ) arctg , (1;1)xf x y A
y

= , до членів 

другого порядку включно 
 

ВАРІАНТ 9 

1. 
6

ln
22 −+

=
yx

xz  2. 
0 0

ln(1 )limlim
sinx y

x
y→ →

+
 3. 

0
0

ln(1 )lim
sinx

y

xy
xy→

→

+
 

4. 3(1 log )yz x= +  5. { 2 2
,

.
x u v
y u v
= +
= +

 6. 
2 2 ;

(2;1), (1,93;1,05)
z xy x y
A B
= − +

 

7. u xyz= ,    3 ?d u −  8. 3 33z xyz a− =  9. 3 32 2 6 5z x y xy= + − +  
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10. ( , ) 1 4 8f x y x y= − −   

при 2 28 8x y− =  

11. 2 2 4z x xy y x= − + +  в 
трикутнику 
 0; 0; 3x y x y= = + = −  

12. 
2 2ln(5 4 );

(1;1), 2
z x y
A a i j
= +

= −
 

13. Знайти похідну функції  
/ 2 / 3 / 6u x y z= + +  у напрямку 

6 3 6e i j k= + −  у точці ( , , )o o oM x y z  

14.  
( )( , ) , 2;2f x y x y A= +   

до членів другого порядку включно 
 

ВАРІАНТ 10 

1. ( ) xyxz ++−= 42ln 2  2. 
0 0

sinlimlim
x y

xy
x y→ → +

 3. 
0
0

lim y

x
y

x
→
→

 

4. ( )
2 2

2 2

2 2

1
1

x yz x y
x y

− +
= ⋅ +

+ +
 5. { ,

.u
x u v
y e
= +
=

 6. 
2 2 2 2 ;

(1;2), (1,08;1,94)
z x y x y
A B
= + − +  

7. ax by czu e + += , 3 ?d u −  8. ( )x y zx y z e− + ++ + =  9. 2 33 12 15z x y y x y= + − −  
10. ( , , ) 2f x y z x y z= − +  при 

2 2 22 16x y z+ + =  
11. 2 22 4z x xy y x= + − −   
в трикутнику, що обмежений 
прямими 

3; 0; 1x y y x= = = +  

12.  
arcsin( / );

(3;5),
z x y
A a i j
=

= −
 

13. Знайти кут між градієнтами функцій  
2 3

3 3
2 , 6 3 6 ,

2
x xu v y z
yz

= = + +  в точці ( )1 12, ,
2 3

M  
14. ( , ) 1 ,f x y x y= +  

( )0;0A  до членів другого 
порядку включно 

 
ВАРІАНТ 11 

1. 

xyxyz +−−= 229  
2. 2

0
limlim
x y

x y
→ →∞

 3. 
0
0

lim
1 1x

y

xy
xy→

→ + −
 

4. 2 2lnz yx xy⎡= + +⎣  

( )22 21 yx xy ⎤+ + + ⎥⎦
 

5. { sin ,x u v
y uv
=
=  6. 

2 23 ;
(1;2), (1,03;1,97)

z x xy y
A B
= + +  

7. 2 3u x y= , 5 ?d u −  8. xyz x y z= + +  9. 4 4 22( )z x y x y= + − −  

10. ( , ) ( 4)/ 2f x y x y= − −  

при 2 2 1x y+ =  

11. 2 25 3 4z x xy y= − + +  
в трикутнику, що обмеже-
ний прямими 

1; 1; 1x y x y= − = − + =  

12. 
22 ;

( 1;2), 3 4
z x xy
A a i j
= +
− = +

 

13. Знайти кут між градієнтами функцій  
2 6 6 2, ,

2 2 3
yzu v
x x y z

= = − +  в точці 

( )1 1 1, ,
2 2 3

M  

14. 
1( , ) ,f x y

x y
=

−
 (2;1)A , до членів 

другого порядку включно. 
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ВАРІАНТ 12 

1. ( )yxz 2arccos +=  2. 
1 1

lim lim
lnx y

x y
x→ →−

+
 3. 

1
0

lim
x
y
→
→

ln
xy

x
 

4. 
2

2 2

( )1 x yz
x y
+

= − +  

arcsin x y
xy
+

+  

5. { sin( ),
cos( ).

x u v
y u v
= +
= −  6. 

2 2 ;
(2;1), (2,03;0,96)

z xy y x
A B
= + −  

7. 2u x yz= ,    4 ?d u −  8. ln 1x z
z y
= +  9. 4 4 2 22 2z x y x y= + − −  

10. ( , ) 1/ 1/f x y x y= +  при 

2x y+ =  
11. 21z xy= +   
в прямокутнику 
0 1, 1 2x y≤ ≤ − ≤ ≤  

12. 
arctg( / );

( 1;1),
z y x
A a i j
=
− = −

 

13. Знайти величину і напрямок градієнта функції  
tgu x x= − +  33sin sin ctgy y z z+ − + +  у точці 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
,

3
,

4
πππM  

14.  
( )( , ) ln(1 ), 0;0f x y x y A= + + до 

членів другого порядку включ-
но 

 
ВАРІАНТ 13 

1. 
( )

2 2

ln 2

25

x
z

x y
=

+ −
 2. 

0 0
limlim

cos 1x y

x y
x→ →

−
−

 3. 
0
0

lim
x
y
→
→

1

(1 ) yx+  

4. arctg v wz
vw
+

=  5. 
2 2

2 2
,
.

x u v
y u v

⎧ = +
⎨ = −⎩

 6. 
2 2 2 ;

(2;1), (2,03;0,96)
z x y y x
A B
= + −  

7. ln( )x y zu x y z= , 2 ?d u−  8. 2 2 2xyz x y z= + +  9. 3 23 39 36z x xy x y= + − −  

10. xyz =  при .822 =+ yx  11. 2 25 3 4z x xy y= − + +  в 
трикутнику, що обмежений 
прямими 

1; 1; 1x y x y= − = − + =  

12. arctg( / );z y x=  

( 1;1),A a i j− = −  

13.  Знайти кут між градієнтами функцій 

3 2
3 4 1, ,

6
zu v

x y zx y
= = + −  в точці 

( )11,2,
6

M  

14.  
1( , ) arctg , (0;0)
1

xf x y A
y

+
=

+
 

 
до членів другого порядку включно 
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Розділ 1. ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ 

4  КРАТНІ ІНТЕГРАЛИ 

Мета вивчення теми:  
1) засвоїти основні поняття та факти інтегрального числення функції багатьох 

змінних відповідно до теми «Кратні інтеграли»;  
2) знати основні області застосування кратних інтегралів; 
3) навчитися досліджувати функцію багатьох змінних на інтегровність; 
4) навчитися зводити кратні інтеграли до повторних та обчислювати їх;  
5) навчитися застосовувати кратні інтеграли до обчислення площ фігур, об’ємів 

тіл, площ поверхонь, в фізиці. 
Основні поняття теми:  
1) m-вимірний проміжок та його міра; інтеграл (кратний)  на проміжку; функція 

m  змінних, інтегровна на проміжку (див. пункт 4.1.1); 
2) верхня та нижня сума Дарбу функції m  змінних на m-вимірному проміжку 

(див. підрозділ 4.2); 
3) множина лебеґової міри нуль в m-вимірному просторі (див. підрозділ 4.3); 
4) допустима множина в 2

m\  та її міра (об’єм);  інтеграл по допустимій множині; 
функція, інтегровна на допустимій множині (див. пункт 4.4.1); 

5) повторний інтеграл (див. пункт 4.5.1);  
6) дифеоморфізм: якобіан дифеоморфного відображення; полярні, циліндричні та 

сферичні координати (див. пункти 4.5.2-4.5.6). 
Основні факти теми: 
1) властивості m-вимірного проміжку; необхідна умова інтегровності функції на 

проміжку (див. пункт 4.1.1);  
2) властивості інтегральних сум Дарбу на проміжку; критерій Дарбу інтегровнос-

ті функції на проміжку (див. підрозділ 4.2);   
3) критерій Лебеґа інтегрованості функції на проміжку; класи функцій, інтегров-

них на m − вимірному проміжку (див. підрозділ 4.3);  
4) критерій Лебеґа інтегровності функції на допустимій множині (див. пункт 

4.4.1);  
5) властивості кратного інтеграла по допустимій множині, теореми про середнє 

значення (див. пункт 4.4.2); 
6) теорема Фубіні про зведення кратного інтеграла до повторного та наслідки з 

неї (див. пункт 4.5.1);  
7) теорема про заміну змінних в кратному інтегралі, циліндричні та сферичні ко-

ординати, їх якобіан, геометрична інтерпретація їх характеристик (див. пункти 4.5.2-
4.5.6). 
 

ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ 
 

4.1 Поняття кратного інтеграла по -m вимірному проміжку 
 
4.1.1 Інтеграл Рімана на -m вимірному проміжку. 
Множину ( ){ }1 2, ,..., ,..., : , 1,m

j m j j jI x x x x x a x b j m= = ∈ ≤ ≤ =\  називають  
m-вимірним проміжком. 

Приклади 4.1 Якщо 1m = , то одновимірним проміжком є відрізок 1 1[ , ]a b  число-
вої прямої. 
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4.2 Якщо 2m = , то двовимірним проміжком є прямокутник на декартовій площи-
ні, координати якого задовольняють нерівності 1 1 1 2 2 2, ,a x b a x b≤ ≤ ≤ ≤ тобто в цьому 
випадку [ ] [ ]1 1 2 2, ,I a b a b= × . 

4.3 Якщо m=3, то тривимірним проміжком є прямий паралелепіпед в декартовому 
просторі, координати точок якого задовольняють нерівності 

1 1 1 2 2 2 3 3 3, ,a x b a x b a x b≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , тобто в цьому випадку 
[ ] [ ] [ ]1 1 2 2 3 3, , ,I a b a b a b= × × . 
Мірою або об’ємом проміжку І= ,a bI⎡ ⎤⎣ ⎦

 (тут ( ) ( )1 1,..., , ,...,m ma a a b b b= = ) нази-

вають значення ( )
1

m

j j
j

b a
=

−∏  і записують:  

( ) ( ) ( )
1

m

j j
j

I V I I b a
=

= = μ = −∏ . 

Кожен з відрізків ,j ja b⎡ ⎤⎣ ⎦  ( 1,j m= ), що утворює проміжок  I , розбивається на 
відрізки, а розбиття проміжку I  утворюється  із проміжків, кожен з яких є декартовим 
добутком відрізків утворених розбиттів. 

Позначимо через { }
1

n

j j
R I

=
=  множину проміжків розбиття, 

( )1 2, ,..., ,...j j j j
j k m jIα = α α α α ∈  – проміжні (відмічені) точки,  { }jP = α – множина відмі-

чених точок. 
Якщо A– довільна множина в 2

m\ , то ( ){ }( ) sup , : ,d A x y x y A= ρ ∈  – діаметр 
множини A . Діаметром розбиття ( )d d R=  називають  максимальний серед усіх діаме-
трів проміжків розбиття, тобто 

( ) ( )max jj
d d R d I= = . 

Інтегральною сумою функції ( )f x , що відповідає розбиттю { }
1

n

j j
R I

=
=  проміж-

ку I  з відміченими точками { }jP = α , називають значення такої суми  

( ) ( )
1

, ,
n

j j
j

f R P f I
=

σ = σ = α ⋅∑ . 

Число 
0

lim
d

J
→

= σ  називають границею інтегральних сум при діаметрі розбиття, що 
прямує до нуля ( 0d → ), якщо 

0 0 : R P∀ε > ∃δ > ∀ ∀ :   d J< δ⇒ σ − < ε . 
Якщо існує 

0
lim
d

J
→

= σ , тоді функцію ( )f x  називають інтегровною за Ріманом на про-

міжку I . Позначення: ( ) ( )f x I∈ℜ . Число J  називають інтегралом  Рімана на про-

міжку I .  Позначення:  ( )
I

J f x dx= ∫ . 

Ще раз підкреслимо, що значення границі 
0

lim
d

J
→

= σ  (згідно до означення) НЕ  

ЗАЛЕЖИТЬ від способу розбиття і вибору відмічених точок. 
Окремі випадки кратних інтегралів:  

m=1    ( )
[ ]

( )
,

b

I a b a

J f x dx f x dx
=

= =∫ ∫  – визначений інтеграл Рімана, 
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m=2    ( ),
I

J f x y dxdy= ∫∫  – подвійний інтеграл, 

m=3     ( ), ,
I

J f x y z dxdydz= ∫∫∫  – потрійний інтеграл. 

Теорема 4.1 (необхідна умова інтегровності функції на проміжку). 
( ) ( ) ( )f x I f x∈ℜ ⇒ −обмежена на I . 

4.2 Критерій Дарбу інтегровності на −m вимірному проміжку 

Введемо позначення: 
( ) ( )inf , sup

j j
j jx I x I

m f x M f x
∈ ∈

= = . 

Тут { }
1

n

j j
R I

=
=  – розбиття проміжку I . 

Означимо нижню та верхню інтегральні суми Дарбу функції ( )f x  на проміжку 
I , що відповідає розбиттю R  відповідно: 

( )
1

,
n

j j
j

S S f R m I
=

= =∑ ,   ( )
1

,
n

j j
j

S S f R M I
=

= =∑ . 

Властивості інтегральних сум Дарбу. 
Властивість 1.  ( ) ( ) ( ) ( ), inf , , sup , , ,

P P
S f R f R P f R P S f R= σ ≤ σ = . 

Властивість 2. Якщо 1R  є подрібненням розбиття R , то має місце нерівність 

( ) ( ) ( ) ( )1 1, , , ,S f R S f R S f R S f R≤ ≤ ≤ . 
Властивість 3. Будь-яка нижня сума для розбиття 1R  не більша за будь-яку вер-

хню суму Дарбу для іншого розбиття 2R : 

( ) ( )1 2, ,S f R S f R≤ . 
Властивість 4.  

( ) ( ) εσε <−∃∀>∀ 11 ,,,:0 PRfRfSPR , 
( ) ( )2 20 : , , ,R P f R P S f R∀ε > ∀ ∃ σ − < ε . 

Розглянемо множину ( ){ }, :S f R R . Вона обмежена знизу, наприклад, значенням 

суми ( )*,S f R , де *R  – фіксоване розбиття. Отже, за основною теоремою теорії дійс-
них чисел [7, c. 48; 6, c. 50], 

( ){ }inf , :S f R R J∃ =  – верхній інтеграл Дарбу. 
Аналогічно,  

( ){ }sup , :S f R R J∃ =  – нижній інтеграл Дарбу. 
Теорема 4.2 (критерій Дарбу інтегровності функції на проміжку). Обмежена 

функція ( )f x  є інтегровною на проміжку І тоді і тільки тоді, коли ( )
0

lim 0
d

S S
→

− = , тоб-

то 
обмежена функція ( ) ( )f x I∈ℜ ⇔   

0 0 R d∀ε > ∃δ > ∀ < δ  ⇒  ( ) ( ), ,S f R S f R− < ε . 
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Наслідок 4.1 Обмежена функція ( )f x  є інтегровною на проміжку І тоді і тільки 

тоді, коли J J= , крім того, ( )
I

J J J f x dx= = = ∫ . 

4.3 Класи інтегровних функцій на проміжку 

Теорема 4.3 Неперервна функція на проміжку інтегровна на ньому.  
Множина A  має лебеґову міру нуль (позначення: 0Aμ = ), якщо її можна покрити 

не більше, ніж зчисленною кількістю проміжків, із сумарним об’ємом меншим наперед 
заданого ε . Тобто 

{ } ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
<∧⊂∧≤∃>∀⇔=

∈ ∈
∈ ∑∪

Mj Mj
jjMjj

def
IIAaMIA εεμ :00 . 

Приклад 4.4 Якщо A  – скінченна множина, тоді 0Aμ = . 

Приклад 4.5 Якщо A  – зчисленна ( A a= ), тоді 0Aμ = . 
Приклад 4.6 Якщо ( ) ( )1 1mI m− − − – вимірний проміжок, а функція ( )xϕ – непе-

рервна на ( )1−mI , тоді множина ( ) ( ) ( ){ }1:, −∈∧== mIxxyyxG ϕ  в m\ , яка є графіком 
функції ( )xϕ , має лебеґову міру нуль, тобто  0=Gμ . 

Теорема 4.4 (критерій Лебеґа інтегровності функції на проміжку). Обмежена 
функція ( )f x  на проміжку І інтегровна тоді і тільки тоді, коли множена A  її точок роз-
риву має міру Лебеґа нуль, тобто 0Aμ = . 

Якщо деяка властивість виконується у всіх точках, окрім точок лебеґової міри 
нуль, то кажуть що така властивість виконується майже скрізь. Будемо скорочено це 
позначати «м.с.». Тому останню теорему можна сформулювати в такий спосіб:  

Обмежена функція інтегровна на проміжку I  тоді і тільки тоді, коли вона на 
ньому неперервна майже скрізь. 

4.4 Означення інтеграла по множині. Властивості кратних інтегралів 

4.4.1 Означення інтеграла по множині.  
Пригадаємо, що межовою точкою множини 2

mA⊂ \  називають точку, в будь-
якому околі якої лежать як точки множини A , так і точки доповнення до неї. Множину 
всіх межових точок множини A  називають межею цієї множини і позначають A∂ . 

Множину A  із m-вимірного простору 2
m\  називають допустимою, якщо множи-

на її межових точок має лебеґову міру нуль. Тобто 
mA⊂ \ – допустима ( ) 0

def
A⇔μ ∂ = .  

Приклад 4.7 Якщо область D  обмежена графіками функцій 
( ) ( ),y x y x= ϕ = ψ ,  неперервними на ( )1m−Ι , тоді її межа має лебеґову міру нуль  

(згідно з прикладом 4.6), а D  є допустимою множиною в m\ . 
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Зокрема, якщо 2m = , функції 1( )f x  і 2 ( )f x  – непе-
рервні на [ , ]a b , а також 1 2( ) ( )f x f x≥  на [ , ]a b , то мно-
жина  

2
2 1{( , ) : ( ) ( )}D x y a x b f x y f x= ∈ ≤ ≤ ∧ ≤ ≤\   

(рис. 4.1) має межу лебеґової міри нуль. Отже, вона є до-
пустимою. 

Приклад 4.8 Тетраедр, куля, призма, куб, парале-
лепіпед є множинами допустимими, оскільки множина їх 
межових точок утворюється скінченною 

 
y=f1(x) 

Xa O 

Y 

b 

D 

y=f2(x) 

 
Рис. 4.1 

кількістю неперервних поверхонь. 
Характеристичною функцією множини E  називають функцію вигляду: 

( ) {1, ,
0, .E

x Ex x E
∈χ = ∉ . 

Задамо функцію ( ) ( ), ,
0, .E

f x x Ef x x E
⎧ ∈χ = ⎨ ∉⎩

 

Нехай E – допустима множина, тоді інтегралом від функції ( )f x  по допустимій 
множині E  називають інтеграл по проміжку I , що покриває E , від функції ( )Ef xχ , 
тобто 

( ) ( )
def

E
E I E

f x dx f x dx
⊃

= χ∫ ∫ . 

Якщо існує інтеграл в правій частині останньої рівності, тобто ( )Ef Iχ ∈ℜ , тоді функ-
цію ( )f x  називають інтегровною на множині  E  і позначають ( )f E∈ℜ . 

 

Теорема 4.5 (критерій Лебеґа інтегровності функції на допустимій множині). 
Функція ( )xf , обмежена на допустимій множині E , інтегровна на цій множині тоді і 
тільки тоді, коли множина її точок розриву на множині E  має лебеґову міру нуль. Тоб-
то  

( )
обм. на , 0,

f E Af E
− ⎫⇔ μ =⎬∈ℜ ⎭

, де A– множина точок розриву ( )f x  на E . 

Жордановою мірою (об’ємом) допустимої множини E  називають інтеграл по цій 
множині від одиничної функції. Позначення: ( )абоE V Eμ . Тобто, 

( ) 1
def

E

E V E dxμ = = ∫ . 

4.4.2 Загальні властивості кратних інтегралів 
Надалі будемо вважати, що 1 2, ,E E E  – допустимі множини. 
Властивість 1 (властивість лінійності). ( ) ( )EgfEgf ℜ∈+⇒ℜ∈ βα,  

,∀α β∈\ , крім того ( ) ( )( ) ( ) ( ) xdxgxdxfxdxgxf
E EE
∫ ∫∫ +=+ βαβα .  

Властивість 2. 
( ) ( )
( ) ( ). .

,
0

0,
м c

EE

f x E
f x dx

f x

∈ℜ ⎫⎪⇒ =⎬= ⎪⎭
∫ . 
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Наслідок 4.3 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ). .

, ,

,
м c

E EE

f x g x E
f x dx g x dx

f x g x

∈ℜ ⎫⎪⇒ =⎬= ⎪⎭
∫ ∫ . 

Властивість 3 (адитивність інтеграла). Нехай 1E  і 2E – допустимі множини, 
тоді виконуються наступні імплікації: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2 1 2

1 . 2 .вл вл

E E E E E E

f x dx f x dx f x dx f x dx
⎛ ⎞

∃ ⇔ ∃ ∧ ∃ ⇒ ∃⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫
∪ ∩

. 

Крім того 
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2

1 2 0
E E E E

E E f x dx f x dx f x dx

⇒ ∧∃ ∃ ∃

μ = ⇒ = +∫ ∫ ∫
∪

∩ . 

Властивість 4. ( )
( )

( ) ( )

;

.
E E

f E
f E f x dx f x dx

⎧ ∈ℜ
⎪∈ℜ ⇒ ⎨ ≤⎪
⎩
∫ ∫

 

Властивість 5. ( ) ( )
( ) ( ), 00 ,

E

f x E f x dxf x x E
∈ℜ ⎫

⇒ ≥⎬≥ ∀ ∈ ⎭
∫ . 

Властивість 6. ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ), ,

,
E E

f x g x E f x dx g x dxf x g x x E
∈ℜ ⎫

⇒ ≥⎬≥ ∀ ∈ ⎭
∫ ∫ . 

Властивість 7. 
( ) ( )

( )
( )

,
доп.мн.,

, E

f x E
E m E f x dx M E
m f x M x E

∈ℜ ⎫
⎪− ⇒ ⋅μ ≤ ≤ ⋅μ⎬
⎪≤ ≤ ∀ ∈ ⎭

∫ . 

Властивість 8. 
( ) ( )

( )
( )

( )
,

inf , [ , ] :
sup ,

x E
E

x E

f x E
m f x m M f x dx E
M f x

∈

∈

∈ℜ ⎫
⎪= ⇒ ∃γ∈ = γ ⋅μ⎬
⎪=
⎭

∫ . 

Властивості 7–8 – це різні формулювання теореми про середнє. 
Властивість 9 (неперервний випадок теореми про середнє).  
( ) ( )непер. на , : ( )доп. зв'язна мн.,

E

f x Е E f x dx f EE
− ⎫⇒ ∃ξ∈ = ξ ⋅μ⎬− ⎭ ∫ . 

Властивість 10 (узагальнена теорема про середнє). 
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ,
,inf ,

[ , ] : .sup ,

0 ,

x E

x E E E

f x g x E
f x g x Em f x

m M f x g x dx g x dxM f x

g x x E

∈

∈

⎫∈ℜ
⎪ ⎧ ⋅ ∈ℜ= ⎪ ⎪⇒⎬ ⎨∃γ∈ ⋅ = γ ⋅= ⎪ ⎪⎩
⎪≥ ∀ ∈ ⎭

∫ ∫  

Властивість 11 (неперервний випадок узагальненої теореми про середнє). 
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

, непер. на ,
доп. зв'язна мн., : ( )

0 , E E

f x g x Е
E E f x g x dx f g x dx
g x x E

− ⎫
⎪− ⇒ ∃ξ∈ ⋅ = ξ ⋅⎬
⎪≥ ∀ ∈ ⎭

∫ ∫ .  
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Властивість 12. 
( )

( )
( )

. .0,
0

0 ,

м с

E
E

f x dx
f x

f x x E

⎫= ⎪⇒ =⎬
≥ ∀ ∈ ⎪⎭

∫ .   

 

4.5 Теорема Фубіні та наслідки з неї. Заміна змінної під знаком кратно-
го інтеграла 

4.5.1 Теорема Фубіні та наслідки з неї. 
Нехай X −проміжок в m\  , Y − проміжок в n\ , X Y× −проміжок в m n+\ . 
Теорема 4.6 (теорема Фубіні). 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,, ,
X Y X Y Y X

f x y X Y f x y dxdy dx f x y dy dy f x y dxx X y Y
×

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∈ℜ × ⎫⇒ = =⎬ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∈ ∈ ⎭ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Перший інтеграл – це інтеграл на проміжку X Y× . Другий и третій – це повторні 
інтеграли, які обчислюються таким чином. Нехай x X∈ −  довільний фіксований еле-
мент проміжку X . Розглянемо ( ) ( ),

Y

F x f x y dy= ∫ . Значення функції ( )F x  у випад-

ку, коли існує інтеграл ( ),
Y

f x y dy∫ , обирається як значення цього інтеграла; а у випад-

ку, коли не існує інтеграл ( ),
Y

f x y dy∫ , значення функції ( )F x  обирається будь-яким 

між ( ) ( ),
Y

f x y dy J x=∫  і ( ) ( )
_

,
Y

f x y dy J x=∫ , тобто  

( ) ( ) ( ),F x J x J x⎡ ⎤∈⎣ ⎦ .  

Наслідок 4.4 Якщо [ ] [ ] [ ]1 1 2 2, , , m
m mX a b a b a b= × × × ⊂… \ , то 

( ) ( )
1 2

1 2

1 2 1 2, , ,
m

m

bb b

m m
X a a a

f x dx dx dx f x x x dx=∫ ∫ ∫ ∫… … . 

Наслідок 4.5 Нехай D −  допустима множина в 1m−\ , E −  допустима множина в 
m\ , яка визначається наступним чином  

( ) ( ) ( ){ }, :mE x y x D x y x= ∈ ∈ ∧ϕ ≤ ≤ ψ\ . 

Якщо функція ( ),f x y – інтегровна на E  (тобто ( ) ( ),f x y E∈ℜ ), тоді 

( ) ( )
( )

( )
, ,

x

E D x

f x y dxdy dx f x y dy
ψ

ϕ

=∫ ∫ ∫ .   

Наслідок 4.6 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−

⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

−
⊂

−

∫
−

.)2

множина,допустима)1

,нанеперервніі
;Rнаслідку поперед.віяк

само,таквизн.щомн.,доп.
1

xdxxE

E

Dxx
D

D

D

m
ϕψμ

ψϕ
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Наслідок 4.7 Нехай E  – допустима множина, що належить проміжку I , тобто 
mE I⊂ ⊂ \ . Подамо I  у вигляді декартового добутку: x yI I I= × , де 

1 1,m
x yI I−⊂ ⊂\ \ . Тоді при майже всіх значеннях 0 yy I∈  переріз  

( ){ }0 0, :yE x y E y y= ∈ =  

множини E  ( )1m − -вимірною гіперплощиною 0y y=  для майже всіх 0 yy I∈  являє со-
бою допустиму підмножину, причому  

( )
y

y
I

E E dyμ = μ∫ � . 

Тут ( ) ( )1yE mμ − −� -вимірна міра множини yE  у випадку, коли yE  – допустима. Якщо 

yE  – не є допустимою множиною, тоді ( )yEμ�  – це число, що лежить між   

1
yE

dy∫  і 
__

1
yE

dy∫ . 

 

4.5.2 Заміна змінної під знаком кратного інтеграла. Загальний випадок. 
Припущення: 
1) m

tD ⊂ \ , m
xD ⊂ \ ; 

2) ( )tϕ – дифеоморфізм, тобто взаємно однозначне відображення множин  

t xD D→ , причому таке, що ( )l lx t= ϕ – неперервно диференційовні на tD  1,l m∀ =  і 
1( )l lt x−= ϕ – неперервно диференційовні на xD  1,j m∀ = ; 

3) tD  i xD  – відкриті множини в 2
m\ ;  

4) ( )f x – неперервна на xD  (або у загальному випадку ( )xf D∈ℜ ). 
 
Теорема 4.7 (заміна змінної під знаком кратного інтеграла). Якщо ( )f x – непе-

рервна на xD , ( )x t= ϕ  – дифеоморфізм tD  на xD , ( )x tD D= ϕ , тоді має місце рів-
ність 

( )

( ) ( ( )) det ( )
x t tD D D

f x dx f t t dt
=ϕ

′= ϕ ⋅ ϕ∫ ∫ .  

Тут  
1 1

1
1

1

1

....
( ,..., )det ( ) abs abs ... ... ...
( ,..., )

....

m
m

m m m

m

t tDt
D t t

t t

∂ϕ ∂ϕ
∂ ∂ϕ ϕ′ϕ = =
∂ϕ ∂ϕ
∂ ∂

. 

 
Зауваження 4.3 xD  і tD  – це одна і та сама множина, але виражена через різні 

змінні. 
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4.5.3 Полярні координати.  

У полярній системі координат { cos ,
sin

x
y
= ρ ϕ
= ρ ϕ  (див. рис. 4.2,а) 

ρ – відстань від точки М площини до початку координат О ( 0ρ ≥ !),  
ϕ – кут між OM  і віссю Oρ, 
ρ=R – коло радіусом R з центром в т. О, 
φ =φ0 – промінь, що утворює кут φ0 з віссю Oρ (рис 4.2,б). 

 
Елемент  площі в полярній системі координат: I d dρ ϕ d d= ρ ρ ϕ . Тоді площа плоскої 
області D  обчислюється як 

D

S dxdy= ∫ ∫
D

d d= ρ ρ ϕ∫ ∫ . 

4.5.4 Циліндричні координати. 

 
cos ,
sin ,
.

x
y
z h

= ρ ϕ⎧⎪ = ρ ϕ⎨
=⎪⎩

 h – визначає аплікату точку М в просторі,  

ρ – відстань від проекції А точки М простору на площину Oxy  до початку координат О, 
тобто OAρ =  ( 0ρ ≥ !), 
ϕ – кут між OA  і додатним напрямком осі Ox  (див. рис. 4.3 а). 

 

             
   а        б 

Рис. 4.3 

М 

z 

y 

x 
A 

O 
ρ0 φ0

h0 h=h0 

φ =φ 0 

ρ=ρ 0

М 

z 

y 

x A 

O 
ρ

φ 

h 

O ρ 
φ0 

0 0( , )M ϕ ρ  
0ϕ = ϕ  

O ρ 
φ0

0ρ = ρ  

0 0( , )M ϕ ρ  

Рис.4.2 

а) б)

ρ0 
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0h h=  – площина, паралельна Oxy , 

0ρ = ρ  – циліндр, твірна якого паралельна осі Oz  і вісь якого збігається з цією віссю, 
радіус перерізу циліндра дорівнює 0ρ , 

0ϕ = ϕ  – півплощина, обмежена віссю аплікат, яка утворює з віссю абсцис кут 0ϕ  (див. 
рис. 4.3 б). 

Знайдемо якобіан: 
cos sin 0( , , ) sin cos 0

( , , ) 0 0 1

D x y z
D h

ϕ −ρ ϕ
= ϕ ρ ϕ = ρ

ρ ϕ
.  

Елемент об’єму:  dxdydz I d d dh= ρ ϕ = ρ d d dhρ ϕ . 
4.5.5 Сферичні координати. 

1

1

1

cos cos ,
sin cos ,
sin

x
y
z

= ρ ϕ θ⎧⎪ = ρ ϕ θ⎨
= ρ θ⎪⎩

 
2

2

2

cos sin ,
sin sin ,
cos

x
y
z

= ρ ϕ θ⎧⎪ = ρ ϕ θ⎨
= ρ θ⎪⎩

 

 
Рис. 4.4 

 

 
Рис. 4.5 

1θ  – кут між радіус-вектором OM  та пло-
щиною Oxy  

2θ – кут між радіус-вектором OM і дода-
тнім напрямком осі Oz  

2
1 1 1; cos

2 2
Iπ π

− ≤ θ ≤ = ρ θ  2
2 2 20 ; sinI≤ θ ≤ π = ρ θ  

ρ – відстань від початку координат до точки М, тобто OMρ =  ( 0ρ ≥ !), 
ϕ – кут між OA  і віссю Ox , де А – це проекція точки М простору на площину Oxy  
Елемент об’єму:  

2
1 1cosdxdydz d d d= ρ θ ρ ϕ θ  

Елемент об’єму: 
2

2 2sindxdydz d d d= ρ θ ρ ϕ θ  
 
Обчислимо якобіан в першому випадку: 

М 

z 

y 

x A 

O 

ρ 

φ 
ρ sinθ2 

θ2

ρ cosθ2 

ρ cosφ sinθ2 

ρ sinφ sinθ2 

М 

z 

y 

x A 

O 

ρ 

φ 
 ρ сosθ1 

θ1 

ρ sinθ1 

ρ cosφ сosθ1 

ρ sinφ сosθ1 
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1 1 1

1 1 1 1
1 1 1

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

cos cos sin cos cos sin( , , ) sin cos cos cos sin sin
( , , ) sin 0 cos

sin sin cos sin sin cos cos sin
cos cos cos cos sin cos cos .

D x y zI
D

ϕ θ −ρ ϕ θ −ρ ϕ θ
= = ϕ θ ρ ϕ θ −ρ ϕ θ =

ρ ϕ θ θ ρ θ
= ρ θ ϕ θ θ + ρ θ ϕ θ θ +
+ρ θ ϕ θ + ρ θ ϕ θ = ρ θ

 

Оскільки  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1(cos cos sin cos sin ) (cos sin )x y z+ + = ρ ϕ θ + ϕ θ + θ = ρ θ + θ = ρ , 
 

тому 0ρ = ρ  – сфера з центром в т.О радіуса 0ρ  
(рис. 4.6). 

1 0θ = θ  ( 2 0θ = θ ) – частина конуса, твір-
на якого з площиною Oxy  (з віссю Oz) утво-
рює кут 0θ . При перерізі сфери 0ρ = ρ  кону-
сом 1 0θ = θ  ( 2 0θ = θ ) утворюється паралель на 
сфері. 

Оскільки ( , )OA Oxϕ =∠ , то 0ϕ = ϕ  – пі-
вплощина, обмежена віссю аплікат, яка утво-
рює з додатним напрямом осі абсцис кут 0ϕ . 
Переріз сфери цією півплощиною утворює ме-
ридіан.  

  
Рис. 4.6 

4.5.6 Сферичні координати в m\ . 

,0,1,20,20

,cos
......

,1,....,3,2,sincos

......
,sin.....sinsin

1

1

1

1

1211

≥ρ−=∀π≤ϕ≤π≤ϕ≤

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

ϕρ=

−=ϕϕρ=

ϕϕϕρ=

−

−

=
−

−

∏

mi

x

mkx

x

i

mm

m

ki
ikk

m

 

1
1 1

1

sin
m

m k
k

k

I
−

− −

=

= ρ ϕ∏  – якобіан. 

Приклад 4.9 Обчислити 2 2
1 1... ...m m

D

J x x dx dx= + +∫ , де  

2 2 2
1: ... mD x x R+ + ≤ . 

Оскільки 2 2 2
1 ... mx x R+ + = , то 2 2: :D R D Rρ ≤ ⇒ ρ ≤ . Отже, 

∫ ∫ ∫∫ ∫
π π

−
−

π

−

π
− =ρρ⋅ρϕϕϕϕϕϕϕ=

2

0 0 0

1
1

0
1

0

2
33

2
221 sin....sinsin

R
m

mm
m dddddJ  

М 

z 

y 

x 
A 

O 

ρ0 

φ0 

φ =φ0 

ρ=ρ 0

θ0 

θ=θ0
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1 2 2 2 2
2 2 3 2

2 2 3 3 4 4 1 1
0 0 0 0

2 2 sin sin sin .... sin
1

m
m m

m m
R d d d d
m

π
π π π

+
− −

− −= ⋅ π ⋅ ϕ ρ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ =
+ ∫ ∫ ∫ ∫

1
1 1!! 2!! ( 4)!! ( 3)!! , парне,2 1 ... 21 2!! 2 3!! ( 3)!! ( 2)!! 1, непарне

m
mR m m m

m m m m

+
−

π⎧π − − ⎪ −= ⋅π ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =⎨+ − − ⎪ −⎩
 

2
1 1 22
1 ( 2)!! 2

m
m mR

m m

−⎡ ⎤
+ − ⎢ ⎥⎣ ⎦π π⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ⎜ ⎟+ − ⎝ ⎠

, 

де [ ]a −  ціла частина числа a , тобто найбільше ціле число, що не перевищує a . ■ 
 

4.6 Питання для самоконтролю 
 

1. Навести означення m-вимірного проміжку та його міри. 
2. Виписати властивості m-вимірного проміжку і довести їх. 
3. Надати поняття розбиття m-вимірного проміжку та діаметру розбиття, множина 

проміжних (відмічених) точок m-вимірного проміжку, інтегральна сума Рімана функції 
m  змінних на m-вимірному проміжку. 

4. Навести означення границі інтегральних сум Рімана на проміжку при діаметрі 
розбиття, що прямує до нуля,  інтеграла  Рімана на проміжку, функції m  змінних, інтег-
ровною за Ріманом на проміжку.  

5. Сформулювати та довести необхідну умову інтегровності функції на проміжку. 
6. Означити верхню та нижню суми Дарбу функції m  змінних на m-вимірному 

проміжку.  
7. Сформулювати та довести критерій Дарбу інтегровності функції на проміжку. 
8. Виписати властивості інтегральних сум Дарбу  на проміжку і довести їх. 
9. Ввести поняття  верхнього, нижнього інтеграла Дарбу. 
10. Сформулювати означення множини лебеґової міри нуль в m-вимірному просто-

рі. Навести приклади. 
11. Сформулювати критерій Лебеґа інтегрованості функції на проміжку. 
12. Навести означення межової точки множини в 2

m\ , допустимої множини в 2
m\  

та її міри (об’єму). 
13. Означити характеристичну функцію множини, інтеграл по допустимій множи-

ні, функцію, інтегровну на допустимій множині. 
14. Виписати класи функцій, інтегровних на m − вимірному проміжку в довести ві-

дповідні твердження. 
15. Сформулювати та довести критерій Лебеґа інтегровності функції на допустимій 

множині. 
16. Виписати та довести властивості кратного інтеграла по допустимій множині, 

пов’язані зі знаком рівності. 
17. Виписати і довести властивості кратного інтеграла по допустимій множині, 

пов’язані зі знаком нерівності, зокрема, теореми про середнє значення. 
18. Сформулювати та довести теорему Фубіні про зведення кратного інтеграла до 

повторного та наслідки з неї. 
19. Навести означення дифеоморфізму: якобіана дифеоморфного відображення. 
20. Сформулювати та провести евристичне доведення теореми про заміну змінних 

в кратному інтегралі. 
21. Виписати полярні, циліндричні та сферичні координати, їх якобіан, надати гео-

метричну інтерпретацію їх характеристик. 
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5  МЕТОДИКА РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ З ТЕМИ «КРАТНІ ІНТЕГРАЛИ» 
«КРАТНІ ІНТЕГРАЛИ» 

 

Задача 5.1 Змінити порядок інтегрування: 

2 2

16 82 4 0

1
0 216 16

( , ) ( , )
y

y y

I dy f x y dx dy f x y dx
− −

− − − −

= +∫ ∫ ∫ ∫  

Розв’язання. Перший інтеграл в сумі задає область 

1 2

0 2;
:

16 16 8 .

y
D

y x y

≤ ≤⎧⎪
⎨
− − ≤ ≤ − −⎪⎩

  

Криві, що обмежують цю область, мають рівняння: 
20, 2, 16 ,

16 8 .

y y x y

x y

= = = − −

= − −
 

З’ясуємо типи цих кривих: 
1) 0, 2y y= = −  горизонтальні прямі, 

2) 
2 2

2 16,16
0,

x yx y
x

⎧ + =
= − − ⇒ ⎨ ≤⎩

, тому 216x y= − − – ліва частина кола з 

центром в точці (0,0)  радіуса 4, 

3) 
2

2 ,16 8 8
0,

xyx y
x

⎧
= −⎪= − − ⇒ ⎨

⎪ ≤⎩

 тому 16 8x y= − −  – ліва вітка параболи. 

Зважаючи на означення області 1D , зобразимо її на координатній площині 
(рис. 5.1). 

Тепер розглянемо другий інтеграл і 
область, яку він визначає: 

2 2

2 4;
:

16 0.

y
D

y x

≤ ≤⎧⎪
⎨
− − ≤ ≤⎪⎩

 

Криві, що обмежують цю область: 
1) 2, 4y y= = −  горизонтальні прямі, 

2) 216x y= − − – ліва частина кола з 
центром в точці (0,0)  радіуса 4. 
Область 2D  зображено разом з областю 

1D  на рис. 5.1. Об’єднання цих областей 
позначимо через D . Область D  є допустимою, оскільки обмежена графіками 
неперервних функцій (згідно з прикладом 4.7). Отже, даний повторний інтеграл 
(за наслідком 4.5 із теореми Фубіні) відповідає подвійному інтегралу 

1 ( , )
D

I f x y dx dy= ∫∫ . 

За наслідком 4.5 із теореми Фубіні подвійний інтеграл можна записати 
також як повторний із зовнішнім інтегруванням за змінною x . У цьому випадку 

D2 

D1 

Рис. 5.1 

  2 2 16x y+ =

2

2
8
xy = −

4y =

 2y =

 0y =

 x const=
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потрібно вказати незмінні межі інтегрування за x , а межі інтегрування за y  
виразити неперервними функціями, що залежать від x . Для цього потрібно 
зробити такі дії. 

1) В рівняннях межі області D  виразити y  через x :  
2

16 8 2
8
xx y y= − − ⇒ = − , 

2 2 216 16x y y x+ = ⇒ = ± − , 
при цьому необхідно врахувати, що в рівнянні другої кривої перед коренем 
потрібно обрати знак „+”, тому що у даному випадку область обмежена верхньою 
частиною кола 2 2 16x y+ = . 

2) Потрібно провести прямі, паралельні вісі ординат (тобто прямі x const= ) з 
метою виявлення необхідності розбиття області на частини, а саме: незалежно від 

розташування такої прямої вона спочатку перетинає криву 
2

2
8
xy = − , а потім 

криву 216y x= − , тому у даному випадку розбивати область на частини не 
потрібно. 

3) Області D  відповідають такі зміни x  і y : 4 0x− ≤ ≤ , 
2

22 16
8
x y x− ≤ ≤ − . 

Розставляємо межі інтегрування із зовнішнім інтегруванням за x :  
2

2

0 16

1
4

2
8

( , )
x

x

I dx f x y dy
−

−
−

= ∫ ∫ .   ■ 

Задача 5.2 Змінити порядок інтегрування: 
2

1

20 1

( , )
x x

x

dx f x y dy
−

− −

∫ ∫ , 

де 1 0x > −  абсциса точки перетину графіків функцій 2 2i 1y x y x= − = − − . 
 

Розв’язання. Спочатку знайдемо точку перетину даних кривих, зважаючи 
на те, що її абсциса додатна ( 1 0)x > : 

2

2

,

1 ,

y x

y x

⎧ = −⎪ ⇔⎨
= − −⎪⎩ 2

,
0,

1 ,

x y
y

x y

⎧ = + −
⎪

≤ ⇔⎨
⎪

= + −⎩
2

,
0,

1 ,

x y
y

y y

⎧ = −
⎪

≤ ⇔⎨
⎪

− = −⎩

 

2

1,2

, ,
0, 0,

1 0, 1 5 ,
2

x y x y
y y
y y

y

⎧
⎪⎧ = − = −
⎪⎪

⇔ ≤ ⇔ ≤ ⇔⎨ ⎨
⎪ ⎪− − = ±⎩ ⎪ =

⎩

1

1

5 1 0,79,
2

1 5 0,62.
2

x

y

⎧ −⎪ = ≈⎪
⎨

−⎪ = ≈ −⎪⎩

. 

Даний інтеграл задає область 



Кратні  інтеграли  

 61

1

2 2

0 ,
:

1 .

x x
D

x y x

≤ ≤⎧⎪
⎨
− − ≤ ≤ −⎪⎩

  

Криві, що обмежують цю область, мають 
рівняння: 

2 2
10, , 1 , .x x x y x y x= = = − − = −  

З’ясуємо типи цих кривих: 
1) 10,x x x= = −  вертикальні прямі, 

2) 
2 2

2 1,1
0,

x yy x
y

⎧ + =
= − − ⇒ ⎨ ≤⎩

, тому 

21y x= − − – нижня частина кола з 
центром в точці (0,0)  радіуса 1, 

3) 2y x= − −  парабола, вітки якої спрямовані вниз. 
Зображення області наведено на рис. 5.2. За наслідком 4.5 із теореми Фубіні 

2 ( , )
D

I f x y dx dy= ∫∫ , і цей подвійний інтеграл можна також записати повторним із 

зовнішнім інтегруванням за змінною y . В цьому випадку потрібно вказати 
незмінні межі інтегрування за y , а межі інтегрування за x  виразити 
неперервними функціями, що залежать від y . Для цього зробимо такі дії.  

1) В рівняннях кривих, що задають межу області, виразити x  через y : 
2, 1x y x y= + − = + − , при цьому необхідно врахувати, що в рівняннях кривих 

перед коренями стоїть знак „+”, тому що область D  обмежена правою віткою 
параболи і правою частиною кола. 

2) Потрібно провести прямі, паралельні осі абсцис (тобто прямі y const= ) з 
метою виявлення необхідності розбиття області на частини, а саме:  

• якщо така пряма проходить вище прямої 1y y= , то вона спочатку перетинає 
вісь ординат, а потім криву x y= − ,  

• якщо така пряма проходить нижче прямої 1y y= , то вона спочатку 

перетинає вісь ординат, а потім криву 21x y= − ;  
• отримане означає, що дану область потрібно розбити на дві частини 
прямою 1y y= ; 

3) Перша з отриманих областей 1D  визначається нерівностями: 

1
1

0,
:

0 ;

y y
D

x y

≤ ≤⎧⎪
⎨

≤ ≤ −⎪⎩
 

4) Друга область 2D  –  нерівностями: 1
2 2

1 ,
:

0 1 .

y y
D

x y

− ≤ ≤⎧⎪
⎨

≤ ≤ −⎪⎩
 

Розставляємо межі інтегрування зі зовнішнім інтегруванням за y :  
2

1

1

10

2
0 1 0

( , ) ( , )
y yy

y

I dy f x y dx dy f x y dx
− −

−

= +∫ ∫ ∫ ∫ ,   1
1 5

2
y −
= . ■ 

-1

-0,8

-0,6

-0,4

-0,2

0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

y 1 D

X
Y

x 1

21 yx −=

yx −=2
D 1

D
2

y=const

Рис. 5.2 

2D     21y x= − −

2y x= −  

   x y 
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Задача 5.3 Обчислити подвійний інтеграл: 

.10,sin,)1(:

,)(

2

3

≤≤=+=

+= ∫∫

yyxxyD

dxdyyxI
D

π
 

 
Розв’язання. Зображення 

області D  наведене на рис. 5.3. У 
даному випадку зручніше 
виражати даний інтеграл через 
повторний із зовнішнім 
інтегруванням за змінною y , щоб 
не розбивати область 
інтегрування на частини.  

Виражаємо x  через y  в 
рівняннях кривих, отримаємо:  

1, sinx y x y= + − = π .  
Перед коренем стоїть знак «+», оскільки область обмежена правою віткою 
параболи. 

Область D  визначається нерівностями: 
0 1,

:
1 sin .

y
D

y x y
≤ ≤⎧

⎨
− ≤ ≤ π⎩

 

За наслідком 4.5 із теореми Фубіні, подвійний інтеграл можна виразити 
повторним:  

sinsin1 1 2

0 01 1

( ) ( )
2

yy

D y y

xx y dxdy dy x y dx dy yx
ππ

− −

⎛ ⎞
+ = + = + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
2

1 2

0

1sin sin 1
2 2

yydy y y y y
⎛ ⎞−π⎜ ⎟= + π − − − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  

1

0

1 1 1cos 2 sin
4 4 2 2

ydy y y y y y y y⎛ ⎞= − π + π − + − − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

1
13 52

0
0

2 21 1 sin 2 sin
4 8 4 3 5

y yyy y y ydy
⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − π + + − + π =
⎜ ⎟π⎝ ⎠

∫  

1
1

0
0

4 11 cos cossin cos 15

u y du dy
y y ydydv ydy v y

= = ⎛ ⎞
= = − π − π =⎜ ⎟= π = − π π ⎝ ⎠π

∫  

1

0

4 1 1 4 11 sin .
15 15

y⎛ ⎞= − − − π = +⎜ ⎟π π π⎝ ⎠
  ■ 

 
Задача 5.4 В завданнях а) і б) обчислити подвійний інтеграл за допомогою 

нових змінних, а в завданнях в)-д) – площу області, обмеженої кривими: 

 
Рис. 5.3 

 x 

 y 
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а) 4 ( )
D

I xy x y dx dy= +∫∫ ;  : 1, 1, 1/ , 2 /D x y x y y x y x− = − − = = = , 0y > ; 

б) 5 arctg
D

yI dx dy
x

= ∫∫ ; ( )22 2 2 2: 32 , ( 2) ( 2) 4D x y xy x y+ = − + − ≤ ; 

в) 
32 2

3
2 2 2x y ay

c b
⎛ ⎞

+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

; г) βαβα <<<<===+=+ 0,0,,,, baxyxybyxayx ; 

д) 2 2 2 2 2 2( ) 2 ( )x y a x y+ = −   за умови 2 2 2x y a+ ≥ . 
 

Розв’язання. а) Зображення області D  наведено на рис. 5.4. 
Введемо нові змінні 

,u y x v yx= − = .  
Згідно з означенням області D  отримаємо 
нерівності, що її характеризують: 

1 1, 1 2u v− ≤ ≤ ≤ ≤ . 
Знайдемо якобіан переходу від старих до 

нових змінних: 

( , ) 1 1
( , )

u u
D u v x y x yv v y xD x y

x y

∂ ∂
−∂ ∂= = = − −∂ ∂

∂ ∂

; 

( , ) 1 ( , )( ) 1
( , ) ( , )

D x y D x yx y abs
D u v x y D u v

= ⇒ + ⋅ =
− −

. 

Відображення  
,

,
0,

u y x
v yx
x

= −⎧
⎪ =⎨
⎪ >⎩

  

яке переводить множину { }( , ) : 1 1, 1/ 2 /x y x y x y x− ≤ − ≤ ≤ ≤  у множину 
{ }( , ) : 1 1, 1 2u v u v− ≤ ≤ ≤ ≤ , визначає дифеоморфізм. Функції під знаком 
інтеграла неперервні на D , тому можна застосувати теорему 4.7 про заміну 
змінних під знаком кратного інтеграла: 

( )
{ }

4
( , ): 1 1, 1 2

( , )( , ) ( , ), ( , )
( , )

D u v u v

D x yI f x y dx dy f x u v y u v abs du dv
D u v

− ≤ ≤ ≤ ≤

= = ⋅ =∫∫ ∫∫  

( )
22 1 2 2

11 1 1

1

( , )( , ), ( , )
( , )

2 2 3.( , ) 2( )
( , )

v

D x yf x u v y u v abs
D u v

vv dv du v dvD x yxy x y abs v
D u v −

=
=

⋅ =

= = = ⋅ = ⋅ =
= + ⋅ = ∫ ∫ ∫  ■ 

б) Введемо полярну систему координат { cos
sin

x
y
= ρ ϕ
= ρ ϕ  (див. пункт 5.2 

теоретичної частини), тоді для кривої ( )22 2 32x y xy+ =  матимемо: 

1y x= −

1y x= +

1y
x

=

2y
x

=  

Рис. 5.4 
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( )
.Z,

2
02sin0

,лемніската2sin42sin16sincos32

,

2

222

222

∈+≤≤⇒≥⇒≥

−=⇒=⇒=

=+

nnn

yx

ππϕπϕρ

ϕρϕρϕρϕρρ

ρ

 

При 0n =  полярний кут задовольняє нерівність 0
2
π

≤ ϕ ≤ , що відповідає І чверті. 

При 1n = −  нерівності 3
2 2
π π
≤ ϕ ≤ , це відповідає ІІІ чверті. 

За умовою, лемніската лежить всередині круга 
2 2 2 2( 2) ( 2) 4 2 2x y x y x y− + − ≤ ⇔ + ≤ + , 

який в полярній системі координат задається нерівністю 
( )2 cos sinρ ≤ ϕ+ ϕ . 

Знайдемо точки перетину лемніскати 4 sin 2ρ = ϕ  і кола ( )2 cos sinρ = ϕ+ ϕ : 

( ) ( )2 14 sin 2 , 4sin 2 cos sin sin 2
2 cos sin , 3

⎧ρ = ϕ ⇒ ϕ = ϕ+ ϕ ⇒ ϕ = ⇒⎨ρ = ϕ+ ϕ⎩
 

.Z,
23

1arcsin)1(
2
1

∈+−=⇒ mmm πϕ  

Розглянемо два значення  для m  – це 0 і 1. Саме вони будуть відповідати І чверті, 
а ІІІ чверті точки кола не належать. Матимемо: 

1 2
1 1 1 10 arcsin , 1 arcsin .
2 3 2 2 3

m m π
= ⇒ ϕ = = ⇒ ϕ = −  

Розглянемо інтеграл по тій області, яку зображено на рис. 5.5. Будемо її 
позначати через D . Ту область, яка є доповненням множини D  до круга, 
пропонуємо розглянуте читачеві самостійно.  

Щоб з’ясувати, чи потрібно 
область D  розбивати на ділянки, 
побудуємо промені 0ϕ = ϕ .  

• Якщо 0 10 ≤ ϕ < ϕ , то промінь 
0ϕ = ϕ , виходячи з полярного 

полюса, проходить через 
область D  і покидає її, 
проходячи через лемніскату. 

• Те саме трапляється, коли 

2 0 2
π

ϕ < ϕ ≤ . 

• Якщо 1 0 2ϕ < ϕ < ϕ , то промінь 
0ϕ = ϕ , виходячи з полярного 

полюса, проходить через область  D  і покидає її, проходячи через коло. 
• Отримане означає, що дану область потрібно розбити на три частини 
променями 1ϕ = ϕ  та 2ϕ = ϕ . 

Кожна з трьох отриманих областей  визначається нерівностями:  

 

0ϕ = ϕ

1ϕ = ϕ

2ϕ = ϕ  

4sin 2ρ = ϕ

2(cos sin )ρ = ϕ+ ϕ

 Рис. 5.5 
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1 1: 0 , 0 4 sin 2D ≤ ϕ ≤ ϕ ≤ ρ ≤ ϕ , 
),sin(cos20,: 212 ϕϕρϕϕϕ +≤≤≤≤D  

3 2: , 0 4 sin 2
2

D π
ϕ ≤ ϕ ≤ ≤ ρ ≤ ϕ .  

Враховуючи значення якобіана в полярній системі координат ( , )
( , )

D x y
D

= ρ
ρ ϕ

, 

обчислимо даний інтеграл: 
1 2

1

4 sin 2 2(cos sin )

5
0 0 0

sinarctg arctg
cos

D

yI dx dy d d d d
x

ϕ ϕϕ ϕ+ ϕ

ϕ

ρ ϕ= = ϕ ρ ρ+ ϕ ϕρ ρ+
ρ ϕ∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

1 2

2 1 2

4 sin 2 2(cos sin ) 4 sin 24 sin 22 22 2 2

0 0 00 0
2 2 2

d d d d d

π π
ϕ ϕ+ ϕ ϕϕ ϕϕ

ϕ ϕ ϕ

ρ ρ ρ+ ϕ ϕρ ρ = ϕ ϕ + ϕ ϕ + ϕ ϕ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

1 2

1 2

2
2

0

8 sin 2 2 (cos sin ) 8 sin 2d d d

π
ϕ ϕ

ϕ ϕ

= ϕ ϕ ϕ+ ϕ ϕ+ ϕ ϕ+ ϕ ϕ ϕ =∫ ∫ ∫ 1sin 2 cos 2
2

u du d

dv d v

= ϕ = ϕ
=

= ϕ ϕ = − ϕ
 

( ) ( ) 21

2
1

2

0

1 14 cos 2 sin 2 4 cos 2 sin 2 2 (1 sin 2 )
2 2

d
π ϕϕ

ϕ ϕ

= −ϕ ϕ+ ϕ + −ϕ ϕ+ ϕ + ϕ + ϕ ϕ =∫  

( ) 2

1

2 2
1 1 1 2 2 2 2 1

2 2
2 1 2 2 1 1

4 cos 2 2sin 2 2 4 cos 2 2sin 2

1cos 2 sin 2 2 3 cos 2 3 cos 2
2

ϕ

ϕ

= − ϕ ϕ + ϕ + π + ϕ ϕ − ϕ + ϕ −ϕ +

+ −ϕ ϕ+ ϕ = π + ϕ −ϕ + ϕ ϕ − ϕ ϕ −
 

2 1
3 3sin 2 sin 2 .
2 2

− ϕ + ϕ  

Оскільки 

( ) ( )
( )

1 2

2
1 1 2

1 1 1 1sin 2 sin arcsin , sin 2 sin arcsin ,
3 3 3 3

2 2 1 2 2cos 2 1 sin 2 , cos 2 cos arcsin ,
3 3 3

ϕ = = ϕ = π − =

ϕ = − ϕ = ϕ = π − = −
 

то 

( )
2

5
12 2 arcsin

4 2 3
I π π
= π − + − .   ■ 

 

в) Для обчислення площі області, обмеженої кривою 
32 2

3
2 2 2x y ay

c b
⎛ ⎞

+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

введемо узагальнені полярні координати { cos ,
sin ,

x c
y b
= ρ ϕ
= ρ ϕ  тоді 

2 2
2

2 2

x y
c b
+ =ρ , а рівняння 

кривої, що обмежує область, набуває вигляду: 6 3 3 32 sinabρ = ρ ϕ , тобто 
3 2 sinb aρ = ⋅ ϕ . Межі зміни кута ϕ  знайдемо із нерівності 0ρ ≥ , тобто sin 0ϕ ≥ . 

На відрізку [0,2 ]π  ця нерівність має розв’язок 0 ≤ ϕ ≤ π . Якобіан у цьому випадку 
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дорівнює ( , )
( , )

D x y bc
D

= ρ
ρ ϕ

. Зважаючи на означення міри допустимої множини, 

отримаємо: 
33 2 sin2 sin 2

0 0 0 02
xy

b ab a

D D

S dxdy cb d d cb d d cb d
ρϕ

⋅ ϕ⋅ ϕπ π ρ
= = ρ ρ ϕ = ϕ ρ ρ = ϕ =∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫  

2 2 3 2 3 23 3 3 3
3 2 3

0 0 0

4 4 4 sin 2 4sin (1 cos2 )
2 4 4 2 4
a a cb a cb acb d cb d

ππ π ⋅ ϕ π ⋅⎛ ⎞= ϕ ϕ = ϕ − ϕ = ϕ− =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ . ■ 

 
г) Оскільки область  

{ }.0,0,,,,:),( 2
, βαβα <<<<===+=+∈= baxyxybyxayxRyxD yx   

обмежена неперервними лініями, графіки яких мають міру 0, тоді ця множина 
допустима. Із означення міри допустимої множини випливає, що 

D

S dxdy= ∫ ∫ . 

Функція під знаком інтеграла ( , ) 1f x y ≡  – неперервна на ,x yD . Введемо нові 

змінні 1 2( , ) , ( , ) yu x y x y v x y
x

= ϕ = + = ϕ = . Відображення 

1 2( , ) { ( , ), ( , )}x y x y x yϕ = ϕ ϕ  задає дифеоморфізм області ,x yD  на область 

,
,:
.u v

a u bD
v

≤ ≤⎧
⎨α ≤ ≤ β⎩

 Отже, 

2 2

2 2
2

2

, ,
1

, , ,

1 1( , ) 1 ( 1) ( 1),1
( , )

( , )
( , ) ( 1)

b

D a

y uu x y v x
x v

ya x y b a u b v
x uS dxdy du dvD u v y u v vy

D x y x x x u
x x

D x y uabs
D u v v

β

α

= + = ⇒ =
+

≤ + ≤ α ≤ ≤ β⇒ ≤ ≤ α ≤ ≤ β

= = = =+ += = + = =−

=
+

∫ ∫ ∫ ∫  

2 21 1 1 1 1 ( ).
1 1 2 1 1

b

a

udu b a⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
= + = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟β + α + α + β+⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫  ■ 

 
д) Знайдемо площу області, що обмежена лінією 2 2 2 2 2 2( ) 2 ( )x y a x y+ = −   за 

умови 2 2 2x y a+ ≥ . Введемо полярну систему координат { cos ,
sin ,

x
y
= ρ ϕ
= ρ ϕ  тоді 

( ) ( ) ,2cos2sincos2
)(2)(

, 22222222
222222

222

φρφφρρ
ρ

aa
yxayx

yx
=⇒−=⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−=+

=+
 

.Z,
44

Z,2
2

22
2

02cos2 22 ∈+≤≤+−⇒∈+≤≤+−⇒≥= nnnnnna ππϕππππϕππϕρ   

Знайдемо точки перетину лемніскати 2cos 2aρ = ϕ  і кола aρ = : 
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.Z,
6

Z,2
3

2

2cos2cos2
,2cos2

2
1

∈+±=⇒∈+±=⇒

⇒=⇒=⇒
⎩
⎨
⎧

=

=

nnnn

aa
a
a

ππφππφ

φφ
ρ

φρ

 

Дану область D  зображено на рис. 5.6. 
Зважаючи на її симетрію, 
отримаємо

2cos26

0
2cos22 2 26 6

0 0

4 4

2 cos24 4
2 2 2

a

D a
a

a

S d d d d

a ad d

π ϕ

π πϕ

= ρ ρ ϕ= ϕ ρ ρ =

⎛ ⎞ρ ϕ
= ϕ = ϕ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
62 2

2

0

34 sin 2 2
2 2 2 6
a a a

π
⎛ ⎞⎛ ⎞ π

= ϕ− ϕ = − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

23 3 .
3

a− π
=   ■ Рис. 5.6 

 
У наступному прикладі розглянемо два застосування подвійного інтеграла: 

для обчислення об’єму тіла і площа поверхні. 
Перший із цих прикладів передбачає застосування наслідку 4.6 із теореми 

Фубіні. В ньому стверджується, що якщо D −  допустима множина в 1m− , E −  
множина в m , яка визначається наступним чином  

( ) ( ) ( ){ }xyxDxyxE m ψϕ ≤≤∧∈∈= :R, , 
а ( ) ( ) неперервні на ,x і x Dϕ ψ −  тоді  

( ) ( ) ( )( ) .)2множина,допустима)1 xdxxEE
D
∫ −=− ϕψμ  

Міра тривимірної допустимої множини (тіла) дорівнює її об’єму, і цей 
об’єм виражається подвійним інтегралом: 

( )( ) ( , ) ( , )
D

V E x y x y dx dy= ψ −ϕ∫∫ . 

У другому із прикладів будемо застосовувати формулу площі поверхні, що 
задана явно: 

[ ] [ ] ,),(),(1 22 dydxyxfyxf
G

yx∫∫ ′+′+=σ  

тут G −  проста плоска область, що є проекцією поверхні на площину Oxy. 
 

Задача 5.5 Застосувати подвійний інтеграл до розв’язання наступних 
геометричних задач: 
а) знайти об’єм тіла за допомогою подвійного інтеграла, якщо тіло обмежене 
поверхнями 2 , 2,y x x y z= + + = 0, 0, 0x y z≥ ≥ ≥ ; 
б) знайти площу поверхні xyx 222 =+  за умови 220 yxz +≤≤ . 

Розв’язання. а) З’ясуємо вигляд тіла, що задається умовою задачі. В 
першому октанті площина 2x y z+ + =  відсікає піраміду, а на площині Oxy -  
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трикутник ОАВ прямою 2,
0

x y z
z
+ + =⎧

⎨ =⎩
, тобто 2y x= − . Площина 2y x=  ділить 

піраміду на дві піраміди, а трикутник ОАВ -  на два трикутники ОКВ і ОКА, які є 
проекціями утворених пірамід (рис. 5.7 – вигляд в просторі, рис. 5.8 – проекція на 
площину Oxy). Оскільки не зазначено, об’єм якої саме піраміди потрібно знайти, 
знайдемо об’єми обох (SOAK i  SOBK).  

 

 
 
 
 

 

Знайдемо координати точки К, що є точкою перетину прямих 2y x=  і 

2y x= −  на площині. Для цього розв’яжемо систему 2 ,
2 ,

y x
y x
=⎧

⎨ = −⎩
, звідки отримаємо 

1

1

2 / 3,
4 / 3.

x
y
=⎧

⎨ =⎩
. 

Застосуємо наслідок 4.6 із теореми Фубіні, обираючи у виписаній вище 
формулі ( , ) 0, ( , ) 2 ,x y x y x yϕ = ψ = − −  а за область D  – трикутник ОКА, 
отримаємо: (2 )SOAK

D

V x y dxdy= − −∫∫ . 

Виписаний інтеграл простіше обчислити, обравши зовнішньою межею 
інтегрування y. В рівняннях прямих х виразимо через у, одержимо: 

/ 2, 2x y x y= = − , а інтеграл (за наслідком 4.5 із теореми Фубіні) набуває 
вигляду: 
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Об’єм піраміди SОКВ можна знайти за допомогою подвійного інтеграла, а 
можна і з розумінь аналітичної геометрії. Обчислимо об’єм усієї піраміди SOAB. 
Для цього загальне рівняння площини 2x y z+ + =  перепишемо як рівняння у 

відрізках, що відсікаються на координатних осях:  1
2 2 2
x y z
+ + = . Тоді об’єм 

піраміди SOAB дорівнює 1 42 2 2
6 3

V = ⋅ ⋅ ⋅ = , а шуканий об’єм –  

4 8 4
3 9 9SOBK SOAB SOAKV V V= − = − = .   ■ 

 

                            Рис. 5.9 

б) За умовою, потрібно знайти 
площу частини циліндричної поверхні 

2 2 2x y x+ = . Оскільки  
2 2 2 2

2 2

2 2 1 1
( 1) 1,
x y x x x y

x y
+ = ⇔ − + + = ⇔
− + =

 

то ця поверхня є круговим циліндром, 

віссю якого є пряма  1,
0,

x
y
=⎧

⎨ =⎩
, а радіус кола 

в перерізі дорівнює 1. 
Частина зазначеного циліндра знизу 

обмежена площиною 0z =  (площина 
Oxy), а зверху – круговим параболоїдом 

2 2z x y= + . (див. рис. 5.9).  Знайдемо 
проекцію лінії перетину циліндра і 
параболоїда на площину Oxz : 

2 2

2 2

2 , 2
,

x y x z x
z x y

⎧ + =
⇒ =⎨

= +⎩
. 

Тепер можна побудувати проекцію G  даної поверхні на зазначену площину 
(рис. 5.10). 

При обчисленні площі поверхні будемо враховувати той факт, що площина 
Oxz  розбиває цю поверхню на дві рівні частини. Перша із цих поверхонь 
задається рівнянням 22y x x= − , а друга – рівнянням 22y x x= − − . Отже, 
згідно із зазначеною вище формулою, 
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Задача 5.6 Знайти координати центра мас пластини 
2 24 , 2y x y x x= − = − . 

 

Розв’язання. Дану область зображено на рис. 5.11. Координати точок 
перетину парабол, що обмежують область, є 

розв’язками системи рівнянь 
2

2

4 ,
2 ,

y x
y x x

⎧ = −
⎨

= −⎩
 тобто 

2, 1,або
0 3.

x x
y y
= = −⎧ ⎧

⎨ ⎨= =⎩ ⎩
. У даному випадку за 

зовнішню межу інтегрування простіше обрати x . 
Область D , таким чином, визначається 
нерівностями: 1 2x− ≤ ≤ , 2 22 4x x y x− ≤ ≤ − . Вона 
є допустимою (оскільки обмежена графіками 
неперервних функцій, згідно з прикладом 4.7), а її 
площу можна знайти як значення подвійного 
інтеграла: 
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Тепер знайдемо координати центра мас однорідної пластини: 
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Отже, центр мас даної однорідної пластини знаходиться в точці 1 3,
2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.   ■ 
 

Задача 5.7 Обчислити потрійний інтеграл 42 cos( )
V

zy xyz dx dy dz∫∫∫ , 

де тіло V  обмежене поверхнями 0, 1, , 0, 1x y y x z z= = = = = . 

Рис.5.11 

D
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Розв’язання. Рисунок тіла та його проекції на площинуOxz  зображено на 
рис. 5.12. 

В цьому прикладі важливо правильно обрати порядок інтегрування. Якщо 
крайнє внутрішнє інтегрування буде проводитися за змінною y , то потрібно буде 

чотири рази застосовувати формулу 
інтегрування частинами. А якщо 
інтегрування за y  здійснити як зовнішнє, 
то вже перше внутрішнє інтегрування 
дасть множник y/1 , в результаті, після 
скорочення,  порядок  степеня  змінної  
y   зменшиться на 1. Аналогічно, щодо 
інтегрування за змінною z , то його теж 
не бажано ставити як крайнє внутрішнє з 
тих же міркувань. Щодо інтегрування за 
змінною x , то його не можна ставити як 
зовнішнє або середнє внутрішнє, 
оскільки при інтегруванні за іншими 

змінними, їх первісна буде мати множник x/1 . Це означатиме, що при 
наступному інтегруванні за змінною x  інтегрування зведеться до інтеграла типу  

)2або1(cos
==∫ kkdx

x
ax

k , який не виражається в елементарних функціях. 

Враховуючи сказане, отримаємо: 
{ }10,0,10:),,( ≤≤≤≤≤≤= zyxyzyxV ; 

yy

V
xyz

yz
dzzdyydxxyzzdzdyydzdydxxyzzy
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1 12 2 2

0
0

cos 1 sin 1 sin1 1.y d y y= − + = − + = − +∫  ■ 

 
Задача 5.8 Обчислити: 
а) потрійний інтеграл ∫∫∫ −

V
dzdydxy)4( , де 0,4,0,: =−−=== zyxzyxyV ; 

б) повторний інтеграл ∫ ∫ ∫
− −−

+

=
1

0

1

0

2
2

2 22

22

x yx

yx

dzzdydxJ  за допомогою сферичних 

координат. 
 
Розв’язання. а) Дане тіло V  обмежене площинами 0z =  (площина Oxy ) і 

yxz −−= 4  знизу та зверху відповідно.  
На площині Oxy  утворюються три прямі, які є перетином похилої  

yxz −−= 4  та вертикальних площин 0, == yxy  з Oxy . Ці прямі на площині Oxy  

y  y 

x 

z 

Рис. 5.12 
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мають рівняння 4=+ yx , 0, == yxy  відповідно. 
Вони обмежують область D , зображену на рис. 
5.13. Ця область є проекцією тіла V  на Oxy . 

Точка перетину прямих 4x y+ =  і y x=  на 
площині Oxy  має координати (2;2) . Щоб не 
розбивати область D  на частини, потрібно за 
зовнішню змінну інтегрування обрати y . Тоді, в 
рівняннях прямих необхідно виражати x  через y , а 
область D  визначити як 

{ }( , ) : 0 2, 4D x y y y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ − , а тіло V  –  
{ }( , ) : 0 2, 4 , 0 4V x y y y x y z x y= ≤ ≤ ≤ ≤ − ≤ ≤ − − . 
Отже,  

4 4 42 2
4
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б) Розглянемо сферичну систему координат для  першого випадку 

(рис. 4.4):  

 
1

1

1

cos cos
sin cos
sin

x
y
z

= ρ ϕ θ⎧⎪ = ρ ϕ θ⎨
= ρ θ⎪⎩

. 

За умовою 

,2

,10,10
2222

2

yxzyx

xyx

−−≤≤+

−≤≤≤≤
 

тому тіло обмежене додатними частинами 
конуса і сфери, що лежать в першому 
октанті. В даному випадку рівнянням 
поверхні конуса в сферичній системі 

координат є 
4
πθ = , а сфери – 2=ρ . 

Виходячи із геометричного змісту 
сферичних координат, отримаємо (див. 
рис. 5.14):  

.
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1 πρθρθρϕθ
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Рис. 5.14 
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Задача 5.9 Обчислити об’єм тіла, обмежене поверхнями: 
а) 2 2 24 , 4 , 0z x x y x z= − + = ≥ ;     б) 2 2 2 26 ,z x y z x y= − − = + ; 

в) ( )2 2 2 2 2 2 2 2,x y R x x y z R x y R x+ = + + = + ≥  (тіло Вівіані). 
 
Розв’язання. а) Поверхня 2 4z x= −  є циліндричною з твірною, що 

паралельна вісі Оу. Рівняння поверхні 2 2 4x y x+ =  можна переписати, виділивши 
повний квадрат, у вигляді 2 2( 2) 4x y− + = , тому ця поверхня є круговим 
циліндром. На рис. 5.15 зображено схему утворення даного тіла T . 

 
  
Циліндрична поверхня 2 4z x= −  відсікає на площині Оху півплощину 4x ≤ . 

В проекції на Оху круговий циліндр 2 2( 2) 4x y− + =  утворює коло з центром в 
точці (2;0) радіуса 2, яке цілком міститься в півплощині 4x ≤ . Тому проекцією D  
даного тіла на площину хОу є круг, який обмежується зазначеним колом 
(рис. 5.16).  

 

Застосуємо означення об’єму допустимої 
множини T . Її об’єм обчислюється за 
формулою 

T

V dx dy dz= ∫∫∫ .  

 

Дане тіло знизу обмежене площиною 
Oxy, а зверху – циліндричною поверхнею 

xz −= 4 . Розглянемо проекцію D  тіла T  на 
площину Oxy. В рівнянні кола виразимо y  

через x : 24 xxy −±= , де знак „+” відповідає 
верхній частині кола, а „− ” – нижній. Отже, 
область T  характеризується такими нерівностями:  

,40,44,40 22 xzxxyxxx −≤≤−≤≤−−≤≤  
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z 

     Рис. 5.15 
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тому одержуємо: 
2 2

2 2

4 4 4 4 4

0 0 04 4

4

4
x x x x x

x x x x

x

V dx dy dz dx x dy
− − −

− − − −

= −

= = − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( )
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2

4 44
2

40 0

4 2 4 4
x x

x x
dx y x x x x dx

−

− −
= − = − − =∫ ∫  

     
44 3 / 2 5 / 2

0 0

2562 (4 ) 2 4 .
3/ 2 5 / 2 15
x xx x dx

⎛ ⎞
= − = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ■ 

 
б) Дане тіло T обмежене поверхнями кругового параболоїда і кругового 

конуса (див. рис. 5.17). Знайдемо лінію перетину цих поверхонь: 
2 2

2 2
2 2 2 2

2
2 2

6 ,6 ,6 , 2, 4,6 , 3, 2., 0,
0,

z x yz x yz x y z x yz z z zz x y z
z

⎧ = − −⎧ = − − ⎪⎧ = − − =⎪ ⎪ ⎪ ⎧ + =⎡⇔ = − ⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨ ⎨⎢ = − == + ⎣ ⎩⎪⎩ ⎪ ⎪≥⎩ ≥⎪⎩

 

Отже, проекцією D  тіла T  на площину Oxy  є круг  422 ≤+ yx . 
Оскільки як рівняння поверхонь, що обмежують тіло, так і рівняння лінії, 

що обмежує його проекцію на площину Oxy , залежать від 2 2x y+ , то для 
обчислення об’єму зручніше вводити циліндричну систему координат 

cos , sin ,x y z z= ρ ϕ = ρ ϕ =  (див. пункт 4.5.3 теоретичної частини). Тоді рівняння 
поверхонь набувають вигляду  

,66

,
222

222

ρ

ρ

−=⇒−−=

=⇒+=

zyxz

zyxz  

а область D  буде визначатися 
нерівностями 

{ }( , ) : 0 2 , 0 2D = ρ ϕ ≤ ϕ ≤ π ≤ ρ ≤ . 
Враховуючи означення міри допустимої 
множини T  і значення якобіана 
циліндричної системи координат 

( , , )
( , , )

D x y z
D z

= ρ
ρ ϕ

, отримаємо: 

=== ∫∫∫∫∫∫
TT

dzdddzdydxV ϕρρ  

3
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в) Тіло Вівіані обмежене поверхнями 
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   Рис. 5.17 
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Розглянемо поверхню: 
2 22 2

2 2 2 2 21, 2 0, .
2 4 4 2 2

R R R Rx y R x x y R x x y⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + − ⋅ + − = − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Вона являє собою два циліндри з осями 

2
Rx = − , 

2
Rx = , радіусом перерізу 

2
R  кожен. 

Дане тіло – це та частина кулі, що 
лежить зовні циліндричної поверхні. 
Перейдемо до циліндричної системи 
координат (рис. 5.18): 
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0
cos

2( )4
3

R

R

Rd

π
+

ϕ

− ρ
= − ϕ =∫

2
3 3 3

0

8 16sin .
3 9

R d R

π

ϕ ϕ =∫   ■ 

 
Задача 5.10 Тіло задається поверхнями, які його обмежують, ( , , )x y zγ −  

густина. Знайти масу тіла, якщо  

( ).5,0,
2

0

,tgtg,2

222

222222222

zyxz

zyxzRzzyx

++==<<<

≤+≤≤++

γπβα

βα
 

 
Розв’язання. Дане тіло обмежене: 
1) сферою 2222 )( RRzyx =−++ , 
2) конусами  22222222 tg,tg yxzyxz +=+= βα , твірні яких з віссю Oz  

утворюють кути iα β  відповідно. 
Поверхні, що обмежують дане тіло, зображені на рис. 5.19.  
Уведемо сферичні координати (див. пункт 4.5.5): 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

.cos
,sinsin
,sincos

2

2

2

θρ
θϕρ
θϕρ

z
y
x

 

z 

y 
x 

Рис. 5.18 
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Дана сфера в цій системі координат буде визначатися рівнянням 22 cosRρ = θ . 
Оскільки 2 0θ = θ – частина конуса, твірна якого з віссю Oz утворює кут 0θ , то для 

даного тіла значення кута 2θ  
задовольняє нерівність 

2α ≤ θ ≤ β . Якщо провести 
радіус-вектор через тіло, то він 
почне свій рух в початку 
координат і покине тіло через 
сферу. Це означає, що значення 
сферичної відстані ρ  
задовольняє нерівність 

20 2 cosR≤ ρ ≤ θ . При оббігу тіла 
кут між проекцією зазначеного 
радіус-вектора на площину Oxy  
та віссю абсцис набуває 
значення від 0 до 2π , тобто 
0 2≤ ϕ ≤ π . 

Для обчислення маси тіла 
застосуємо формулу  

( , , )
V

M x y z dx dy dz= γ∫∫∫ . 

Знаючи, що значення якобіана сферичної системи координат дорівнює 

2
2

2
sin

),,(
),,( θρ

θϕρ
=

D
zyxD , отримаємо 

( )

( ) =⋅⋅−==

==⋅=

===⋅=

∫∫∫

∫∫∫∫∫

∫∫∫

β

α

πβ

α

π θβ

α

θπβ

α

θθπϕθθθ

ϕρθθρρρϕθθ

ργθϕρθρθρθϕρθϕργ

22
55

2
55

2

0
22

2

0

cos2

0
5

22

cos2

0

22
2

0
22

2
22

2
222

coscos232cos32sin

sin5sin

5sincos,sinsin,sincos

22

dRdRd

ddddd

dddM

RR
V

 

( )βαπθπ
β

α

6652
6

5 coscos
3

32
6

cos64 −=⋅−= RR .  ■ 

 z 

 y  x 

   Рис. 5.19 
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6  ЗАВДАННЯ ДО САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ З ТЕМИ «КРАТНІ ІНТЕГРАЛИ» 
«КРАТНІ ІНТЕГРАЛИ» 

 
 

1, 2. Змінити порядок інтегрування. 
3. Обчислити подвійний інтеграл. 
4. Обчислити подвійний інтеграл за допомогою нових змінних. 
5. Знайти об’єм тіла за допомогою подвійного інтеграла. 
6. Знайти координати центра мас пластини. 
7, 8. Обчислити потрійний інтеграл. 
9. Знайти об’єм тіла, що задається поверхнями, які його обмежують. 
10. Тіло задається поверхнями, які його обмежують, ( , , )x y zγ −  густина. Знайти 
масу тіла. 
 
 

ВАРІАНТ 1 

1. 
1 0 2 0

0 1 2

( , ) ( , )
x x

dx f x y dy dx f x y dy
− − −

+∫ ∫ ∫ ∫  2. 
2254

30
4

( , )
y

y
dy f x y dx

−

∫ ∫  

3. ( )cos2 sin
D

x y dx dy+∫∫ ; 
 
 

: 0, 0, 4 4 0D x y x y π= = + − =  

4. ( )2 2ln 1
D

x y dx dy+ +∫∫ ; 

2 2 2: 0, 0,D x y x y R≥ ≥ + =  
5. Тіло обмежене поверхнями 
 

6 9 5 0, 3 2 0, 4 0,x y z x y x y− + = − = − =  
5, 0x y z+ = =  

6. Однорідна пластина обмежена  
 

лініями  2 2, 3 ,
3
xy x y x y= = =  

7. 22 xy

V

y e dx dy dz∫∫∫ ; 

0, 1, , 0, 1x y y x z z= = = = =  

8. 
V

x dx dy dz∫∫∫ ; 

: 10 , 0, 1, , 0V y x y x z xy z= = = = =  

9. 16 2 , 2 , 0, 2y x y x z x z= = = + =  
10. ( )2 2 2 2 264 , 4, 0,x y z x y y+ = + = =  

0z = ( )2 25( 0, 0),
4

y z x yγ≥ ≥ = +  
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ВАРІАНТ 2 

1. 
221 2

0 0 1 0

( , ) ( , )
yy

dy f x y dx dy f x y dx
−

+∫ ∫ ∫ ∫  2. 
0 3

3

( , )
x

dx f x y dy
− −
∫ ∫

3 3

0

( , )
x

dx f x y dy+∫ ∫  

3.
2

D

dx dy
ax x−∫∫ ; 

2 2: 0,D x y a ax= = −  

4. arctg
D

x dx dy
y∫∫ ; D −  частина круга 

2 2 1x y+ ≤ , що лежить в І квадранті 
5. Тіло обмежене еліпсоїдом 

22 2

2 2 2 1yx z
a b c

+ + =  

6. Однорідна пластина обмежена лініями  
22

2 2 1, 0, 0yx x y
a b

+ = = =  ( 0, 0)x y≥ ≥  
 

7. 2 sh( )
V

x z xyz dx dy dz∫∫∫ ; 

2, , 1, 0, 0, 0x y z x y zπ= = = = = =  

8. 

( )41
3 4 8

V

dx dy dz
yx z+ + +

∫∫∫ ; 

: 1, 0, 0, 0
3 4 8

yx zV x y z+ + = = = =  

9. 5 55 , , 5 , 0
3 3
x xy x y z z= = = + =   

10. 2 2 2 4,x y z+ + = ( )2 2 2 21 1 ,x y x y+ = + ≤ ( )0 0 , 4x x zγ= ≥ =  
 

ВАРІАНТ 3 

1. 
2

3 0

2 4

( , )
x

dx f x y dy
−

− − −

+∫ ∫
2

0 0

3 4 2

( , )
x

dx f x y dy
− − −
∫ ∫  

2. 
2

2

22

2 1

( , )
y

y

dy f x y dx
− −
∫ ∫  3. 2 2

D

x dx dy
x y+∫∫ ;  : tg( ),D y x x y x= =  

4. 2 2

D

x x y dx dy⋅ +∫∫ ; 

( ) ( )22 2 2 2 2: , 0D x y a x y x+ = − ≥ −  
пелюстка лемніскати 

 
5. Тіло обмежене круговим циліндром 
радіуса r , віссю якого служить вісь 
ординат, координатними площинами і 

площиною 1yx
r a
+ =  

6. Однорідна пластина обмежена лініями 
2 2, 3 ,

3
xy x y x y= = =  

7. 2ch(2 )
V

y xy dx dy dz∫∫∫ ; 

0, 2, 4 , 0, 2x y y x z z= = − = = =  

8. ( )2 215
V

y z dx dy dz+∫∫∫ ; 

 

: , 1, 0, 0, 0V z x y x y x y z= + + = = = =  

9. 2 2 2, , 0,x y y x y+ = = =   
 

0,z =  15z x=  

10. 2 2 2 21, 2 , 0, 0,x y z x y x y+ = = + = =    0 ( 0, 0), 10z x y xγ= ≥ ≥ =  
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ВАРІАНТ 4 

1. 
1 0

2 2

( , )
y

dy f x y dx
−

− − +

+∫ ∫
0 0

1

( , )
y

dy f x y dx
− − −
∫ ∫  

2. 
7 3

93

( , )

x

dx f x y dy∫ ∫
9 10

97

( , )
x

x

dx f x y dy
−

+∫ ∫  
3.

D

x y dx dy⋅∫∫ ; 

2 2: 2, 2D x y x y y+ = + =  

4. 
22

2
2 2

( 1);
D

dx dy c
yxc

a b

>
− −

∫∫  
22

2 2: 1yxD
a b

+ =  
5. Вивести «шкільну» формулу для 
обчислення об’єму конуса (висота H , 
радіус основи R ) за допомогою  
подвійного інтеграла 

6. Однорідна пластина  обмежена  
 

лініями 22 , 0x y y x= − =  

7. 2 28 xyz

V

y z e dx dy dz∫∫∫ ; 

0, 0, 0, 1, 2, 1x y z x y z= = = = − = =  
8. (3 4 )

V

x y dx dy dz+∫∫∫ ;  : ,V y x=  0,y =  

( )2 21, 5 , 0x z x y z= = + =  

9. 2, , 12 , 0x y y x z y z+ = = = =  

10. 2 2 216 ,
49

x y z+ = 2 2 4 ,
7

x y z+ = ( )0, 0 0, 0 , 80x y x y y zγ= = ≥ ≥ = ⋅ ⋅  

 
 

ВАРІАНТ 5 

1. 
2

1 1

0 1

( , )
x

dx f x y dy
−

+∫ ∫
1

1 ln

( , )
e

x

dx f x y dy∫ ∫  

2. 
2

2
12

0

( , )
y

y

dy f x y dx
−

+∫ ∫
210

2
2

( , )
y

y

dy f x y dx
−

−−

∫ ∫  

3. 
( )2 2

D

x y dx dy+∫∫ ;  D −  трикутник з 

вершинами ( 1;1), (1;3), (2; 4)− −  

4. 2 2 2

D

a x y dx dy− −∫∫ ;  

2 2:D x y ax+ ≤  

5. Тіло обмежене поверхнями 
2 2, , 2 ,z xy x y x y= = =  

2 2, 2 , 0y x y x z= = =  
 
6. Однорідна пластина обмежена лініями  

2 2, 3 , 3y x y x y x= = =  

7. 2sh(3 )
V

x xy dx dy dz∫∫∫ ; 

1, 2 , 0, 0, 2, 36x y x y z y z= = = = = =  

8. ( )31 2
V

x dx dy dz+∫∫∫ ;  : 9 ,V y x=  

0,y =  1, , 0x z xy z= = =  

9. 120 2 , 5 2 , 0,
2

x y x y z y z= = = + =  

 

10 2 2 2 1,x y z+ + = 2 2 24 ,x y z+ =    ( )0, 0 0, 0 , 20x y x y zγ= = ≥ ≥ =  
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ВАРІАНТ 6 

1. 
2

3 0

0 4 2

( , )
x

dx f x y dy
− −

+∫ ∫
2

2 0

3 4

( , )
x

dx f x y dy
− −

∫ ∫  

2. 
2

22

6 1
4

( , )
y

y

dy f x y dx
−

− −

∫ ∫  3. 2
2

D

x y dx dy
x y
+
+∫∫ ; 

: 1 , 1 , 0D y x y x y≤ + ≤ − ≥   

4. ( )2 2 ;
D

x y dx dy+∫∫  

 2 2: ( 2) 4D x y+ + ≤  

 
5.    2 2 2 2 2 23 , 2x y z a x y az+ + ≤ + ≤  

6. Однорідна пластина обмежена лініями  
 

24 4, 2 1y x y x= + = − +  

7. 2 cos( )
V

y z xyz dx dy dz∫∫∫ ; 

1, , 0, 0, 0x y x y zπ= = = = =  

8. ( )327 54
V

y dx dy dz+∫∫∫ ; 

: , 0, 1, , 0V y x y x z xy z= = = = =  
9. ( )5 5 5, , 0, 3

2 6 6
x y x y z z y= = = = +  

10.  ( )2 2 2 2 236 , 1, 0,x y z x y x+ = + = =  0z = ( )2 25( 0, 0),
6

y z x yγ≥ ≥ = +  

 
 

ВАРІАНТ 7 

1. 
31

0 0

( , )
y

dy f x y dx +∫ ∫
22

1 0

( , )
y

dy f x y dx
−

∫ ∫  

 

2. 
22

0 0

( , )
x

dx f x y dy +∫ ∫  

4 10

2 0

( , )
x

dx f x y dy
−

+∫ ∫
7 10

4 4

( , )
x

x

dx f x y dy
−

−

+∫ ∫

3. ( )2

D

x y dx dy−∫∫ ; D −  трикутник з 
 
 
 
 
 

 вершинами (1;0), ( 1;2), (3;4)−  

4. ( )2 2 ;
D

x y dx dy+∫∫  

 2 2: ( 2) 4D x y+ + ≤  

 
5. 2 2 2 2 2, 2 2x ay bx x y hz x y≤ ≤ + ≤ ≤ +  

6. Однорідна пластина обмежена 

 лініями 
22

2 2 1, 0 ( 0)yx x x
a b

+ = = ≥  

7. ( )2 cos
4

V

y yz dx dy dzπ∫∫∫ ; 

21, 1, , 0,
2
xx y y z z π= = − = = = −  

 

8. 
V

y dx dy dz∫∫∫ ; 

: 15 , 0, 1, , 0V y x y x z xy z= = = = =  
9. 2 2 2, , 0, 0,x y x y x z+ = = = =  30z y=  

10.   2 2 2 2 216, 4x y z x y+ + = + =  ( )2 2 4 ,x y+ ≤ 2 zγ =  
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ВАРІАНТ 8 

1. 
1 0

0

( , )
y

dy f x y dx
−

∫ ∫ +
2

2 0

1 2

( , )
y

dy f x y dx
− −

∫ ∫  2. 
2

2

6 3 12 4

2 3 12 4

( , )
x x

x x

dx f x y dy
− + + −

− − − + −
∫ ∫  

3. 2 2

D

a x dx dy+∫∫ ;  

2 2 2: , , 0, 0D y x a x a x y− = = = ≥  

4. 2 2 9
D

x y dx dy+ −∫∫ ; 

2 2: 9 25D x y≤ + ≤  
5. Тіло обмежене сферою  

2 2 2 2x y z a+ + =  і циліндром 2 2x y ax+ =  
(задача Вівіані) 

6. Однорідна пластина обмежена 
 

 лініями  2 2, 2 , 1, 2y x y x x x= = = =  

7. 2 ch
2

V

xyzy z dx dy dz∫∫∫ ; 

 
 
 

2, 1, 2, 0, 0, 0x y z x y z= = − = = = =  

8. 

( )51
16 8 3

V

dx dy dz
yx z+ + +

∫∫∫ ; 

: 1, 0, 0, 0
16 8 3

yx zV x y z+ + = = = =  

9. 122, , , 0
5
xx y x y z z+ = = = =  

10.   2 2 4,x y+ = 2 2 8 ,x y z+ =  
( )0, 0, 0 0, 0 , 5x y z x y xγ= = = ≥ ≥ =  

 
ВАРІАНТ 9 

1. 
sin4

0 0

( , )
y

dy f x y dx

π

+∫ ∫
cos2

0
4

( , )
y

dy f x y dx

π

π
∫ ∫ 2. 

2

2

4 16

0 4

( , )
x

x x

dx f x y dy
−

−
∫ ∫  

3. 2

D

xy y dx dy−∫∫ ;  D −  трапеція з 

вершинами (1;1), (5;1), (10;2), (2;2)  

 

4. 
2 2

2
2 2 2

0

a ya

ay y

dydy
a x y

−

− − −∫ ∫  

5. Тіло обмежене гіперболічним 
параболоїдом 2 2z x y= −  і площинами  

3, 0x z= =  

6. Однорідна пластина обмежена 
 

 лініями  22 , 0y x x y= − =  

7. 2 xy

V

x e dx dy dz−∫∫∫ ; 

2, 0, 1, , 0
4
xx y z y z= − = = = =  

8. ( )2 23
V

x y dx dy dz+∫∫∫ ;  : 10 ,V z y=   

1,x y+ =  0, 0, 0x y z= = =  

9. 117 2 , 2 2 , 0,
2

y x y x z x z= = = + =  10.   2 2 2 2 24 2, ,
25 5

x y z x y z+ = + =  

0, 0 ( 0, 0, 0)x y x y z= = ≥ ≥ ≥ , 28xzγ =  
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ВАРІАНТ 10 

1. 
1

0 0

( , )
y

dy f x y dx +∫ ∫
22

1 0

( , )
y

dy f x y dx
−

∫ ∫  2. 

2
2 2

2 0

( , )

x

dx f x y dy

+

−
∫ ∫

2

10 2
3 2

2 4

( , )

x

x

dx f x y dy

+

−

+∫ ∫  

3. x y

D

e dx dy+∫∫ ; : , 0, 2xD y e x y= = =  4. 2 2 ;
D

x x y dx dy⋅ +∫∫  

( ) ( )22 2 2 2 2: , 0D x y a x y x+ = − ≤ −  
пелюстка лемніскати 

5.  Тіло обмежене поверхнями 
2 22 2

2 2 2 20, ,y y yx z x xz
c a ba b a b

= + = + = +  

6. Однорідна пластина обмежена кривою 
3

2
y xyx

a b c
⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (петля) 

7. 22  xyz

V

x y e dx dy dz∫∫∫ ; 
 

1, 1, 1, 0, 0, 0x y z x y z= = = = = =  

 

8. ( )30 15
V

z x dx dy dz+∫∫∫ ;  

2 2: 3 ,V z x y= +  0,z =  , 0, 1y x y x= = =  

9. ( )5 , 9 5 , 0, 9 5 3
3

y x y x z z x= = = = +  
 

 

10.   2 2 2 2 2 24, ,x y z x y z+ + = + =  
 

0, 0 ( 0, 0, 0)x y x y z= = ≥ ≥ ≥ , 6zγ =  
 
 

ВАРІАНТ 11 

1. 
1 0

0

( , )
y

dy f x y dx
−

+∫ ∫
ln

1 1

( , )
ye

dy f x y dx
−

−
∫ ∫  2. 

2 2

20 2

( , )
a a a x

ax x

dx f x y dy
+ −

−
∫ ∫  

 

 

3.
D

dx dy∫∫ ; 2: 2 , 4 4D y x y x= − = +  
4. ( )2 2 ;

D

x y dx dy+∫∫  

 2 2 2 2: , 2 , 0D x y ax x y ax y+ = + = ≥  
5. Тіло обмежене поверхнями 

2 , ,z xy x y a= + =   
 

x y b+ =   (0 )a b< <  

6. Пластина  обмежена лініями 
, , 1y x y x x= = − =  з густиною, яка в 

кожній точці дорівнює відстані від цієї 
точки до початку координат 

7. ( )2 sin
2

V

x xy dx dy dzπ∫∫∫ ; 

2, , 0, 0,x y x y z z π= = = = =  

8. ( )34 8
V

z dx dy dz+∫∫∫ ; 

: , 0, 1, , 0V y x y x z xy z= = = = =  

9. 2 2 8, 2 , 0,x y y x y+ = = =   
 

0,11 15z z x= =  

10.  ( )2 2 2 2 225 , 4, 0,x y z x y x+ = + = =  

0z = ( 0, 0),x z≥ ≥  2 22 ( )x y= +γ  
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ВАРІАНТ 12 

1. 
1 0

0

( , )
y

dy f x y dx
−

∫ ∫ +
2

2 0

1 2

( , )
y

dy f x y dx
− −

∫ ∫  2. 
2 6

0 2

( , )
x

x

dx f x y dy
−

∫ ∫  

 
 

3.  
21 1

2 2

0 0

1
x

dx x y dy
−

− −∫ ∫  

4. 2 2

D

x y dx dy+∫∫ ;  D −  область, 

обмежена колом 2 2 2x y a+ =  і кардіоїдою 

( )2 2 2 2x y a x y x+ = + +  (область не 

містить початку координат) 
5. Тіло обмежене поверхнями 

2 2 2 2, ,z x y x y x= + + =   
2 2 2 , 0x y x z+ = =  

6. Однорідна пластина обмежена 
 

 верхньою половиною еліпса, що 
 

 спирається на велику вісь 

7. 2 sh( )
V

x z xyz dx dy dz∫∫∫ ; 

2, 0, , , 0x y y x z xy z= = = = =  

 

8. 21
V

xz dx dy dz∫∫∫ ; 
 

: 2, 0, , , 0V x y y x z xy z= = = = =  

9. 4, 2 , 3 , 0x y y x z y z+ = = = =  
10. 2 2 2 2 29, 4x y z x y+ + = + =  

( )2 2 4 ,x y+ ≤ ( )0 0 ,y y zγ= ≥ =  
 
 

ВАРІАНТ 13 

1. 
23 4

2 0

( , )
x

dx f x y dy
− −

−

+∫ ∫  
 

+
20 2 4

3 0

( , )
x

dx f x y dy
− −

−
∫ ∫

 

2. 
2

1
2

( , )
y

y
dy f x y dx∫ ∫  

 

3.  (3 )
D

x y dx dy+∫∫ ;  

2 2 2: 9, 3
3

D x y y x+ ≤ ≥ +  

4. 
2 2

2
2 2 2

0

a ya

ay y

dxdy
a x y

−

− − −∫ ∫  

5. Тіло обмежене поверхнями 
2 2 2 2,x y z a+ + =  2 2 ( 0)x y a x a+ ≥ >  

6. Однорідна пластина обмежена 
 

синусоїдою siny x= , віссю Ox  і прямою 

4
x π=  

7. ( )2sh
V

x xy dx dy dz∫∫∫ ; 

2, , 0, 0, 1
2
xx y y z z= = = = =  

 8. 
V

xyz dx dy dz∫∫∫ ; 

 

: , 0, 3, , 0V y x y x z xy z= = = = =  
 

9. 6 5 ,18 5 ,x y x y= =  0,z =   
 

( )18 5 3z y= +  

 

 

10. 2 2 2 21, 6 , 0, 0,x y x y z x y+ = + = = =   
 

0z =  ( 0, 0, 0), 90x y z yγ≥ ≥ ≥ =  
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7  КРИВОЛІНІЙНІ  ТА ПОВЕРХНЕВІ  ІНТЕГРАЛИ . ТЕОРІЯ  ПОЛЯ 
7  Т Е О Р Е Т И Ч Н І  В І Д О М О С Т І  З  Т Е М И  « К Р И В О Л І Н І Й Н І  Т А  П О В Е Р Х Н Е В І  І Н Т Е Г Р А Л И .  Т Е О Р І Я  П О Л Я »  

 
Мета вивчення теми:  

1) засвоїти основні поняття та факти інтегрального числення функції багатьох змін-
них відповідно до теми «Криволінійні та поверхневі інтеграли. Теорія поля»;  

2) знати основні області застосування криволінійних та поверхневих інтегралів; 
3) навчитися обчислювати криволінійні та поверхневі інтеграли;  
4) навчитися застосовувати криволінійні та поверхневі інтеграли до обчислення 

площ фігур, довжин дуг кривих, об’ємів тіл, площ поверхонь, в техніці, векторному 
аналізі. 

5) знати основні поняття та факти теорії поля, розуміти їх фізичну інтерпретацію та 
навчитися обчислювати значення  його основних характеристик; 

6) знати основні теореми аналізу, їх зміст з точки зору теорії поля, навчитися засто-
совувати ці теореми, в тому числі, до обчислення циркуляції та течії векторного поля; 

 
Основні поняття теми:  

1) гладка крива; особлива точка кривої; криволінійні інтеграли першого і другого 
роду, загальний криволінійний інтеграл другого роду (див. пункт 7.1.1); 

2) поверхня; особлива точка на поверхні (див. пункт 7.2.1); 
3) координатні лінії на поверхні, дотичні площини і нормалі в точках поверхні; дво-

сторонні, повні та обмежені поверхні  (див. пункт 7.2.1); 
4) площа поверхні (див. пункт 7.2.3); 
5) поверхневі інтеграли першого і другого роду, загальний поверхневий інтеграла 

другого роду (див. пункт 7.2.5); 
6) скалярне та векторне поле, їх диференційовність, похідні за напрямом (див. пункт 

7.3.1);  
7) потенціальне поле (див. пункти 4.5.2-4.5.6). 

 
Основні факти теми: 

1) фізичний зміст криволінійних інтегралів першого і другого роду (див. пункт 
7.1.1);  

2) зведення криволінійних інтегралів до визначеного інтеграла Рімана (див. пункт 
7.1.2);  

3) властивості криволінійних інтегралів першого роду (див. пункт 7.1.3);  
4) умови, за яких множина точок у просторі являє собою поверхню (див. пункт 

7.2.1);  
5) формули для обчислення площі поверхні для різних форм її задання (див. пунк-

ти 7.2.3, 7.2.4);  
6) фізичний зміст поверхневих інтегралів (див. пункт 7.2.3); 
7) зведення поверхневих інтегралів до кратних інтегралів (див. пункт 7.2.6) 
8) фізичний зміст дивергенції і ротора векторного поля та формули для обчислен-

ня (див. пункт 7.3.2);  
9) формула Гріна (див. пункт 7.4.1); 
10) формула Остроградського-Гаусса (див. пункт 7.4.2); 
11) формула Стокса (див. пункт 7.4.3); 
12) умови незалежності криволінійного інтеграла на площині від шляху інтегру-

вання (див. пункт 7.4.4). 
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ТЕОРЕТИЧНІ  ВІДОМОСТІ  

7.1 Криволінійний інтеграл 

7.1.1 Поняття криволінійного інтеграла першого і другого роду.  
Нехай L  – спрямлювана крива, тобто така крива, у якої обмеженою є множина 

довжин всіх ламаних, вписаних в цю криву (див рис. 7.1). Значення супремума такої 
множини називають довжиною кривої. 

Параметризація кривої L : ( )
( )

,
,

x t
y t
= ϕ⎧

⎨ = ψ⎩
 [ ],t a b∈ .  

Припущення:  
1. Крива L  не має самоперетинів і самонакладів. 
2. L  – гладка крива, тобто така крива, параметризація якої виражається через  

неперервно диференційовні на відрізку [ ],a b  функції ( )tϕ  і ( )tψ , тобто:  
а) функції ( )tϕ  і ( )tψ  – неперервні на відрізку [ ],a b ; 
б) функції ( )tϕ  і ( )tψ  – диференційовні на інтервалі ( , )a b ; 
в) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
0 lim 0 lim

t a t b
a t b t

→ + → −
′ ′ ′ ′∃ϕ + = ϕ ∧ ∃ϕ − = ϕ ; 

3. крива не має особливих точок, тобто таких точок ( ) ( )( )0 0;t tϕ ψ ∈ L , що 

( ) ( )2 2
0 0 0t t′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤ϕ + ψ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . Іншими словами, усі точки кривої L  є звичайними, і  

[ ]0 ,t a b∀ ∈  ( ) ( )2 2
0 0 0t t′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤ϕ + ψ ≠⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . 

Розіб’ємо відрізок [ ],a b  точками  

0 1 1... ...k n na t t t t t b−= < < < < < < = . 
Йому відповідає розбиття кривої L  точками { }kM  на 
множину дуг { }1k kM M−∪  (рис. 7.1). Тут 

( ) ( ) ( )( ), ,k k k k k kM x y M t t= ϕ ψ ,  

( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1, ,k k k k k kM x y M t t− − − − − −= ϕ ψ , 

( ) ( )1 1k k k k kx t t x x− −Δ = ϕ − ϕ = − , 
( ) ( )1 1k k k k ky t t y y− −Δ = ψ −ψ = − . 

Позначимо через klΔ  довжину дуги 1k kM M−∪ , тобто 

klΔ ( ) ( )
1

2 2
1

k

k

t

k k
t

M M t t dt
−

− ′ ′= ∪ = ϕ + ψ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ . 

Діаметром розбиття кривої L  точками { }kM  називають число max
k

Δ = klΔ . 

Нехай 1k k kN M M−∈∪  ( 1,...,k n= ) – проміжні точки розбиття кривої L  точками { }kM . 
Враховуючи параметризацію кривої, матимемо: 

( ) ( ) ( )( ), ,k k k k k kN Nα β = ϕ τ ψ τ , 1[ , ]k k kt t−τ ∈ , 1,...,k n= . 
Розглянемо три функції: ( ),f x y , ( ),P x y  і ( ),Q x y , задані на L , а також три  ін-

тегральні суми 

( ) ( )( ) ( )1
1 1

, ,
n n

k k k k k k
k k

f l f l
= =

σ = ϕ τ ψ τ ⋅Δ = α β ⋅Δ∑ ∑ , 

nM  

1nM −

1kM −  
1M  

0M  

nt
1nt −  

kt  1kt −  

1t  

0t  

Рис.7.1 

kM
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( )2
1

,
n

k k k
k

P x
=

σ = α β ⋅Δ∑ ,     ( )3
1

,
n

k k k
k

Q y
=

σ = α β ⋅Δ∑ . 

Число sI  ( 1,2,3s = ) назвемо границею інтегральних сум sσ  при діаметрі розбит-
тя, що прямує до нуля (

0
lims sI
Δ→

= σ ), якщо  

{ } { }0 0 : k kM N∀ε > ∃δ > ∀ ∀ : s sIΔ < δ⇒ σ − < ε . 
Границю 1I  називають криволінійним інтегралом першого роду та  позначають: 

( ) ( )1 , ,
L AB

I f x y dl f x y dl= =∫ ∫ . 

Границі 2I  і 3I  називають криволінійними інтегралами другого роду та  познача-

ють: ( )2 ,
L

I P x y dx= ∫ , ( )3 ,
L

I Q x y dy= ∫ . 

Суму ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
L L L

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy+ = +∫ ∫ ∫  називають загальним ін-

тегралом другого роду. 
Із означення випливає,  

по-перше, що криволінійний інтеграл першого роду не залежить від напряму оббігу 
кривої L , а інтеграл другого роду залежить від напряму оббігу L  (змінює знак на 
протилежний при зміні напряму оббігу); 

по-друге, фізичний зміст інтеграла першого роду – це маса кривої L , що має  
густину ( ),f x y ; 

по-третє, фізичний зміст інтеграла другого роду (загального інтеграла) – робота по 
переміщенню матеріальної точки із точки A в точку B вздовж кривої L  під дією 
сили ( ) ( ) ( ), , ,F x y P x y i Q x y j= + . 
 

Аналогічним чином вводяться криволінійні інтеграли в просторі, зокрема, 
( ), ,

L

f x y z dl∫  – криволінійний інтеграл першого роду. 

( ) ( ) ( ), , , , , ,
L

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz+ +∫ – загальний криволінійний інтеграл 

другого роду. 
 
7.1.2 Зведення криволінійних інтегралів до визначеного інтеграла Рімана. 
Теорема 7.1 (зведення криволінійного інтеграла до визначеного). Нехай гладка 

крива L  без особливих точок не має самоперетинів і самонакладів, функції ( ),f x y , 
( ),P x y  і ( ),Q x y  – неперервні вздовж L . Тоді існують криволінійні інтеграли першого 

і другого роду, до того ж, має місце формула зв’язку між криволінійними інтегралами і 
визначеним інтегралом Рімана: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2
1, ,

b

L a

f x y dl f t t t t dt I′ ′= ϕ ψ ⋅ ⎡ϕ ⎤ + ⎡ψ ⎤ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ,                                     (7.1) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 2, ,
b

L a

P x y dx P t t t dt I′= ϕ ψ ⋅ϕ =∫ ∫ .                                                             (7.2) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 3, ,
b

L a

Q x y dy Q t t t dt I′= ϕ ψ ⋅ψ =∫ ∫ .                                                             (7.3) 
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Криву називають кусково-гладкою, якщо вона неперервна і її можна розбити на 
скінченну кількість дуг kL , що не мають спільних внутрішніх точок, тобто 

( )0

k iL L =∩ ∅ i k∀ ≠ , 
1

n

k
k

L L
=

=∪  так, що кожна ділянка  kL  є гладкою кривою. 

Нагадаємо, що ε -околом точки 0M  на кривій L  називають множину точок кри-
вої, що лежить всередині круга 0( )O Mε  радіусу ε  з центром в цій точці. Точку 0M  кри-
вої називають внутрішньою, якщо вона належить цій кривій разом із деяким її ε -
околом. 

 

Якщо крива кусково-гладка, то криволінійні інтеграли вздовж неї можна подати 

як суму інтегралів вздовж гладких її ділянок, тобто 
1

... ...
k

n

kL L=

= ∑∫ ∫  Більш того, формули 

(7.1), (7.2), (7.3) мають місце і для кусково-гладких кривих. Так само ці ж формули 
справедливі, якщо функції ( ),f x y , ( ),P x y  і ( ),Q x y  кусково-неперервні на L . 

 

Формули (7.1), (7.2), (7.3) мають місце для кривих L  у просторі: якщо крива па-
раметризована як 

L : 
( )
( )
( )

,
,
,

x t
y t
z t

⎧ = ϕ
⎪ = ψ⎨
⎪ = η⎩

   [ ],t a b∈ , 

то 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
, , , ,

b

L a

f x y z dl f t t t t t t dt′ ′ ′= ϕ ψ η ⋅ ⎡ϕ ⎤ + ⎡ψ ⎤ + ⎡η ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ; 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , ,
b

L a

P x y z dx P t t t t dt′= ϕ ψ η ⋅ϕ∫ ∫ , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , ,
b

L a

Q x y z dy Q t t t t dy′= ϕ ψ η ⋅ψ∫ ∫ , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , ,
b

L a

R x y z dy R t t t t dt′= ϕ ψ η ⋅η∫ ∫ , 

якщо ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )f x y z P x y z Q x y z R x y z  – неперервні вздовж кривої, а L – гладка 
крива, без самоперетинів і самонакладів. Ці формули справедливі також, якщо L  – кус-
ково-гладка крива, а функції , ,f P Q  – кусково-неперервні вздовж кривої. 

 

Аналогічно вводяться криволінійні інтеграли для кривих у просторі n\ . 
 

Якщо крива зімкнена (має єдину точку самоперетину), то інтеграл за цією кри-
вою можна обчислювати, розбиваючи цю криву на дві гладкі частини без самоперети-
нів, а інтеграл подати сумою інтегралів по відповідним частинам кривої. Як правило, на 
практиці лише перевіряється неперервність ( )t′ϕ , ( )t′ψ  на відрізку зміни параметру t , 
що відповідає повному оббігу кривої. 

 

Додатнім напрямом оббігу зімкненої кривої при обчисленні інтегралів другого 
роду будемо вважати такий напрям, рухаючись яким вздовж кривої L , область, яку об-
межує ця крива, залишається ліворуч від точки, що здійснює цей оббіг. Тобто такий об-
біг здійснюється проти годинникової стрілки. 

 

Коли хочуть зазначити, що крива зімкнена, то дотримуються позначення: 
( ) ( )∫ +

L
dyyxQdxyxP ,, . 
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7.1.3 Властивості криволінійних інтегралів першого роду.  
1) Якщо ( ) ( ), ,

L L

f x y dl g x y dl∃ ∧ ∃∫ ∫  , тоді  

( )(, ,
L

f x y∀α β∈ ∃ α ⋅ +∫\ ( )) ( ) ( ), , ,
L L

g x y dl f x y dl g x y dlβ⋅ = α +β∫ ∫  –  

це властивість лінійності інтеграла першого роду. 

2) Властивість адитивності інтеграла першого роду: якщо 
1

n

k
k

L L
=

=∪ , 

( )0

k iL L =∩ ∅ i k∀ ≠ , тоді ( ) ( )
1

, ,
k

n

kL L

f x y dl f x y dl
=

= ∑∫ ∫ . 

3) Теорема про середнє: якщо ( ),f x y  – неперервна на L , тоді 

( )* : ,
L

M L f x y dl∃ ∈ =∫ ( )*f M L⋅ . 

4) Оцінка модуля: ( )
( )

( ) ( )

1) , ;

,
2) , ,

L

L

L L

f x y dl

f x y dl
f x y dl f x y dl

⎧ ∃
⎪⎪∃ ⇒ ⎨

≤⎪
⎪⎩

∫
∫

∫ ∫
. 

Геометричний зміст криволінійного інтеграла першого роду. 

L

dl L=∫ , тобто інтеграл 
L

dl∫  дорівнює довжині кривої L . 

7.2 Поверхневі інтеграли 
7.2.1 Поняття поверхні.  
Відображення ƒ що переводить множину G⊂ 2\  в множину G*⊂ 3\  називають 

гомеоморфізмом, якщо:  
1. ƒ – взаємно однозначне відображення G на G*, 
2. будь-яка фундаментальна послідовність {Nn} ⊂  G точок переводиться в фун-

даментальну послідовність {Mn} ⊂  G*, 
3. будь яка фундаментальна послідовність {Mn} ⊂  G* є образом фундаменталь-

ної послідовності {Nn} ⊂  G. 
 

Відображення ƒ: G ⊂ 2\  → G* ⊂ 3\  називають локальним гомеоморфізмом, як-
що для будь-якої точки x G∈D  існує її окіл  xU G⊂

D
, який гомеоморфно відображається 

на свій образ, тобто на ( )xf U
D

. 
 

Область G на площині Т називають елементарною областю (ЕО), якщо вона є 
гомеоморфним образом відкритого кругу D ⊂  2\ , тобто  

G ⊂  Т – ЕО 
def
⇔  ∃ D ⊂  2\ – відкритий круг: :f D G→  – гомеоморфізм. 

 

Зв’язну область G на площині називають простою плоскою областю (ППО), як-
що будь-яка її точка 0x  має окіл, який є елементарною областю, тобто  

G  – ППО
def
⇔ 1) G – зв’язна; 2) 0 :x xx U U∀ ∃ −

D D
ЕО. 

 

Множину точок 3Φ⊂ \  називають поверхнею, якщо вона є локально гомеомор-
фним образом простої плоскої області G, тобто  

3Φ⊂ \  – поверхня 
def
⇔  G∃  – ППО: ƒ: G → Ф – локальний гомеоморфізм. 
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Околом точки М на поверхні Ф називають таку множину: ( ) ( )
def

W M U M Ф= ∩ . 
Приклад 7.1 Нехай G – проста плоска область на площині Оху (наприклад, G – 

відкритий круг), 
( , )M x y G∈ , 

z = z(x,y) = z(M) – неперервна функція на G, 
G* – графік функції z(M), тобто G* = {(x,y,z): z =z(x,y)}. 

Відображення, що задає локальний гомеоморфізм: 

*
,
, є поверхнею
( , ),

x u
y v Ф G
z z u v

=⎧⎪ = ⇒ =⎨
=⎪⎩

! ■ 

 

Розглянемо функцію, що задана параметрично: 
( , ),
( , ), ( , ) ,
( , ),

x x u v
y y u v u v G G
x z u v

=⎧⎪ = ∈ −⎨
=⎪⎩

 ППО.                                                                       (7.4) 

Відображення задає векторну функцію ( , ) ( , ) ( , ) ( . )r r u v x u v i y u v j z u v k= = + + . 
Вимоги А: 

1. Функції (7.4) мають неперервні частинні похідні першого порядку в ППО G. 

2. 

( , )

rang 2 ( , )

u v

x y z
u u u u v є Gx y z
v v v

∂ ∂ ∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ = ∀⎜ ⎟∂ ∂ ∂
⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. 

Твердження 7.1 При виконані вимог А множина точок Ф в просторі, що визна-
чаються рівнянням (7.4) являє собою поверхню, тобто є образом простої плоскої області 
G при локально гомеоморфному відображені. 

Приклад 7.2 Функція 
,
,
( , )

x u
y v
z z u v

=⎧⎪ =⎨
=⎪⎩

 в простій плоскій області G буде задовольняти 

вимоги А, якщо z = z(u,v) має неперервні частинні похідні першого порядку в G. Тоді 
буде мати місце рівність 

1 0
rang 2

0 1

dz
du
dz
dv

⎛ ⎞
⎜ ⎟

=⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Отже, за твердженням 7.1, ця функція визначає поверхню. 
 

Поверхня Ф, що визначена рівнянням (7.4) і задовольняє вимоги А, в достатньо 
малому околі будь-якої своєї точки однозначно проектується хоча б на одну з трьох ко-
ординатних площин. 

 

Поверхню Ф, що задовольняє рівняння (7.4) і першу з вимог А, тобто частинні 
похідні першого порядку від координатних функцій неперервні в ППО G , називають 
гладкою, а якщо задовольняє другу вимогу А, тобто rang матриці дорівнює двом, то та-
ку поверхню називають поверхнею без особливих точок. Тобто, фактично, поверхню Ф, 
що визначається рівнянням (7.4) і задовольняє обом вимогам А називають гладкою по-
верхнею, без особливих точок . 

Нехай Ф – поверхня, що визначається рівнянням (7.4), гладка, без особливих то-
чок, а її векторне рівняння має вигляд: 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )r u v x u v i y u v j z u v k= + + . 
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Нехай vo – таке фіксоване, що  (u, vo)∈ G , тоді  
( , ) ( , ) ( , ) ( , )o o o or u v x u v i y u v j z u v k= + + – крива на поверхні Ф, 

o( , )  r u v
u
∂
∂

– вектори дотичних до кривої o( , )r u v . 

Аналогічно, якщо ou  таке, що  ( , )ou v G∈ , тоді ( , )or u v  – крива на Ф, 

( , )o
r u v
v
∂
∂

 – вектори дотичних до кривої ( , )or u v . 

Множина кривих ) ,( ovur  і ),( vur o  утворює множину координатних ліній. 

Оскільки No(uo, vo) → Mo(xo, yo, zo), то ( ) i ( )o o
r rN N
u v
∂ ∂
∂ ∂

– два вектори, що вихо-

дять із однієї точки Мо.. Із вимоги А2), в якій рядки матриці містять координати векто-

рів ( ) ( )o o
r rN i N
u v
∂ ∂
∂ ∂

, випливає, що ці вектори лінійно незалежні, оскільки ранг утво-

реної ними матриці дорівнює двом. 
Тоді зазначені два вектори та точка Мо визначають площину в т. Мо на поверхні, 

яка є дотичною до цієї поверхні, а 
0 0

0

0 0

( ), ( )
( )

( ), ( )

r rN N
u vn M
r rN N
u v

∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦=
∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 – одиничний вектор 

нормалі до дотичної площини в т. Мо. 
Оскільки поверхня гладка, то усі компоненти дотичних векторів є неперервними 

функціями, тому ( )n M  – неперервна функція в околі довільної точки поверхні Мо. Та-
ким чином, в околі будь-якої точки гладкої, без особливих точок поверхні утворено не-
перервне векторне поле нормалей. На практиці хотілося б мати справу з поверхнями, 
що мають цілком у всіх своїх точках неперервне поле нормалей. 

Приклад 7.3 Розглянемо листок Мебіуса. Він 
утворюється склеюванням прямокутника АВВ´А´ так, 
щоб збіглися точки  В з А´ і  А з В´. Поверхню, що 
утвориться в результаті називають листком Мебіуса 
(рис. 7.2). 

При оббігу листка Мебіуса нормаль змінює свій 
напрям на протилежний. Листок Мебіуса не має непе-
рервного поля нормалей (факт, відомий із диференці-
альної геометрії). 

 

Якщо поверхня Ф в цілому має неперервне по-
ле нормалей, то таку поверхню називають двосторон-
ньою. У супротивному випадку поверхню називають 
односторонньою. 

Листок Мебіуса є односторонньою поверхнею. 
 

Поверхню Ф називають повною, якщо будь-яка фундаментальна послідовність 
точок цієї поверхні збігається до точки, що лежить на цій поверхні. 

 

Поверхню називають обмеженою, якщо її можна помістити в деяку тривимірну 
кулю. 

Приклади 7.4 Куля, еліпсоїд, еліптичний параболоїд – двосторонні та повні по-
верхні. Куля та еліпсоїд – обмежені. 

Надалі будемо розглядати такі поверхні Ф, що є:  
1) гладкими, 2) без особливих точок, 3) двосторонніми, 4) повними, 5) обмеженими. 

 
Рис. 7.2 

А 

В В´ 

А´ 
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7.2.2 Допоміжні леми. 
Лема 7.1 Нехай Ф гладка поверхня, а точка 0М  не є особливою, тобто rangА=2 в 

т. ( )0 0,u v , що відповідає точці  0М . Тоді існує такий окіл точки  0М , який однозначно 
проектується на дотичну площину, що проходить через будь-яку точку цього околу. 

 

Ділянка  ∗Φ ⊂ Φ  має розмір менший за δ , якщо вона лежить всередині кулі ра-
діуса 2/δ .  

Лема 7.2 Якщо поверхня Φ  гладка, без особливих точок, обмежена, повна, тоді 
існує таке 0δ > , що будь-яка ділянка  ∗Φ  поверхні Φ , розмір якої менший за δ , одно-
значно проектується  

а) на одну із координатних площин; 
б) на будь-яку дотичну площину, що проходить через будь-яку довільну точку ці-

єї ділянки. 
Лема 7.3 Якщо поверхня Φ  гладка, без особливих точок, обмежена, повна, двос-

тороння та визначається рівняннями (7.4), тоді Φ⊂Φ∀>∃>∀ ∗00 δε  ділянка розміру, 
меншого за δ , є такою, що кут ∠γ  між будь-якими двома нормалями в точках цієї діля-
нки задовольняє умову cos 1γ = − α , де 0 < α < ε . 

 
7.2.3 Площа поверхні.  
Нехай  Φ  – гладка, без особливих точок, двостороння, повна, обмежена.  
Застосовуємо лему 7.2, згідно з якою, знайдемо таке δ , щоб будь-яка ділянка по-

верхні розміром, меншим за δ , однозначно проектувалася б на будь-яку дотичну пло-
щину, що проходить через довільну точку цієї ділянки. Розбиваємо цю поверхню за до-
помогою кусково-гладких кривих на скінченну кількість ділянок { } 1

n
i i=

Φ  розміром, 
меншим за δ . Нехай i іM ∈Φ  ( 1,2,...,i n= ) – довільні точки на цих ділянках. Позначи-
мо через d – найбільший серед розмірів ділянок іΦ  – це діаметр розбиття (за побудо-
вою, d < δ ). Проектуємо ділянку іΦ  на дотичну площину, що проходить через точку 

iM . Позначаємо площу утвореної проекції через іσ . Розглянемо 
1

n

і
і=

σ∑ . 

Границею сум 
1

n

і
і=

σ∑ , що відповідають розбиттю { } 1

n
i i=

Φ , при діаметрі розбиття d, 

що прямує до нуля, називають  

{ } 10 1

lim 0 0 :
n def n

і i id і

I
=→

=

= σ ⇔ ∀ε > ∃δ > ∀ Φ∑  { }
1

n

i i
i

M d I
=

∀ < δ ⇒ σ − < ε∑ . 

Якщо існує скінченне значення границі 
0 1

lim
n

іd і

I
→

=

= σ∑ , тоді поверхню Ф назива-

ють квадровною, а значення границі I  – її площею. Позначення: ( )I = σ Φ . 
Зауваження 7.1 Не можна отримати площу поверхні, апроксимуючи її площами 

поверхонь вписаних многогранників при подрібненні розмірів граней, і беручи за пло-
щу поверхні sup вписаних многогранників (так ми робили при обчисленні довжин кри-
вих, вписуючи в них ламані). Існує класичний приклад Шварца – так званий «чобіт 
Шварца», – він показує, що у площ, вписаних в циліндричну поверхню многогранників, 
може не існувати скінченного sup.   

Теорема 7.2 Нехай поверхня Φ  – гладка, без особливих точок, двостороння, по-
вна, обмежена і визначається рівняннями (7.4) на простій плоскій області G. Тоді ця по-
верхня є квадровною, а для обчислення її площі застосовується формула:  
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;
G

r r du dv
u v
∂ ∂⎡ ⎤σ = ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦∫∫ 1, 

де ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , ,r u v x u v y u v z u v= . 
 

В теоремі припускається, що поверхня є гладка, без особливих точок, двосторон-
ня, повна, обмежена і визначається рівняннями (7.4). Якщо поверхню можна розбити на 
скінченну кількість ділянок без спільних внутрішніх точок, кожна з яких є гладкою, без 
особливих точок, повною, обмеженою, двосторонньою, що визначаються рівняннями 
(7.4), тоді поверхня Ф також  буде квадровною, а її площа обчислюється як сума площ 
ділянок, що її утворюють.  

 

Площа поверхні задовольняє властивості адитивності, тобто  
( )

1 21 2 1 2 Φ Φ ΦΦ = Φ Φ ∧ Φ Φ =∅ ⇒ σ = σ + σ∪ ∩o o . 
 

7.2.4 Формули площі поверхні, що задана параметрично, явно.  
Будемо, як і раніше, припускати, що поверхня, задана рівняннями (7.4), гладка, 

без особливих точок, повна, двостороння, обмежена, а область G , на якій задані функ-
ції із (7.4), є простою плоскою областю. 

2 2 2 2

2 2 2 2

Нехай ,

,

, .

r x y zE
u u u u
r x y zG
v v v v
r r x x y y z xF
u v u v u v u v

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= = ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

Тоді, застосовуючи співвідношення ,,,||||),(],[ 2222

v
rb

u
rabababa

∂
∂

=
∂
∂

=⋅=+  отри-

маємо 2, ,r r E G F
u v
∂ ∂⎡ ⎤ = −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 тобто 

2 площа поверхні, заданої параметрично через (1.7).
G

E G F du dvσ = − −∫∫  

 

 Нехай поверхня визначається функцією, що задана явно ),( yxfz = , Gyx ∈),( . 
Функція ),( yxf  на плоскій простій області G  неперервна разом із своїми частинними 
похідними. Графік цієї функції є поверхнею (див. приклад 7.2) гладкою, без особливих 
точок, повною, двосторонньою, обмеженою. Її параметризація матиме вигляд: 

 Gvu
vufz

vy
ux

∈
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

),(
),,(

,
,

. 

Тоді  
[ ] ,),(1 2yxfE x′+=  [ ] ,),(1 2yxfG y′+=  ),,(),( yxfyxfF yx ′⋅′=  

[ ] [ ] .),(),(1 222 yxfyxfFGE yx ′+′+=−  
Звідки 
                                                 
1 Якщо bia  – вектори, то  ],[ ba  – їх векторний добуток. 
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[ ] 221 ( , ) ( , ) площа поверхні,що задана явно.x y
G

f x y f x y dx dy′ ′⎡ ⎤σ = + + −⎣ ⎦∫∫  

7.2.5 Означення поверхневих інтегралів першого і другого роду. 
Нехай поверхня Ф –  гладка, без особових точок, двостороння, повна, обмежена і 

визначена параметричними рівняннями (7.4) в простій плоскій області G.  
Припустимо, що на цій поверхні визначені чотири функції f(x,y,z), P(x,y,z), 

Q(x,y,z), R(x,y,z). Надалі будемо вважати, що вони неперервні на Ф.  
Розіб’ємо поверхню Ф за допомогою кусково-гладких кривих на ділянки {Фі} 

так, щоб виконувалися леми 7.2 і 7.3.  
Нехай Мі ∈  Фі точка на іій ділянці поверхні,  ( )in M  – вектор одиничної нормалі, 

тобто ( ) (cos ,cos ,cos )i i i in M X Y Z= . Позначимо 2( )σ = σ = −∫∫i i
S

Ф EG F dudv , d – 

найбільший серед розмірів ділянок Фі. Введемо чотири інтегральні суми: 

{ } { }( )

{ } { }( )

{ } { }( )

{ } { }( )

1 1 i
1

2 2 i
1

3 3 i
1

4 4 i
1

, Ф , ( ) ,

, Ф , ( )cos ,

, Ф , ( )cos ,

, Ф , ( )cos .

n

i i i
i

n

i i i i
i
n

i i i i
i
n

i i i i
i

f M F M

P M P M X

Q M Q M Y

R M R M Z

=

=

=

=

Σ = Σ = σ

Σ = Σ = σ

Σ = Σ = σ

Σ = Σ = σ

∑

∑

∑

∑

 

 

Границею інтегральних сум sΣ  при діаметрі розбиття, що прямує  до нуля, нази-
вають таке число sI , для якого 

{ } { }
0

lim 0 0s i i s sSd
I Ф M d I

→
= ⇔ ∀ε > ∃δ > ∀ ∀ < δ ⇒ −Σ < ε∑   ( 1,2,3,4=s ). 

 

Якщо існує 1 10
lim
d

I
→

= Σ , тоді 1I  називають поверхневим інтегралом першого роду. 

Позначення: 1 ( , , )= σ∫∫
Ф

I f x y z d . 

 

Якщо існує 
0

lims sd
I

→
= Σ , s = 2, 3, 4, тоді  sI  називають поверхневим інтегралом 

другого роду. Позначення:  

.),,(cos),,(

,),,(cos),,(

,),,(cos),,(

4

3

2

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

==

==

==

Ф Ф

Ф Ф

Ф Ф

dxdyzyxRZdzyxRI

dxdzzyxQYdzyxQI

dydzzyxPXdzyxPI

σ

σ

σ

 

 

Значення суми 

∫∫

∫∫

Φ

++=

=++=++

σdZRYQXP

dxdyzyxPdxdzzyxQdydzzyxPIII
Ф

)coscoscos(

),,(),,(),,(432

  

називають повним (або загальним) поверхневим інтегралом другого роду. 
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Поверхневий інтеграл І роду не залежить від сторони поверхні, по якій він обчи-
слюється, а поверхневий інтеграл ІІ роду залежить від сторони поверхні. Повний повер-
хневий інтеграл ІІ роду змінює знак на протилежний при зміні сторони поверхні. 

 

Фізичний зміст поверхневих інтегралів. Поверхневий інтеграл І роду – це маса 
поверхні з поверхневою густиною f(x,y,z). 

Розглянемо повний поверхневий інтеграл ІІ роду. Нехай  
)),,(),,,(),,,((),,( zyxRzyxQzyxPzyxA = , 

( , , ) (cos ,cos ,cos )n x y z X Y Z= , 
тоді 2 3 4 ( , )+ + = σ∫∫

Ф

I I I A n d  – течія векторного поля A  через поверхню Ф. 

 

Поверхневий інтеграл І роду і загальний поверхневий інтеграл ІІ роду не зале-
жать від вибору системи координат і є інваріантними відносно переходу до нових коор-
динат. 

 

Зв’язок між поверхневими інтегралами І і ІІ роду. Для переходу від поверхневого 
інтеграла ІІ роду до поверхневого інтеграла І роду потрібно відповідно за функцію 

( , , )f x y z  обрати або ( , , ) cosP x y z X , або ( , , ) cosQ x y z Y , або ( , , ) cosR x y z Z . 

7.2.6 Зведення поверхневих інтегралів до кратних інтегралів Рімана. 
Теорема 7.3 (зведення поверхневих інтегралів до подвійних). Якщо поверхня Ф – 

гладка, без особових точок, двостороння, повна, обмежена і визначена параметричними 
рівняннями (7.4) на простій плоскій області G . Тоді 

2
1 ( ( , ), ( , ), ( , )) ,

G

I f x u v y u v z u v EG F dudv= −∫∫  

2
2 ( ( , ), ( , ), ( , )) cos ,

G

I P x u v y u v z u v EG F Xdudv= −∫∫  

2
3

2
4

( ( , ), ( , ), ( , )) cos ,

( ( , ), ( , ), ( , )) cos .
G

G

I Q x u v y u v z u v EG F Ydudv

I R x u v y u v z u v EG F Zdudv

= −

= −

∫∫
∫∫

 

 

Наслідок 7.1 Нехай ( , )z f x y= −  неперервна функція на замкненій обмеженій 
області G , яка має неперервні частинні похідні першого порядку на G . Тоді графік цієї 
функції є гладкою, без особливих точок, двосторонньою, повною обмеженою поверх-
нею Φ . Поверхневі інтеграли ІІ роду за цією поверхнею обчислюються за формулами: 

,)),(,,(

,),()),(,,(

,),()),(,,(

4

'
3

'
2

∫∫

∫∫

∫∫

=

−=

−=

G

G
y

G
x

dxdyyxfyxRI

dxdyyxfyxfyxQI

dxdyyxfyxfyxPI

 

у припущенні, що нормаль до поверхні утворює гострий кут з віссю Оz. 
 

Якщо поверхня Ф кусково-гладка, то поверхневі інтеграли можна обчислити як 
суму інтегралів за гладкими, без особливих точок, двосторонніми, обмеженими, повни-
ми ділянками.  
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7.3 Скалярне і векторне поле. Дивергенція і ротор векторного поля, їх 
фізичний зміст та формули для обчислення 

 

7.3.1 Скалярні і векторні поля. 
Для зручності подальшого розгляду, будемо векторні величини позначати рискою 

або стрілкою зверху на відміну від скалярних величин. 
 

Будемо говорити, що в області D  задане скалярне (векторне) поле, якщо кожній 
точці DМ ∈  відповідає за деяким законом єдине число (вектор). 

 

Якщо 3R⊂D , тоді скалярне поле – це скалярна функція трьох змінних; а вектор-
не поле – векторна (координатна) функція трьох змінних. 

 

Скалярне поле ( )U M  називають диференційовним в точці DМ ∈ , якщо його по-
вний приріст можна подати у вигляді 

1 2 3 1 2 3( )U M A x A y A z x y zΔ = Δ + Δ + Δ + α Δ + α Δ + α Δ , 
де 1 2 3, ,A A A  – числа, що не залежать від zyx ΔΔΔ ,, ,  

00lim

0
0
0

0
0
0

=∧=

=Δ
=Δ
=Δ

→Δ
→Δ
→Δ

z
y
xii

z
y
x

αα  ,     і=1, 2, 3. 

 
Як було доведено в темі «Функції багатьох змінних», еквівалентним є подання 

повного приросту у вигляді 

),()( 321 ρozAyAxAMU +Δ+Δ+Δ=Δ    .0)(lim,
0

222 =Δ+Δ+Δ=
→ ρ

ρρ
ρ

ozyx  

Нехай { } { }.,,,,, 321 zyxhAAAA ΔΔΔ==  Тоді повний приріст матиме вигляд: 
)(),()( ρohAMU +=Δ . 

Як було доведено в темі «Функції багатьох змінних», градієнт скалярного поля 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
z
U

y
U

x
UMU

def
;;)(darg ),(MU∇=   ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=∇
zyx

;;  

визначає напрям найшвидшого зростання або спадання цього поля, тому градієнт не за-
лежить від вибору системи координат. Отже, градієнт – це інваріант. Якщо eG  – одинич-
ний вектор, що задає напрям, тоді похідна скалярної функції за напрямом eG  обчислю-
ється за формулою 

)),(darg()( eMUM
e
U

=
∂
∂  

 
Векторне поле )(MaG  називають диференційовним в точці DМ ∈ , якщо існує лі-

нійний оператор А: 33 RR → , такий, що  
( )hohAMaMaMa +=−=Δ )()()( 1

G ,  

де ),,( 0001 zzyyxxM Δ+Δ+Δ+= ,  h = 222 zyx Δ+Δ+Δ=ρ ,  

( )ho  – вектор: 
( )

kji
h
ho

h

GGGG
G 0000lim

0
++==

→
. 

Твердження 7.2 Якщо ( )a MG  – диференційовне векторне поле в точці  М D∈ , 

тоді приріст векторного поля у вигляді ( )( )a M Ah o hΔ = +
G

 визначається однозначно. 



 Криволінійні  та  поверхневі  інтеграли .  Теорія  поля  
 

 96

Векторне поле називають диференційовним в області D , якщо воно диференці-
йовне у всіх точках області D . 

 

Нехай 1,М М D∈ . Одиничний вектор eG  однаково спрямований з вектором 1ММ , 
тобто 1e MM↑↑

G
. 

 
Похідною векторного поля ( )a MG  за напрямом eG  називають 

1

1

1

)()(lim)(lim)(
11 MM

MaMa
MM

MaM
e
a

MMMM

GG
−

=
Δ

=
∂
∂

→→
. 

Твердження 7.3 Якщо ( )a MG  – диференційовне векторне поле в точці  М D∈ ,  

eG  – одиничний вектор, що задає напрям, тоді ( )a M Ae
e
∂

=
∂

G G
G , де А – оператор в означенні 

диференційовності векторного поля ( )a MG . 

Мета: знайти матрицю 
o
A  оператора А, що визначається умовою диференційов-

ності в ортонормованому базисі , ,i j k . 
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Висновок: 
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7.3.2 Дивергенція, ротор, похідна за напрямом векторного поля. 

Дивергенцією векторного поля, що є диференційовним в точці М називають диве-
ргенцію оператора А, що визначається умовою диференційовності цього векторного по-
ля в точці М. Тобто, якщо ( )( )a M Ah o hΔ = + , то div ( ) diva M A= . 

 
Ротор означається аналогічно, як rot ( ) roa M t A= . 
Якщо ( ) ( ( ), ( ), ( ))a M P M Q M R M= , то формули [2, c. 49-50] для обчислення ма-

ють вигляд: 

( )1 2 3
1 2 3div , ;P Q Ra a a a a

x y z
∂ ∂ ∂

= + + = + + = ∇
∂ ∂ ∂

 
3 2 1 3 1 2
2 3 3 1 2 1rot ( ) ( ) ( )a a a i a a j a a k= − + − + − =  
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[ ], .

i j k
R Q P R Q Pi j k a
y z z x x y x y z

P Q R

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − + − = = ∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Нехай напрям задається одиничним вектором 
cos cos cose i j k= α + β + γ , 

де { }cos ,cos ,cosα β γ  – направляючі косинуси. Отримаємо формули для обчислення по-
хідної за цим напрямом: 

cos cos cosAe Ai Aj Ak= α ⋅ + β ⋅ + γ ⋅ =  

cos cos cosP P Pi
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ⋅ α + β + γ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

cos cos cos

cos cos cos .

Q Q Qj
x y z
R R Rk
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ ⋅ α + β + γ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ ⋅ α + β + γ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

 

Дивергенція і ротор не залежать від вибору базису, тому для диференційовного в 
точці М векторного поля ротор і дивергенція – інваріанти. Звідси випливає, що в кожній 
точці М D∈  вони визначаються однозначно. 

 

Фізичний зміст дивергенції і ротору. 
 
Дивергенція векторного поля ( ) ( ( ), ( ), ( ))a M P M Q M R M=  обчислюється за фор-

мулою div P Q Ra
x y z

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

, а тому визначає швидкість зміни кожного компонента век-

тора у своєму власному напрямі. Отже, вона характеризує розбіжність векторного поля. 
Крім того, 

• div ( ) 0a M > ⇒ із точки М витікає більше рідини, ніж потрапляє, тоді 
таку точку М називають витоком;  

• div ( ) 0a M < ⇒  із точки М витікає менше рідини, ніж потрапляє, тоді 
таку точку М називають стоком;  

• div ( ) 0a M = ⇒  здійснюється баланс між витіканням і потраплянням рі-
дини в точці М. 
 

Величина ротора векторного поля rota  обчислюється за формулою 

rot

i j k
R Q P R Q Pa i j k
y z z x x y x y z

P Q R

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Ротор векторного поля характеризує вихор. Це пов’язано з тим, що він якби «змішує» 
похідні і компоненти. Він якби слідкує як змінюються компоненти векторного поля за 
чужими напрямами, тобто ротор характеризує обертання векторного поля.  

Якщо ( )v MG  – векторне поле швидкостей течії рідини, тоді його кутова швидкість 

виражається через ротор векторного поля ( )v MG  за формулою: 1( ) ( )
2

M rot v Mω =
JJJGG . 
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7.4 Основні формули аналізу. Формула Гріна. Формула Остроградсько-
го-Гаусса. Формула Стокса 

 

7.4.1 Формула Гріна 

Нехай π  – це площина в 3\ , 
k
G

 – одиничний вектор нормалі до π , 
D  – область на площині π . 
D  – однозв’язна плоска область, тобто така область, яка має властивість: будь-

яка кусково-гладка зімкнена крива, що лежить в D , обмежує область, яка також цілком 
лежить в  D . 

Через С  позначимо межу D∂  області D , тобто множину межових точок D . 
Умови на межу С D= ∂  області D : 

1) множина С  утворює криву, яка є зімкненою, кусково-гладкою, без особливих 
точок; 

2) на площині π  можна обрати таку декартову прямокутну систему координат, що 
усі прямі, які паралельні осям координат перетинають С не більш, ніж у двох точках. 

( )t t M= – векторне поле одиничних векторів дотичних до кривої С, яке узго-
джено з k

G
. Це означає наступне: якщо дивитися з кінця вектора k

G
, то вектори t  будуть 

задавати додатній напрям оббігу кривої С, тобто оббіг, що узгоджений з нормаллю за 
правилом «штопора». 

Теорема 7.4 (формула Гріна). Нехай  
   ♦ ( )a MG  – векторне поле, диференційовне у відкритій  області D ,  
   ♦ межа С D= ∂  області D задовольняє умови 1) і 2), 
   ♦ векторне поле ( )a MG  має неперервні похідні за будь-яким напрямом в точках зами-
кання D , тобто в точках множини D C D=∪ .  

Тоді  виконується формула: 
 ( , rot ) ( , )

D C

k a ds t a dl=∫∫ ∫v                                          (Г1) 

(тут ds −  елемент площі області D , а dl −  диференціал дуги кривої C ). 
Фізична інтерпретація формули Гріна. Значення інтеграла ( , )

C

t a dl∫v  – це цирку-

ляція векторного поля ( )a MG  вздовж контуру С (або робота векторного поля ( )a MG  по 
пересуванню матеріальної точки вздовж кривої С). Воно дорівнює значенню інтеграла 

( , rot )
D

k a ds∫∫ , яке характеризує течію векторного поля rota  через область D . 

Зауваження 7.2 (щодо умови 2). Якщо 
умова 2) на контурі С не виконується, тоді по-
трібно розбити область на ділянки, на яких 
вона виконується. Наприклад, якщо таких ді-
лянок виявиться дві (рис. 7.3), то 

,
1 2

∫∫ ∫∫ ∫∫+=
D D D

 

.

,

1 31 1 3

2 32 2 3

∫∫ ∫ ∫ ∫

∫∫ ∫ ∫ ∫

−==
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Рис. 7.3 



Криволінійні  та  поверхневі  інтеграли .  Теорія  поля  
 

 99

Тепер додамо дві останні рівності, отримаємо 
∫∫ ∫ ∫ ∫=+=
D C C C1 2

. 

Таким чином, формула Гріна виконується і без умови 2). 
Зауваження 7.3 (щодо однозв’язності області D ). Не обов’язково потрібно на-

кладати умову однозв’язності. Аналогічно зауваженню 7.2 область розбивається на ді-
лянки за допомогою кусково-гладких кривих так, щоб кожна ділянка була од-
нозв’язною. Інтеграли за кривими розділу взаємознищуються при додаванні. 

Зауваження 7.4 (щодо послаблень припущень гладкості векторного поля ( )a MG ). 
Умови на гладкість векторного поля ( )a MG  можна послабити, замінивши їх на непере-
рвність поля ( )a MG  в D , його диференційовність в D  і неперервність похідних за будь-
яким напрямом в D . 

Зауваження 7.5 (щодо послаблень припущень на криву С). На криву можна накла-
дати лише припущення про її спрямлюваність.  

Зауваження 7.6 Формула Гріна може бути записана у вигляді: 

D C

Q P ds Pdx Qdy
x y

⎛ ⎞∂ ∂
− = +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫∫ ∫v .                                            (Г2) 

Крім того, формула (Г2), так само, як і формула (Г1), залишається інваріантною віднос-
но вибору прямокутної системи координат.  

7.4.2 Формула Остроградського-Гаусса. 

Однозв’язною тривимірною областю 3D ⊂ \  називають таку область, що будь-
яка кусково-гладка зімкнена поверхня G , яка міститься в D , обмежує область 1D , яка 
лежить всередині D, тобто 1( )G D D⊂∪ . 

S D= ∂  –множина межових точок області D. 
( )n n M=

G G
 – векторне поле одиничних зовнішніх нормалей до поверхні S. 

Поверхня S  в 3\  задовольняє умови: 
1)  S – кусково-гладка, без особливих точок, двостороння, повна, обмежена, зімкне-

на; 
2)  ∃  Oxyz (можна обрати прямокутну систему координат) таку, що будь-яка пряма, 

паралельна кожній координатній осі, перетинає S не більше, як у двох точках. 
 

Теорема 7.5 (формула Остроградського-Гаусса). Нехай  
   ♦  ( )a MG  – диференційовне в D векторне поле,  
   ♦  множина межових точок S D= ∂  області D задовольняє умови 1) і 2),  
   ♦  похідна за будь-яким напрямом неперервна в D S D=∪ .  
Тоді  виконується формула: 

div ( , )
D S

a dv a n ds=∫∫∫ ∫∫w                                                (О-Г1) 

(тут dv  – елемент об’єму області D , ds  – елемент площі поверхні S ). 
Фізичний зміст: потрійний інтеграл від дивергенції векторного поля дорівнює те-

чії векторного поля через поверхню S. 
Зауваження 7.7 (щодо області D ). Якщо поверхня S не задовольняє умову 2) 

або область D , яку вона обмежує, не є однозв’язною, тоді область D  потрібно розбити 
на скінченну кількість областей, кожна з яких задовольняє умову 2), і застосувати влас-
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2H
2\  

Рис.7.4 
С 

G 

тивість адитивності кратного інтеграла: 
1

i

n

iD D=

=∑∫∫∫ ∫∫∫ . Що стосується поверхневого ін-

теграла, то інтеграли вздовж тих частин поверхні, що будуть спільними у областей iD , 
взаємознищаться, оскільки будуть мати протилежно спрямовані нормалі. Після застосу-
вання формули Остроградського-Гаусса для кожної з частин iD  та підсумовування, ми 

отримаємо, що 
D S

=∫∫∫ ∫∫w . 

Зауваження 7.8 Формулу Остроградського-Гаусса можна переписати у вигляді:  

∫∫∫∫∫ ++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

SD
dxdyRdxdzQdydzPdxdydz

z
R

y
Q

x
P                   (О-Г2) 

Причому, ця формула є інваріантною за формою і значенням відносно переходу 
до нової системи координат.  

7.4.3 Формула Стокса. 
Повторимо деякі означення і зробимо висновки з метою введення поняття повер-

хні з краєм. 
А) Із означень випливає, що як елементарна область (ЕО), так і проста плоска об-

ласть (ППО), повинні бути відкритими множинами на площині з евклідовою метрикою. 

Б) 3Φ ⊂ \  – поверхня 
def
⇔  G∃  – ППО і f∃ : G → Ф – локальний гомеоморфізм. 

В) Оскільки проста плоска область G є відкритою множиною, зокрема, в метрич-
ному просторі 2

2\ , то можна множину 2\  локально гомеоморфно відобразити на G.  
Г) Композиція локальних гомеоморфізмів 2\  → G і  G → Ф є локальним гомео-

морфізмом 2\  → Ф, тому означення поверхні можна дати в інший спосіб. 
3Φ ⊂ \  – поверхня 

def
⇔   ƒ: 2\  → Ф – локальний гомеоморфізм. 

Д) Введемо позначення:  
2 2{( , ) : 0}H x y y= ∈ ≥\ . 

Е) Окіл т.М на поверхні Ф:  

( ) ( )
def

W M U M Ф= ∩ . 
 
Поверхнею з краєм називають 

таку множину G, деякий окіл кожної з 
точок якої є гомеоморфним образом 
або множини 2\ , або 2H . Множину 
С тих точок, околи яких є гомеоморф-
ними образами множини 2H , назива-
ють краєм поверхні G (див. рис. 7.4).  

 

3S ⊂ \  – однозв’язна поверхня 
def
⇔  ∀С – кусково-гладкої,  

зімкненої кривої C S⊂ ∃  поверхня G, для якої крива С є краєм, причому всі точки ці-
єї поверхні G разом із точками краю С належать поверхні S, тобто ( )G C S⊂∪ . 

 
Умови на поверхню S: 

1) S – кусково-гладка, без особливих точок, двостороння, повна, обмежена;  
2) ∃ С – край поверхні S, який є кусково-гладкою, без особливих точок просторо-

вою кривою; 
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3) ∃ система координат Oxyz така, що поверхня S однозначно проектується на ко-
жну з трьох координатних площин. 

 
( )n n M=

G G
 – векторне поле одиничних нормалей до S. 

( )t t M=
G G

 – векторне поле одиничних векторів дотичних в точках контура С за 
напрямами, які узгоджені з полем nG . 

За цих умов виконується теорема. 
 
Теорема 7.6 (формула Стокса). Нехай  

♦  ( )а MG  – векторне поле, неперервно диференційовне в околі поверхні S (у відкритій 
множині, що містить у собі S),  
♦  поверхня S задовольняє зазначені умови 1) – 3). 

Тоді має місце формула: 
( , rot ) ( , )

S C

n a ds a t dl=∫∫ ∫
GG Gv                                                 (С1) 

(тут ds  – елемент площі поверхні S , а dl −  диференціал дуги кривої C ). 
Фізичний зміст: течія векторного поля rota  через поверхню S дорівнює цирку-

ляції векторного поля вздовж контура С, який є краєм поверхні S. 
 
Зауваження 7.9 Формула Стокса  є вірною для поверхні S, що задовольняє умови 

1) і 2), але не задовольняє умову 3). Дійсно, припустимо, що поверхню можна записати 

об’єднанням  
1

n

і
i

S
=

= Φ∪  ділянок іΦ , які задовольняють усі три умови, а також ці ділян-

ки не мають спільних внутрішніх точок. Далі подамо поверхневий і криволінійний інте-
грал сумами ,

і іS Ф С Ф∂

= =∑ ∑∫∫ ∫∫ ∫ ∫v v . Для ділянок, що мають спільну межу, криволіній-

ний інтеграл за цією межею взаємно знищиться, оскільки для таких ділянок оббіг буде 
здійснюватися в протилежних напрямах. 

 
Зауваження 7.10 Формулу Стокса (С1) можна переписати у формах:  

S C

R Q P R Q Pdydz dxdz dxdy Pdx Qdy Rdz
y z z x x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− + − + − = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫∫ ∫v .  (С2) 

cos cos cos

S C

X Y Z

ds Pdx Qdy Rdz
x y z

P Q R

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂∫∫ ∫v .   (С3) 

Інтеграли зліва і справа формул (С2) і (С3) мають інваріантний характер відносно вибо-
ру декартової системи координат.  

7.4.4 Умови незалежності криволінійного інтеграла на площині від 
шляху інтегрування. Потенціальні векторні поля. 

Нехай { }( , ) ( , ); ( ,а x y P x y Q x y=
G

 – плоске векторне поле у відкритій області D . 
 
Функцію U(x,y) називають потенціалом векторного поля ( , )a x y , якщо 

( , ) ( , )a x y gradU x y= . Поле аG , що має потенціал, називають потенціальним. 
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Із означення потенціала і градієнта випливає: 

{ }grad ; , , .U U U UU P Q a P Q
x y x y

⎧ ⎫∂ ∂ ∂ ∂
= = = ⇒ = =⎨ ⎬∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭

 

 
Теорема 7.7 Нехай функції P(x,y), Q(x,y) – неперервні у відкритій області D . Для 

будь-яких двох точок А і В із області D  значення інтеграла  ∫ +
АВ

QdyPdx  не залежать 

від лінії AB , що сполучає точки А і В та лежить всередині D , тоді і лише тоді, коли ве-
кторне поле { }( , ) ( , ), ( , )a x y P x y Q x y=

G
 потенціальне. Крім того, при цьому 

∫ −=+
AB

AUBUQdyPdx ).()(  

 
Висновок. Якщо в області D  функції ( , ), ( , )P x y Q x y  неперервні разом із своїми 

частинними похідними, а інтеграл 
AB

Pdx Qdy+∫  не залежить від лінії 

,AB D A B D⊂ ∀ ∈ , тоді (за теоремою 7.7) векторне поле { },a P Q=  – потенціальне, а 

разом з цим ( ) ( )P QM M M D
y x

∂ ∂
= ∀ ∈

∂ ∂
. 

 
Розглянемо зворотне твердження. 
 
Твердження 7.4  Нехай 

1) D  – однозв’язна область,  
2) функції P(x,y), Q(x,y)  – неперервні разом із своїми частинними похідними в обла-

сті D ;  

3) ( ) ( )P QM M M D
y x

∂ ∂
= ∀ ∈

∂ ∂
.  

Тоді інтеграл 
AB

Pdx Qdy+∫  не залежить від лінії ,AB D A B D⊂ ∀ ∈ . 

 
Загальний висновок. Інтеграл  

AB

Pdx Qdy+∫  не залежить від шляху інтегруван-

ня за дугою АВ, що лежить в однозв’язній області D , в якій дані функції неперервні ра-
зом із своїми частинними похідними, тоді і лише тоді, коли 

( ) ( )P QM M M D
y x

∂ ∂
= ∀ ∈

∂ ∂
. Крім того, має місце формула ( ) ( ),

АВ

Pdx Qdy U B U A+ = −∫  

де ( )U M – потенціал векторного поля ( )a MG . 
 

7.5 Питання для самоконтролю 
 

1. Навести означення спрямлюваної кривої, гладкої кривої, особливої точка кривої. 
2. Ввести поняття розбиття кривої, проміжної точки на кривій, інтегральної суми 

першого і другого роду. 
3. Навести означення границі інтегральних сум, криволінійного інтеграла першого і 

другого роду, загального криволінійного інтеграла другого роду.  
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4. Ввести поняття додатного напряму оббігу зімкненої кривої.  
5. Пояснити фізичний зміст криволінійних інтегралів першого і другого роду. 
6. Сформулювати та довести теорему про зведення криволінійних інтегралів до ви-

значеного інтеграла Рімана. 
7. Пояснити правила обчислення криволінійних інтегралів за кусково-гладкою кри-

вою і від кусково-гладких функцій. 
8. Виписати та обґрунтувати властивості криволінійних інтегралів першого роду. 
9. Пояснити поняття гомеоморфізму та локального гомеоморфізму плоскої множи-

ни в просторову, елементарної області, простої плоскої області. Дати означення повер-
хні. 

10. Що таке окіл точки на поверхні? Що таке особлива точка на поверхні? 
11. Виписати умови, за яких множина точок у просторі являє собою поверхню. Дове-

сти відповідну теорему. Дати означення гладкої поверхні. 
12. Сформулювати та довести леми про однозначне проектування малих околів то-

чок на координатні площини, дотичні площини, про кут між нормалями в точках таких 
околів. 

13. Пояснити поняття координатних ліній на поверхні, дотичної площини і нормалі в 
точці поверхні. Дати означення двосторонньої, повної та обмеженої поверхонь. Навести 
приклади. 

14. Навести означення площі поверхні. 
15. Вивести формули для обчислення площі поверхні для різних форм її задання. 
16. Дати означення поверхневих інтегралів першого і другого роду, загального пове-

рхневого інтеграла другого роду. 
17. Пояснити фізичний зміст поверхневих інтегралів. 
18. Сформулювати та довести теорему про зведення поверхневих інтегралів до крат-

них інтегралів. 
19. Вивести формули для обчислення поверхневих інтегралів через кратні у випадку, 

коли поверхня визначається графіком функції двох змінних. 
20. Ввести поняття скалярного та векторного полів, їх диференційовності, похідної 

за напрямом.  
21. Вивести формули для обчислення похідної за напрямком для диференційовного 

скалярного і векторного полів 
22. Пояснити фізичний зміст дивергенції і ротора векторного поля та виписати фор-

мули для їх обчислення. 
23. Дати означення однозв’язної плоскої області. Виписати формулу Гріна з необхід-

ними припущеннями. Пояснити її фізичний зміст. Провести обґрунтоване виведення 
формули. 

24. Пояснити випадки можливості послаблення припущень у формулі Гріна. 
25. Дати означення однозв’язної тривимірної області. Виписати формулу Остроград-

ського-Гаусса з необхідними припущеннями. Пояснити її фізичний зміст. Провести об-
ґрунтоване виведення формули. 

26. Пояснити випадки можливості послаблення припущень у формулі Остроградсь-
кого-Гаусса. 

27. Пояснити поняття краю поверхні.  
28. Дати означення однозв’язної області на поверхні. Виписати формулу Стокса з 

необхідними припущеннями. Пояснити її фізичний зміст. Провести обґрунтоване виве-
дення формули. 

29. Пояснити випадки можливості послаблення припущень у формулі Стокса. 
30. Надати поняття потенціального поля. Виписати умови незалежності криволіній-

ного інтеграла на площині від шляху інтегрування та довести відповідні твердження. 
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8  МЕТОДИКА РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ З ТЕМИ 
«КРИВОЛІНІЙНІ ТА ПОВЕРХНЕВІ ІНТЕГРАЛИ. ТЕОРІЯ ПОЛЯ» 

 

В наступних двох прикладах передбачається застосування теореми 7.1 про 
зведення криволінійного інтеграла до визначеного. 

 

Задача 8.1 а) Обчислити інтеграл ( ) ( )
AC

x y dx x y dy+ + −∫ , якщо AC  – частина 

еліпса 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  для випадку  0y > , де ( ),0A a , ( )0,C b .  

б) (№Д4255) Обчислити криволінійний інтеграл  
ABCDA

dx dy
x y
+
+∫ , де ABCDA  – 

контур квадрата з вершинами (1,0), (0,1), ( 1,0), (0, 1)A B C D− − . 
в) (№Д4311) Знайти площу області D , що обмежена петлею декартового ли-

ста 3 3 3x y axy+ = . 
 

Розв’язання. а) Параметризуємо еліпс: { cos ,
sin ,

x a t
y b t
=
= 0 2t≤ ≤ π . Із умови і па-

раметризації отримаємо: ( , ) , ( , )P x y x y Q x y x y= + = − , ( ) cos ,t a tϕ =  ( ) sint b tψ =  
0, 2a b= = π . Оскільки ( ) sin , ( ) cost a t t b t′ ′ϕ = − ψ = , а точкам ( ),0A a , ( )0,C b  від-

повідають значення параметра 0 i / 2t t= = π , то за формулами (5.2) і (5.3) одер-
жимо: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )... , ,
b

AC a

P t t t Q t t t dt′ ′= ϕ ψ ⋅ϕ + ϕ ψ ⋅ψ =∫ ∫  

( )( ) ( )( )

)(

2

0

2
2 2 2 2

0

cos sin sin cos sin cos

cos sin sin cos sin cos

a t b t a t a t b t b t dt

a t t ab t ab t b t t dt

π

π

= + − + − =

= − − + − =

∫

∫

 

( ) ( )
2 2 2 22

0

sin 2 cos 2 .
2 2

a b a bt ab t dt

π

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟= − + = −
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫   ■ 

 

б) Обчислимо криволінійний інтеграл другого роду 
ABCDA

dx dy
x y
+
+∫  окремо 

вздовж кожної сторони квадрата ABCDA  (рис. 8.1). 
Знайдемо рівняння прямої AB : 

xyAByxAB −=⇒
−
−

=
−
− 1:

01
0

10
1: . 

Звідси (1 )dy d x dx= − = − . Тоді 0dx dy+ = , отже, 
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0
AB

dx dy
x y
+

=
+∫ . 

Оскільки BC  задається рівняннями 
1y x= + , то ( 1)dy d x dx= + = . Відрізку BC  від-

повідають недодатні значення x  і невід’ємні 
значення y , тому yxyx +−=+ . При оббігу 
контура від точки B  до точки C  параметр x  
змінюється від 0 до 1− . Отже, 

.22
)1(

,1
...

1

0

1

0
−==

++−
+

=

=
=

+=
=

+−
+

=

∫∫

∫∫
−−

dx
xx
dxdx

dxdy
xy

yx
dydx

BCBC  

Аналогічно, 

001: =
+
+

⇒=+⇒−=⇒−−= ∫
CD yx

dydxdydxdxdyxyCD . 

2
)1(

...
,1до0відзмінюється

,)00(
,1:

1

0
=

−−
+

=
−
+

=⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫
−=+⇒≤∧≥

=⇒−=

∫∫∫ xx
dxdx

yx
dydx

x
yxyxyx

dxdyxyDA

DADA
. 

В результаті одержимо: 
020)2(0............... =++−+=+++= ∫∫∫∫∫

DACDBCABABCDA
.   ■ 

 
в) Спочатку отримаємо формулу для обчислення площі через криволіній-

ний інтеграл. За означенням міри допустимої множини D , її міра дорівнює її 
площі і 1

D

S dx dy= ⋅∫∫ . Застосуємо формулу Гріна (Г2): 

 
D C

Q P ds Pdx Qdy
x y

⎛ ⎞∂ ∂
− = +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫∫ ∫v ,  

обравши 1Q P
x y

∂ ∂
− =

∂ ∂
, C −  зімкнений контур, який є межею області D  і має дода-

тний напрям оббігу. Розглянемо три можливих випадки.  

1) якщо 1, 0Q P
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
, то  ( , ) , ( , ) 0Q x y x P x y= =  і 1

D C

S dx dy x dy= ⋅ =∫∫ ∫v ; 

2) якщо 0, 1Q P
x y

∂ ∂
= = −

∂ ∂
, то ( , ) 0, ( , )Q x y P x y y= = −  і 1

D C

S dx dy y dx= ⋅ = −∫∫ ∫v ; 

3) якщо 1 1,
2 2

Q P
x y

∂ ∂
= = −

∂ ∂
, то 1 1( , ) , ( , )

2 2
Q x y x P x y y= = −  і  

11
2D C

S dx dy y dx x dy= ⋅ = +∫∫ ∫v . 

 
 

Рис. 8.1 
 D 

  C 

 B 

  А 
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Для обчислення площі за допомогою криволінійного інтеграла потрібно за-
стосувати одну із трьох отриманих вище формул. 

Одержимо параметризацію кривої, поклавши  y tx= , тоді  

3 3 3 3 3 3

2

3

3 ,
3 , 3 , 1

, , 3 .
1

atx
x y axy x t x ax tx t
y tx y tx aty

t

⎧ =⎪⎧ ⎧+ = + = ⋅ +⇒ ⇒⎨ ⎨ ⎨= =⎩ ⎩ ⎪ =
+⎩

 

Звідки  

( )

( )

3

23 3

2 4

23 3

1 23 3 ,
1 1

23 3 .
1 1

t tdx a dt a dt
t t

t t tdy a dt a dt
t t

⎧ ′ −⎛ ⎞⎪ = ⋅ = ⋅⎜ ⎟+⎪ ⎝ ⎠ +⎪
⎨ ′⎪ ⎛ ⎞ −

= ⋅ = ⋅⎜ ⎟⎪ +⎝ ⎠ +⎪⎩

 

Знайдемо значення параметра, які відповідають точці самоперетину кривої. Па-
раметру 1 0t =  відповідає точка (0,0)O  на площині, а параметру 2t = ∞  – та ж сама 
точка, оскільки 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
+

=

=
+

=

∞→

∞→

.0
1
3lim

,0
1
3lim

3

2

0

30

t
aty

t
atx

t

t
 

Розглянемо різницю між y  і x :  
2

3 3 2

3 3 3 ( 1)
1 1 ( 1)( 1)

at at at t
t t t t t

−
− =

+ + + − +
. 

Звідки отримаємо: xy <  при )1;0(∈t , а xy >  при 
);1( +∞∈t . Це означає, що всі точки 

( ))();( 333 tytxM  кривої, що відповідають значенню 
параметра )1;0(3 ∈t  знаходяться нижче прямої 
y x= , а точки ( ))();( 444 tytxM , де 4 (1; )t ∈ +∞ , знахо-
дяться вище цієї прямої (див. рис. 8.2). Отже, по-
перше, інших точок самоперетину крива не має. По-друге, оскільки 

2431 tttt <<< , то точки О, 3M , 4M , О, передують одна одній, тобто 
OMMO ≺≺≺ 43 . Таким чином, контур С пробігається проти годинникової стрі-

лки, що відповідає додатному напряму оббігу. 
Тепер застосуємо другу з отриманих формул для обчислення площі: 

( )
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

⋅
+

⋅−=
+

−
⋅

+
−=−= ∫∫∫

∞∞

0
33

2

0
23

3

3

2
2

11
9

1

21
1

9
t

td
t

ttadt
t

t
t

tadxyS
C

 

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

=

==
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

⋅−= ∫
∞

2

3

2

30

2

3

2

1
,

1

,,

12
9

t
tv

t
tddv

dtdutu

t
tdta  

 

1t =
1t >  

0 1t< <

O

4M  

3M  

1 0t =  

2t = +∞

       x

y

Рис. 8.2 

C
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=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

−= ∫
∞

∞

dt
t

t
t

tta
0

2

3
0

2

3

2

112
9  

( )
( ) 2

3
1

1
2

3

1

1
3
10

2
9 2

0
3

2

0
23

32 a
t

a

t

tda
=

+
⋅−=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

+
−−=

∞∞

∫ .■ 

 
Задача 8.2  

а) Знайти L  довжину кривої 
cos ,
sin ,
,

t

t

t

x e t
y e t
z e

−

−

−

⎧ =
⎪ =⎨
⎪ =⎩

   0 2t≤ ≤ π . 

б) Обчислити криволінійні інтеграли ( )
L

x y dl+∫  і ( ) ( )
L

x y dx y x dy+ + −∫  де 

L −  частина кола 2 2

2
ax y ax x⎛ ⎞+ = ≥⎜ ⎟

⎝ ⎠
, що сполучає точки ,

2 2
a aA⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 і  ,
2 2
a aB⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

в) Обчислити криволінійний інтеграл ( )2 2

AB

x y dl+∫ , вздовж дуги кривої 

2 2 , tgy zx y cz
x c

+ = = , що сполучає точки 0 0 0(0,0,0), ( , , )A B x y z . 

 
Розв’язання. а) Із умови випливає, що  

( ) cos , ( ) sin ,t tt e t t e t− −ϕ = ψ =  ( ) tt e−η = , 0, 2a b= = π .  
Застосуємо геометричний зміст криволінійного інтеграла першого роду і форму-
ли зв’язку між таким інтегралом і визначеним: 

( ) ( ) ( )2 2 2
b

L a

L dl t t t dt′ ′ ′= = ⎡ϕ ⎤ + ⎡ψ ⎤ + ⎡η ⎤ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫  

( )
2

2 2 2

0

cos sin sin cost t t t te t e t e t e t e dt
π

− − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − + − + + − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  

2
2 2 2 2

0

cos 2cos sin sin sin 2sin cos cos 1te t t t t t t t t
π

−= ⋅ + + + − + + =∫  

( ) ( ) .11313
0
2

33 2
2

2

0
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−−=−⋅== −−−∫ π

π
π π

e
eedte tt  ■ 

б) Оскільки рівняння кола можна переписати у вигляді 
2 2

2

2 2
a ax y⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

то це коло має центр в точці ,0
2
aC ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 і радіус 
2
a . Нерівність 

2
ax ≥  задає праву ча-

стину кола AMB (див. рис. 8.3). 
В полярній системі координат cos , sinx y= ρ ϕ = ρ ϕ  рівняння даного кола 

має вигляд cosaρ = ϕ , тому 
2 2 2 2( ) cos ( sin )dl d a d a d′= ρ + ρ ϕ = ϕ+ − ϕ ϕ = ϕ , 
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2( ) ( )cos cos (1 cos 2 ),
2

( ) ( )sin cos sin sin 2 ,
2

sin 2 , cos 2 .

ax a

ay a

dx a d dy a d

ϕ = ρ ϕ ϕ = ϕ = + ϕ

ϕ = ρ ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ

= − ϕ ϕ = ϕ ϕ

 

Правій частині кола відповідає зміна полярного 

кута ϕ  від 
4
π

−  до 
4
π . При зведенні криволіній-

ного інтеграла першого роду до визначеного, в 
останньому інтегралі межі інтегрування розс-
тавляються від меншого значення параметра до 
більшого. Щодо криволінійного інтеграла дру-
гого роду, то в ньому суттєвим є напрям оббігу 
кривої. Оскільки крива L −  пробігається від 
точки A  до точки B , то у визначеному інтегра-

лі межі інтегрування будуть від 
4
π  до 

4
π

− . Отже, за теоремою 5.1 матимемо: 

2 2 24 4

44

1 1( ) (1 cos 2 sin 2 ) sin 2 cos 2 1
2 2 2 2 2 2L

a a ax y dl d

π π

ππ −−

π⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + ϕ+ ϕ ϕ = ϕ+ ϕ− ϕ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ , 

( ) ( )
L

x y dx y x dy+ + − =∫
4

4

(1 cos 2 ) sin 2 ( sin 2 )
2 2
a a a d

π
−

π

⎛ ⎞+ ϕ + ϕ ⋅ − ϕ ϕ+⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

4

4

sin 2 (1 cos 2 ) cos 2
2 2
a a a d

π
−

π

⎛ ⎞+ ϕ− + ϕ ⋅ ϕ ϕ =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ( )

2 24

4

sin 2 cos 2 1 1
2 2 2
a ad

π
−

π

π⎛ ⎞− ϕ+ ϕ+ ϕ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ . ■ 

 

в) Потрібно параметризувати дану криву. Нехай спочатку 
cos , sinx y= ρ ϕ = ρ ϕ , тоді  

2 2 2 ,

tg tg tg .

x y cz cz cz
y z z z
x c c c

+ = ⇒ ρ = ⇒ ρ =

= ⇒ ϕ = ⇒ ϕ =
 

Звідси одержимо параметризацію кривої  

cos ,

sin ,

.

zx cz
c
zy cz
c

z z

⎧ =⎪
⎪
⎨ =⎪
⎪ =⎩

   

Тоді  

 
2
a  a

4
πϕ =  

4
πϕ −=  

О

Рис. 8.3 

C 

В 

  А 

M
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( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

2 2
21 1cos sin sin cos 1

2 2

11 .
4 2

z z zdl x y z dz

c z z c z zcz cz dz
c c c c c ccz cz

c z c zdz dz
z c z c

′ ′ ′= + + =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⋅ + + ⋅ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= + + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Оскільки за параметр обрано z , то,  за означенням кривої, він змінюється від 0 до 
0z .  Таким чином, 

( )
0

0
3 5
2 2

2 2

0
0

1 1 2 2
2 2 3 5

z
z

AB

c z z zx y dl cz dz c c c
z c

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟+ = + = ⋅ + ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫  

0 0 0
1 2 .
3 5

z cz c z⎛ ⎞= ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ■ 

 
За твердженням 5.4, якщо 

1) D  – однозв’язна область,  
2) функції P(x,y), Q(x,y)  – неперервні разом зі своїми частинними похідними в 

областіD , 

3) ( ) ( )P QM M M D
y x

∂ ∂
= ∀ ∈

∂ ∂
, 

тоді інтеграл 
AB

Pdx Qdy+∫  не залежить від лінії ,AB D A B D⊂ ∀ ∈ .  

Звідrи випливає (за теоремою 5.7), що поле  { },a P Q=  потенціальне, тобто  

( , ) : ,U UU x y P Q
x y

∂ ∂
∃ = =

∂ ∂
. 

Окрім того, в цьому випадку ( ) ( ).
AB

Pdx Qdy U B U A+ = −∫  Внаслідок того, що 

,U UP Q
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
, диференціал функції ( , )U x y  дорівнює  

U UdU dx dy Pdx Qdy
x y

∂ ∂
= + = +
∂ ∂

. 

Нехай виконуються припущення 1), 2), 3). Тоді виведемо формулу для об-
числення потенціалу ( , )U x y . Внаслідок зазначених припущень і твердження 5.4, 
інтеграл 

AB

Pdx Qdy+∫  не залежить від лінії ,AB D A B D⊂ ∀ ∈ .  

Припустимо, що точки ( , )B x y  і 0 0( , )A x y  можна сполучити ламаною так, як 
зображено на рис. 8.4, і ламана цілком лежить всередині області D . Тоді 

... ... ...,
AMB AM MB

= +∫ ∫ ∫  
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;),(

;0:

0

0

0

dxyxPdyQdxP

dyyyAM
x

xAM
∫∫ =+

=⇒=

 

;),(

;0:

0

dyyxQdyQdxP

dxxxMB
y

yMB
∫∫ =+

=⇒=

 

.),(),(
00

0 dyyxQdxyxP

dyQdxP

y

y

x

x

AMB

∫∫

∫

+=

=+

 

Оскільки інтеграл 
AB

Pdx Qdy+∫  не зале-

жить від кривої, що сполучає точки A  і B , а його значення дорівнює 
( ) ( )

AB

Pdx Qdy U B U A+ = −∫� , то 

0 0

0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )
yx

AB AMB x y

U x y U x y Pdx Qdy Pdx Qdy P x y dx Q x y dy− = + = + = +∫ ∫ ∫ ∫ , 

звідки  

0 0

0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )
yx

x y

U x y P x y dx Q x y dy U x y= + +∫ ∫ . 

Отже,  

0 0

0( , ) ( , ) ( , )
yx

x y

U x y P x y dx Q x y dy C= + +∫ ∫ .                                              (8.1) 

Можна отримати іншу формулу для пошуку потенціалу векторного поля на пло-
щині: 

0 0

0( , ) ( , ) ( , )
yx

x y

U x y P x y dx Q x y dy C= + +∫ ∫ . 

Нехай векторне поле ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )a x y z P x y z i Q x y z j R x y z k= + +  задане в 
однозв’язній множині 3D ⊂ \  простору, його координатні функції , ,P Q R  непе-
рервні разом зі своїми частинними похідними в D  і задовольняють умови 

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )P Q Q R R PM M M M M M M D
y x x y x z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = = ∀ ∈

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
. 

Тоді існує потенціал цього векторного поля, який можна визначити за формулою 

0 0 0

0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
yx z

x y z

U x y z P x y z dx Q x y z dy R x y z dz C= + + +∫ ∫ ∫ . 

 

0x

x

y

x  

0y

y

O

A

B

Рис. 8.4 

M
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Задача 8.3 Використовуючи криволінійний інтеграл, знайти функцію 
( , )U x y , попередньо упевнившись в тому, що наданий вираз є її повним диферен-

ціалом: 2 23 2 3
y dx x dydU

x xy y
−

=
− +

. 

 
Розв’язання. В даному випадку 

2 2 2 2( , ) , ( , )
3 2 3 3 2 3

y xP x y Q x y
x xy y x xy y

−
= =

− + − +
. 

Ці функції неперервні разом зі своїми частинними похідними на всій декартовій 
площині, остання є множиною зв’язною. Отже, умови 1) і 2) твердження 5.4 ви-
конуються. Перевіримо умову 3): 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

3 2 3 ( 2 6 ) 3 3 ,
3 2 3 3 2 3 .

3 2 3 (6 2 ) 3 3 ,
3 2 3 3 2 3

P x xy y y x y x y
P Qy x xy y x xy y

Q x xy y x x y x y y x
x x xy y x xy y

⎫∂ − + − − + −
= = ⎪ ∂ ∂⎪∂ − + − + ⇒ =⎬∂ − + − − − ∂ ∂⎪= =

⎪∂ − + − + ⎭

 

Отже, потенціал ( , )U x y  існує, і його можна знайти за формулою (8.1). Точку 
0 0( , )x y  в цій формулі можна обирати довільним чином із множини визначення 

функцій iP Q , тобто на площині. Зручніше за все взяти 0 00, 0x y= = . Отже, ма-
ємо: 

0 0

0
2 2 2 2

0 0

( , )
3 2 3 3 2 3

yx

x y

y xU x y dx dy C
x xy y x xy y

−
= + + =

− + − +∫ ∫  

22 2
20 0 0

0
3 2 3 3 8

3 9

y yx x x dydx dy C C
x xy y xy x

−
= + + = − + =

− + ⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  

0

3 1 33arctg arctg
3 2 2 2 2 2 2 2 2

3

y
xyx y xC C

x x x

− −
= − ⋅ ⋅ + = − + .  

Перевірка.  Доведено, що мають місце рівності ,U UP Q
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
. Дійсно, 

2

2

2 2 2 2 2

2 2

2

1 3 1 1arctg
2 2 2 2 2 2 31

2 2
2 2 2 2(3 ) 1 8 6 2

8 8 9 6 82 2

( , );
3 2 3

1 3 1 1 1arctg 3
2 2 2 2 2 2 2 231

2 2

U y x C
x x x y x

x
x y x x y

x x y xy x x
y P x y

x xy y
U y x C
y y x xy x

x

∂ ∂ −⎛ ⎞= − + = − ⋅ ×⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠ −⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

− − − −
× = − ⋅ ⋅ =

+ − +

= =
− +

∂ ∂ −⎛ ⎞= − + = − ⋅ ⋅ ⋅ =⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠ −⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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      2 2 ( , ).
3 2 3

x Q x y
x xy y

−
= =

− +
   ■ 

 
Задача 8.4 (№Д4303) За допомогою формули Гріна обчислити інтеграл, зі-

мкнувши, якщо це необхідно, криву відрізком прямої. Тут 
( ) ( )sin cosx x

AmO

e y my dx e y m dy− + −∫ , 

де AmO −  верхнє півколо 2 2x y ax+ = , що пробігається від точки ( ,0)A a  до точ-
ки (0,0)O . 
 

Розв’язання. Рівняння кола можна переписати у вигляді 
2 2

2

2 2
a ax y⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. Звідси випливає, що це коло має центр в точці ,0

2
a⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 і  

радіус 
2
a . 

Зімкнемо криву відрізком OA  (рис. 8.5). Об’єднання дуг AmO  і OA  позна-
чимо через C , а область, яку обмежує контур C , через D . 

Застосуємо формулу Гріна. Нехай  
( , ) sin , ( , ) cosx xP x y e y my Q x y e y m= − = − . 

Тоді 

cos , cosx xP Qe y m e y
y x

∂ ∂
= − =

∂ ∂
, 

( ) ( )
( ) ( )

( )

sin cos

sin cos

cos cos ,

x x

AmO
x x

OA
x x

D D

e y my dx e y m dy

e y my dx e y m dy

e y e y m dx dy m dx dy

− + − +

+ − + − =

⎡ ⎤= − − =⎣ ⎦

∫
∫

∫∫ ∫∫

 

( ) ( ) ( ) ( )sin cos sin cosx x x x

AmO D OA

e y my dx e y m dy m dx dy e y my dx e y m dy− + − = − − + −∫ ∫∫ ∫ . 

Зважаючи на означення міри допустимої множини D , одержимо значення по-
двійного інтеграла: 

2 21( )
2 2 8D

a m am dx dy mS D m π⎛ ⎞= = ⋅ ⋅ π ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫∫ . 

Обчислимо криволінійний інтеграл вздовж OA . Оскільки 
( ): 0 0 ( ,0) 0OA y dy P x= ⇒ = ∧ = , 

то вираз під знаком криволінійного інтеграла дорівнює 0. Отже, ... 0
OA

=∫ . Таким 

чином, 

( ) ( )
2

sin cos .
8

x x

AmO

m ae y my dx e y m dy π
− + − =∫    ■ 

 

 
Рис. 8.5 

2
a

 

 a 
 А  О 

 m 

 D 
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Задача 8.5 Обчислити поверхневий інтеграл І роду ( )
S

xy yz xz ds+ +∫∫ , де 

S −  частина конуса 2 2 2 , 0x y z z+ = ≥ , яка лежить всередині циліндра 
2 2 2x y ax+ = . 

 
Розв’язання. Схема утворення поверхні та її проекції D  на площину Oxy  

зображено на рис. 8.6.  

 
 
Виразимо із рівняння поверхні z  через x  і y : 

2 2 2 2 2, 0x y z z z x y+ = ≥ ⇒ = + . 
Знайдемо диференціал поверхні: 

( ) ( )
2 2

22

2 2 2 2

2 21 1 2
2 2

x y
x yds z z dx dy dx dy dx dy

x y x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
′ ′ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + = + + =

⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Для зведення поверхневого інтеграла до кратного застосуємо теорему 5.3: 

( )2 2 2 2
20 ( ) 2

S D

I xy yz xz ds xy y x y x x y dx dy= + + = + + + +∫∫ ∫∫ . 

Для обчислення подвійного інтеграла введемо полярну систему координат. Оха-
рактеризуємо область D  

2 2 2 2 cos ,

: , 0 2 cos .
2 2

x y ax a

D a

+ = ⇒ ρ = ϕ
π π

− ≤ ϕ ≤ ≤ ρ ≤ ϕ
 

Отже, 
2 cos2

2
20

0
2

2 (cos sin sin cos )
a

I d d

π
ϕ

π
−

= ϕ ρ ϕ ϕ+ ϕ+ ϕ ρ ρ =∫ ∫  

∫

π

π
−

=ϕ⋅ϕ+ϕ+ϕϕϕ⋅=
2

2

44 cos)cossinsin(cos24 da  

x 
y 

 z 

 

yx

z

 

x

y 

O
D 
     ai  

  Рис. 8.6 
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2 2
4 4 5

непарна
2 2

0

4 2 (cos sin sin ) cos cos .a d d

π π

π π
− −

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⋅ ϕ ϕ+ ϕ ⋅ ϕ ϕ+ ϕ ϕ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫�����	����

�������	������


 

Оскільки має місце формула 
2 2

0 0

1, непарне,( 1)!!sin cos , , парне,!! 2

n n
n n

nnxdx xdx D D nnn

π π
−⎧− ⎪π= = ⋅ = ∈⎨ −⎪⎩

∫ ∫ ` , 

то 
2 2

5 5

0
2

4!! 2 4 16cos 2 cos 2 2
5!! 1 3 5 15

d d

π π

π
−

⋅
ϕ ϕ = ϕ ϕ = ⋅ = ⋅ =

⋅ ⋅∫ ∫ . 

Таким чином,  4
20

64 2
15

I a= .   ■ 

 
Задача 8.6 Обчислити інтеграл  

2 2 2
21

S

I yz dy dz zy dz dx yx dx dy= + +∫∫ ,  де S −  

зовнішній бік поверхні тіла 
2 2 2 20 , 1, 0, 0z x y x y x y≤ ≤ + + ≤ ≥ ≥ , двома 

способами: безпосередньо та за допомогою 
формули Остроградського-Гаусса. 

 
Розв’язання. Дане тіло T  зображено 

на рис. 8.7. Воно обмежене знизу площиною 
0z =  (поверхня 1S ), зверху – круговим пара-

болоїдом 2 2z x y= +  (поверхня 2S ). Його бі-
чна поверхня утворюється із двох площин 

0, 0x y= =  і кругового циліндра 2 2 1x y+ =  
(поверхні 3 4 5, ,S S S  відповідно).  

Спочатку проведемо обчислення за формулою Остроградського-Гаусса (О-

Г2). В даному прикладі 2 2 2, ,P yz Q zy R yx= = = , тому 2P Q R yz
x y z

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
, 

21 2
T

I yz dx dy dz= ∫∫∫ . Оскільки проекцією D  тіла на площину Oxy  є сектор круга 

2 2 1x y+ ≤ , що лежить в І чверті, а поверхня, що обмежує поверхню, виражається 
через 2 2x y+ , то для обчислення потрійного інтеграла зручно вводити циліндри-

чні координати 
cos ,
sin ,

.

x
y
z z

= ρ ϕ⎧⎪ = ρ ϕ⎨
=⎪⎩

. Матимемо:  

 
 

Рис. 8.7 

x 

 z 



Криволінійні  та  поверхневі  інтеграли .  Теорія  поля  

 115

2 2

2 2 2

2

1 1,
,

: 0 , 0 1, 0
2

x y
z x y

T z

⎫+ = ⇒ ρ = ⇒⎬= + = ρ ⎭
π

≤ ϕ ≤ ≤ ρ ≤ ≤ ≤ ρ
, 

2
21 12 2

2 2
21 0

0 0 0 0 0

12 2
6

0 0 0

2 2 sin sin

1 1sin sin .
7 7

T

I yz dx dy dz d d z dz d d z

d d d

π π
ρ

ρ

π π

= = ϕ ρ ρ ρ ϕ⋅ = ϕ ϕ ρ ρ⋅ =

= ϕ ϕ ρ ρ = ϕ ϕ =

∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

 
Тепер перейдемо до безпосереднього обчислення. Знайдемо поверхневі ін-

теграли ІІ роду за п’ятьма поверхнями. Розглянемо спочатку інтеграл за поверх-
нею параболоїда 2S . Нормаль до неї утворює гострий кут з віссю аплікат, тому 
можна застосувати наслідок 5.1, звідки 

( )
2

' '

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ( , )) ( , ) ( , , ( , )) ( , ) ( , , ( , )) .
S

x y
D

P x y z dy dz Q x y z dz dx R x y z dx dy

P x y f x y f x y Q x y f x y f x y R x y f x y dx dy

+ + =

= − − +

∫∫

∫∫
 

Отже, 
2 2 ( , ) ( , ) 2 , ( , ) 2 ,x yz x y f x y f x y x f x y y′ ′= + = ⇒ = =  

( ) ( )( )
2

22 2 2 2 2 2... 2 2
S D

y x y x x y y y yx dx dy= − + ⋅ − + ⋅ +∫∫ ∫∫ . 

Введемо полярні координати, матимемо: 

( )
2

12
6 5 3 3 2

0 0

... 2 cos sin 2 sin cos sin
S

d d

π

= ϕ − ρ ϕ ϕ− ρ ϕ+ρ ϕ ϕ ρ ρ =∫∫ ∫ ∫  

2
3 2

0

1 2 1 209sin 2 sin cos sin .
8 7 5 840

d

π

⎛ ⎞= − ϕ− ϕ+ ϕ ϕ ϕ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

Далі обчислимо інтеграл за площиною 0z = . За означенням поверхневого 
інтеграла другого роду 

( cos cos cos )
S S

P dy dz Q dz dx Rdx dy P X Q Y R Z ds+ + = + +∫∫ ∫∫ ,                        (8.2) 

де cos , cos , cosX Y Z  – направляючі косинуси нормалі до поверхні. Для даної пло-
щини cos 0, cos 0, cos 1X Y Z= = = − , де знак «–» обрано внаслідок того, що нормаль 
до площини утворює кут 180о з віссю аплікат. Крім того, оскільки 0z = , то 

( ) ( )221 x yds z z dx dy dx dy′ ′= + + = . 

Проекцією на Oxy  частини даної поверхні, що лежить на площині 0z = , є об-
ласть D . Отже,  
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1 1

2 2 2 2 2 2

1 32 2 2
2 3 2 2

0 0 0 0

( cos cos cos ) ( 0 0 0 0 ( 1))

1 1 cos 1cos sin cos (cos ) .
5 5 3 15

S S

D

yz X zy Y yx Z ds y y yx ds

yx dx dy d d d

π π π

+ + = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ − =

ϕ
= − = − ϕ ρ ϕ ϕ⋅ρ ρ = ϕ ϕ = ⋅ = −

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫ ∫ ∫
 

Для площини 0x = : 

cos 1, cos 0, cos 0X Y Z= − = = , ( ) ( )2 21 y zds x x dy dz dy dz′ ′= + + = .  

Проекцією на Oyz  частини даної поверхні, що лежить на площині 0x = , є об-
ласть 2

3 : 0 1, 0D y z y≤ ≤ ≤ ≤ . Отже, 
2

3 3

1 1
2 2 7

0 0 0

1 1... .
3 24

y

S D

yz dy dz ydy z dz y dy= − = − = − = −∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫  

Для площини 0y =  функція під знаком поверхневого інтеграла 
2 2 2cos cos cos 0yz X zy Y yx Z+ + = , тому 

4

... 0
S

=∫∫ . 

Розглянемо циліндричну поверхню 21 ( , )y x g y z= − = . Нормаль до неї 
утворює гострий кут з віссю ординат. Проекція відповідної частини поверхні на 
площину Oxz  являє собою квадрат 4 : 0 1, 0 1D x z≤ ≤ ≤ ≤ . Таким чином, 

( )∫∫

∫∫

=⋅−+⋅−=

=++

4

4

),()),,(,()),,(,(),()),,(,( ''

D
zx

S

dzdxyxgzzygxRzzygxQyxgzzygxP

dyRdxdxdzQdzPdy

 

( ) =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅−⋅−−+

−

−
⋅−⋅−= ∫∫ dzdxxxxz

x

xxz
D4

011
12

21 222
2

22  

( )( ) ( ) .
2
11

2
1

3
1

1

0

2
1

0

22
1

0
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=−+= ∫∫∫ dxxxdzxzzxdx  

В результаті отримаємо: 
5

1

209 1 1 1 1... ... 0
840 15 24 2 7

k
kS S=

= = − − − + + =∑∫∫ ∫∫ .   ■ 

 
Задача 8.7 Обчислити інтеграл вздовж кривої L , яка утворюється перети-

ном зазначених поверхонь. Напрям оббігу обрати таким, щоб спостерігач, якого 
вісь Oz  пронизує з ніг до голови, бачив його таким, що проходить проти руху го-
динникової стрілки. Розглянути два способи: безпосередньо та за формулою Сто-
кса. Тут  

а) (5 2 ) 2 2a
L

I xy dx yz dy xz dz= − − −∫v , 
2 2 9,:

1;
x yL
x y z

⎧ + =
⎨

+ + =⎩
 

б) 23б
L

I yz dx xz dy x dz= − +∫v , 
2 2

2 2 2

4,
:

, 0.

x y
L

x y z z

⎧ + =⎪
⎨

+ = >⎪⎩
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Розв’язання. а) Застосуємо формулу Стокса (С3) 

cos cos cos

S L

X Y Z

ds Pdx Qdy Rdz
x y z

P Q R

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂∫∫ ∫v .   

У даному прикладі за поверхню S  будемо розглядати частину площини 
1=++ zyx , яка лежить всередині циліндра 2 2 9x y+ = . Згідно з умовою щодо 

орієнтації контура, з якою також узгоджено орієнтацію поверхні, нормаль до 
площини потрібно обрати n i j k= + + . Ця нормаль має довжину 3n = , тому 

1 1 1cos , cos , cos
3 3 3

X Y Z= = = . Маємо: 

1 1 1
3 3 3

2 ( ) .
3

5 2 2 2

a
S S

I ds x y z ds
x y z
xy yz xz

∂ ∂ ∂= = + +
∂ ∂ ∂
− − −

∫∫ ∫∫  

Для площини 1z x y= − −  диференціал поверхні дорівнює 

( ) ( )221 3x yds z z dx dy dx dy′ ′= + + = . 

Проекцією  D  поверхні S  на площину Oxy  є круг 2 2 9x y+ ≤ . Отже,  
22 1 3 2 ( ) 2 3 18 .

3a
D

I dx dy S D= ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ =∫∫ π π  

Для безпосереднього обчислення криволінійного інтеграла криву потрібно 
параметризувати. Якщо 3 cos , 3sinx t y t= = , то 2 2 9x y+ = , 1 3 cos 3sinz t t= − − . 
Тобто 

3 cos , 3 sin ,
3sin , 3cos ,
1 3 cos 3sin , 3 (sin cos ) ,

x t dx t dt
y t dy t dt
z t t dz t t dt

= = −⎧ ⎧⎪ ⎪= ⇒ =⎨ ⎨
⎪ ⎪= − − = −⎩ ⎩

 

Звідки 

[

]

2

0

(5 9sin 2 ) ( 3 sin ) 18sin (1 3 cos 3sin )cos

18cos (1 3 cos 3sin ) (sin cos )

aI t t t t t t

t t t t t dt

= − − − − − −

− − − − =

∫
π

 

2
2 3 2

0

108sin cos 54cos 18cos 18sin 2 15sin 18 .t t t t t t dt
π

π⎡ ⎤= − + − − =⎣ ⎦∫    ■ 

 

б) Лінія перетину поверхонь 2 2 4x y+ =  і 2 2 2x y z+ =  при 0z >  лежить на 
площині 2z = . За поверхню, за якою обчислюється поверхневий інтеграл в фор-
мулі Стокса, оберемо саме площину 2z = , яка лежить всередині циліндра 
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2 2 4x y+ = . Тоді нормаль до неї 0 0 1n i j k= ⋅ + ⋅ + ⋅ , а направляючі косинуси 
cos 0, cos 0, cos 1X Y Z= = = . Отже, за формулою Стокса  

2

0 0 1

4 .

3

б
S S

I ds z ds
x y z
yz xz x

∂ ∂ ∂= = −
∂ ∂ ∂

−

∫∫ ∫∫  

Для площини 2z =  диференціал поверхні дорівнює ds dx dy= . Проекцією D  по-
верхні S  на площину Oxy  є круг радіуса 2. Отже,  

24 2 8 ( ) 8 2 32 .б
D

I dx dy S D= − = − ⋅ = − ⋅ ⋅ = −∫∫ π π  

Обчислимо інтеграл безпосередньо. Оскільки контур можна параметризу-

вати 
2 cos ,
2sin ,
2,

x t
y t
z

=⎧⎪ =⎨
⎪ =⎩

то 
2 sin ,

2cos ,
0.

dx t dt
dy t dt
dz

= −⎧⎪ =⎨
⎪ =⎩

 Тоді 

( )
2

2 2

0

24sin 8cos 32бI t t dt= − − = −∫
π

π .   ■ 

 
Задача 8.8 Знайти течію векторного поля 
а) a = 8 11 17x i y j z k+ +  через частину поверхні : 2 3 1x y z+ + =α , що міс-

титься в І октанті (нормаль утворює гострий кут з віссю Oz ). 
б) a = ( )2( ) ( 1)x xy i y x j z k+ + − + −  через зімкнену поверхню 

2 2 2 2: , 8S z x y z x y= + = − −  (нормаль зовнішня). 
 
Розв’язання. Згідно з фізичним змістом загального поверхневого інтеграла 

ІІ роду, течія Π  векторного поля a  через поверхню S  обчислюється за форму-
лою ( , )

S

a n dsΠ = ∫∫ , де ( , , ) (cos ,cos ,cos )n x y z X Y Z=  – одиничний вектор нормалі до 

поверхні S . Тобто  
( , ) ( cos cos cos )

S S

a n ds P X Q Y R Z dsΠ = = + +∫∫ ∫∫ . 

Для даної площини : 2 3 1x y z+ + =α  (або 1: (1 2 )
3

z x y= − −α ) одиничним ве-

ктором нормалі, яка утворює гострий кут з віссю Oz , є вектор ( )1 2 3, ,
14 14 14

n , 

диференціалом поверхні –  

( ) ( )
2 2

22 1 2 141 1
3 3 3x yds z z dx dy dx dy dx dy⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= + + = + − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

а проекцією на площину Oxy  – область D , обмежена прямими 
0, 0, 2 1x y x y= = + =  (рис. 8.8). Тоді течія поля через поверхню дорівнює 
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( )
1 21/ 2

0 0

22 17(1 2 )8 14
314 14 14

1 8 22 17(1 2 )
3

D
y

y x yx dx dy

dy x y x y dx
−

− −⎛ ⎞Π = + + ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + + − − =

∫∫

∫ ∫
 

( )
1/ 2

2

0

1 9 (1 2 ) 12 (1 2 ) 17 34 1
3 2

y y y y dy= − − − − + − =∫ . ■ 

 

 
Рис. 8.8 

 
б) При обчисленні потоку через зімкнену поверхню S  зручніше застосову-

вати формулу Остроградського-Гаусса (О-Г1): 

( , ) div
S D

a n ds a dvΠ = =∫∫ ∫∫∫w ,  

де D −  тіло, яке обмежує поверхня S . Оскільки div QP Ra
x y z

∂∂ ∂= + +
∂ ∂ ∂

, то 

D

P Q R dx dy dz
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
Π = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫∫∫ . 

У даному прикладі 
( ) ( )∫∫∫∫∫∫ +=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
−∂

+
∂
−∂

+
∂
+∂

=Π
DD

dzdydxydzdydx
z

z
y

xy
x

xyx .3)1()( 2
 

Задана поверхня обмежена параболоїдами 
2 2 2 2i 8z x y z x y= + = − −  знизу та зверху, відпо-

відно. Знайдемо лінію перетину параболоїдів: 
2 2 2 2

2 2

, 4,
4.8 ,

z x y x y
zz x y

⎧ = + ⎧ + =⎪ ⇒⎨ ⎨
== − −⎪ ⎩⎩

 

Отже, проекцією тіла D  на площину Oxy  є круг 
2 2 4x y+ ≤  (рис. 8.9).  

Для обчислення потрійного інтеграла, до 
якого зведено обчислення потоку, введемо цилін-
дричні координати cos , sin ,x y z z= ρ ϕ = ρ ϕ = , оде-
ржимо Рис. 8.9 
 

2 2 2 2 2 2, 8 8 ,z x y z x y= + = ρ = − − = −ρ  

( )( )
2

2

82 2 2 2
2

0 0 0 0

(3 sin ) 3 sin 8 2d d dz d d
−ρπ π

ρ

Π = ϕ ρ ρ + ρ ϕ = ϕ ρ + ρ ϕ − ρ ρ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

22 2
2 4 3 5

0 00

3 8 2 12812 sin sin 24 48
2 3 5 15

d d
π π⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ϕ ρ − ρ + ρ − ρ ϕ = ϕ+ ϕ = π⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫ .   ■ 

 

x 

y 

x+2y=1 
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Задача 8.9 а) Знайти циркуляцію векторного поля a = 3
3
y i x j x k− +  

вздовж кривої : 2cos , 2sin ,L x t y t= =  1 2cos 2sinz t t= − −  (у напрямі зростання па-
раметра t ). 

б) Знайти модуль циркуляції векторного поля 22a yz i xz j y k= + +  вздовж 

кривої 
2 2 2

2 2

25,
:

16, 0.

x y z
L

x y z

⎧ + + =⎪
⎨

+ = >⎪⎩
. 

 
Розв’язання. а) За означенням, циркуляція обчислюється за формулою 

Ц ( , )
L

t a dl= ∫v , де  { }( )t t M= – вектори дотичних до кривої L . Оскільки 

{ }
{ }

, , ( , ) cos sin coscos ,cos ,cos
a P Q R t a dl P dl Q dl R dl Pdx Qdy R dzt
= ⎫

⇒ = α + α + γ = + +⎬= α β γ ⎭
, 

То 
Ц

L

P dx Q dy R dz= + +∫v . 

З’ясуємо вигляд заданої кривої. Оскільки 2cos , 2sin ,x t y t= =  то 
2 2 4, 1 2 2x y z x y+ = = − − . Результатом перетину отриманих поверхонь – кругового 

циліндра і площини – є еліпс в просторі. Йому відповідає зростання параметра t  
від 0 до 2π . Таким чином, 

Ц 3
3L

y dx x dy x dz= − + =∫v  

2

0

4 52sin ( sin ) 12cos cos 4cos (sin cos )
3 3

t t t t t t t dt
π⎛ ⎞= ⋅ − − ⋅ + ⋅ − = − π⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ . ■ 

б) Знайдемо циркуляцію векторного поля 22a yz i xz j y k= + +  вздовж 

кривої 
2 2 2

2 2

25,
:

16, 0.

x y z
L

x y z

⎧ + + =⎪
⎨

+ = >⎪⎩
. 

Лінія перетину поверхонь 2 2 2 25x y z+ + =  і 2 2 16x y+ =  при 0z >  лежить 
на площині 3z = . За поверхню, вздовж якої обчислюється поверхневий інтеграл в 
формулі Стокса (С3), оберемо саме площину 3z = , яка лежить всередині цилінд-
ра 2 2 16x y+ = . Тоді нормаль до неї 0 0 1n i j k= ⋅ + ⋅ + ⋅ . Отже, за формулою Сто-
кса  

2

0 0 1

Ц .

2
S S

ds z ds
x y z

yz xz y

∂ ∂ ∂= = −
∂ ∂ ∂∫∫ ∫∫  

Для площини 3z =  диференціал поверхні дорівнює ds dx dy= . Проекцією D  по-
верхні S  на площину Oxy  є круг радіуса 3. Отже,  
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2Ц 3 3 ( ) 3 3 27 Ц 27 .
D

dx dy S D= − = − ⋅ = − ⋅ ⋅ = − ⇒ =∫∫ π π π    ■ 

Задача 8.10 Знайти роботу сили F y i x j= −  при пересуванні точки її при-

кладання вздовж лінії 2 2: 2 1, 0L x y y+ = ≥  від точки ( )1 ,0
2

M  до точки 

( )1 ,0
2

N − . 

Розв’язання. В пункті 7.1.1 було зазначено, що фізичним змістом криволі-
нійного інтеграла ІІ роду є робота A  по переміщенню матеріальної точки із точки 
M  в точку N  вздовж кривої L  під дією сили ( ) ( ) ( ), , ,F x y P x y i Q x y j= + . Тоб-
то  

( ) ( ), ,
L

A P x y dx Q x y dy= +∫ . 

Задану криву параметризуємо в такий спосіб: 
cos ,

2:
sin .

tx
L

y t

⎧ =⎪
⎨
⎪ =⎩

 Пересування із 

точки M  в точку N  відповідає зростанню параметра t  від 0 до π . Тоді для даної 
сили F y i x j= −  робота дорівнюватиме 

0

sin cossin cos
2 2 2L

t tA y dx x dy t t dt
π − π⎛ ⎞= − = ⋅ − ⋅ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ .   ■ 

 
 

9  ЗАВДАННЯ ДО САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
«КРИВОЛІНІЙНІ ТА ПОВЕРХНЕВІ ІНТЕГРАЛИ. ТЕОРІЯ ПОЛЯ» 
 

1, 2. Обчислити криволінійний інтеграл. 
3. Використовуючи криволінійний інтеграл, знайти функцію u , попередньо впев-
нившись в тому, що наданий вираз є її повним диференціалом. 
4. За допомогою формули Гріна обчислити інтеграл, зімкнувши, якщо це необ-
хідно, криву відрізком прямої. 
5. Обчислити поверхневий інтеграл І роду. 
6. Обчислити інтеграл за зовнішньою стороною поверхні S  за допомогою фор-
мули Остроградського-Гаусса. 
7. Обчислити за допомогою формули Стокса інтеграл вздовж кривої L , яка утво-
рюється перетином зазначених поверхонь. Напрям обходу обрати так, щоб спо-
стерігач, якого вісь Oz  пронизує з ніг до голови, бачив його таким, що проходить 
проти руху годинникової стрілки.  
8. Знайти течію векторного поля a = ( , , )a x y z  через частину поверхні P , що міс-
титься в І октанті (нормаль утворює гострий кут з віссю Oz ). 
9. Знайти циркуляцію векторного поля a = ( , , )a x y z  вздовж контура L  (у напрям-
ку зростання параметра t ). 
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ВАРІАНТ 1 

1. 
(3,6)

2 2

(0,0)

4 sin cos 2x y dx y x dy+∫   

вздовж прямої лінії 

2. 
L

xy ds∫    вздовж  контура  

прямокутника,  обмеженого  
прямими 0, 0, 4, 2x y x y= = = =  

3. 2(2 3 1) (2 6 )du x y dx xy dy= − + + −   
4. sh chx x

L

e y dx e y dy− −+∫v ,  

де L −  контур, що обмежує область 
0, 0 , 0a x y x a a− ≤ ≤ ≤ ≤ + > , який 

пробігається у додатному напрямку 

5.  ( )2 2 0,5
S

x y z ds+ + −∫∫ ,  

де S −  частина параболоїда  
2 22 2 , 0z x y z= − − ≥ . 

6. ( )
S

x y dy dz y dx dy+ +∫∫w , 

2 2 2 2: 8 ,S z x y z x y= − − = +  

7. 
L

yz dx xz dy xy dz− +∫v , 

2 2 2

2 2
9,:

9
x y zL
x y

⎧ + + =
⎨

+ =⎩
 

8. 7 (5 2) 4a x i y j z k= + + +π π , 

: 4 1
2
yP x z+ + =  

9. 2a y i x j z k= − + , 
2 2: cos , cos , sin
2 2

L x t y t z t= = =  

 
 

ВАРІАНТ 2 

1. 
2 2

5 / 3 5 / 3
L

x dy y dx
x y

−
+∫ ,  

3

3

cos ,
:

sin

x a t
L

y a t

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 від точки ( ,0)a  до точки (0, )a  

2. 
2 2

L

ds
x y+∫   вздовж  відрізка  прямої 

2
2
xy = −   від  точки  (0, 2)−   до  точки 

(4,0)  

 

3. du =
2 2

2 2 2 2
2 23 5

1 1
xy x ydx dy
x y x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

4. 2 3 3 2

L

x y dx x y dy−∫v ,  

де L −  еліпс 
22

2 2 1yx
a b

+ =  з додатним на-

прямом обходу 

5. ( )
S

xy yz zx ds+ +∫∫ , 
 

{ }2 2 2 2( , , ) : , 2S x y z z x y x y ax= = + + ≤  

6. ( ) ( ) ( )
S

x y dy dz y z dz dx z x dx dy+ + + + +∫∫w  

2: 2 , 4 , 1, , 0S y x y x x z y z= = = = =  

7. 4 3 3
L

dx x dy xz dz+ +∫v ,  

2 2 2,:
3

x y zL
z

⎧ + =
⎨

=⎩
 

8. 2 (7 2) 7a x i y j z kπ π= + + + , 

: 1
2 3
y zP x + + =  

9. 2 3a x y i j z k= − + + , 
 

3 3: 4 cos , 4 sin , 3L x t y t z= = =  
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ВАРІАНТ 3 

1. 
L

x dx y dy
y y a

+
−∫  вздовж дуги циклоїди 

( sin ),
(1 cos )

x a t t
y a t
= −⎧

⎨ = −⎩
  

від точки 
6

t π=  до точки 
3

t π=  

2. 
L

y ds∫  вздовж відрізка прямої від точки 

(0,0)  до точки (1,2)  

3. du = (0,5cos 2 sin 2 )y y x dx− + +  

 
2( sin 2 cos 1)x y x dy+ + +  

4. 
L

y dx xy dy−∫v , де L −  контур, що об-

межує область 0 2,x≤ ≤  
0 2y x x≤ ≤ − + , яка пробігається у до-
датному напрямку 

5. ( )2 2 2

S

x y z ds+ +∫∫ , де S −  межа тіла 

{ }2 2( , , ) : 1V x y z x y z= + ≤ ≤  

6. (3 ) 3 2
S

x y z dydz ydzdx zdxdy− − + +∫∫w , 

2 2: , 2S z x y z y= + =  

7. ( ) 6
L

x y dx x dy dz+ − +∫v , 

2 2 9,:
2

x yL
z

⎧ + =
⎨

=⎩
 

8. 9 3a x i j z kπ= + − , : 1
3
xP y z+ + =  9. ( ) ( ) ( )a y z i z x j x y k= − + − + − , 

: 4cos , 4sin , 1 cosL x t y t z t= = = −  
 
 

ВАРІАНТ 4 

1. ( ) ( )2 2 2 2

L

x y dx x y dy− + +∫  у додатному напрямку вздовж еліпса 
22

2 2 1yx
a b

+ =  

2. 
L

x ds∫  вздовж параболи 2y x=  від точки 

(2,4)  до точки (1,1)  

3. du =
2 22( 3) (2 1)xy xyy e dx xye dy+ + −  

4. (1 cos ) ( sin )x x

L

e y dx e y y dy− + +∫v ,  

 
де L −  квадрат x y a+ =  з від’ємним на-
прямом обходу 

5.  ( )
S

xy yz xz ds+ +∫∫ де S −  частина 

конуса  0,222 ≥=+ zzyx , розта-
шована всередині циліндра  

axyx 222 =+ . 
6. ( ) ( 2 )

S

z y dy dz x y z dz dx x dx dy+ + − + +∫∫w , 

2 2 2 2: 1, , 0S x y z x y z+ = = + =  

7. 22
L

y dx x dy z dz− +∫v ,  

( )2 24 2,
:

6

z x y
L

z

⎧ = + +⎪
⎨

=⎪⎩
 

8. (2 1) 3a x i y j z kπ= + − + , 

: 2 1
3
xP y z+ + =  

9. 2a x i y j z k= + − , 
2 2: cos , sin , cos
2 2

L x t y t z t= = =  
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ВАРІАНТ 5 
 

1. ( )
L

x y dx dy− +∫  вздовж верхньої половини кола 2 2 2x y R+ =   

від точки ( ,0)R  до точки ( ,0)R−  

2. 
AB

y ds
x∫ , де AB −  дуга кривої 

3
2 4

9
xy =  

від точки (3,2 3)A  до точки 32 28,
3

B ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
3. du = ( cos ) ( sin )x y x ye x dx e y dy+ +− + +  

4. 2 2

L

y dx x dy−∫v , де L −  контур, що об-

межує область 0 , 0 sinx y xπ≤ ≤ ≤ ≤ , яка 
пробігається у додатному напрямку 

5. ( )
S

x y z ds+ +∫∫ , де S −частина конуса 

2 2 2x y z= + , розташована всередині ци-

ліндра axyx 222 =+ . 
6. (2 15 ) ( )

S

y x dydz z y dzdx− + − +∫∫w   

 

(3 )y x dxdy+ − ,
2 2 2 2 1: 3 1, , 0

4
S z x y x y z= + + + = =  

7. 3 2 2
L

z dx y dy y dz− +∫v , 

2 2 4,:
2 3 2 1
x yL
x y z

⎧ + =
⎨

− − =⎩
 

8. 7 9a x i yj kπ= + + , : 1
3
yP x z+ + =  9. ( ) ( ) ( )a y z i z x j x y k= − + − + − , 

: cos , cos , 2(1 cos )L x t y t z t= = = −  
ВАРІАНТ 6 

1. 
L

y dx x dy+∫  вздовж контура трикутника, обмеженого осями координат і прямою  

1yx
a b
+ = , який пробігається у від’ємному напрямку 

2. 2 2

L

x y ds+∫ ,  

де L −  коло 2 2x y ax+ =  

 

 3. du =  

dyy
yx

xdxx
yx

y
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

−
+⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

−
= 6

1
2

1 2222

4. ++∫
=+

dxyx
RyxL 222:

22  

( )( )2 2lny xy x x y dy+ + + + .

5. ( )2 2 23 5 3 2
S

x y z ds+ + −∫∫ , де S −  час-

тина конуса 2 2y x z= + , що  
 

лежить між площинами 0,y y b= =  

6. ( 2 ) ( )
S

x dy dz z dz dx x y dx dy− + + +∫∫w , 

2 2 2 2: 2 , , 0S x y y z x y z+ = = + =  

7.  22
L

y dx x dy z dz− +∫v ,  

( )
⎩
⎨
⎧

=
++=

6
,24:

22

z
yxzL  

8. 5 11a i y j z kπ= + + , : 1
3
zP x y+ + =  9. 2 3a y i x j x k= − + , : 2cos ,L x t=  

2sin ,y t=  2 2cos 2sinz t t= − −  
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ВАРІАНТ 7 
1. 

L

y dx x dy− +∫  вздовж контура трикутника 0, 0x y= = , 2 3 6x y+ = , який пробіга-

ється у додатному напрямі 
2. 2 2 2

L

ds
x y z+ +∫ , де L −  перший оберт  

гвинтової лінії 
cos ,
sin ,

x a t
y a t
z bt

=⎧⎪ =⎨
⎪ =⎩

 

3. du = ln 2y y x dx
x

⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 

ln 1xx dy
y

⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

4. ( )∫ +−−

L

x dxyye 2cos ( )dyxye x 2sin −− , 
  

де L −  праве ( )x a≥  півколо  
2 2 2x y ax+ =  від точки ( ,0)a  до  

точки ( , )a a−  

5. 
S

xyz ds∫∫ ,  

{ 2 2 2 2( , , ) : ,S x y z x y z a= + + =  

}0, 0, 0x y z≥ ≥ ≥  

6. (2 ) ( 2 )
S

x y dydz y xy dxdy+ + +∫∫w ,  

 

( ) ( )2 2 2 2: 2 4 , 4S z x y z x y= − + = +  

7. 2
L

y dx x dy z dz− +∫v , 

2 2 2 4,:
2

x y zL
z

⎧ + =
⎨

=⎩
 

8. ( 1)a x i z kπ= + − , : 2 1
2 3
y zP x + + =  9. 2a z i x j y k= − + , 

 
: 2cos , 2sin , 1L x t y t z= = =  

 

ВАРІАНТ 8 

1. 
(5,12)

2 2(3,4)
x dx y dy

x y
+
+∫  (початок координат 

не  лежить всередині контура інтегру- 
  вання) 

2. 2 2

L

x y ds+∫ ,  

де L −  коло 2 2 2x y ay+ =  

3. du = 2
1 1

1 ( 1)
y dx

y x
⎛ ⎞

− − +⎜ ⎟− −⎝ ⎠
 

2
1 2

1 ( 1)
x y dy

x y
⎛ ⎞

+ − +⎜ ⎟− −⎝ ⎠
 

4. 2 2

L

x y dx y x dy−∫ ,  

де L −  верхня ( 0)y ≥  частина правої  
петлі ( 0)x ≥  лемніскати  

( ) ( )22 2 2 2 2x y a x y+ = −  від точки (0,0)  
до точки ( ,0)a  

 

5. ∫∫
S

xyzds , де S – частина конуса  
 

0,22 ≥= zxyz , розташована всередині 
циліндра 222 ayx =+ . 

 

6. (4 3 ) (3 2 )
S

y z dy dz x z dz dx− + + +∫∫w   

( )x y z dx dy+ + + ,
 

2 2: 1, 4 , 0S x y z x y z+ = = − − =  

7.  23
L

y dx x dy z dz+ +∫v ,  

2 2 2

2 2
9,:

1 ( 0)
x y zL
x y z

⎧ + + =
⎨

+ = >⎩
 

8. 5 (9 1) 4a x i y j z k= + + +π π ,  
 

: 1
2 3 2

yx zP + + =  

9. a y i x j z k= − + , : cos , sin , 3L x t y t z= = =   
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ВАРІАНТ 9 
1. 

L

xy dx∫  вздовж дуги синусоїди  

 

siny x=  від x π=  до 0x =  

2. ( )3 3

L

x y ds+∫ , де L −  лемніската  

( )22 2 22 , 0, 0x y a xy x y+ = ≥ ≥  
 

3. du = 2
cos cos sin

sin
x y x dx

x
⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 

sin cos
sin

y y dy
x

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

4. 
34

2 2
3
4L

xyx dy dx
a b

−∫ , де L −  еліпс 

22

2 2 1yx
a b

+ =  з додатним напрямком оббігу

5. 2( )
S

xyz ds∫∫ ,  

{ 2 2 2( , , ) : ,S x y z x y z= + = }a z b≤ ≤

6. 2 3
S

x dy dz y dz dx z dx dy− +∫∫w ,  

2 2: , 2S z x y z x= + =  

7. (2 )
L

xy dx yz dy xz dz− − −∫v , 

2 2 4,:
1

x yL
x y z

⎧ + =
⎨

+ + =⎩
 

8. 2a i y j= + +  3
2

z kπ , 

: 1
3 4
x zP y+ + =  

9. 2a x i z j y k= + + , : cos , 2sin ,L x t y t= =  2cos 2sin 1z t t= − −  
 
 

ВАРІАНТ 10 
1. 

L

xdy∫  вздовж контура трикутника, 

утвореного прямими , 2, 0y x x y= = =  
(у додатному напрямку) 

2. sin 2

L

dsϕ
ρ∫ , де L −  коло з центром в  

 

точці (0,2)A  радіуса 2  

3. du =
2

2
1

( )
y dx

x x y
⎛ ⎞
− + +⎜ ⎟+⎝ ⎠

2

2
1

( )
x dy

y x y
⎛ ⎞

+⎜ ⎟+⎝ ⎠
 

4. 3 3 3( )
L

x y dx x y dy+ −∫ , де L −  ламана  
 

ABC , де (2,1), (0,3), ( 2,1)A B C −  

5. 2 1 4
S

x z ds⋅ +∫∫ ,  

{ }2 2 2( , , ) : , 0S x y z x y z z b= + = ≤ ≤  

6. 7
S

xdy dz z dz dx+ +∫∫w ( 5 )x y z dx dy− + , 

 

2 2 2 2: , 2 , ,S z x y z x y y x= + = + =  
2 , 1y x x= =  

7.  22
L

yz dx xz dy y dz+ +∫v ,  

2 2 2

2 2
25,:

16 ( 0)
x y zL
x y z

⎧ + + =
⎨

+ = >⎩
 

8. 9 (5 1) 2a x i y j z kπ π= + + + , 
 

: 3 1
9
zP x y+ + =  

9. 3 3a y i x j x k= − + , 
: 3cos , 3sin ,L x t y t= =  

3 3cos 3sinz t t= − −  
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ВАРІАНТ 11 

1. 
L

y dx x dy−∫  де L −  верхня дуга еліп-

са 
22

2 2 1yx
a b

+ =  від точки ( ,0)a  до точки 

( ,0)a−  

2. 
L

xy ds∫ , де L −  контур  

 
 

чотирикутника з вершинами  
 
 

(0,0), (1,2), (2,3), (3,2)A B C D  

3. du = ( )22 3xyy e dx+ +   

( )2

2 1xyxye dy+ −

4. 
L

y dx x dy−∫ , де L −  контур, що об-

межує область 0 ,
2
πϕ≤ ≤  

0 sin 2aρ ϕ≤ ≤  , та пробігається у 
від’ємному напрямку 

5. 2
S

xy z ds∫∫ ,  

{ 2 2 2( , , ) : ,S x y z x y R= + =  

6. 17 7 11
S

x dy dz y dz dx z dx dy+ +∫∫w ,  

( )2 2 2 2 2: , 2 , ,S z x y z x y y x= + = + =   
 

y x=  

7. 2
L

y dx dy dz− + +∫v ,  

2 2 2,:
1

x y zL
z

⎧ + =
⎨

=⎩
 

 

8. 7 ( 2 )a x i x y jπ= + − +  (7 2)z k+ , 
 

 : 1
2
zP x y+ + =  

9. 2 3 2a x y i j xz k= − + + , : 2 cos , 2 sin ,L x t y t= =  1z =  
 
 

ВАРІАНТ 12 

1. 
2 2

2 2
L

y dx x dy
x y

−
+∫ , де L −  верхня дуга 

 кола 2 2 2x y a+ = , яка пробігається 
 проти руху годинникової стрілки 

2. arctg
L

y ds
x∫ , де L − частина спіралі Ар-

хімеда 2ρ ϕ= , що знаходиться всередині 
круга радіуса ( )R R π≤  з центром в поча-
тку координат (в полярному полюсі) 

3. du = 2
1 y dx
x y
− + 2

1 2x dy
xy
−  

4. 5/3 5/3
L

y dx x dy−∫ , де L −  додатно  

орієнтована крива 2 / 3 2 / 3 2 / 3x y a+ =  

5. 3 ( 2 3)
S

z x y ds⋅ + +∫∫ ,  

{ 2 2 2( , , ) : 4 ,S x y z x z R= + =   

}2 2 2, 0x y R z+ ≤ ≥  

6. ( ) (2 )
S

x y z dy dz y x dz dx+ + + − +∫∫w   
 

(3 )z y dx dy+ + ,
 

2 2: , , 2 , 1, 0S z x y y x y x x z= + = = = =  

7.  4
L

x dx yz dy x dz− +∫v ,  

2 2 1,:
1

x yL
x y z

⎧ + =
⎨ + + =⎩

 

 

8. (4 2 )a y j z kπ= + − , 
 

: 2 1
3 4
y zP x + + =  

9. 6a z i x j= − ,  : 3cos , 3sin , 3L x t y t z= = =  
 

 



Криволінійні  та  поверхневі  інтеграли .  Теорія  поля  

 128

ВАРІАНТ 13 
1. (2 ) ( )

L

a y dx y a dy− + −∫ , де L −   
 

перша (від початку координат) арка цик-

лоїди { ( sin ),
(1 cos )

x a t t
y a t
= −
= −

  

2. 
L

xy ds∫ , де L −  контур прямокутника 

(0,0), (4,0), (4,2), (0,2)A B C D  

3. du = ( )22 3xyy e dx+ +  
 
 

( )2

2 1xyxye dy+ −

4. ( ) ( )
L

xy x y dy xy x y dx+ + − + −∫ , де 

L −  частина кола  ( )2 2
2
ax y ax x+ = ≤  

від точки ( ),
2 2
a a−  до точки ( ),

2 2
a a  

5. 3( )
S

z R ds−∫∫ ,  

{ 2 2 2( , , ) : 2 ,S x y z x y z Rz= + + =

}0, 0,x y z R≤ ≤ ≥

6. ( 2 )
S

y dy dz x y dz dx x dx dy+ + +∫∫w ,  
 

2 2 2 2: , 2 , 0S z x y x y x z= + + = =  

 

7. 23
L

y dx x dy z dz+ +∫v , 

2 2 1,:
3

z x yL
z

⎧ = + −
⎨

=⎩
 

 

8. (3 1) (9 1)a i y jπ π= − + + + 6 z kπ ,  
 

: 1
2 3 9

yx zP + + =  
 
 

9. 2a z i y j x k= + − ,  : 2 cos , 2sin ,L x t y t= =  2 cosz t=  
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