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 “Математика имеет свои «последние квартеты 
Бетховина», которые существуют только для 
посвященных, но в ней существуют и свои «Шубертовы 
песенки», доступные непосредственно всем» 

(Г. Хассе) 
 

ВСТУП 
 
Фахівці з економіки повинні добре володіти математичним апаратом. 

Фундаментом математики служить математичний аналіз. Дуже багато по-
нять, математичного аналізу знаходять своє застосування в економічній тео-
рії.  

Виробничі функції можуть залежать від декількох факторів. Напри-
клад, попит  на деякий товар може залежати від ціни, доходів споживачів, 
ціни альтернативного товару. Тому такі виробничі функції представляють 
собою функції багатьох змінних. Вивчення властивостей цих функцій спира-
ється на аналіз їх ліній і поверхонь рівня, їх граничні і диференціальні влас-
тивості. Так, аналіз ліній рівня виробничої функцій двох змінних дозволяє 
розв’язати задачі про оптимальний розподіл ресурсів або про оптимальне 
споживання і т.п. Відповісти на питання про те, як (кількісно) змінюється 
значення виробничої функції при зміні одного з факторів виробництво (на-
приклад, як змінюється попит при зміні доходів населення або при зміні цін) 
дається за допомогою поняття еластичності функції, яке виражається через 
часткові похідні цієї функції. Розв’язання задачі про значення об’ємів випус-
ку товарів, за яких підприємство отримає найбільший прибуток, відноситься 
до задач про екстремум функції багатьох змінних. Наведені приклади свід-
чать про значення властивостей функції багатьох змінних в економічній тео-
рії.  

Даний посібник присвячений вивченню математичної теорії функцій 
багатьох змінних і застосуванню її при розв’язанні конкретних задач, зокрема 
задач економіки. Розв’язання задач за цією темою не дуже просто дається 
студентам. Метою цього посібника є спроба допомогти студентам у подолан-
ні цієї проблеми. 

Друга мета даного посібника – видача типового індивідуального завдан-
ня для кожного студента, що складається із 12 варіантів. Номер варіанта ти-
пового індивідуального завдання визначається як залишок від ділення номера 
прізвища студента в журналі на число 12. Типове завдання складене так, що 
дотримується принцип однакової складності для усіх варіантів. Кожний варі-
ант містить завдання з кожної теми різного рівня складності для дотримання 
принципу диференційованого навчання. Викладач, що веде практичне занят-
тя, вказує на необхідний рівень задач для обов’язкового вирішення, який до-
ступний середньому студенту, а інші завдання студент вирішує для заглиб-
лення своїх знань і підвищення атестаційної оцінки. 



 

 “Нельзя быть настоящим математиком, не буду-
чи настоящим поэтом” 

(К. Вейерштрасс) 
 

1. ГРАНИЦЯ І НЕПЕРЕРВНІСТЬ ФУНКЦІЙ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ 
 

1.1. Метричні простори 
 

Виробничі функції залежать від декількох факторів і тому стають фун-
кціями багатьох змінних. Такі функції задаються на множинах, що містяться 
на площині, в тривимірному просторі, в скінченновимірному просторі. Для 
того, щоб увести поняття границі послідовності в такому просторі, границі і 
неперервності функцій багатьох змінних треба знати, як можна задавати від-
стані в цих просторах. Питання визначення найбільшого і найменшого зна-
чень виробничої функції дуже суттєве в економіці. Для вирішення цього пи-
тання потрібно знати на якій множині задана функція, а також, чи є вона не-
перервною на цій множині. Множини в скінченновимірних просторах мо-
жуть бути різноманітної природі мати різні властивості. Так, на замкнених, 
обмежених множинах неперервна функція буде обмеженою і досягати свого 
найбільшого і найменшого значень, а на відкритій – не обов’язково. Вирі-
шенню деяких з цих питанням буде присвячений цей розділ. 

Визначення 1.1. Множина X  називається метричним простором, як-
що будь-яким елементам x  і  із y X  поставлене у відповідність дійсне число 

),( yxρ , що носить назву відстані між x  та , що задовольняє аксіомам y
10 yxyxXyxyx =⇔=ρ∈∀≥ρ 0),(;,0),( ; 
20 ),( yxρ Xyxxy ∈∀ρ= ,),( ; 
30 ),( yxρ ),( zxρ≤ Xzyxyz ∈∀ρ+ ,,),(  – аксіома трикутника. 

Таким чином задана функція ),( yxρ  називається метрикою. Елемент x  мет-
ричного простору часто називають точкою цього простору. Метричний прос-
тір, що задається на множині X  метрикою ),( yxρ  позначається ),( ρX . 

Приклад 1.1. Функція yxyx −=ρ ),(  на множині IR  задовольняє ак-

сіомам метрики (перевірити!), тому ( )yxIRIR −= ,1 - метричний простір.  

Приклад 1.2. Арифметичним -вимірним простором m mIR  називаєть-
ся множина усіх упорядкованих скінченних сукупностей, що складаються із 

 дійсних чисел , на яких уведено операції додавання і мно-
ження на скаляр 
m ),...,,( 21 mxxx

IR∈λ за правилами: 

),...,,( 21 mxxx
def

myyy =+ ),...,,( 21 ),...,,( 2211 mm yxyxyx +++ ; 
def

mxxx =λ ),...,,( 21 ),...,,( 21 mxxx λλλ . 
Сукупність  називається точкою, вектором або елементом  ),...,,( 21 mxxx
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mIR , будемо його позначати )...,( 1 mxxx ,, 2x= , а числа ),...,1( mixi =  назива-
ються координа  x . тами точки

, mIRЯк відомо із ійної алгебрилін  – є ійним простором. Уведемо на 
ньому функції  

 лін
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( ) ∑
=

−=ρ
m

i
ii yxyx

1
1 , ;  ( ) ( )∑

=
−=ρ

m

i
ii yxyx

1

2
2 , ;  ( ) ii

m

Кожна із заданих функцій начає метрику, ільки задоволь є аксіомам 
метрики. Відповідні простори позначаються таким чином: 

i
yxyx −=ρ

=
∞

,...,1
max, . 

виз оск ня
 

( )11 ,ρ= mm IRIR ;   ( )22 ,ρ= mm IRIR ;   
def def ( )∞∞ ρ= ,mm IRIR . 

Метричний прост mIR2  називається евклідов вимірним простором.  
Визн

def

ір им
ачення 1.2. Відкритою, замкненою кулею і сферою радіусу

  m -
 r  з 

центром в точці в метричному просторі 0x   ),( ρX  називаються відповідно 
множини 

{ }
{ }ε≤ρ∈=
{ }ε=ρ∈=

ε<ρ∈=

),(:)( 00 xxXxxS

B

r

 рис. 1.1 а, б, в зображені замкнені кулі в просторах і 
відповідно. 

),(:][
),(:)(

00
00

xxXxxB
xxXxx

r
r

 

На  2
1IR , 2

2IR  
2
∞IR  

 

 
                   

Рис 1.1
 

            а                                       б                                     в 
. 

Визначення 1.3. ε -околом точки 0x  називається відкрита куля 
ати адку м о пр

такий окіл назив ь
Визначення 1.4. утним 

) , будемо його познач )( 0xOε . У вип етричног остору 
ся кульовим

( 0xBε
mIR2   ε - аєт .  

Прямок ε -околом точки  
0x ),...,,...,,( 21 mi xxxx  в пр орі 2 називається мн  вигляду )0()0()0()0(= ост ожинаmIR

{ }mixxIRxxxxV ii
m

m ,...,1,:),...,,()( )0(
210 =ε<−∈=ε . 

Визначення 1.5. Множина M  м чного простору ),(етри ρX  називаєть-
еженою, якщо її можна цілком помістити в деяку кулю ][ 0xBrся обм . 



Визначення 1.6. Послідовність { }nx  елементів метричного простору 
називається збіжною до елемента цього простору, якщо  ),( ρX   0x   

( )ε<ρ≥∀∈∃>ε∀ ),0 0xxINnINN n . 
Точка 0x  називається границею послідовності { }nx . означення:  

00

),(
lim xxxx nn

X

n
n =

∞→

ρ

∞→
→

П

. 

чає, щ
я так

;

На мові ε -околів збіжність послідовності до 0x  озна о для будь-
якого 0>ε  знайдетьс ий номер, що усі члени послідовності, починаючи 
з цього номера, будуть міститися в ε -околі точки x . 0

Теорема 1.1 (критерій збіжності послідовності в  Для того, 
щоб послідовність в збігалась, н обхідно і достатньо, щоб во а іга-
лась покоординатно, тобто 

mIR2 ).
 mIR2  е н зб

( ))()()()( ,...,,...,, nnnn
n xxxxx =  →

2
 

mIR
0x ),...,,...,,( )0()0()0(

2
)0(

1 mi xxxx=  ⇔  21 mi
n ∞→

⇔ mixx n ,...,1lim )0()( =∀= . iin
Властивості збіжних довностей у метричних просторах. 

1. Границя послідовності єдина. 
2. Якщо послідовність збігається, о вона

∞→
послі

т  утворює обмежену множину. 
Визначення 1.7. Точка 0x  називається граничною точкою множини 

M  метричного простору ),( ρX , якщо будь-який її ε -окіл містить хоча б 
одну точку множини M , від інм ну від

точ
 0x . 

Теорема 1.2. Для того, щоб ка 0x  була граничною точкою множини 
M , необхідно і достатньо, щоб існувала послідовність { }nx  елементів цієї 
множини, що збігається до 0x . 

Визначення 1.8. Множина M , називається якщо -яка 
її гранична точка належить  множині

 замкненою,  будь
 M . 

Виходячи  1.8 і теореми 1.2, можн сформулю-
вати критерій замкненості множина

 з наведеного визначення а 
 M  метричного простору ),( ρX : 

{ }
⎟
⎞

⎜
⎛ ⎫⊂ Mxn
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M  – замкнена в ,( )ρX  
⎟
⎠

⎜
⎝ ⎪⎭

→ ⎟⎜ ∈⇒⎪⎬⇔ ρ

∞→

 множи- 

MxX
0

),( . xx
n

n 0

Визначення 1.9. Точка 0x  називається внутрішньою точкою
ни, якщо вона належить множині M  разом із деяким своїм ε -околом. 

Визначення 1.10. Множина називається відкритою, якщо кожна її 

ожиною 

 M  
точка є внутрішньою. 

Властивості відкритих і замкнених множин. 
1. Множина є відкритою тоді і лише тоді, коли її доповнення э мн

замкненою. 



2. Множина є замкненою тоді і лише тоді, коли її доповнення э множиною 

3. Будь-яке об’єднання відкри
4. Скінченний перетин ві и н є мно
5. Будь-який перетин замкнених мно
6. Скінченне об’єднання замкнених

их мн
1. Множ на  – є відкритою, а множина 

 замкненою в будь-
просторі. Множина  – відкрита в 

2. Множина  – замк  

відкритою. 
тих множин є множиною відкритою. 

дкр тих множи жиною відкритою. 
жин є множиною замкненою. 

 множин є множиною замкненою. 
Розглянемо приклади деяк ожин. 

и )( 0xBr

8

 

][ 0xBr  – є якому метрич-
у ном  )( 0xVε

mIR2

нена в
1

. 
 }4{]3,2[]1,0[ ∪∪=M

IR . 
3. Множина 

{ }012 ≥+∧≤+ yxy  – за-

мкнена в

:),( 22∈= xIRyxM

вона зображена на рис 1.2). 
4. П и }4{2( ∪

Рис 1.2 

 2
2IR  (

ри цьому множ на ]3,)1,0[1 ∪=M
1

 – ні замкнена ні відкрита в 

IR , а { }01:),( 222
2 >+∧≤+∈= yxyxIRyxM  – ні замкнена ні відкрита 

Параметрично дана лінія в 
просторі

в 2
2IR . 

за
 mIR  

⎪
⎩ ϕ= )(

................
tx mm

⎪
⎧ ϕ= )(11 tx

, ],[ bat⎨
ϕ= )(22 tx ∈  

є неперервною на ],[ ba , якщо кожна 
функція miti ,...1),( =ϕ  неперервна на ],[ ba .

Визначення 1.11. Множина M  нази
очки дві її x  і y  можна сполучити неперет

в сере ині цієї мно
а
з

 

д жини. 
На рис 1.3 а зображен  зв’язна множин
Будь-яка відкрита чи амкнена, зв’язна

1.2. Поняття функції баг
 

Якщо відображення f  кожній точці x

тору єдиmIR2  ставить у відповідність не ч
   

 

 
            а                             б 

Рис 1.3. 
 

 
вається зв’язною, якщо будь-які 
рвною лінією, яка цілком лежить 

 
а, а на рис. 1.3. б – незв’язна. 
множина називається областю. 

атьох змінних 

 множини M  метричного прос-

утьисло 1IR , то каж , що на y∈
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множині M  задана функція m  змінних, а множину M  називають множиною 
визначення функції f  і позначається )( fD . 

Приклад 1.3. и множину визначення функції Знайт

( )yxy +2

. Мно
xyxf ++−−= 1ln1),( 2 . 

Розв’язання жина визначення даної  двох змінних визна-функції
чається системою нерівностей 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≥+
>++
≥−−

0
0
0

 1
1 22

yx
yx
yx

⇔  ⎨
⎧ ≤+ 122 yx . 
⎩ ≥+ 0yx

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Y

 

                          Рис. 1.4. 
 
 

і буде присвячено на
граф. 

Застосуванню ліній рівня в економіц ступний пара-

У випадку функцій трьох і більше змінних можна аналогічно ввести 
поняття поверхні рівня, як перерізу графіка функції 

Таким чином, область визначення зада-
ється геометричним, місцем точок, що

назображені  рис. 1.2. 

ою інте афік
с-

У випадку функції двох змінних
геометричн рпретацією гр а 
функції є поверхня в тривимірному про
торі. На рис 1.4 зображено графік функції 

22 yxz += . 
Визначення 1.12. Переріз графіка 

функції площиною ),( yxfz =  

Z

O zz =X 0

називається лінією рівня цієї функції.  
Частіше під лінією рівня розуміють 

проекцію зазначеного перерізу. В будь-
якому випадку її зобр  на площині ажують
XOY . 

)(xfz =  площиною 

0zz = . 

Приклад 1.4. Лінією рівня функції 22 yxz +=  при 0z 1=  в проекції на 
площ о див. 
рис. 1 і щині 
шовані ни робл но ядним. Зокрема, зрозу-
міло, що ліній рівня не існує. 

Наведемо поняття с  функції багатьох змінних. 
1) Нехай функція

ину XOY  буде кол  з центром в точці О радіуса 1 ( рис. 1.5). На 
.4 різні лінії рівня ц єї функції – кола, паралельні пло XOY, розта-
в просторі. Во ять рису к більш нагл
при 00 <z  

кладної
 g  переводить деяку множину в множину  mIRE ⊂1  

nIRE ⊂  за правилом )(tgx = , тобто 
( )),...,,(),...,,...,,(),,...,,(),...,,( 2121221121 mnmmn tttgtttgtttgxxx = , 



 10

або  

⎪

⎪
⎨

⎧
=
=

,(
...

,(
,(

1

122
111

m
m

tt

tttgx
tttgx

. 
tttgx

. 

 
Рис. 1.5. 

⎩ = ),..., mnn tgx

),...,
),...,

2

2
2

)(xf  перевод2) Тепер нехай функція 2) Тепер нехай функція ить nIRE ⊂  в 
1IR . 

3) Отримаємо функцію ))(()( tgft =ϕ , яка перево-

дить в mIRE ⊂1   1IR : 

⎯⎯⎯⎯⎯→⎯ =ϕ gf

 
1.3. Лінії рівня в екон

 
Значну части у економічних меха

зображують лінії рівня функцій двох 
змінних fz =

⎯→⎯→

fg

н нізмів ілюструється на рисунках, що 

y
ичої

↑↓
⎯→⎯⎯→⎯ nm IRIRIR 1

. 

омічних задачах 

),(x . Наприклад, лінії 
рівня виробн  функції називають 
ізоквантами.  

Нехай x  і y  – два різні фактори 
виробництва, а функція ),(xz yf=  
характеризує виробниц кції, 
котре дозволяється факторами 

тво проду
x  і y . 

На рис. 1.6 лінії рівня Qyxf =),(  зо-
бражено суцільними лініями, а штри-
ховими обведена так звана економічна 
область, яка характеризується тим, що 
частина ізоквант, що відсікається нею, 
представляють собою графіки спадних функцій, тобто зменшення кількості 
одного фактора призводить до збільшення іншого, не зм  розмірів ви-
робництва. Ін

 Y

y0 

y1 
y2 

f(x,y)=Q 

g(x,y)=C

O X
x0 

x2 x1  
Рис.1.6.

інюючи

н
ши  словами, омічна область – це множина значень фак-

торів, що допускають заміну одного з них іншим. Очевид о, що всі „розумні” 
значення 

ми екон

x  і y  належать економічній області. 
Ізокванти дозволяють геометрично ілюструвати розв’язання задачі 

про оптимальний розподіл ), ygz ресурсів. Нехай (x =  –
не

 функція витрат, 
обхідних для забезпечення значень ресурсів x  і y  (часто можна вважати, 

що функція вит ypxpyx yxрат лінійна: g +=), , де xp  і yp  – ціни факторів (
x  і y ). Лінії рівня цієї функці  також зображені на рис. 1.6. Комбінац  ї ія ліній
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 дозворівня функцій ),( yxf  і ,( yxg ляє робити висновки про переваги того 
чи іншого значення факторів 

)
x  і y . Очевидно, наприклад,  що пара ),( 11 yx  

ше переваг, ніж пара ),( 22 yx , оскільки забезпечує більший випуск з 
меншим
має біль

 факторів будуть 
 рівня функції виробництва і функції 

и витратами. Оптимальними ж значеннями
),( 00 yx  – координати точки дотику лінії

витрат. 
Лінії рівня функції корисності 

(вони називаються кривими байдужос-
ті) також дозволяють розглядати пи-
тання заміщення одного товару іншим і 
ілюструвати ’

значення 

 розв язок задачі про оп-
тимальне споживання (споживацького 
вибору) (див. рис. 1.7). 

Лінії рівня витрат на придбання 
товарів x  і y  зображені на 1.7. 
пунктиром. Оптимальне споживання 
забезпечується значенням ),( 00 yx  – 
координатами точок дотику кривої 
байдужості і лінії рівня витра

 рис. 

т. У цій 
задана 

най

1.4.  функції багатьох змінних 
 

Визначення 1.13 (за Коші 1). Число називається гран ею функції 

точці корисність досягається 
більш економічним чином. 

 

Границя

 b  

 Y

y0 

O X x0 

u(x,y)=C 

 
Рис. 1.7. 

иц
 0x mIR2∈ , )(xf  в точці якщо  

ε<−⇒δ<ρ<∈∀>δ∃>ε∀ bxfxxfDx )(),(0)(00 0 . 

Позначення: bxf
xx

=
→

)(lim  або bxxxf m
xx0

xx mm

=

→
ється кратною. У випад функції двох змінних вона називається подвійною. 

Це визначення мо  переписати в розгорнутому вигляді: 

m

→
),...,,(lim 21)0(

. Ця границя назива-

....
)0(

11

ку 
жна

bxxxf m

xx

xx

def
⇔  

m

=

→

→
),...,,(lim 21

....
)0(

)0(
11

   

( ) ( ) ( ) ε⇒δ+< <−<−+−+−

∈∀>δ∃>ε∀

bxxxxxxx

fDx

m )0

)(00
2)0()0(2)0( . 

xxf ,...,,(... 1
2

ачає той факт, що для будь 
якого

mm 22211
В термінах околів визначення кратної границі озн

 x   }{\)( 00 xxOx δ∈ 0>ε  можна знайти таке 0>δ , що, як тільки  (тобто
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належить проколотому кульовому δ -околу), так ε<− bxf )( . 
Наведене визначення еквівалентне наступному. 

Визначення 1.14 (за Коші 2). bxxxf m

xx

xx

def
⇔  

mm

=

→

→
),...,,(lim 21

....
)0(

)0(
11

   

ε
δ<

def
⇔    

<−
⇒−<∧∧δ<−<∧δ<−<

∈∀>δ∃>ε∀
x

fDx )(00
))0(

2

нах околів: я будь якого
bxxxf

xxxxx

m

mm

),...,,(
0...00

21

0(
2

)0(
11 . 

Або в термі дл  0>ε  можна знайти таке 0>δ , що, як 
тільки }{\)( 00 xxVx δ∈  (тобто x  належить проколотому прямокутному δ -
околу), так ε<− bxf )( . 

Визначення 1.15 (за Гейне 1).  

bxf =)(lim  
def
⇔  { }

xx→ 0
( ) bxfxxx

IR

n

IR

n
nn

m

→→
→∞→

⇒
1

2

00}{\) . 

Визначення 1.16 (за Гейне 2). 

fDx ∈∀ (
n ∞

Воно еквівалентне наступному 

bxxxf m

xx

xx
 

def
⇔  

mm

=

→

→
),...,,(lim 21

....
)0(

)0(
11

def
⇔  { } bxxxfmixDx

n
mi

n
in →→

∞→∞→
⇒=∀∈∀ ),...,,(,...,1( 21

ма 1.3 (арифметичні операції над границями). 

x
IR1

{\ 0 . 

Теоре
Якщо функції

xf
IR

n
1

}) )0()(

 )()( xgixf , що визначені на одній і тій же множині M , в точ-
ці mIRx 20 ∈  м відповідно дорів ють b  і то ї ають границі, що ню   функціc , 

)(xg , )(xf ± )()( xgxf ⋅  і )
)(xg

 мають в точці )(xf
0x  границі cb ± , cb ⋅  і 

c
b  

відповідно (у випадку частки – накладається додаткова умова: 0≠c ). 
Пр Чи існ йні границі о так  їхиклад 1.5. ують подві , якщ , то : 

а

 знайти

) y

y
x

x
1

0
0

)1(lim +
→
→

. ) 22

2
) 22

0
0 yx

y
x +
→

lim xy
→

;   б
0
0 x

y
x
→

lim
y

xy
+→

;   в) 
x

y
x

0
0

→

xytg )(lim
→

;   г

Розв’язання. а) Нехай 
n

yx n =′= тоді ( )n
1′ , )0,0(1,1,

2

→
∞→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′′

mIR

n
nn nn

yx , а 

2
1

/2
/1limlim 2

2

22 ==
′+′

′′
∞→∞→ n

n
yx

yx
nnn

nn
n

. Тепер нехай 
n2

yx n
n

1
=

′′
=′′ , тоді 



( ) )0,0(2,1,
2

→⎟⎞⎜
⎛=′′′′

mIR

nn nn
yx , а 

∞→⎠⎝ n 5
2/2limlim 2

2

22 ==
′′′′

∞→∞→

nyx nn

/5′′+′′ nyx nn
. Згідно визначен-

ню за інка функції не повинн
того, за яким напрямком послідовність прагне до цієї точки. В даному при-

 цей факт не здійсн існує. 

є, що

nn

 Гейне повед в околі точки а залежати від 

кладі юється, тому границя не 

б) З оцінки 0|)||(| ≥− yx  виплива

)0,0(  

2  
2
10 22 ≤

+
≤

yx
xy

, тому отрима-

ємо ||
2
10 22

2

y
yx

xy
≤

+
≤ . Тепер припустимо, що 00 →∧→ nn yx , тоді за тео-

ремою про двох міліціонерів отримаємо 

000
↓↓↓

nn
. 

||
2
10 22

2

≤
+

≤ n
nn

y
yx

yx

Останнє виконується незалежно від напрямку прагнення послідовності  
до точки Висновок: границя існує і дорівнює ( )nn yx ,   }0,0( . 0.

в) Зробимо елементарні перетворення і скористаємось теоремою про 
раницями  арифметичні операції над г
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=
→

xytg

y

(

0
→ xx

)lim
0

=
→y

)

0
→

y
xy
xytg

x

(lim
0

y
xy
xytg

y
y
x 0

0
0

lim)(lim
→

→
→

. 

Для першого множника 
xy
xytg

y
x

)(lim
0
0

→
→

 заміна xyt =  приводить до границі 

1)(
0

=
→

lim
t
t

t
, а для другого, 0lim тому tg очевидно, – 

0
=

→
y

y
, 0)(lim =

xytg . 
0
0

→
→ x

y
x

) У випадк  y

y
x

x
1

0
0

)1(lim +
→
→

 г у границі розглянемо ті самі дві послідовнос-

ті, що і в прикладі а). Отримаємо: 

ж 

якщо 
n

yx nn
1

=′=′ , то =′+ ′

→′n
n

y 0
→′

ny
nx

x
1

0
)1(lim e

n

n

n
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

11lim ; 

якщо 
n2

yx n
n

1
=

′′
=′′ , то =′′+ ′′nyx

1

)1(lim 2
1

211lim e

n

=⎟
⎞

⎜
⎛ + . 

→′′
→′′

n
n

n

y
x

0
0 n ⎠⎝∞

 до висновку про не існування границі

n→

І в цьому прикладі знову приходимо . 
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Якщо фіксувати усі змінні, окрім однієї, то мож  здобути визначення на
повторної границі. Розглянемо випадок функції двох змінних. 

Визначення 1.17. Нехай функція ),( yxfu =  задана в деяк у проко-
лотому прямокутному околі точки ),( 00 yx   

ом

{ }2010
2

Якщо для будь-якого фіксованого овольняє 20 || dyy <−< , 
 функції

||0)|0:),( dyydxxIRyxV <−<∧<−<∈= . 
що зад умові 0

існує границя  
y ,  

),( yxfu =  однієї змінної x  в точці а саме: 0xx = , 
)(),(lim

0
yyxf

fixy
xx

ϕ=
−
→

,  by
yy

=ϕ
→

)(lim
0

, а також, крім того, існує тоді кажуть що 

існує повторна границя функції ),( yxfu =  в точці ),( 00 yx . Позначення: 
by

yy
=ϕ

→
)(lim . 

0

Аналогічно визначається границя
x

 by
yyx

xf =
→→
limlim

0
. ,(

Теорема  Якщо функція ),( yxfu

)
0

1.4. =  задана в деякому проколотому 
прямокутному околі точки ),( 00 yx   

{ }20 ||0 dyy <−<∧ , 10
2 ) dx <

війна гр
=

|0:),( xIRyxV −<∈=
1) існує под аниця 

yy
xx

→

byxf
→

),(lim

2) для будь-якого  що 
 

0
0

, 

y , 
⇒

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

 

1) існує повторна границя 
=ϕ

→
)(lim

0
y

yy
),(limlim

00
yxf

yyxx →→
, 

о повторна границя2) крім тог  дорів
нює подвійній:  

-

задов умові
20 ||0 dyy <−< , існує гра-

ольняє =
→→

)(limlim
0

f
yx

  ,
0

yx
yx

byxfниця  )),(lim
0

yyxf
xx

(ϕ=
→

,  
yy
xx

==
→
→

)(lim . 

Наслідо
виконуються і
і умови теореми 1

3) для будь-якого  

,
0
0

к 1.1. 
Якщо  дв  за-
значен .4 і  

x , що 
задовольняє умові 

x< 10 | dx <− , існує гра-
ниця  )(),(lim xyxf

|0

0yy
φ= ,   

⇒
→

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎬  
⎪
⎪
⎪
⎫

1) існує повторна границя 
=ϕ

→
)(lim

0
x

xx
),(limlim

00
yxf

xxyy →→
, 

о обидві повторні 2) крім тог границі
дорівнює подвійній:  

 

=
→→

),(limlim yxf
00 xxyy

==
→→

),(limlim
00

yxf
yyxx

byxf
yy
xx

=
→
→

)lim
0
0

 

Наслідок 1.2. Якщо повторні аниці нерівні, то не існує подвійна гра-
. 
Приклад 1.6. Знайти limlim

0
yx

xxyy →→
 і якщо 

а) 

,(

 гр
ниця

(f  ),(limlim
00

yxf
yyxx →→

,  ),
0

0;,
1

),( 00 +=∞=
+

= yx
x

xyxf y

y
; 
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б) 
в’язання.  

а

0;1),(log),( 00 ==+= yxyxyxf x . 
Роз

) 1
1

lim
0,

=
+

>−
∞→ y

y

yfixy
x x

x 1
1

limlim
0

=
+

⇒
∞→+→ y

y

xy x
x ; 

    2
1110 ++

−
+→ y

fixx
y x

1lim ==
yx

2
1

10 ++→∞→ yyx x
limlim =⇒

yx . 

Звідки, зокрема, отримуємо, що подвійна границя y

y

y
x x

x
+

+→
∞→ 1

lim
0

 не існує. 

б) ∞==
+

=+
−
→

−
→ 0ln

)ln(lim)(loglim
11

const
x

yxyx
fixy

xx

fixy
x

 ⇒  

∞=+⇒
→+→

)(loglimlim
10

yxxxy
; 

    1
ln
ln

ln
)ln(lim)(loglim

00
==

+
=+

→→ x
x

x
yxyx

yxy
 ⇒  

−− fixxfixx

1)(loglimlim
01

=+⇒ yxx . 
+→→ yx

відки також випливає, що подвійна границя )(loglim
0
1

yxx

y
x

+
→
→

 існує неЗ . 

 

функ
 

Визначення 1.18. Функція

1.5. Неперервність ції багатьох змінних 

 )(xf  називається неперервною в точці 

0x mIR2∈ , якщо )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

. 

Читачеві проп нується самостійно записати усі визначенні за Коші і за 
Гейне  еквівалентні їм, при цьому пам’ятати, що функці

о
та я повинна бути ви-

значеною в точці 0x , тому відповідні околи не повинні бути проколотими і 
точка 0x  повинна належати множині визначення функції. 

Приклад 1.7. Дослідити на неперервність функцію  

⎪⎩
⎨

==
+=

0,0
),( 22

yx
yxyxf . 

озв’я . Як отримано в ладі 1.5 а, ця функція 

⎪
⎧ ≠≠ 00, yixxy

Р зання було  прик в точці 
(0,0) на має границі, тому в цій точці вона розривна. У всіх інших точках 

де або),( 00 yx ,  00 ≠x   00 ≠y , функція неперер а, оскільки  ),( yxf  вн



),(lim 00
2

0
yxfyx

x
xy

xx
==

+ 00222 yxy + 00
0yy→

Вис вок: 

→
. 

но  дана функція за сукупністю змінних x  і y  неперервна на 
всій площині, крім точки (0,0)

В той же час ця функція неперервна в точці (0,0) за змінною x  і за 
змінною До цього висновку за змінною y .  x  приходимо завдяки співвідно-
шенням: 

⎪
⎪
⎩

===
+
⋅+

→
− 0),0,0(0

0
0lim 220

0 yякщоf
x

xyx
x

fixy
x

а за змінною y  – аналогі

⎪
⎨=

→
im 22

xy ⎪
⎧ ≠==

+
⋅ 0),,0(0

0
0

l
22 yякщоyf

y
y

, 

чно. 
ервн

во буде неперервною за сукупніс-

, що вона н
вості н ункцій. 
е перерв  функціями.) Якщо дві

Наведений приклад свідчить про те, що функція, яка непер а за ко-
жною змінною в деякій точці, не обов’язко
тю змінних в цій точці.  

Якщо функція неперервна в кожній точці множини mIRM 2⊂ , то ка-
жуть еперервна на цій множині. 

Власти еперервних ф
10 (Арифм тичні операції над не ними  фун-

кції )()( xgixf що визначені на од  же, ній і тій  множині 2 , непере-
 точці 

mIRM ⊂
рвні в

 16

Mx ∈0 , то функції )()( xgxf ± , )()( xgxf ⋅  і )(/) xg  непе-
рервні в точці 

(xf
0x адку частки  (у вип 0)( 0 ≠x

кщо функція
g ). 

20 (Неперервність складної функції.) Я  )(tg , щ
 мно жин ⊂

рервною на E  функцій орд ,...,1

о перево-
дить жину mIRE 21 ⊂  в мно у nE 2  неперервна на  (тобто непе-

 є кожна з  ко инат itttgi ),,...,,(
IR  1E

 n1 m21 = )  функ-
ція 

, а
)(x , що переводить nIRE 2⊂  в 1f IR , неперервна на E , тоді функція 

)))( ttϕ , що діє із((gf= в mIRE 21 ⊂   1IR , є не mIR2⊂ . перервною на 1
ші.)  функція

 E
30 (Теорема Ко Якщо  z )(xf=  неперервна в зв’язній обла-

сті E mIR2⊂ , до того ж,  0)(: 11 <∈∃ xfEx , і 0)(: 22 >∈∃ xfEx ожна  
знайти таку точку 

, тоді м
Ex ∈* , що 0)( * =xf

0
. 

ія 4  (Перша теорема Вейєрштрасса.) Якщо функц fz = )(x  непере-
рвна в обмеженій замкненій обл mIR2 , то ця функція обмежена в цій 
області. 

0

асті E ⊂ 

5  (Друга теорема Вейєрштрасса.) Якщо функція )(xfz =  неперервна 
в обмеженій замкненій області mIRE 2⊂ , то ця функція в цій області досягає 
свого айбільшого і найменшог .   н о значень



 17

а була неперерв

2. ДИ

им числе гато 
ання те функцій багатьох зм о ду

. 
2.

Для дослідження виробничої функції на екстремум необхідно, щоб во-
н ною в економічній області. 

 
ФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЙ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ 

 

2.1. Часткові похідні. Диференційованість 
 

Насамперед з диференціальн ння пов’язано ба питань про 
застосув орії інних в економіці. Р згля  деяких 
таких питань присвячено цей розділ

Визначення 1. Фіксуємо },...1{ mi∈ . Якщо функція )  задана на 
області mIRE 2⊂ , а 

(xf
),...,,( )0()0(

2
)0(

10 mxxxx =  – внутрішня точка E  і ix∆ - так  
приріст аргументу x , що точка ( )0(x

ий
)0()0()0()0(

11 miiii xxxxx ∆+− залишаєть-
ся всер то частковим приростом цієї функції в точці

i ),...,,,,..,  
,  едині множини E 0

нною ix  називається значення  
x  

за змі
),...,,,,...,,,..,() )0()0(

1
)0()0

1
)0()0(

1
)0(

10 miimiii xxxxxxxxf ++∆+=  
Визначення 2.2. Якщо  

,...,(),( ()0(
1

)0()0(
1 iix xxfxxf −− −∆

для функції )(xf , що задана

m і для

 на області 

 точкиIRE 2⊂ ,  Ex ∈0  існ є границяу  
i

x
x x

xf∆ )(
i ∆→∆

lim 0
0

, то вона називаєть-

ся частковою похідною функції )(xf  в точці 0x  за змінною Позначення  ix . 

ix
xf

∂
∂ )  ( 0  або )( 0x

ix′  ( },...1{ mi∈f ). 

д й 

Розв’язання. Фіксуємо по черзі змінні і

Приклад 2.1. Знайти часткові похі ні функці xyerctgeyxf =),( , 
yxyxg =),( . 

 y   x , тоді 

( )21 xy
ye

x
f xyerctg

+
=

∂
∂

( )21 xy
xe

y
f xyerctg

+
=

∂
∂ ; ,   

1−=
∂
∂ yyx

x
g ,   xx

y∂

ення 2

g
=

∂

Визнач .3. Якщо функція

y ln . 

 )(xf  задана на області mIRE 2⊂ , а  

),...,,( )0()0(
2

)0(
10 mxxxx =  – внутрішня точка і  – такі прирости аргументів 

), що а повний п іст 
функції можна представити у вигляді 

 E   ix∆

ix  ( mi ,...,1=  Exxxxxx mm ∈∆+∆+∆+ ),...,,( )0(
2

)0(
21

)0(
1 , рир

=−∆+∆+∆+=∆ ),...,,(),...,,()( )0()0(
212 mxxxfx  )0()0()0(

21
)0(

10 mm xxxxxfxf

,   (2.1) )(...221 ρ+∆++∆+∆= oxAxAxA mmi



де ( ) ( ) ( )22
2

2
1 ... mxxx ∆++∆+∆=ρ , а 0)(lim

0
=ρ

ρ
→ρ

o , то така функція назива- 

ється д нційованифере ою в точці 0x , 
нціа

а головна лінійна частина приросту фун-
кції в (2.1) називається дифере лом цієї функції в точці 0x , який познача-

 )( 0xdf , ється тобто  

)( 0xdf mmi dxAdxAdxA +++= ...221 ,  (2.2) 
де mixdx ii =∀∆=  

Теорема 2.1 (необхідна умова диференційова
,...,1

ності функції в точці). 
Якщо функція )(xf  диференційована в точці 0x , то вона в цій точці має час-
ткові похідні за кожною із змінних, і у формулі (2.1) 

mixfA ,...,1)( 0 =∀
∂

= . 
xi

i ∂
З наведеної теореми випливає, що для диференційованої функції  

)( 0xf∆ )()(...)()( 02010 21
ρ+∆′++∆′+∆′= oxxfxxfxxf mxxx m

,     (2.1а) 

)( 0xdf =
∂∂∂ mxxx 2

2
1

1

∂
++

∂
+

∂
= mdxxfdxxfdxxf )(...)()( 000  

mxxx dxxfdxfx 21 + xdxf
m

)(...)()( 000 21
′++′′= . (2.2а) 

нкції диференціалом, наближено
. 

Розв’язання. а) Розглянемо функцію ( zyxzyf +⋅+⋅+=  
і знайдемо її повний диференціал в точці див. (2.2 а). 

Приклад 2.2. Замінивши приріст фу  
обчислити а) 32 004,3003,2002,1 ⋅⋅ ;   б) 97,0 05,1

 32 )3()2()1(),,x
 )0,0,0(  (

=′+′+′= dzfdyfdxffd zyx )0,0,0()0,0,0()0,0,0()0,0,0(  

+++++++= dyzyxdxzy
)0,0,0(

3
)0,0,0(

32 )3)(2)(1(2)3()2(  

+ dzzy
)0,0,0(

22 )3()
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=+++ x 2)(1(3 )(108108108108 dzdydxdzdydx ++=++= . 

Зрозуміло, що  
0;0;0 000 === zyx , 004,0;003,0;002,0 =∆=∆=∆ zx , 

4
y

,0;003,0;002,0 000 00=∆+=∆+=∆+ zzyyxx
приріст функції в точці що бчислюється за форму-

лою ,( 00000 zyxfyyxxf −

. 
Тому повний  о ),,( 000 zyx , 

 ),,(),),,( 0000 zzzyxf ∆+∆+∆+=∆ , в даному випад-
ку дорівнює =∆ )3,2,1(f 3232 321004,30, 032002,1 ⋅⋅−⋅⋅ . 

За умовою ≈∆ )0,0,0(f )0,0,0(fd , тобто 

≈⋅⋅−⋅⋅ 3232 321004,3003,2002,1  



⇒=++≈
===

972,0)(108 004,0;003,0;002,0 dzdydxdzdx dy  

07221004,3 232 ⋅≈⋅ . ,108972,03003,2002,1 3 =+⋅⋅⇒

б) Зрозуміло, що  0;0 00 == yx , 05,0;03,0 =∆=∆ yx , 03,00 =∆+ xx ; 
05,00 =∆+ yy . Для функції знайдемо диференціал в точці  yxyxg +−= 1)1(),(  

)0,0( : 

=′+′= dygdxgdg yx )0,0(
+−+− dxxy y

)0,0(
)1()1(

dxdyxx y −=−

)0,0()0,0(

−+ 1( +

)0,0(
1 )1ln() . 

Повний приріст функції в точці івнює )0,0(  =∆ )1,1(g 105,1 197,0 дор − . За умо-
вою ∆ ≈)1,1(g

 19

 )1,1(gd , тобт  о

≈− 105,1 197,0 03,005,0;03,0 == dydx −=− dx ,    197,0 05,1 ≈ 97,003,0 =− . 
Приклад 2.3. Чи є диференційованою в точці О(0,0) функція 

3 33),( yxyxf +=
Розв’язання

? 
. Знайдемо спочатку часткові похідні функції в точці 

О(0,0) за визначенням 2.1: 

( )
=

∆
−∆+

=′
→∆ xx 0

fxff x
)0,0()0,0(lim)0,0( 1

00
lim

3 33

0
=

∆
−+∆

→∆ x
x

x
, 

=
∆

−∆+
=′

( )
1

0
lim

3 3

→∆ yy 0

fyff y
)0,0()0,0(lim)0,0( =

0 ∆→∆ yy

Повний приріст функції в точці О(0,0):  

−∆y . 

=−∆+∆+=∆ )0,0()0,0()0,0( fyxff ( ) ( )3 33 yx ∆+∆ . 
Згідно до формули (2.1а) повний приріст ди ваної функції повинен 

ати представлення у вигляді  
ференційо

допуск

( ) ( )22 yx ∆+∆ , )0,0(f∆ )()0,0()0,0( ρ+∆′+∆′= oyfxf yx , де =ρ

тобто ( ) ( )3 33 yx ∆+∆ )(11 ρ+∆⋅+∆⋅= oyx . Перевіримо, чи насправді  

) ( )(3 33 yx ∆+∆ )(ρ=∆−∆− oyx .    (*) 
о, чи буде границя віднДля цього перевірим ення виразу зліва до ош

( ) ( )22 yx ∆+∆=ρ  при 0→ρ  дорівнювати 0, 
Розглянемо цю границю: 

скориставшись тим, що 
)0,0(),(0 →∆∆⇔→ρ yx . 

( ) ( )
( ) ( )2

yx ∆−∆ . 
2

3 33

0
0

lim
yx

yx

y
x ∆+∆

−∆+∆

→∆
→∆

  (**) 
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Для послідовності ( ) )0,0(1,1,
2

→
∞→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=∆∆

mIR

n
nn nn

yx  отримаємо  

( ) ( )
( ) ( )

0
2

22
2

limlim
3

2
22

3
≠

−
==

∆+∆

∆−∆−∆+∆
∞→∞→

n

n

yx

yxyx
n

nn

nnnn
n

. 

Оскіл

223
333 −

n

ьки за одним з напрямків прагнення ),( yx ∆∆  до (0,0) границя не дорів-
нює 0

 не
, то границя (**) не дорівнює 0, тому співвідношення (*) невірне. Зна-

чить дана функція  є диференційованою в точці (0,0).
Завдання 2.1. Перевірити, чи існує границя (**). 
Теорема 2.2 (достатня умова диференційованості функції в точці). 

Якщо функція )(xf  має часткові похідні за кожною із змінних в деякому
околі точці 

 

0x  і ці часткові похідні неперервні в цій точці, то вона в цій точці 
диференційована. 

Завдання 2.2. З’ясувати, яка саме умова попередньої теоре
нуєть

ми не вико-
 прик

их антує
ся для функції, що наведена в ладі 2.3. 
Існування усіх часткових похідн  функції в точці ще не гар  її не-

перервності в цій точці, але справедлива наступна теорема.  
орема  функція Те  2.3. Якщо )(f енційована в тx  дифер очці 0x , то вона 

непер
 Нехай

в цій точці ервна. 
Теорема 2.4 (про диференціювання складної функції).   
1) g  переводи  в mIR nIRE ⊂  ть E ⊂1 за правилом )(tgx = , тобто 

, mt( )),...,,(),...,,...,,(),,...,(),...,,( 2121221121 mnmn tttgtttgttgxxx = , 
функції 2) mj ,...,1= )∀  ,...,,( 21 mjj tttgx =  диференційова і в точці н  

),...,,( )0()0(
2

)0(
10 mtttt = 1E∈ ,  

нкція 3) фу )(xf ),...,,( 21 xxf=  диференційована в точці nx
Exxxx n ∈= ),...,,( )0()0(

2
)0(

10 , що відповідає 0t , тобто )( 0
)0( tgx jj = , тоді функція 

))(()( tgft =ϕ  диференційована в точці 0t , а її часткові похідн ожуть
знайдені за формулами 

і м  бути 

m
txtxt iii

,...,1
2

1

1 ∂∂
+

∂∂
=

∂
  (2.3) 

(усі по повідних точка 

i
t
x

xm
... =

∂∂
++

хідні беруться у від

fxfxf m ,2 ∂∂∂∂∂∂ϕ∂

i

0x або 0t ). 
Ча тковий випадок: функція с )(xf (xf ),...,, 21 nxx=  диференційована в 

точці ),...,,( )0()0(
2

)0(
10 nxxxx = , функції однієї змінної )(tgx jj =  диференційовані 

в точці тоді складна функція однієї змінної 0t ,  ))(()( tgft =ϕ  диферен вана ційо
в точці до того ж її похідна обчислюється за формулою  0t , 



dt
dxf

t
dx

x
f

dt
dx

x
f

dt
d m∂

∂∂
∂

+
∂
∂

=
ϕ 2

2

1

1
.  (2.4) 

x∂
++ ...

єї форми у випадку, коли змінні не є незалежними.  
Приклад 2.4. Знайти часткові хідні і диференціал першого порядку 

 функцій  
vyxuvufz +=+== ; 

m
Форма першого диференціалу функції багатьох змінних інваріантна, оскільки 
не змінює сво  ),...,1( nixi =  

 по
для
а) x 22,),,( y

б) 
z

v
y

uvuf == ,),,( ; 

в) ytxyxarctgz ,4),( 22 ==+=

yxz =

sin . 
Розв’язання. а) Для пошуку часткових похідних вико  форму-

лу (2.3), переписавши її у вигляді 

t
ристаємо

xvxux vfuff
x
f ′′+′′=′=
∂
∂ ,   yvyuy vfuff +′′=′=

y
f ′′
∂
∂ . 

Отримаємо: vuvux fxfxfff ′+′=⋅′+⋅′=′ 221 ;   uy ff +′=′ vfy ′2 , тоді 
( ) ( ) )( yffy vv 22)(22 ydxdxdydxfdyfdxfxfdf uuvu +′ ++′= ′+′+′+′= . 
б) В цьому випадку ро ’язуємо аналогіч  попередньо  зв но му

y
ff ux

1′=′ ;   2z
yff vz

−′=′ ; 
z

f
y

xff vuy
1

2
′+

−′=′ ;   

+′= dx
y

fdf u
1 dy

z
f

y
xf vu ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′+

−′ 1
2 =

−′+ dz
z

yfv 2  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎛

−′= dxf 1

⎝
dy

y
x

yu 2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′+ dz

z
ydy

z
fv 2

1 . 

в) 1 спосіб. Використовуємо формулу (2.4):  

=′′+′′=′= tytxt yzxzz
dt
dz  

=−
++

+
++

=
====

)cos(
)(1

28
)(1

1

sin,4
22

sin,4
22

22
t

yx
yt

yx tytxtytx

 

222222 )sin4(1
cossin28 ttt

−=
)sin4(1 tttt ++++

. 

Складна функція залежить від однієї змінної, тому її дифере  дорівнює нціал

dt
dt
dzdz = dttt

tt
)2sin8(

)sin4(1
1

222 −
++

= . 

2 спосіб. Підставимо замість x  і їх вирази через незалеж у змінну  y  н
t , після чого і знайдемо від отриманої функції похідну: 

 21



( ) =
′

 22

+=′ tt ttarctgz )sin4( 22 )cossin28(
)sin4(1 222 ttt

tt
−

++
. 1

Диференціал буде мати той же вигляд, як отримано у 1 способі. 
Визначення 2.4. Часткові похідні вищих порядків  індук-

тивно 
 визначаються

⎟
⎟
⎞⎛ ∂∂∂ −1ndefn ff . 
⎠∂

−− 1111
... ii xx

nnnn

Якщо не усі індекси івпадають, то у похідну нази  мішаною. 
: 

⎜
⎜
⎝ ∂∂

=
∂∂∂ ... iiii xxxx

 сп так вають
Наприклад, для функції двох змінних

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂ x

f
xx

f def

2

2
; ∂

⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

y
f

yy
f def

2

2
; 

⎠⎝
⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
y
f

xx
f def2

; ⎟
⎞

⎜
⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
x
f

yxy
f def2

. 
⎠⎝y ⎠⎝

рца). Теорема 2.5 (теорема Шва Якщо однойменні мішані похідні фун-
кції )(xf  існують в деякому околі точки 0x  і н вні в цій точці, то вони 
в цій точці співпадають. 

еперер

Визначення 2.5. Функцію )(xf  називати n  раз диференційо-
ною в точц

будемо 
ва і 0x , якщо іусі її часткові похідн  )1( −n -го порядку диференці-
йовані в цій точці. 

Визначення 2.6. Якщо функція  
 

)(xf  n  раз диференційована в точці 
0x , а змінні або незалежні або раз диференційовані в цій то-

чці, т
 ),...,1( mixi =   n  

о n -й диференціал визначається формулою 

00
)( 1n

def
n ddfd −=

xx
f . 

Якщо аргументи функції незалежні, то використову
символ для обчислення го диференціалу 

ють формальний 
 n -

=fd n fdx
x

dx
x

dx
x

n
⎞

⎜⎜
⎛

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

= ...21 (2.5) m
m

⎟⎟
⎠⎝ 21

.  

Форма вищих диференціалів функції багатьох змінних неінваріантна, 
оскільки змінює свою форму у випадку, коли змінні ),...,1( mixi =  не є неза-
лежними.  

Приклад 2.5. Знайти часткові похідні і диференціали першого і друго-
го порядку від функцій xyerctgeyxf =) yx=),( . ,( , yxg

Розв’язання. В прикладі 2.1 були знайдені часткові похідні першого 
порядку для цих функцій, тому їх перші диференціали дорівнюють: 

( ) ( )
=dx  

++ xyxy 11
+=′+′=

xedxyedyfdxfdf xyerctgxyerctg
yx 22

( )
)(

1 2 xdyydx
xy

e xyerctg
+= − dxyxdg y 1 xdxx y ln . +

+
= ;        
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Знайдемо другі часткові похідні і другий диференціал: 

( ) ( )
( )

( )
=′⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+

′

+
=′⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
=′′

x

xyerctg
x

xyerctg

x

xyerctg
xx

xy
yee

xy
y

xy
yef 222 111

 

( ) ( ) ( )( ) =
+

−
+

++
= 22

2

22
1

2
11 xy

xyye
xy
ye

xy
y xyerctgxyerctg

( )
( )xy

xy
ye xyerctg

21
1 2

2
−

+
; 

( )
=′⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
=′′

y

xyerctg
yy

xy
xef 21 ( )( ) ( )xy

xy

xe xyerctg
21

1
22

2
−

+
; 

( )
=′⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
=′′=′′

x

xyerctg
yxxy

xy
xeff 21

 

( ) ( )
( )( )

( )( ) =
+

−+
+

++
= 22

22

22
1

21 ( )
( )( )22

2

11 xyxy xy

xxyxyeyex xyerctgxyerctg

1+

1

xy

xyxye xyerctg −+ . 

Згідно до формули (2.5 тому ) 222 2 dyfdxdyfdxffd yyxyxx ′′+′′+′′= , 

=fd 2

( )
( )( 22 ( )( ) +−++ dxdyxyxy 212 ( ) )22 21 dyxyx − . 21 xy+

21 dxxyye xyerctg
−

Для другої функції: 

=′′xxg ( ) 21 )1( −− −=
′ y
x

y xyyyx , =′′xyg ( ) xyxxyx yy
y

y ln111 −−− +=
′

, 

=′′xyg ( ) 2)(lnln xxxx y
y

y =
′

, 

=gd 2 +− dxdyxyxx2)1( dxxyy y yy )ln(2 11 −− + 22)(ln dyxx y+ . 

Приклад 2.6. Довести, що функція 
r

u 1
= , де 

222 )()()( czbyaxr −+−+−= , задовольняє при 0≠r  рівнянню Лапласа 

0222 =
∂

+
∂

+
∂ zyx

. 

Роз

222 ∂∂∂
≡∆

uuuu

в’язання. Використаємо формулу для часткової похідної складної 
функції.  

=
−+−+−

−−
=

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

−+−+−= 222)()()(
2

)()()(2

)(21
222 czbyax

ax
rx

r
r
u

x
u

czbyaxr
 

...
3

)(

=

−−
=

rr
ax . 

2

2

x
u

∂

∂ [ ] =′−−′−−=
=

−−

...
33 ))(()(

rxx raxrax  

[ ]=⎥⎦⎢⎣ = ...2 rr
⎤⎡ −

−−−−= −− 43 )(2)3)(( axraxr
...=r

523 )(3 −− −+− raxr . 

Аналогічний вигляд будуть мати другі похідні за іншими змінними, тому 



( )[ ] =−+−+−+−=∆
=

−−

...
52223 )()()(33

r
rczbyaxru [ ] 033

...
523 =+−

=

−−

r
rrr  

Що і треба було довести. 
 

2.2. Економічна інтерпретація часткових похідних.  
Еластичність виробничої функції 

 

Наведемо спочатку економічну інтерпретацію часткових похідних. Не-
хай задана виробнича функція ),( yxfz = , що виражає, наприклад, витрати 
виробництва від кількості x  і   двох видів продукції, що випускається. 
Припустимо, що фактор 

y
x  змінився на x∆ , тоді виробнича функція змінить-

ся на ),(),( yxfyxxfzx −∆+=∆ . Тоді 
x
zx

∆
∆  виражає середній приріст вироб-

ничої функції на одиницю приросту фактору x . Перейдемо до границі при 
, отримаємо граничні витрати виробництва на одиницю продукції 0→∆x x : 

x
z

x
zx

x ∂
∂

=
∆
∆

→∆ 0
lim . 

Аналогічно за фактором :     y
y
z

y
zy

y ∂
∂

=
∆

∆
→∆ 0

lim . 

Визначення 2.7. Еластичність виробничої функції ),( yxfz =  відносно 
факторів виробництва x  ( ) визначається формулою: y

x
z

z
xzEx ∂
∂

=)(     ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
y
z

z
yzEy )(  

і вказує наближено процентний приріст виробничої функції, що відповідає 
приросту фактора x  ( ) на 1% за умови, що фактор  (y y x ) не змінюється.  

Якщо виробнича функція задає залежність виробництва z  від  виро-
бничих факторів у вигляді 

n
),...,,( 21 mxxxfz = , то диференціальні характерис-

тики такої функції –  
ix

z
∂
∂  – граничні ефективності фактора  і – ix

i

i
x x

z
z
xzE

i ∂
∂

=)(  – еластичність виробництва z  відносно фактору  

(  та інше. 

ix

),...,1 mi =
Приклад 2.7. Для виробництва деякого товару визначена функція 

, де yyyxxyyxf 12023),( 4223 −+−= x ,  – фактори виробництва. Знайти: 
а) закон зміни виробничої функції; б) еластичність функції за кожним факто-
ром; в) коефіцієнти еластичності за факторами 

y

1=x , 1=y . 
Розв’язання. а) Щоб визначити зміни виробничої функції за фактора-

ми x  і , необхідно знайти часткові похідні від виробничої функції: y
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=
∂
∂

x
f 23 6xyy − ;   =

∂
∂
y
f 120863 322 −+− yyxxy . 

б) Тепер обчислюємо еластичність функції за кожним фактором згідно 
визначенню: 

( ) ( )
yyyxxy

xyyxxyy
z
x

x
z

z
xzEx 12023

66)( 4223

23
23

−+−
−

=−=
∂
∂

= ; 

( ) ( )
yyyxxy

yyxxyxyyxxy
z
y

y
z

z
yzEy 12023

120863120863)( 4223

322
322

−+−
−+−

=−+−=
∂
∂

= . 

в) Обчислимо коефіцієнти еластичності за факторами 1=x , 1=y : 
( ) 04,0

120231
611)( ≈
−+−
−⋅

=zEx ;   ( ) 96,0
120

1208631)( ≈
−

−+−⋅
=zEy . 

Таким чином, при збільшенні фактора x  на 1% (за умови, що фактор 
  не змінюється) буде мати місце відносне збільшення даної виробничої 

функції приблизно на 0,04%. При збільшенні фактора  на 1% (за умови, що 
фактор 

y
y

x   не змінюється) буде мати місце відносне збільшення даної вироб-
ничої функції приблизно на 0,96%. 

Зауважимо, що від’ємне значення коефіцієнту еластичності показує 
на зменшення виробничої функції при збільшенні відповідного фактору. 

 
3. ЗАСТОСУВАННЯ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЙ 

БАГАТЬОХ ЗМІННИХ 
 

 

X

3.1 Геометричний зміст диференційованості 
 
Визначення 3.1. Площина Π , що 

проходить через точку  по-
верхні називається дотичною площиною 
в цій точці, якщо кут між цією площиною 
і січною, що проходить через точку 

 і будь-яку точку  
поверхні, прагне до нуля, коли 

),,( 0000 zyxM

),,( 0000 zyxM ),,( zyxM
M  прагне 

до  (див. рис. 3.1). 0M
Теорема 3.1. Функція ),( yxfz =  

диференційована в точці  тоді і 
лише тоді, коли графік поверхні, який 
визначається цією функцією, має в точці 

 (

),( 00 yx

),,( 0000 zyxM ),( 000 yxfz = ) дотичну 
площину. Рівняння цієї площини Π  визнача

25
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Рис. 3.1.
ється формулою 
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0

00
0

00
0 yy

y
yxfxx

x
yxfzz −

∂
∂

+−
∂

∂
=− ,  (3.1) 

а рівняння нормалі  до неї в точці  – формулою n 0M

1),(),(
0

00

0

00

0

−
−

=
′
−

=
′
− zz

yxf
yy

yxf
xx

yx
.   (3.2) 

Приклад 3.1. Написати рівняння дотичної площини і нормалі до пове-

рхні 
y
xarctgz =  в точці ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

4
,1,10M  

Розв’язання. Знайдемо спочатку часткові похідні цієї функції в даній 
точці: 

( ) 2
11

/1
1

0
0 2 =

+
=′

M
Mx yyx

z ;   
( ) 2

1
/1

1

0
0 22 −=

−

+
=′

M
Mx y

x
yx

z . 

Рівняння дотичної площини і нормалі відповідно будуть мати вигляд згідно 
до формул (3.1) і (3.2) 

)1(
2
1)1(

2
1

4
−−−=

π
− yxz   ⇒ 0

2
2 =

π
+−− zyx ; 

1
4/

2/1
1

2/1
1

−
π−

=
−

=
− zyx  ⇒  

2
4/11

−
π−

=−=−
zyx . 

 

3.2. Похідна за напрямком. Градієнт 
 

Часткові похідні функції ),,( zyxfu =  за x , за , за y z  виражають 
„швидкість зміни функції” в напрямку координатних осей. Наприклад, коли 
точка рухається лише у напрямку осі абсцис, то xf ′  виражає швидкість руху 
цієї точки в напрямку цієї осі. Але в багатьох фізичних явищах необхідно 
знати швидкість зміни функції (наприклад, температур) у напрямку прямої . 
У відповіді на це питання нам допоможе похідна за напрямком.  

l

Нехай функція ),,( zyxfu =  визначена у деякій відкритій області, точ-
ка  належить цій області, а пряма , що проходить через цю 
точку задає деякий напрямок. Нехай 

),,( 0000 zyxM l
),,( zyxM l∈ , тоді  – довжина 

відрізка, що сполучає точки , і яка береться із знаком „+”, якщо на-
прямок  співпадає із напрямком прямої  і „–” – в протилежному випа-

дку. Границя 

MM0

MiM0

MM0 l

MM
MfMf

MM 0

0 )()(lim
0

−
→

 називається похідною від функції  за 

напрямком l  і позначається 

f

l
zyxf

l
Mf

∂
∂

=
∂

∂ ),,()( 0000 . 

Формула для обчислення похідної за напрямком від диференційованої  
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функції: 

γ
∂
∂

+β
∂
∂

+α
∂
∂

=
∂

∂ coscoscos)(

000

0

MMM z
f

y
f

x
f

l
Mf ,  (3.3) 

де γβα cos,cos,cos  – напрямні косинуси напрямку . Вектор  l

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
000

,,)( 0
MMM z

f
y
f

x
fMfgrad   (3.4) 

називається градієнтом функції  в точці . Він вказує напрямок на-
йшвидшого росту функції в цій точці.  

f 0M

Згідно до формул (3.3) і (3.4) перепишемо формулу похідної за напря-
мком через скалярний добуток градієнта функції  в точці  на одинич-
ний вектор 

f 0M
)cos,cos,(cos γβα=e  напрямку l : 

eMfgrad
l
Mf

⋅=
∂

∂ )()(
0

0 .  (3.5) 

Приклад 3.2. Знайти кут між градієнтами функції  в то-
чках  і 

222 zyxu −+=
)0,0,(εA )0,,0( εB . 

Розв’язання. Для використання (3.4) знайдемо часткові похідні: 
; ;   xux 2=′ yuy 2=′ zuz 2−=′ , тоді 

( )0,0,2)( ε=Afgrad ;   ( )0,2,0)( ε=Bfgrad . 
Ці вектори розташовані паралельно осям OX I OY, тому кут між ними дорів-
нює 90о.

Приклад 3.3. Знайти похідну функції  в точці , в на-
прямку l , що складає кут 60

22 yxz −= )1,1(M
о з додатнім напрямком осі OX. 

Розв’язання. Знайдемо спочатку часткові похідні і градієнт в точці М: 
;     ;     xzx 2=′ yzy 2−=′ ( )2,2)( −=Mzgrad . Одиничний вектор напрямку, що 

складає кут 60о з додатнім напрямком осі OX, має координати ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

2
3;

2
1e . 

Згідно до формули (3.5) ⋅−=
∂

∂ )2,2()(
l
Az

31
2
3;

2
1

−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
. 

Приклад 3.4. Знайти градієнт функції  в точці  і 
похідну в цій точці за напрямком вектора 

)1ln( 2 += xyz )1,1(A
)4,3( −−=a . 

Розв’язання. 
12

2

+
=′

xy
yzx ;   

1
2

2 +
=′

xy
xyzy ;   ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1,

2
1)(Azgrad ; 
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22a

ae ; 

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∂
∂ 1,

2
1)(

e
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2
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5
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⎜
⎝
⎛ −− . 

 

3.3. Локальний екстремуми функції багатьох змінних 
 

Загальні теоретичні відомості про локальниу екстремум. 
Визначення 3.2. Точка 0x  називається точкою локального максимуму 

(мінімуму) функції  )(xf , якщо існує δ -окіл цієї точки, в межах якого зна-
чення функції )( 0xf  – найбільше (найменше) серед усіх інших значень фун-
кції, тобто 

0x  – loc max (min) функції )(xf   

( ))()()()()(0 000 xfxfxfxfxOx
def

≥≤∈∀>δ∃⇔ δ . 
Визначення 3.3. Точками локального екстремуму називаються точки 

локального максимуму і мінімуму. 
Теорема 3.2 (необхідна умова локального екстремуму). Якщо функція 

)(xf  в точці 0x  має локальний екстремум, і в цій точці функція має скінчен-
ні часткові похідні, то всі ці часткові похідні дорівнюють нулю, тобто 

mi
x
xf

i
,...,10)( 0 =∀=

∂
∂ .   (3.6) 

Іншими словами обертання в нуль усіх часткових похідних функції в 
точці є необхідною умовою локального екстремуму. 

Точки, в яких виконується необхідна умова екстремуму, тобто умова 
(3.6) є лише підозрілими на екстремум точками (стаціонарними або критич-
ними). Для того, щоб впевнитися в тому, що ці точки дійсно є точками екст-
ремуму, необхідно ще перевірити достатню умову екстремуму. Для цього в 
припущенні про двічи диференційованість функції в цій точці потрібно по-
будувати другий диференціал функції 
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jiij dxdxaxfd
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xf
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Він представляє собою квадратичну форму. 
Кажуть, що квадратична форма додатньо (від’ємно) визначена якщо 

для всіх значень , які водночас не дорівнюють нулю, вона приймає строго 
додатні (від’ємні) значення (k=1,…,m). 

kdx

Для відповіді на питання про знак квадратичної форми застосовують 
критерій Сильвестра. Для цього спочатку утворюють матрицю квадратичної 
форми і обчислюють її головні мінори: 
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Теорема 3.3 (критерій Сильвестра). Для того, щоб квадратична форма 
була додатньо (від’ємно) визначеною необхідно і достатньо, щоб усі головні 
мінори її матриці були додатні (знакопочережні, починаючи з додатного зна-
ку), тобто 

для додатньо визначеної:   (3.7) ;0...;;0;0;0 321 >>>> mAAAA
для від’ємно визначеної: ;...0;0;0;0 4321 <><> AAAA .  (3.8) 

Теорема 3.4 (достатня умова локального екстремуму). Якщо двічи 
диференційована функція )(xf  в стаціонарній точці 0x  (тобто в такій точці, 
що 0)( 0 =xdf ) має другий диференціал, який є 
а) додатньо визначеною квадратичною формою, то 0x  – точка  мінімуму, 
б) від’ємно визначеною квадратичною формою, то 0x  – точка максимуму, 
в) знакозмінною квадратичною формою, то в точці 0x  відсутній екстремум. 

Зауваження 3.1. До точок, підозрілих на екстремум належать також і 
ті, в яких часткові похідні першого порядку не існують, тоді для з’ясування 
того, чи буде в них екстремум використовують визначення 3.2 і 3.3. 

Частковий випадок локального екстремуму функції двох змінних. 
Якщо функція  двічи диференційована в точці , і в цій точ-
ці  

),( yxfz = ),( 00 yx

0),(,0),( 0000 =
∂

∂
=

∂
∂

y
yxf

x
yxf ,  (3.9) 

то за умови , де 02 ≠−=∆ BAC ),( 00 yxfA xx′′= , ),( 00 yxfB xy′′= , 
, в точці  маємо ),( 00 yxfC yy′′= ),( 00 yx

а) мінімум, якщо 00 >∆∧>A , 
б) максимум, якщо 00 >∆∧<A , 
в) відсутність екстремуму, якщо 0<∆ . 
Якщо 0 , то приходимо до висновку про екстремум, виходячи з визначень 
3.2. і 3.3..  

=∆

Приклад 3.5. Дослідити на екстремум наступні функції 

а) ;   б) 2244 2 yxyxyxz −−−+= 221 yxz +−= ; 

в) . zxyzyxu 212223 ++++=
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Розв’язання. а) Знаходимо стаціонарні точки з умови (3.9), 
розв’язавши систему рівнянь 
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Отримаємо стаціонарні точки: . )1,1();1,1();0,0( 321 −−MMM
Знаходимо другі часткові похідні: 

212;2;212 22 −=′′−=′′−=′′ yzzxz yyxyxx , 
звідки маємо: 

0;2;2;2 1111 =∆−=−=−= CBA . 
Так як , то з’ясовуємо, чи буде ця точка точкою екстремуму за визна-

ченнями 3.2 і 3.3. Нехай 

01 =∆

xy = , тоді . Якщо )2(242),( 2224 −=−= xxxxxxz

20 << x , то )0,0(0),( zxxz =< . Нехай тепер xy −= , тоді 

. З отриманого приходимо до висновку, що в 

будь-якому околі радіусу, меншого за 

0)0,0(02),( 4 >∀=>=− xzxxxz

2 , значення функції можуть бути, як 
більшими за значення в точці (0,0), так і меншими. Загальний висновок: в то-
чці extrнемаєM −)0,0(1 . 

Тепер розглянемо інші дві точки: 
⇒>∆>=∆=−== 0;0;96;10;2;10 3,23,23,23,23,23,2 ACBA  min)1,1(3,2 −±±M . 

б) Часткові похідні цієї функції 
2222 2

2;
2

2

yx

yz
yx

xz yx
+

−
=′

+

−
=′  ніде не 

обертаються в нуль, а в точці (0,0) не існують, тому будемо досліджувати цю 
точку на екстремум за визначеннями 3.2 і 3.3. Маємо  

1)0,0( =z ,   max)0,0(),()0,0(11 222 −⇒∈∀=<+−= IRyxzyxz . 
в) Знаходимо стаціонарні точки:  
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Отримаємо стаціонарні точки: )1,144,24();1,0,0( 21 −−− MM . 
Знаходимо другі часткові похідні: 

0;12;2;6 =′′=′′=′′=′′=′′=′′ yxxzxyzzyyxx uuuuuxu , 
для використання теореми 3.4 і критерію Сильвестра обчислюємо головні 
мінори матриці квадратичної форми другого диференціалу досліджуваної  
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функції: 

xuA xx 61 =′′= ;   14412212
126

2 −==′′′′
′′′′

= xx
uu
uu

A
yyyx

xyxx ;  

28824212
1262

200
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3 −=⋅==
′′′′′′
′′′′′′
′′′′′′

= xxx
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A
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yzyyyx

xzxyxx
. 

Розглянемо спочатку точку )1,144,24(2 −−M , для неї 01441 >=A ;  
;   01442 >=A 02883 >=A min)1,144,24(2 −−−⇒ M . 

В точці  маємо , тому досліджуємо цю точку на екст-
ремум за визначенням: , якщо 

)1,0,0(1 −M 01 =A
1)( 1 −=Mu 01,, <<−== zzyzx , то 

, а якщо 0)1)(1(122)(),,( 223
1 >+++=+++=− zzzzzzMuzzzu

12,, −<<−== zzyzx , то . Значить у 
будь-якому околі точки  радіусом, меншим за 1, значення функції можуть 
бути, як більшими за значення в точці , так і меншими. Висновок: в точці 

0)1)(1()(),,( 2
1 <+++=− zzzMuzzzu

1M

1M
extrнемаєM −− )1,0,0(1 . 

 

3.4. Умовний екстремум 
 

Іноді практика вимагає знаходити екстремуми функції за якихось умов. 
Наприклад, необхідно знайти максимум функції прибутку фірми при випуску 
декількох видів товарів за умови, що є певна квота на загальний об’єм вироб-
ництва. 

В деяких випадках можна дати геометричну інтерпретацію поставле-
ної задачі. Наприклад, якщо на функцію  накласти обмеження ),( yxfz =

0),( =ϕ yx , то це буде означати, що поверхню ),( yxfz =  перетинає цилінд-
рична поверхня 0),( =ϕ yx , в результаті чого отримуємо криву в просторі, на 
якій треба знайти екстремум. 

Метод розв’язання задачі на умовний екстремум. Задача визначення 
умовного екстремуму функції ),...,,()( 21 mxxxfxf =  при наявності ряду спів-
відношень mnnkxk <==ϕ ,,...,1,0)(  зводиться до знаходження звичайного 
екстремуму для функції Лагранжа  

∑
=

ϕλ+=
n

k
kk xxfxL

1
)()()( ,  (3.10) 

де  – константи. Тут припускається, що усі, включені до роз-
гляду функції, є двічи диференційованими. Таким чином, питання про існу-
вання і характер умовного екстремуму в найпростішому випадку 

),...,1( nkk =λ
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розв’язується на основі дослідження знаку другого диференціалу )(2 xLd  в 
стаціонарній точці 0x  функції )(xL  за умови, що змінні  пов’язані 
співвідношеннями 

ndxdx ,...,1

0)( 0 =ϕ xd k nk ,...,1=∀ , тобто 

mkdx
x

x
i

m

i i

k ,...,10)(

1

0 =∀=
∂
ϕ∂∑

=
.  (3.11) 

Приклад 3.6. Знайти точки умовного екстремуму функції 
; 1;22 222 =+++−= zyxzyxu

Розв’язання. Будуємо функцію Лагранжа 
),,( zyxL ( )122 222 −++λ++−= zyxzyx . 

Досліджуємо її на екстремум 
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Стаціонарні точки умовного екстремуму: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
2;

3
2;

3
1

1M  при 
2
3

−=λ  і 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

3
2;

3
2;

3
1

1M  при 
2
3

=λ . Дослідимо першу з них на виконання достатньої 

умови екстремуму 
⇒=′′=′′=′′λ=′′=′′=′′ 0;2 yzxzxyzzyyxx LLLLLL  

max
3
2;

3
2;

3
10)(3)( 1

222
1

2 умовнийMdzdydxMLd −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⇒<++−=⇒ . 

Аналогічно отримаємо, що min
3
2;

3
2;

3
1

2 умовнийM −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− . 

Зауважимо, що в даному випадку формулою (3.11) ми не скористалися, 
оскільки вона не внесла б суттєвих змін у висновки. Дійсно, ця формула в 
даному прикладі придбала б вигляд ( ) dzdydxzdzydyxdx M 220|222

2,1
−=⇔=++ . 

Підстановка в другий диференціал функції Лагранжа цього виразу не змінила 
б його знаку. 
 

3.5. Абсолютний екстремум 
 

Іноді практика вимагає знаходити екстремуми функції за якихось об-
межень у формі нерівностей. Наприклад, необхідно знайти максимум функції 
попиту при обмеженні часу, обмеженні доходів споживачів і т.п. При 
розв’язанні таких задач ми спираємось на наступне твердження, яке є наслід-
ком теорем Вейєрштрасса (див. властивості неперервних функцій). 
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Твердження 3.1. Функція )(xf , що диференційована в обмеженій і 
замкненій області, досягає свого найбільшого і найменшого значень в цій 
області або в стаціонарних точках, або в межових точках області. 

Наведене дає можливість сформулювати алгоритм пошуку абсолют-
ного екстремуму:  
1) знаходимо стаціонарні точки функції )(xf  і ті точки, в яких часткові 

похідні не існують; 
2) відкидаємо з розгляду ті точки, що не попали до області; 
3) 1 спосіб пошуку стаціонарних точок на межі області: записуємо функції 

Лагранжа з врахуванням умов, що описують рівняння межі області, і зна-
ходимо їх критичні точки, серед яких відкидаємо ті, що не належать межі 
області; 

 2 спосіб пошуку стаціонарних точок на межі області:  
а) якщо це можливо, виражаємо деякі змінні з рівнянь межі, роблячи їх 
залежними від інших незалежних змінних; 

б) підставляємо вирази для залежних змінних у вираз для функції 
),...,,()( 21 mxxxfxf = , отримуємо нову функцію, яка виражається че-

рез незалежні змінні; 
в) для нової функції знаходимо стаціонарні точки, серед яких відкидаємо 
ті, що не належать межі області; 

4)    додаємо до розгляду крайові точки перетину кривих (поверхонь) області; 
5)   знаходимо значення функції у всіх знайдених стаціонарних точках облас-

ті, межі і в крайових точках, щоб обрати серед них найбільше і най 
      менше значення. 

Приклад 3.7. Визначити найбільше і найменше значення наступних 
функцій у вказаних областях: 

а) yxyxz +−= 2

2
1  в замкненій 

області, що обмежена параболою 

3

2xy =  і прямою 3=y ; 

0

3

-3 -2 -1 0 1 2 3

X

Y3

 
Рис. 3.2. 

б) yxz +=  в замкненому крузі 

. 122 ≤+ yx
Розв’язання. Знайдемо стаціо-

нарні точки в середині області 
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Маємо першу точку , яка належить області  (див. на рис. 3.2). )1,1(1M D

Тепер розглянемо криву . Будемо діяти за другим способом 
кроку 3 алгоритму. Підставляємо в рівняння функції рівняння кривої межі: 

3/2xy =
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2 xxxxxxzu xy +−=+⋅−==
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, 

знаходимо стаціонарні точки отриманої функції: ⇒=+−=′ 0
3

52 xxux  

3
50 =∨=⇒ xx , що відповідають таким точкам на кривій 

3

2xy = : 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

27
25;

3
5);0,0( 32 MM , які належать даній області .  D

Розглядаємо далі пряму 3=y :  

33
2
1 2

3 +−==
=

xxzu y ;   303 =⇒=−=′ xxux , 

на цій прямій  отримаємо наступну точку 3=y DM ∈)3,3(4 . 
До додаткового розгляду включаються кутову точку області, що не 

потрапила до розгляду: )3,3(5 −M . 
Переходимо до 5 кроку: знаходимо значення функції в отриманих чо-

тирьох точках, щоб серед них знайти найбільше і найменше: 

0)(;
2
1)( 21 == MzMz ;   

162
125

32
5)( 4

3

3 =
⋅

=Mz , 

zMz
D

min
2
3)( 4 =−= ;   zMz

D
max

2
33)( 5 == . 

б) Оскільки , то стаціонарних точок всередині області не-

має. На межі, тобто на колі , розв’яжемо задачу за допомогою фу-

нкції Лагранжа: : 
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Обидві точки ( )2/1;2/12,1 ±±M  належать колу, а значить і кругу . D
Тепер визначимось з найбільшим і найменшим значеннями: 

zMzzMz
DD

min2)(;max2)( 21 =−=== .  

 
3.6. Задачі оптимізації в економіці (локальної, умовної і абсолютної) 

 
До задач оптимізації відносяться задачі, в яких вимагається знайти ма-

ксимум чи мінімум якоїсь функції. Якщо на функцію не накладено жодної 
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умови (обмеження), то це задача локальної оптимізації. Якщо умова виража-
ється рівнянням або рівняннями, то це задача умовної оптимізації. Якщо об-
меження виражаються нерівностями, які в просторі mIR  представляють со-
бою деяку не порожню область, то це задача абсолютної оптимізації. 

Почнемо з задачі локальної оптимізації.  
Приклад 3.7. Фірма виробляє 2 види товарів  і  і продає їх за ці-

ною 600 грош. од. і 500 грош. од. відповідно. Об’єм виробництва товарів – 
 і . Функція витрат має вигляд . Потрібно знай-

ти такі значення  і , за яких прибуток, що отримує фірма, максималь-
ний, і знайти цей прибуток. 

1G 2G

1Q 2Q 2
221

2
1 345 QQQQC ++=

1Q 2Q

Розв’язання. Сумарний доход від продажу товарів  і : 1G 2G

21 500600 QQR += . 
Прибуток  представляє собою різницю між доходом  і затратами , 
тому  

Π R C

CR −=Π 21 500600 QQ += ( )2
221

2
1 345 QQQQ ++− , 

тобто              . 2
221

2
12121 345500600),( QQQQQQQQ −−−+==Π

Це і є та цільова функція, максимум якої потрібно знайти. Знаходимо 
стаціонарні її точки: 

⎩⎨
⎧

=
=⇔

⎩
⎨
⎧

=−−=Π′
=−−=Π′

5.87
25

064500
0410600

2
1

12

21

2

1
Q
Q

QQ
QQ

Q

Q . 

Такою точкою стає . Визначаємо, чи буде вона точкою екстрему-
му за допомогою других часткових похідних: 

)5.87;25(M

4)(;6)(;10)(
222111

−=Π ′′=−=Π ′′=−=Π ′′= MCMBMA QQQQQQ ⇒  

max)5,87;25(0;04)6()4(10 2 locMA −⇒>∆<⇒=−−−⋅−=∆⇒ . 
Нарешті знайдемо значення цільової функції в точці максимуму:  
=Π )(M 22 5,8735,872542555,8750025600)5,87;25( ⋅−⋅⋅−⋅−⋅+⋅==Π ==2390

6,25. 
Відповідь: При =25 од. і =87,5 од. фірма отримає найбільший 

прибуток, який складатиме 23906,25 грош. од.. 
1Q 2Q

Тепер розглянемо задачу умовної оптимізації. Нехай корисність зада-
ється як , де 4/34/1),( yxyxu = x  і  – кількість товару y A  і , які купує спо-
живач, а значення цієї функції чисельно виражають міру задоволеності поку-
пці. Потрібно знайти такі значення 

B

x  і , за яких споживач отримує найбі-
льшу задоволеність, тобто знайти найбільшу корисність. 

y

Наведена функція не має максимуму при скінченних значеннях змін-
них. Чим більше значення приймає кожна із змінних x  і , тим більше зна-y
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чення отримує функція . В дійсності ж необмежене споживання не-
можливе. Стримуючим фактором може бути, наприклад, сімейний бюджет. 

),( yxu

Наприклад, при ціні на товар A  і  відповідно 2 і 3 грош. од. загальна 
сума, що виділяється на їх придбання покупцем складає 100 грош. од.  

B

Таким чином задача може бути сформульованою так. 
Приклад 3.8. Знайти максимальну корисність  за 

умови (обмеженні) 

4/34/1),( yxyxu =
10032 =+ yx . Зміст цього обмеження полягає у наступ-

ному: якщо перший товар придбати в кількості x  за ціною 2 грош. од., а дру-
гий – в кількості  за ціною 3 грош. од., то загальна вартість покупки пови-
нна складати 100 грош. од.. 

y

Розв’язання. Будуємо функцію Лагранжа 
)10032(),( 4/34/1 −+λ+= yxyxyxL , 

знаходимо її стаціонарні точки 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=λ
=
=

⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=λ
=+

=
⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+
λ

=

λ=

⇔

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=+

=λ+=′

=λ+=′

4/34/34

3/4

4/1

4/1
4/3

4/3

8/1
25

5,12

8/1
10032

2

10032
)4(

)8(

10032

03
4
3

02
4

y
x

yx
xy

yx

xy
xy

yx
y
xL
x
yL

y

x

. 

Такою точкою стає точка . Перевіримо цю точку на максимум: )25;5,12(M

⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=′′−=′′−=′′

032
16

3;
16
3;

16
3

4/14/34/5

4/1

4/7

4/3

dydx
yx

L
y
xL

x
yL xyyyxx  

2
4/7

222
4/7

2

158
2)(

3/2
4
1

2516
23)( dxMLd

dxdy

dydxdydxMLd
⋅

−==⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

⋅
⋅

−==⇒ . 

Відповідь: споживач отримує найбільшу 
задоволеність за даних обмежень при придбанні 
12,5 од. товару A  і 25 од. товару . B

 

X 

Y

O 15
B

A15

 
Рис. 3.3. 

Нарешті розглянемо економічну задачу 
абсолютної оптимізації. 

Приклад 3.9. Фірма-монополіст вироб-
ляє 2 види товарів  і  в кількості  і  
відповідно. Функція витрат має вигляд  

1G 2G 1Q 2Q

22 10Q1110 QQQC + , +=

11 50 QP
а криві попиту кожного товару  

2Q ; +−=

12 230 QP 2Q , −+=
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де  і  – ціни одиниці відповідно товарів  і . Крім того, фірма не 
повинна виробити в загальній кількості товару більш, ніж 15 одиниць. Потрі-
бно знайти максимальний прибуток, який може бути досягнутий при такому 
обмеженні. 

1P 2P 1G 2G

Розв’язання. З умови випливає, що область  обмежень задається 
нерівностями 

D
15,0,0 2121 ≤+≥≥ QQQQ  (див. рис 3.3). 

Cпочатку будуємо цільову функцію прибутку CR −=Π , де  – до-
ход,  – витрати. Доход від продажу відповідно товарів  і  складатиме: 

R
C 1G 2G

( ) 21
2

11121111 5050 QQQQQQQQPR +−=+−== ;   

( ) 2
2212221222 230230 QQQQQQQQPR −+=−+== , 

а загальний доход –  

21
2

2
2

12121 33050 QQQQQQRRR +−−+=+= , 
а тому функція прибутку –  

21
2

2
2

1212211

21
2

2
2

12121
22040)1010(

33050),(
QQQQQQQQQQ

QQQQQQCRQQ
+−−+=++−

−+−−+=−=Π . 

Знайдемо стаціонарні точки всередині області: 

⎩
⎨
⎧

=+−=Π′
=+−=Π′

02220
02240

12

21

1

1
QQ
QQ

Q

Q . 

Ця система не має розв’язків, тому стаціонарних точок всередині області не-
має. Тепер знайдемо стац. точки на межі 
AO:  == 11 ;0 uQ ⇒=⇒=−=′⇒−=Π 10022020),0( 221

2
222 QQuQQQ

DM ∈⇒ )10,0(1 ; 

BO:  == 22 ;0 uQ ⇒=⇒=−=′⇒−=Π 20024040)0.( 221
2

111 QQuQQQ
DM ∉⇒ )0,20(2  – не розглядаємо; 

AB:  ;15 12 QQ −=

DMQQuQQ
QQQQQQQQu

∈⇒=⇒=−=′⇒−+=
=−+−−−−+=−Π=

)5,10(100880480300
)15(2)15()15(2040)15,(

3123
2

11

11
2

1
2

111113  

Додаємо до розгляду кутові точки: . Знаходимо 
найбільше значення серед усіх включених до розгляду точок: 

)15,0(),0,15(),0,0( 654 MMM

;165)(;375)(;0)(;100)( 6541 =Π=Π=Π=Π MMMM  
Π==Π max475)( 3M . 

Відповідь: Найбільший прибуток, який дорівнює 475 грош. од., фірма 
отримає, якщо виробить 10 од. товару  і 5 од. товару . 1G 2G

Хотілося б зауважити, що задачі абсолютної оптимізації окремо ви-
вчаються в розділі „Математичне програмування”. Методик розв’язання 
таких задач дуже багато. Тут ми вивчили тільки одну з них. 

 

ТИПОВЕ ІНДИВІДУАЛЬНЕ ЗАВДАННЯ 
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1) Знайти повторну границю або довести, що вона не існує (дод. завд.) 
2) Знайти подвійну границю або довести, що вона не існує (дод. завд.) 
3) Знайти часткові похідні даних функцій за кожною із незалежних змінних 

(  – змінні): φϕ,,,,,,, tvuzyx
4) Знайти похідну складної функції 
5) Дана функція ),( yxfz =  і дві точки . Потрібно  ),(),,( 1100 yxByxA
а) знайти значення z  функції в точці ; B
б) обчислити наближене значення 1z  функції в точці B виходячи із значення 

0z  нкції в точці 
, 

фу A , аміняючи приріст функції при переході від точки з
A  до точки B  ди еренціалом;  ф

в) написати рівняння дотичної площини до поверхні ),( yxfz =  в точці 
 і перевірити, чи лежить точка ),,( 000 zyxC ),,( 100 zyxD  в цій площині 

6) Дослідити функцію на локальний екстремум. 
7) Знайти найбільше і найменше значення функції в замкненій множині. 
8) Для даної функції ),( yxfz =  знайти 1) )( Azgrad ; 2) похідну в точці A  за 

напрямком a . 
9) Дана виробнича функція ),( yxfz = , де x  – витрати живого труда,  – 

витрати уречевленого труда. Знайти коефіцієнти еластичності 
 в точці (1,1) та пояснити їх економічний зміст. 

y

)()( zEizE yx

10) (Спільне для всіх варіантів, додаткове завдання.) Знайти умовний екст-
ремум функції zyxu ++=  за умов 8/,8 == zxyxyz . 

Варіант 1 Варіант 2 Варіант 3

1. 22

2

00

)sin(limlim
yx
yx

yx +

+
→→ 2sin

)sin(limlim
0 +∞→→ y

x
yx

 1.  xy
yx

sinlimlim
0 ∞→→

1.  

2. 
y
x

y
x sin

sinlim
0
0

→
→

 2. 
∞→

→
y
x 0
lim

2sin
)sin(
+y
x  2. 

∞→
→

y
x 0
lim

xy
xy)sin(  

3. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= 22ln yxxz  3. 

22

22
arcsin

yx

yx
z

+

−
=  3. 

xyx

xyx
z

++

−+
=

22

22
ln  

4. , де yxeu 3−=

?,sin
3 −

⎩
⎨
⎧

=
=

dt
du

ty
tx  

4. , де zyyzu ++= 32

?,sin
−

⎩
⎨
⎧

=
=

dt
du

ey
tz

t  

4. )arcsin( yxu −= , де 

?,
4
3

3 −
⎩
⎨
⎧

=
=

dt
du

ty
tx  

5.  
)04,1;96,1(),1;2(
;32 22

BA
yxyxz ++= 5.  

)03,2;97,0(),2;1(
;222 2

BA
xyxyz −+= 5.  

)04,2;03,2(),2;2(
;32 22

−
++=

BA
yyxz

6.  568 23 +−+= xyyxz 6.  22 22151 yxyxxz −−−+= 6.  xyyxxz −−−+= 2261

7.  в 
трикутнику, що обме-
жений прямими 

 

xyxyxz 422 −+−=

1232;0;0 =+== yxyx

7.   yxyxz −++= 22 3
в трикутнику, що об-
межений прямими 

1;1;1 =+== yxyx  

7.   xyyxz 333 −+=
в прямокутнику 

30
20

≤≤
≤≤

y
x  
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8. 
jiaA

xyxz
34),2;1(

;23 2

+=
+=  8. 

jiaA
yxyxz

43),1;2(
;32 22

−=
++=  8. 

jiaA
yxz

23),1;1(
);3ln( 22

+=
+=  

9.  )13ln(32 −−= xyyxyz 9.  23 2)2ln( yxyyz += 9.  234 2)ln(5 yxxyz +=
Варіант 4 Варіант 5 Варіант 6

1. 
||

||
11limlim

y

yx x ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∞→∞→ y
xy

yx

)sin(limlim
02 →→ee

yx
yyx −

−
→→

))1(sin(limlim
11

 1.  1.  

2. 
||

||
11lim

y

y
x x ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∞→
∞→

 2. 
|1|

12
lim

22

1
1 x

yx

y
x −

−−

→
→

 2. 
2
0

lim
→
→

y
x y

xy)sin(  

3. 
y
xtgz ln=  3. 

wv
wvarctgz

−
+

=  3. ( )yxxyz += ln  

4. ,  )ln( yx eeu +=

де ?,3 −=
dx
duxy   

4. ,  де yxz ln2=

??,23
/ −

∂
−

∂
⎩⎨
⎧

−=
=

dv
z

du
z

vuy
vux  

4. , де xyyxz 22 −=

??,sin
cos −

∂
−

∂
⎩⎨
⎧

=
=

dv
z

du
z

vuy
vux  

5.  
95,1;96,0(),2;1(

;332 22

BA
yxyxz ++= 5.  

)91,3;98,1(),4;2(
;1222

BA
yxyxz −+++= 5.  

)05,4;94,2(),4;3(
;2 22

−−
++=

BA
yxyxz

6.  
201839
623

++−
−−+=

yx
xyyxz 6.  5622 33 +−+= xyyxz 6  10933 33 +−+= xyyxz

7.    yxxyz −−= 2
в прямокутнику 

40
30

≤≤
≤≤

y
x  

7.  в 
трикутнику, що обме-
жений прямими 

xyxyxz 624 22 −−+=

3;0;0 =+== yxyx  

7. xyyxz −+= 2   
в квадраті 40

40
≤≤
≤≤

y
x  

8. 
jiaA

xyxz
2),1;2(

;3 22

+=
+=  8. 

jiaA
xyyxz

+−=
++=

),1;3(
;2 222
 8. 

jiaA
xez y

125),0;2(
;

+=
=  

9. 52
3 42 yxy

x
xyz +−

−
=  9. 13 22 −+= xyxyz  9. 23 )(2 xyxyz +−=  

Варіант 7 Варіант 8 Варіант 9

1. 
11

limlim
00 −+→→ xy

xy
yx

 1. 2200

1sinlimlim
yx

y
yx +→→ y

x
yx sin

)1ln(limlim
00

+
→→

 1.  

2. 
11

lim
0
0 −+

→
→ xy

xy

y
x

 2. 
22

0
0

1
sinlim

yx
y

y
x +
→
→

 2. 
xy
xy

y
x sin

)1ln(lim
0
0

+

→
→

 

3.  )( 222 zyxxeu ++= 3.  
zyxu = 3.  3)log1( xz y+=

4. ,  zxu /arcsin=

де ?,12 −+=
dx
duxz  

4. , )23( 2 yxttgu −+=

 де ?,/1
−

⎩
⎨
⎧

=
=

dt
du

ty
tx  

4. )arccos( yxu += , де 

?,4
3

3 −
⎩
⎨
⎧

=
=

dt
du

ty
tx  

5.  )07,1;94,2(),1;3(
;29 2

BA
yyxyz ++= 5.  )05,2;99,2(),2;3(

;2422

BA
yxyxz +−+= 5. )05,1;93,1(),1;2(

;22
BA

yxxyz +−=  

6.  22)(4 yxyxz −−−= 6  22 33)(6 yxyxz −−−= 6.  xyyxz 333 −+=
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7.  в 
прямокутнику, що об-
межений прямими 

 

yxxyxz 8422 +−+=

2;1;0;0 ==== yxyx

7.   168 33 +−+= xyyxz
в прямокутнику 

11
20
≤≤−

≤≤
y

x  

7.  
в трикутнику, що об-
межений прямим

yxyxyxz +++−= 22

и 
3;0;0 −=+== yxyx  

8. 
jiaA

yxarctgz
125),1;1(

);( 22

−=−
=  8. jiaA

yxarctgz
2),2;2(

)/(
−−=−

=  8. 
jiaA

yxz
−=

+=
2),1;1(

);45ln( 22
 

9. 2
2

32 23 x
y
xyxz −
−

−=  9. 2
2

2
2 )(2 y

x
xyxz −

−
+=  9. 2

3
32 )2(8

x
yxyz −

−=  

Варіант 10 Варіант 11 Варіант 12

1. 
yx

xy
yx +→→

sinlimlim
00

yx
yx

2
0

limlim
∞→→ y

yx
yx ln
limlim

11

+
−→→

 1.  1.  

2.  y

y
x

x
0
0

lim
→
→

2.  yx
y
x

2
0

lim
∞→

→
2. 

1
1

lim
−→

→
y
x x

yx
ln
+  

3. ( )22

1

1
22

22
yxz

yx

yx +=
++

+−  
3. 

[
( )

⎥
⎥
⎦

⎤
+++

++=
222

22

1

ln

xyyx

xyyxz
 3. 

xy
yx
yx
yxz

+
+

+
+

−=

arcsin

)(1 22

2

 

4. ,  )(xyarctgu =

де ?, −=
dx
duey x  

4. 
1

)(
2 +

−
=

a
zyeu

ax
, 

 де ?,cos
sin −

⎩⎨
⎧

=
=

dx
du

xz
xay  

4. xy
yx

eyxu

22

)( 22
+

+= ,  

де ?,cos
sin −

⎩⎨
⎧

=
=

dt
du

ty
tx  

5.  )94,1;08,1(),2;1(
;2222

BA
yxyxz +−+= 5.  )97,1;03,1(),2;1(

;3 22

BA
yxyxz ++= 5.  )96,0;03,2(),1;2(

;22

BA
xyxyz −+=

6.  22 422 yxxyz −−= 6.  922 +−−= yxxyz 6.  10232 22 +−−= yxxyz

7.  в 
трикутнику, що обме-
жений прямими 

 

xyxyxz 42 22 −−+=

1;0;3 +=== xyyx

7.  в 
трикутнику, що обме-
жений прямими 

435 22 ++−= yxyxz

1;1;1 =+−=−= yxyx  

7.   21 xyz +=
в прямокутнику 

21
10
≤≤−

≤≤
y

x  

8. jiaA
yxz
−=

=
),5;3(

);/arcsin(  8. 
jiaA

xyxz
43),2;1(

;2 2

+=−
+=  8. jiaA

xyarctgz
−=−

=
),1;1(

);/(  

9. 422 )2(3 yxyxz −+=  9. 
1

2
3

2
+

++=
y
xxyyxz  9. yxxyz 3223 +−=  
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Додаток Б 
 

Питання, що виносяться на самостійне вивчення 
 

1. Метричні простори. Приклади. Збіжність послідовності в метрично-
му просторі. Внутрішня і гранична  точка множини в метричному 
просторі. Відкриті,  замкнені і зв’язні множини в метричному прос-
торі. Поняття області в метричному просторі. 

2. Лінії рівня в економічних задачах. Ізокванти і їх використання в за-
дачах про оптимальний розподіл ресурсів і про оптимальне спожи-
вання.  

 
Питання, що виносяться на іспит 

 
1. Поняття функції багатьох змінних, область визначення, множина 

значень. Поверхні рівня. 
2. Границі і неперервність функції багатьох змінних. Властивості непе-

рервної функції в замкненій області. 
3. Диференційованість функції багатьох змінних. Теореми про середнє. 

Необхідні й достатні умови диференційованості функції багатьох 
змінних. 

4. Диференціювання складної функції багатьох змінних. Диференціал 
першого порядку та його інваріантність.  

5. Частинні похідні вищих порядків. Теорема Шварта про незалежність 
їх від порядку диференціювання. 

6. Диференціали вищих порядків.  
7. Формула Тейлора функцій багатьох змінних та її застосування. 
8. Локальний і тотальний екстремум функції багатьох змінних. Необ-

хідні умови існування локального екстремуму. 
9. Достатні умови існування локального екстремуму.  
10. Умовний екстремум. Абсолютний екстремум. Найбільше і найменше 

значення диференційованої функції в замкненій області. 
11. Застосування властивостей функцій багатьох змінних в задачах 

економіки 
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