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ВСТУП 
 

МЕТА виконання студентами завдань з дисципліни «Математичний 
аналіз» полягає у наступному:  

1) перевірка отриманих знань, умінь і навичок студентів при вивчені відпо-
відних тем, виявлення у студентів недоліків, щоб стимулювати їх самостійну 
роботу, а також надання можливості викладачеві покращити якість знань сту-
дентів на заняттях, консультаціях при індивідуальній роботі зі студентами; 

2) контроль за тим, як студент на прикладах математичних понять та мето-
дів засвоїв сутність наукового підходу, навчився засобами дослідження та 
розв’язання математично формалізованих задач аналізувати отримані результа-
ти стосовно 
• дослідження функції однієї та багатьох змінних на неперервність, диференці-

йованість, монотонність, інтегровність та інше; 
• знаходження невизначених, визначених, кратних, криволінійних та поверх-

невих інтегралів; 
• дослідження основних властивостей числових та функціональних послідов-

ностей і рядів; 
• основних областей застосування відомих понять та фактів теорії диференціа-

льного та інтегрального числення функцій однієї та багатьох змінних, теорії 
рядів, зокрема в геометрії, векторному аналізі, в фізиці, техніці та інших га-
лузях. 

 
Завдання до самостійної роботи складено згідно з ОПХ і ОПП вищої 

школи за професійним спрямуванням (анотації програм навчальних дис-
циплін для напряму підготовки «Прикладна математика», «Математика»). 
 

Технологія виконання та захисту завдань: 
Завдання розв’язуються студентами самостійно вдома та подаються на пе-

ревірку не пізніше передостаннього тижня, на який припадає вивчення відпові-
дної теми. У разі необхідності допрацьовуються. Захист виконаного завдання 
відбувається у строки, призначені викладачем після завершення вивчення теми. 
 

Критерії оцінювання виконання завдань: 
Результат виконання і захисту студентом кожного виконаного завдання оці-

нюється за такою шкалою: 
10 балів –  всі завдання роботи повністю виконані без помилок і захищені, що 

відповідає виявленню студентом всебічного системного і глибокого знання про-
грамного матеріалу; засвоєнню ним основної і додаткової літератури; чіткому 
володінню понятійним апаратом, методами, методиками та інструментами, пе-
редбаченими програмою дисципліни; вмінню використовувати їх для 
розв’язання як типових, так і нетипових практичних ситуацій; виявленню твор-
чих здібностей в розумінні, викладі та використанні навчально-програмного ма-
теріалу; 
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ВСТУП 

9 балів – вірно виконані і захищені 85-90% наданих задач; 
8 балів – вірно виконані і захищені 75-84% наданих задач; 
7 балів – вірно виконані і захищені 65-74% наданих задач; 
6 балів – вірно виконані і захищені 55-64% наданих задач; 
5 балів – вірно виконані і захищені 45-54% наданих задач; 
4 балів – вірно виконані і захищені 31-44% наданих задач; 
0-6 балів - більше 30% всіх завдань роботи виконано не вірно; відповідає ви-

явленню значних прогалин у знаннях основного програмного матеріалу; не до-
сить упевненому володінню окремими поняттями, методиками та інструмента-
ми, про що свідчать принципові помилки під час їх використання. 

Завдання вважається зарахованим, якщо студент отримав не менше 6 балів. 
В іншому разі, студенту повертається робота на доопрацювання. 
 

Структура пакету завдань: 
Пакет складається із 6 завдань по 13 варіантів в кожному. Номер варіанта 

завдання визначається як залишок від ділення номера прізвища студента в жур-
налі на число 13. Кожне завдання складене так, що дотримується принцип од-
накової складності для усіх варіантів. Кожен варіант містить завдання з усіх пи-
тань теми різного рівня складності для дотримання принципу диференційова-
ного навчання.  
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«ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ДІЙСНИХ ЧИСЕЛ. ТЕОРІЯ ГРАНИЦЬ» 

“Все доказуемое не должно быть принимаемо в науке на веру без 
доказательства”       (Р. Дедекинд) 

 

ЗАВДАННЯ №1 
«ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ДІЙСНИХ ЧИСЕЛ. ТЕОРІЯ ГРАНИЦЬ» 

 
1. Визначити потужність множини. 
2. Знайти inf , supM M . З’ясувати, чи має множина максимальний та 

мінімальний елементи. 
3. Знайти )(inf),(sup xfxf

RxRx ∈∈
. 

4. Довести тотожність за допомогою принципу математичної індукції. 
5. Довести нерівність за допомогою принципу математичної індукції. 
6. Дослідити послідовність на обмеженість. 
7. Дослідити послідовність на монотонність. 
8. Довести, користуючись означенням. 
9. Знайти множину граничних точок послідовності { }nx  та lim nn

x
→∞

, lim n
n

x
→∞

. 

10. Довести, що послідовність { }nx  фундаментальна. 
11. Знайти границю послідовності { }nx . 
12. Знайти область визначення функції. 
13. Довести, користуючись означенням границі функції. 
14.-18. Обчислити границі функцій. 
19. Знайти односторонні границі функції ( )f x  в точці 0x . 
 

ВАРІАНТ 1 
 

1. Множина усіх парабол 
2y ax bx c= + +  

2. 1 1;
2 1n N

M
n n∈

 =  + + 
  

3. ( ) thf x x=  4. 2
1 1 11 1 ... 1
4 9 ( 1)n

   − − − =    +    

2
2 2
n
n
+
+

 

5. (2 1)!! nn n− <  , 1n >  6. а) 
2

2
2 1

2n
nx

n
−

=
+

, б) cos n
nx n π=  

7. 2
20

1n
nx

n
=

+
 8. а) 

2

2
1 3 3lim

54 5
n

n n
−

= −
→∞ +

,  

8. б) ( )lim 4
n

n n
→∞

− = −∞  9. cos
4n
nx π

=  

10. 1
3 2n
nx
n
+

=
−

 11. ( )sin 2 1 !
1n

n n
x

n n n
+

=
+ +

 

12. 4 3arcsin
2

xy
x
−

=
+

 13. ( )2lim 1 5
2

x
x

+ =
→

 

 5 



ЗАВДАННЯ №1 

14.
3 2

3 2
7 15 9lim ,

3 8 21 18
x x x

x x x x
+ + +

→− + + +
 15. 3

9 2 5lim ,
8 2

x
x x

+ −
→ −

 

16. 
/4

sin coslim ,
ln
x x

x tgxπ

−
→

 17. ( ) 2lim 6 5sec ,
0

ctg xx
x

−
→

 

18. ( )
4

1 4 ... 3 2
lim

5 1

x
x x x

+ + + −
→∞ + +

, Nx∈  19. ( ) 3arcctg
8

xf x
x

=
+

, 0 2x = −  

 

 
ВАРІАНТ 2 

 
1. Множина усіх точок, що належать колу 

2. 1 ;
n N

nM n
n∈

+ = − 
 

  3. 2( ) sinf x x=  

4. 1 1
( 1) ( 1) ( 2)a a a a

+ +
⋅ + + ⋅ +

1...
( 1)( ) ( )

n
a n a n a a n

+ =
+ − + +

( 0)a >  

5. /2! nn n>  , 1n >  6. а) 
2

2 1

4
n

nx
n

−
=

+
, б) 3 2nx n n= −  

7. 5
3 8n
nx
n
+

=
+

 8. а) 6
4
16lim 2

2

=
+
+

∞→ n
n

n
,  

8. б) 3lim 12
n

n
→∞

+ = +∞  9. sin
3n
nx π

=  

10. sin1 sin 2 sin...
2 4 2n n

nx = + + +  11. 
( )

1 1 1...
1 2 2 3 1nx

n n
= + + +

⋅ ⋅ +
 

12. 
2

tgx 17 arccos
8

xy −
= +  13. 3 2 8lim

10 2 5
x

x x
+

=
→

 

14.  
10

5 3
1lim

13 2
x

x x x
−

→ − −
 15. 

( )2

ln 2
lim

0 2 4

xe x

x x

+

→ − +
, 

16. 
3 7

2
2lim

0 sin 3 arctg

x xe e x
x x x

−− +
→ −

 17. 
4

lim
/8 8

tg x

tg x
x

π
π

  +  →   
 

18. 
( )22 4

3

sin 2
lim

2 8

x xe

x x

− −−

→ −
 19. ( ) 2

1arctg
4

xf x
x
−

=
−

, 0 2x =  
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«ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ДІЙСНИХ ЧИСЕЛ. ТЕОРІЯ ГРАНИЦЬ» 
 

ВАРІАНТ 3 
 

 

1. { }1:),( .
2 =+∈= yxRyxA  2.   1 2;

n
M

n n∈

 =  
 

     

3. 2( )
1

xf x
x

=
+

 4.
2 2 21 2 ...

1 3 3 5 (2 1)(2 1)
n

n n
+ + + =

⋅ ⋅ − +
( 1)

2(2 1)
n n

n
+
+

 

5. 1! 2nn −>  , 2n >  6. а)
2

1

1
n

nx
n

−
=

+
,  б) 

sin
2
n

nx n
π

=  

7. 1 sin
2n
nx

n
π

=  8. а) 
2

2
4 2 4lim

33 1n

n
n→∞

+
=

+
,  

8. б) 2lim
n

n n
→∞

− = −∞  9. 4 4 cos
3 1n
nx n
n

π+
=

−
 

10. 
( )

1 1 1...
1 2 2 3 1nx

n n
= + + +

⋅ ⋅ +
 11. 

( )( )
2 2 21 2 ...

2 1 4n
nx

n n n
+ + +

=
− +

 

12. ( )1 3
3

2log cos lg log 1 2y x
x
π

= + −  13.  
2

2
3 2 1lim

55 1
x x

x x
+ +

=
→−∞ +

 

14. 
 

2

3 2
3 2lim ,

1 2 2
x x

x x x x
+ +

→− + − −
 

15. 

( )
( ) ( )

2sin 2 3 5 1
lim ,

3 ln 1 ln 1 ln 2

x x x

x x x

− − − +

→ − − + +
  

16. 
2

2
2sin sin 1lim ,

/6 2sin 3sin 1
x x

x x xπ
+ −

→ − +
 17. ( )

1
ln 22lim ,

1
xx

x x

−
−− 

 →  
 

18. 
3 52 3lim

0 sin 7 2

x x

x x x
−

→ −
 19. ( )

1

1

1
x

x

f x
e +

=

−

, 0 1x = −  
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ЗАВДАННЯ №1 
 

 

ВАРІАНТ 4 
 

1. Множина усіх паралелограмів 
на площині 

2. 1 ;
1 1n

nM
n n∈

− =  + + 
   

3. 
arctg , 0,

( )
sin , 0

x x
f x

x x
>

=  ≤
 4. 1 1 1...

1 4 4 7 (3 2)(3 1)n n
+ + + =

⋅ ⋅ − + 3 1
n

n +
 

 

5. (2 )! [ ( 1)]nn n n< +  , 1n >  6. а) 
( )

2

2
4 8
3

n
n nx

n
+ +

=
+

,  

6. б) 
2

3n
nx

n
=

+
 7. 3 4n

nx n= −  

8. а) 5 1 1lim
3 10 2

n
n n

+
= −

→∞ −
,  8. б) 3 2lim 10

n
n

→∞
− = +∞  

9. 3 sin
2n
nx n π

=  10. 1 1 11 ...
2! 3! !nx

n
= + + + +  

11. 

2
2

2
12
11

n n

n
n nx
n n

+
 + +

=  
+ + 

 12. 2 24 5 4 3y x x x x= − + + − −  

13. 2
1 4lim 3

2 1
x

x x
−

=
→− +

 14. 
3 2

3 2
5 8 4lim

2 7 16 12
x x x

x x x x
+ + +

→− + + +
, 

15. 
( )

3 33 45 3 2lim ,
1 3 5 ... 2 1

x x
x x

+ − +
→∞ + + + + −

 x∈ , 16. 
3 16 4lim ,

4 4 2
x

x x x
−

→ + −
 

17. 
( )

tg 1
2lim ,

0 ln 1

x

x x

  +    
→ +

π
 18. 

2
1

sin 34lim 5
0 cos

x

x x
 − →  

 

19. ( ) ( )
1

1 xf x x= + , 0 0x =   
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«ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ДІЙСНИХ ЧИСЕЛ. ТЕОРІЯ ГРАНИЦЬ» 
 

ВАРІАНТ 5 
 

1. Множина усіх комплексних чисел 2. 1 ;
n

M n
n∈

 =   
   

3. 
, 0,

( ) 1 , 0
1

xe x
f x

x
x

 ≤
= 

> +

 4. 1 1 1...
1 3 3 5 (2 1)(2 1)n n

+ + + =
⋅ ⋅ − + 2 1

n
n +

 

5. 3 7 11 ... (4 1) 3
5 9 13 ... (4 1) 4 3

n
n n

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
<

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + +
 6. а) 2 1nx n n= + − , б) ( )cos31 n

nx n π= +  

7. 
2

2n n
nx =  8. а) 27 4lim 4

2
n

n n
−

= −
→∞ +

,   

8. б) 3lim ln
n

n
→∞

= +∞  9. sin
4n
nx π

=  

10. 2 2 2
cos2 cos3 coscos1 ...
2 3n

nx
n

= + + + +  11. 
3

2 2
3

2 3

n

n n
n nx

n +
+ +

=
+

 

12. 
3 14

xy
x x

=
+ + −

 13. 5 2 2lim
3 1 3

x
x x

−
= −

→−∞ +
 

14. 
( )

3

22

3 2lim
1 2

x x
x x x

− −
→− − −

, 15.  ( )2

3
1 2 3 1

lim ,
x x x

x x
− + − +

→∞
 

16.  ( )
( )

22
lim ,

2 tg cos 1
x

x x
π

π
−

→ −
  17.  

2

2sin sinlim ,
x
ax a

x a x a
− 

 → − 
 

18. ( )
3 2

2 2lim 2 1 .
2

x
x xe

x

+
− −−

→
 19.  ( ) ( )1/ 4

1
2 xf x

x −
=

+
, 0 4x =  
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ЗАВДАННЯ №1 
 

ВАРІАНТ 6 
 

1. Множина кіл на площині з 
раціональним радіусом 

2. 1 1;
1n

nM
n n∈

− + =  + 
   

3. 
, 0,

( ) 1cos , 0

xe x
f x

x
x

 − ≥
= 

<

 4.  1 1 1...
1 5 5 9 (4 3)(4 1)n n

+ + + =
⋅ ⋅ − + 4 1

n
n +

 

5. 1,
13

1
2

12...
6
5

4
3

2
1

>
+

<
−

⋅⋅⋅⋅ n
nn

n  6. а)
( )

3

2
1

1
n

nx
n n n

+
=

+ −
, б) ( )2 21 n

nx n n= + −  

7. ( )1 1n
nx = − +  8. а) 2 1lim 1

2 5
n

n n
−

=
→∞ +

,  

8. б) ( )3lim 3
n

n n
→∞

+ − = −∞  9. 22cos
3

n

n
nx π =  

 
 

10. ( ) 1
1

1 1 11 ... 1
10 100 10

n
n nx +

−= − + − + −  11. 5 1
2 3

2 3

n n

n n n
nx + −

+
=

−
 

12. 
2

2

2 7 5

3 2

x xy
x x

− +
=

− −
 13. 

2

2
1lim 1

2
x

x x
−

= −
→∞ +

 

14. 
( )22

3 2

2 1
lim

1 2 2

x x

x x x x

− −

→ − − +
, 15.  

3 2

13 2 1lim ,
3 9

x x
x x

+ − +
→ −

 

16.  1 coslim ,
0 sin

x
x x x

−
→

 17.  
3 21 ln 1lim ,

1 1 cos
x

x xπ
+ −

→ +
 

18.  lim .
x ba a

x b x b
−

→ −
 19.  ( ) ( )arctg tgf x x= , 0 2

x π
=  
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«ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ДІЙСНИХ ЧИСЕЛ. ТЕОРІЯ ГРАНИЦЬ» 
 

ВАРІАНТ 7 
 

1. Множина усіх кругів на площині 2. 1 ;
1n

n nM
n n∈

− =  + 
  

3. | |( ) xf x e−=  

 

4. 2 2 21 2 2 3 ... ( 1)n n⋅ + ⋅ + + − =  
2( 1)(3 2) /12n n n= − +  

5. 1 1n nn n+ + <  , 2n >  6. а) ( )
2

1 1

3

n

n
n

x
n

− −
=

+
,  

6. б) 3 2 3 21 1nx n n n n= + + − − +  7. ( )ln 7 lnnx n n= + −  

8. а) 
2

2
1 2 1lim

31 6
n

n n
−

= −
→∞ +

,  б) 1lim
1n

n
n→∞

−
= −∞

+
 

9. 
2 sin / 2

7n
n nx

n
π

=
+

 10. 
2 1

sin 2! sin3! sin !sin1! ...
3 3 3n n

nx −= + + + +  

11. ( )
( )
1010 1 !

2 !

n

n
n n n

x
n

+ − +
=

+
 12. ( )1 log arccos 3 1

2 1
xy x x
x
+

= + + −
−

 

13. ( )2lim 5 4 4
0

x x
x

+ + =
→

 14. ( )1 3 ... 2 1
lim ,

3x

x
x x N

x→∞

+ + + − 
− ∈ + 

 

15.  
2

ln 2 lnlim ,5sin cos
2

x

x
x xπ

π

→

−  16.  
3 3

3 2 50

27 27lim ,
x

x x

x x→

+ − −

+
 

17.  ( )2
sin sin 31

2

2 1
lim ,x x
x

x
e eπ π−

→

−

−
 18.  ( )

1
sin

0
lim cos

x x

x
x

π
π

→
 

19.  ( ) 2f x x x = +   , 0 10x = −   
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ЗАВДАННЯ №1 
 

ВАРІАНТ 8 
 

1. Множина усіх трикутників на 
площині 2. 10;

n

nM
n∈

+ =   
  

3. ( ) ln( arctg )f x xπ= +  4. 
1

2 11 ...
1

n
n xx x x

x

+ −
+ + + + =

−
 

5. 11n nn n−+ <  , 2n >  6. а) 2 1nx n n n= + + − ,  

6. б) 4 3n n
nx = −  7. 4

!

n

nx
n

=  

8. а) 3 1 3lim
7 1 7

n
n n

−
=

→∞ +
,  8. б) ( )lim n

n
n

→∞
− = ∞  

9. ( )1 cos
ln 2n

n n
x

n
π+

=  10. arctg1 arctg 2 ...
1 2 2 3nx = − + +
⋅ ⋅

  

                                 ( ) ( )
1 arctg1

1
n n

n n
++ −

+
 

11. 
2

3

1 ln 1
2 1

n

n
n n nx

n

+ +
= −

+
 12. 

( )2

8

4

x
y

x x

−
=

−
 

13. ( )lim 2 3 3
1

x
x

−
→

= 3  14. ( ) ( )3

50

1 1 3
lim ,
x

x x
x

x x→

 + − +
 −
 + 

 

 

15.  2
cos3 coslim ,

2x

x x
tg xπ→

−  16.  
2 2

1lim ,
tg ln

x a

x a

a
x
a

−

→

−
 
 
 

 

17.  
5 2

30

4 9lim ,
sin

x x

x x tgx

−

→

−
−

 18.  
1

3 2

8

2 7lim
1

x

x

x
x

−

→

− 
 + 

 

19. ( ) sign(sin )f x x= , 0x π=   
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«ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ДІЙСНИХ ЧИСЕЛ. ТЕОРІЯ ГРАНИЦЬ» 
 

ВАРІАНТ 9 
 

1. Множина усіх скінченних 
підмножин множини раціональних 
чисел 

2. 1 ;1
n

M
n∈

 =   
   

3.  ( ) sin cosf x x x= +  4. 1 2 2 3 3 4 ... ( 1)n n⋅ + ⋅ + ⋅ + + − ⋅ =  
( 1) ( 1) / 3n n n= − +  

5. 1!
2

nnn + <  
 

 , 1n >  6. а) ( )2 1
4 1

n

n
n

x
n
+ −

=
−

. б) 3
3n

nx
n

=  

7. sin
2n
nx π

=  8. а) 3 3 3lim
16 1 16

n
n n

−
=

→∞ +
,  

8. б) 3lim 1000
n

n
→∞

− = +∞  9. cos7n n
nx π=  

10. 
2sin1 sin 2 sin...

1! 2! !

n

n
nx

n
= + + +  11. ( )

( ) 3

! 5 5 1

1 ! 2 7

n

n
n n n

x
n n

+ + −
=

− +
 

12. 2
1arcsin arccos

3
xy

x
= −  13. 

2

2
4 3 2lim 2
2 3 4
x x

x x x
+ +

= −
→∞ − + +

 

14. 
3 2

3 2
5 8 4lim ,

2 3 4
x x x

x x x
− + −

→ − +
 15. 

3 1
16 4lim ,

1 1 2
4 4

x

x x x

−

→ + −
 

16. ( )9ln 1 2
lim ,

0 4 arctg3
x

x x
−

→
 17.  

2 2sin 6 sin 3

3
lim ,

/3 log cos6

x xe e
x xπ

−
→

 

18.  

2ctg
1 3 7lim

0 1 7

xx

x
x

x x
 + −
 → + 

 19.  ( ) [ ]
1f x

x x
=

−
, 0 2x =  
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ЗАВДАННЯ №1 
 

ВАРІАНТ 10 
 

1. Множина усіх двоелементних 
підмножин відрізка [0,1] 

2. 1;
1n

n nM
n n∈

+ = − + 
  

3. ( ) arctgf x x=  4. 1 1! 2 2! 3 3! ... !n n⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ = ( 1)! 1n + −  

5. ( )2 ( 1)(2 1)!
6

nn nn + + <  
 

, 1n >  6. а) 
( )

32 1
6 9n
nx

n n
−

=
+ +

, б) 
cos

2
n

nx n
π

=  

7. 3 23nx n n= −  8. а)
2

2
1 2 1lim

22 4
n

n n
+

= −
→∞ −

,    

8. б) ( )( )2lim 1 1 n

n
n

→∞
+ − = ∞  9. ( )1 1 cos

2

n

n
nx

n
π− +

= +  

10. 3 3 3
cos cos2 cos...

1 2n
nx

n
π π π

= + + +  11. 
2 2 2

2
1 2 ...

3n
n nx

n
+ + +

= −  

12. 4
4

3log
3x

x

xy
x−

+

+
=

−
 13. 2

5 6lim
1 54

x
x x

+
=

→ +
 

14. 
3

4
2 1lim ,

1 2 1
x x

x x x
− −

→− + +
 15. 

3 3

3 4

27 27lim ,
0 2

x x
x x x

+ − −
→ +

  

16. 2 16lim ,
4 sin

x

x xπ
−

→
 17.  sin sin 4

cos
2lim ,x x

x

x e eπ→ −
 

18.  
( )
( )

ln 3 2
ln 22 1lim

1

x
xx

x x

+
−− 

 →  
 19. ( )

1
1
2

xxf x
x
+ =  + 

, 0 0x =  
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«ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ДІЙСНИХ ЧИСЕЛ. ТЕОРІЯ ГРАНИЦЬ» 
 

ВАРІАНТ 11 
 

1. Множина всіх алгебраїчних 
многочленів ступеня не вище n  з 
раціональними коефіцієнтами 

2. 2
2

1 ;
n

M n
n∈

 =  
  

3. ( ) tg(sin )f x x=  
4. 2 2 2 21 2 3 4 ... (2 1)n+ + + + + − =  

2(4 1) / 3n n= −  

5. 12 !n nn n− <  , 2n >  6. а) 
2

2
4 1
5 2n

nx
n

+
=

−
; б) 

3cos
2

n

nx n
π

= . 

7. 24 3n
nx

n
=

−
. 8. а) 

2

2
1 4 4lim

74 7n

n
n→∞

+
= −

−
;  

8. б) ( )2lim 2
n

n n
→∞

+ = +∞  9. 2sin
3n

nx π
= , 

10. 1
2nx

n
=

+
, 11. 

3 3

3

2 1 4 1

3 1
n

n n nx
n n n

− − +
=

+ +
. 

12. 7arccos
9

xy
x
+

=
+

, 13. ( )
0

3lim 2 2
x

x
→

− = − . 

14. 
21

3 21

1lim ,
4 2 7x

x
x x x→

−
+ + −

 15.  327

2 5lim ,
3x

x
x→

− −
−

  

16.  
/4

sin 2 cos4lim ,
ln(ctg )x

x x
xπ→

+  17.  ( )
1
4

0
lim 3 2cos ,

x

x
x

→
−  

18.  
3 2

5

3 1lim
7 5 2x

x x x

x x→∞

+ −

+ +
. 19.  ( ) 2arctg

1
xf x

x
=

−
, 10 −=x  
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ЗАВДАННЯ №1 
 

ВАРІАНТ 12 
 

1. Множина всіх алгебраїчних многочленів ступеня n  з дійсними 
коефіцієнтами 

2. 11;
n

M
n∈

 = −  
  3. ( ) arctg(cos )f x x=  

4. 3 3 3 31 2 3 4 ... n+ + + + + = ( )2( 1) / 2n n +  

5. 3 !n nn n>  , 2n >  6. а) 
3

3 1

4
n

nx
n

+
=

−
;  б) 4 2

nx n n= − . 

7. 3 2
4 3n
nx
n
−

=
+

. 8. а) 
2

2
4 2 4lim

33 31n

n
n→∞

−
=

+
, 

8. б) 2lim 1
n

n
→∞

− = +∞ . 9. cos
3n
nx π

= . 

10. sin1! sin 2! sin !...
3 9 3n n

nx = + + + . 11. ( )
4

1 3 ... 2 1

2 3
n

n
x

n

+ + + −
=

+
 

12. 
3 1arctg arcsin xy x
x
−

= +  13. 
3

3 2lim 1
2 1x

x
x→

−
=

+
 

14. )
27

4 21

1lim
3 2x

x
x x→

−
− −

, 15.   
( )3 3

0 3

ln 2
lim

2 4

x

x

e x

x→

+

− +
, 

16.   
3 34 3

3 30

5lim
sin 3 arctg

x x

x

e e x
x x

−

→

− +
−

, 17.   

1
2 1

0
lim ctg

4

x

x
xπ −

→

  +    
, 

18.   
( )23 9

23

arcsin 3 5
lim

9

x x

x x

− −

→

−

−
. 19.   ( ) 2

2arcctg
3 12

xf x
x

=
−

, 20 =x  
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«ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ДІЙСНИХ ЧИСЕЛ. ТЕОРІЯ ГРАНИЦЬ» 
 

ВАРІАНТ 13 
 

1. Множина усіх відрізків на числовій 
прямій 2. 1 1[0,1] \ ;

2 2n
M

n∈

 =  + 
  

3. 1( )
ch

f x
x

=  5. 2 1(2 1)! nn n −− <  , 1n >  

4. 2 2 2 1 11 2 3 4 ... ( 1) ( 1) ( 1) / 2n nn n n− −− + − + + − ⋅ = − ⋅ +  

6. а) 
2

2
1

2 1n
nx
n
+

=
−

; б) cosnx n n nπ= +  7. ( )1 1
2

n

nx n
− −

= ⋅  

8. а) 1 1lim
3 1 3n

n
n→∞

+
=

−
; 

б) 23lim 2
n

n n
→∞

− − = −∞  

9. 
22cos

3n
nx π =  

 
 

10. 1 1 1... cos
5 25 5n nx nπ= − + − +  11. 

2

5 1
3 4

3 4

n n

n n n
nx + −

+
=

−
 

12. 
2 7 6

3
x xy

x
− +

=
−

 13. 
2

2
4 2lim 2

3x

x
x→∞

−
= −

−
 

14. 
( )22

1311

3 4 1
lim

1x

x x

x→

− +

−
, 15.   

3

3 21

7 1 3 1lim ,
1x

x x

x→

+ − +

−
 

16.   
3

0

1 coslim ,
tg3x

x
x x→

−  17.   
3

1

1 ln 1lim ,
sinx

x
xπ→

+ −  

18.   
3

3
lim .

sin

x

x

a a
xπ→

−  19.   ( ) ( )3tg4 xf x = , 0 2
x π
= . 

 

Вказівка. В деяких прикладах потрібно скористатися такими нерівностями 

12 1 3
n

n
 < + < 
 

;  2
1 1 1

( 1)
n

n nn
< ∀ >

−
. 
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ЗАВДАННЯ №2 
 

ЗАВДАННЯ №2 
«НЕПЕРЕРВНІСТЬ ФУНКЦІЇ. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ 

ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ» 
 

1. Дослідити функцію на неперервність та побудувати ескіз графіка. Дати 
класифікацію точок розриву функції. 

2. Дослідити функцію ( )f x  на рівномірну неперервність на множині X . 
3. Знайти похідну функції. 
4. Знайти за означенням ( )f a′ , (значення a  задано) або довести, що похідна не 

існує. 
5. Знайти похідну функції, що задана параметрично. 
6. Знайти похідну функції, що задана неявно. 
7. Знайти диференціал функції. Якщо задана точка, обчислити  диференціал в 

точці. 
8. Знайти похіднуn -го порядку.  
9. Знайти диференціал вказаного порядку. 
10. Довести нерівність за допомогою похідної. 
11. Обчислити границі за правилом Лопіталя. 
12. Розвинути функцію за формулою Маклорена. 
13. Знайти границі за допомогою формули Маклорена. 
14. Побудувати графіки функцій. 

 
ВАРІАНТ 1 

1. 
1

4xy e +=  2. ( ) sinf x x= , [ )1;X = +∞  

3. ( )( )sin( ) arctg 1 cos xf x x= + . 4. 2( ) ( 2) ( 3)( 4), 4f x x x x a= − − − = . 

5. lnsin / 2, (0 )
lnsin

x t ty t
= < < =

π . 
2 26. 5 5 30 10 9 0;

1.
x y x y

y
+ − + + =

< −
 

7. ( )ln 1 2sin 2sin 1x x+ + − . 8. 
2

2
1ln

4 4
xy

x x
−=

− +
. 

9. arcsin ; 9; 0y x n x= = = . 10. ln(1 ) ; 0
1

xx x
x

+ > >
+

. 

11. а) 
4 3 2

4 31

3 5 2lim 2 2 1x

x x x x
x x x→−

+ − − −
+ − −

, 11. б) ( )0

1 1lim
1xx x e→

−
−

,     

11. в) ( )sin

0

1lim
x

x x→+
, 11. г) ( )2lim ln arctg

x
x x

→+∞ π ,  

11. д) 
1/

0

2lim arccos
x

x
x

π→

 
 
 

. 12. sin(sin )x  до 5x . 

13. 
0

sh 2 2shlim
( 1 )xx

x x
e x x→

−
− −

. 14. а)
( )

5

22 1
xy

x
=

−
,  

14. б) 1 1sin sin 2 sin32 3y x x x= + + . 
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«НЕПЕРЕРВНІСТЬ ФУНКЦІЇ. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ» 

ВАРІАНТ 2 

1. 
1

sin xy e=  2. ( ) 1sinf x x
x

= ⋅ , ( ]0;X π=  

3. ( )( )sin( ) cos2 ln 1 arctg x xxf x = ⋅ + . 4. 3( ) ( 2)( 3)...( 10), 0f x x x x x a= − − − = . 

5. 
( sin ),

( )
(1 cos )

x a t t
t

y a t
= −

−∞ < < ∞ = −
. 

2 26. 4 4 3 4 7 0;
2 1.

x xy y x y
x y

− + + − − =
< −

 

7. 
2

arcsin 1ln
11

x x
xx

−
+

+−
. 8. 2

1
( 1)

y
x x

=
−

. 

9. sin sin 2 sin3 ; 10; / 6y x x x n x π= ⋅ ⋅ = =  10. arctg ; 0x x x≤ ≥ . 

11. а) 
4 3 2

4 3 21

2 3 4 9 4lim
3 5 3 3 2x

x x x x
x x x x→−

+ − − −
+ + + +

, 11. б) 
0

1 1lim
arcsinx x x→

 − 
 

, 

11. в) ( )cos

/2 0
lim 2 x

x
x

π
π

→ −
− , 11. г) ,1lnlim 32

0








+→ x
x

x
 

11. д) 
0

lnsinlim
ctgx

x
x→+

. 12. ln(3cos )x  до 6x . 

13. 
2

0

cos 1 / 2lim
ch 3 cos3 2x

x x
x x→

− +
+ −

. 14. а) 
41

1
xy
x
+ =  − 

, б) 23 (3 )y x x x= − − . 

ВАРІАНТ 3 

1. cos
2

y
x

π
=

−
 2. ( ) 2f x x= , ( )1;1X = −  

3. 
1

sin arcsin ln 31( )
1

xxf x e
x

− = ⋅ + 
. 4. 

410 arctg( ) 2 , / 4xf x e a π= + = . 

5. 
sin sin ,
cos cos .

x r t rt
y r t rt
= +

 = +
 

2

0

6. 5 8 12 26 11 0; 2;
11 /12.

xy y x y y
x

+ − − + = <
=

 

7. 
2

1 2
2 ; 2; 1

x

x
x x x
x

= = . 8. ( )2ln 1 4y x= − . 

9. ( )2
2 1 1 ; 16; 0.y x x n x= − + − = =  10. 

3 3 5

sin
6 6 120
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«ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ» 

ЗАВДАННЯ №3 
«ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ» 

 

1. Знайти область визначення функції ( , )f x y  і зобразити її на 
координатній площині 

2. Знайти повторну границю або довести, що вона не існує. 
3. Знайти подвійну границю або довести, що вона не існує. 
4. Знайти частинні похідні даних функцій за кожною із незалежних 

змінних ( , , , , , , ,x y z u v t φ ϕ  – змінні): 
5. Знайти другий диференціал складеної функції ( , )f x y , де x  і y  – задані 

функції змінних u  і v . 
6. Дана функція ( , )z f x y=  і дві точки 0 0 1 1( , ), ( , )A x y B x y . Потрібно  

а) знайти значення z  функції в точці B ; 
б) обчислити наближене значення 1z  функції в точці B , виходячи із значення 

0z  функції в точці A , заміняючи приріст функції при переході від точки A  до 
точки B  диференціалом; 
в) написати рівняння дотичної площини до поверхні ( , )z f x y=  в точці 

0 0 0( , , )C x y z  і перевірити, чи лежить точка 1 1 1( , , )D x y z  в цій площині 
7. Знайти повні диференціали указаного порядку. 
8. Знайти частинні похідні першого і другого порядку за ix y  від функції, 

що задана неявно.  
9. Дослідити функцію на локальний екстремум. 
10. Знайти умовний екстремум функції. 
11. Знайти найбільше і найменше значення функції в замкненій множині. 
12. Для даної функції ( , )z f x y=  знайти 1) grad ( )z A ; 2) похідну в точці A  за 

напрямом a . 
13. Розв’язати задачу. 
14. Знайти розклад функції за формулою Тейлора в околі заданої точки A . 
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2. 
0

lim limsin
x y

xy
→ →∞

 
 

3. 
0

lim
x
y
→
→∞

sin( )
sin 2

x
y +

 

4. 
2 2

2 2
arcsin x yz

x y
−

=
+

 5. sin ,
.v

x uv
y e
=

 =
 6. 

22 2 2 ;
(1;2), (0,97;2,03)

z xy y x
A B
= + −  

7. cos( )u x y= + , 2 ?d u −  8. 3 3 3 3 0x y z xyz+ + − =  9. 3 35 6 8z x xy y= + − +  
10. 2 2( , ) 2 12f x y x xy y= + +  
при 2 24 25x y+ =  

11. 2 23z x y x y= + + −   
в трикутнику, що 
обмежений прямими 

1; 1; 1x y x y= = + =  

12. 
2 22 3 ;

(2;1), 3 4
z x xy y
A a i j
= + +

= −
 

13. Знайти кут між градієнтами функцій  
2 3 4 6 6 3, ,

9
u x yz v

x y z
= = − +  в точці 1 32, ,

3 2
M  
 
 

 

14.  
3 3( , ) 2 3 ,
(1; 2)

f x y x y xy
A

= − +
−

  
 

ВАРІАНТ 3 

1. yx
yx

z −+
+

=
1  2. 

0

sin( )limlim
sin 2x y

x
y→ →∞ +

 3. 
∞→

→
y
x 0
lim

sin( )xy
xy

 

4. 
2 2

2 2
ln x y xz

x y x
+ −

=
+ +

 5. { 3
3 ,
4 .

x uv
y u
=
=

 6. 
2 22 3 ;

(2;2), (2,03;2,04)
z x y y
A B
= + +  

7. 2 2sin( )u x y= + , 2 ?d u −  8. ln zx z
y

=  9. 2 2 3 25 2z x y x xy= + + + ,  

10. 2 2 2( , , )f x y z x y z= + +  
при 2 2 2/ 16 / 9 / 4 1x y z+ + =  

11. 2 2z x y xy x y= + − − −  
в трикутнику 

3, 0, 0x y x y+ ≤ ≥ ≥  
12. 

2 2ln( 3 );
(1;1), 3 2

z x y
A a i j
= +

= +
 

13. Знайти кут між градієнтами функцій  
33 3

3
2

4, 9 2 ,
2 2 3
yz zu v x

xy
= = − −  в точці  1 3,2,

3 2
M  
 
 

 

14.  
3 2

2

( , ) 5
10 5 , (2; 1)

f x y x x xy
y x y A

= − − +
+ + + −

 
 

ВАРІАНТ 4 

1. 
yx

ez
yx

+
=

−+ 122

 2. 
| |

1lim lim 1
| |

y

x y x→∞ →∞

 
+ 

 
 3. 

| |
1lim 1

| |

y

x
y x→∞
→∞

 
+ 

 
 

4. ln tg xz
y

 
=  

 
 5. { 3,

.
x v
y u v
=
= −

  6. 
2 22 3 3 ;

(1;2), (0,96;1,95)
z x xy y
A B
= + +  

7. 2 2 2 7u x y xy x y= + − − + + , 
2 ?d u −  

8. sin sin sinx y y x z x a+ + =  9.
3 2 6

39 18 20
z x y xy

x y
= + − −

− + +
 

10. ( , ) 5 3 4f x y x y= − −  
при 2 2 25x y+ =  

11.  2 2 22z x y a= + +   
в трикутнику 
2 1, 0, 0x y x y+ ≤ ≥ ≥  

12. 
2 23 ;

(2;1), 2
z x xy
A a i j
= +

= +
 

13. Знайти похідну функції 2 2z x xy y= − +  в точці  
М(1,1)  у напрямку вектора 6 8e i j= + . 

14. 2( , , ) ( ) ,f x y z x y z= + +  
 

(1;1; 2)A −  
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«ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ» 

ВАРІАНТ 5 

1. xyz sinlnln +=  2. 
1 1

sin( ( 1))limlim yx y

x y
e e→ →

−
−

 3. 
2

0
0

arcsinlim
x
y

x
y→

→

 

4. arctg v wz
v w
+

=
−

 5. { / ,
3 2 .

x u v
y u v
=
= −  6. 

2 2 2 1;
(2;4), (1,98;3,91)

z x y x y
A B
= + + + −  

7. 3 3 3 ( )u x y xy x y= + − − , 
3 ?d u −  

8. 1xy xz yz+ + =  9. 3 32 2 6 5z x y xy= + − +  

10. 2 2( , ) 4f x y x xy y= + +  
при 2 2 1x y+ =  

11. 2 24 2 6z x xy y x= + − −  в 
трикутнику, що 
обмежений прямими 

0; 0; 3x y x y= = + =  

12. 
2 2 22 ;

(3;1),
z x y xy
A a i j
= + +

= − +
 

13. Знайти похідну функції 

( )2 2arcsinu z x y= +  в точці М(1,1,1) у 

напрямку вектора MN , де N(3,2,3). 

14. 2 2( , , ) 3 2 3,f x y z x z yz= + − −  
(0;1;2)A  

 
ВАРІАНТ 6 

1. ( )yxz −= arcsin  2. 
2 0

sin( )limlim
x y

xy
y→ →

 3. 2

0
lim
x
y

x y
→
→∞

 

4. ( )lnz xy x y= +  5. { cos ,
sin .

x u v
y u v
=
=  6. 

2 22 ;
( 3;4), ( 2,94;4,05)

z x xy y
A B
= + +
− −

 

7. ln( )x y zu x y z= , 2 ?d u −  8. y x xxe ye ze a− + =  9. 3 33 3 9 10z x y xy= + − +  
10. ( , ) / 3 / 5f x y x y= +  при 

2 2 1x y+ =  
11 (2 )(2 )z xy x y= − −   

: 0 2 4D y x≤ ≤ ≤  
12. ;

(2;0), 5 12
yz xe

A a i j
=

= +
 

13. Знайти похідну функції 2 2 2ln( )u x y z= + +  в 
точці М(1,2,1) у напрямку вектора 2 4 4r i j k= + + . 

14.  
( , , ) , (1;2;3)f x y z xyz A=  

 
ВАРІАНТ 7 

 

1. 22 xyz −=  2. 
0 0

limlim
1 1x y

xy
xy→ → + −

 3. 
0

sin( )lim
x
y

xy
y→∞

→

 

4. 
2 2 2( )x x y zu e + +=  5.  { / ,

/ .
x u v
y v u
=
=  6. 

29 2 ;
(3;1), (2,94;1,07)

z xy y y
A B
= + +  

7. ln( )u x y= + , 3 ?d u −  8. arctg yz x
z x

= +
−

 9. 2 2 33( ) 4z x y x y= + − +  

10. ( , , ) 2 2f x y z x y z= + −  
при 2 2 2 36x y z+ + =  

11. 3 3 3z x y xy= + −  в 
трикутнику

0; 0; 3x y x y= = + =  

12. 
2 2arctg( );

(1; 1), 5 12
z x y
A a i j
=
− = −

 

13. Знайти кут між градієнтами  
 

функцій  ( , , )u x y z  і ( , , )v x y z  в точці M  

14. ( , ) sin cos , ;
4 4

f x y x y A π π =  
 

  

до членів другого порядку включно 
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ЗАВДАННЯ №3 

ВАРІАНТ 8 
 
1. yxz coslnln +=  2. 2 20 0

1limlim sin
x y

y
x y→ → +

 3. 2 20
0

1lim sin
x
y

y
x y→

→
+

 

4. 
zyu x=  5. ,

.
x uv
y v
=

 =
 6.

2 2 4 2 ;
(3;2), (2,99;2,05)

z x y x y
A B
= + − +  

7. cos chu x y= ⋅ , 3 ?d u −  8. 2 2 2 2x y z a+ + =  9. 2 33 12 15z x y y x y= + − −  
10. ( , ) / 4 / 5f x y x y= +  
при 2 2  16x y+ =  

11. 3 38 6 1z x y xy= + − +   
в прямокутнику 
0 2, 1 1x y≤ ≤ − ≤ ≤  

12. arctg( / )
(2; 2), 2

z x y
A a i j
=

− = − −
 

13. Знайти величину і напрямок 
градієнта функції u xyz=  у точці 

( ,1,1)M z  

14.  ( , ) arctg , (1;1)xf x y A
y

= , до членів 

другого порядку включно 
 

ВАРІАНТ 9 

1. 
6

ln
22 −+

=
yx

xz  2. 
0 0

ln(1 )limlim
sinx y

x
y→ →

+  3. 
0
0

ln(1 )lim
sinx

y

xy
xy→

→

+  

4. 3(1 log )yz x= +  5. { 2 2
,

.
x u v
y u v
= +
= +

 6. 2 2 ;
(2;1), (1,93;1,05)

z xy x y
A B
= − +  

7. u xyz= ,    3 ?d u −  8. 3 33z xyz a− =  9. 3 32 2 6 5z x y xy= + − +  

10. ( , ) 1 4 8f x y x y= − −   
при 2 28 8x y− =  

11. 2 2 4z x xy y x= − + +  в 
трикутнику 
 0; 0; 3x y x y= = + = −  

12. 
2 2ln(5 4 );

(1;1), 2
z x y
A a i j
= +

= −
 

13. Знайти похідну функції  
/ 2 / 3 / 6u x y z= + +  у напрямку 

6 3 6e i j k= + −  у точці ( , , )o o oM x y z  

14.  
( )( , ) , 2;2f x y x y A= +   

до членів другого порядку включно 
 

ВАРІАНТ 10 

1. ( ) xyxz ++−= 42ln 2  2. 
0 0

sinlimlim
x y

xy
x y→ → +

 3. 
0
0

lim y

x
y

x
→
→

 

4. ( )
2 2

2 2

2 2

1
1

x yz x y
x y

− +
= ⋅ +

+ +
 5. { ,

.u
x u v
y e
= +
=

 6. 
2 2 2 2 ;

(1;2), (1,08;1,94)
z x y x y
A B
= + − +  

7. ax by czu e + += , 3 ?d u −  8. ( )x y zx y z e− + ++ + =  9. 2 33 12 15z x y y x y= + − −  
10. ( , , ) 2f x y z x y z= − +  
при 2 2 22 16x y z+ + =  

11. 2 22 4z x xy y x= + − −   
в трикутнику, що 
обмежений прямими 

3; 0; 1x y y x= = = +  

12. arcsin( / );
(3;5),

z x y
A a i j
=

= −
 

13. Знайти кут між градієнтами функцій  
2 3

3 3
2 , 6 3 6 ,

2
x xu v y z
yz

= = + +  в точці ( )1 12, ,
2 3

M  
14. ( , ) 1 ,f x y x y= +  
( )0;0A  до членів другого 

порядку включно 
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«ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ» 

ВАРІАНТ 11 

1. xyxyz +−−= 229  
2. 2

0
lim lim
x y

x y
→ →∞

 3. 
0
0

lim
1 1x

y

xy
xy→

→ + −
 

4. 2 2lnz yx xy= + +  

( )22 21 yx xy+ + +

 

5. { sin ,x u v
y uv
=
=  6. 

2 23 ;
(1;2), (1,03;1,97)

z x xy y
A B
= + +  

7. 2 3u x y= , 5 ?d u −  8. xyz x y z= + +  9. 4 4 22( )z x y x y= + − −  
10. ( , ) ( 4) / 2f x y x y= − −  
при 2 2 1x y+ =  

11. 2 25 3 4z x xy y= − + +  
в трикутнику, що 
обмежений прямими 

1; 1; 1x y x y= − = − + =  

12. 
22 ;

( 1;2), 3 4
z x xy
A a i j
= +
− = +

 

13. Знайти кут між градієнтами функцій  
2 6 6 2, ,

2 2 3
yzu v
x x y z

= = − +  в точці 

( )1 1 1, ,
2 2 3

M  

14. 1( , ) ,f x y
x y

=
−

 (2;1)A , до членів 

другого порядку включно. 

 
ВАРІАНТ 12 

1. ( )yxz 2arccos +=  2. 
1 1

lim lim
lnx y

x y
x→ →−

+  3. 
1
0

lim
x
y
→
→

ln
xy

x
 

4. 
2

2 2

( )1 x yz
x y
+

= − +  

arcsin x y
xy
+

+  

5. { sin( ),
cos( ).

x u v
y u v
= +
= −  6. 

2 2 ;
(2;1), (2,03;0,96)

z xy y x
A B
= + −  

7. 2u x yz= ,    4 ?d u −  8. ln 1x z
z y
= +  9. 4 4 2 22 2z x y x y= + − −  

10. ( , ) 1 / 1 /f x y x y= +  при 
2x y+ =  

11. 21z xy= +   
в прямокутнику 
0 1, 1 2x y≤ ≤ − ≤ ≤  

12. arctg( / );
( 1;1),

z y x
A a i j
=
− = −

 

13. Знайти величину і напрямок градієнта функції  
tgu x x= − +  33sin sin ctgy y z z+ − + +  у точці 

( ), ,4 3 2M π π π  

14.  
( )( , ) ln(1 ), 0;0f x y x y A= + +

до членів другого 
порядку включно 

 
ВАРІАНТ 13 

1. ( )
2 2

ln 2

25

x
z

x y
=

+ −
 2. 

0 0
limlim

cos 1x y

x y
x→ →

−
−

 3. 
0
0

lim
x
y
→
→

1

(1 ) yx+  

 29 



 

4. arctg v wz
vw
+

=  5. 
2 2

2 2
,
.

x u v
y u v

 = +
 = −

 6. 
2 2 2 ;

(2;1), (2,03;0,96)
z x y y x
A B
= + −  

7. ln( )x y zu x y z= , 2 ?d u −  8. 2 2 2xyz x y z= + +  9. 3 23 39 36z x xy x y= + − −  
10. xyz =  при 

.822 =+ yx  
11. 2 25 3 4z x xy y= − + +  в 
трикутнику, що 
обмежений прямими 

1; 1; 1x y x y= − = − + =  

12. arctg( / );z y x=  
( 1;1),A a i j− = −  

13.  Знайти кут між градієнтами 

функцій 3 2
3 4 1, ,

6
zu v

x y zx y
= = + −  в 

точці ( )11,2,
6

M  

14.  
1( , ) arctg , (0;0)
1

xf x y A
y

+
=

+
 

 
до членів другого порядку включно 

 
ЗАВДАННЯ № 4  

 «ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ» 
 
 

1. – 9. Обчислити невизначені інтеграли 
10. Обчислити визначенні інтеграли. 
11. Обчислити площу фігури, обмеженої графіками функцій. 
12. Обчислити довжину дуги кривої. 
13. Дослідити функцію на інтегровність на відрізку [0,1] . 
14, 15. Обчислити невласний інтеграл. 
16, 17. Дослідити невласний інтеграл на збіжність. 
 

ВАРІАНТ 1 

1. 
4

2

tg
sin

xdx
x∫  2. 

4 3xe x dx−∫  3. 3arctgx xdx∫  

4. 
2

2 2

( 5)
( 4 5)( 9)

x dx
x x x

−
− + +∫  5. 4 cos4xe xdx∫  6. 

2 2 9
dx

x x −∫  

7. 
2

2

2 3
2 5

x x dx
x x

−

− +∫  8. ( ) 32 3 1 31x x dx
−− +∫  9. 3ch

2sh 3ch
x dx

x x+∫  

10. а) 
4

2
1arcsin
37

6 tg
3sin 2 5cos

xdx
x x

π

+∫  10. б) 
9

3
2 1

xdx
x −∫  10. в) 

2
4 4

0

sin 3 cos 3x xdx
π

∫  

10. г) 
1

2 2

0

1x x dx−∫  11. arctgy x= , 2 0y x+ = ,  
1x = . 

12. а) 
2

3coscx ta= ,  
2

3sincy tb= , 0 2t≤ ≤ π , 
2 2 2c a b= −   

(еволюта еліпса) 
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«ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ» 

12. б) 
4cos

4

aρ ϕ=   

(довжина петлі) 

13. 
1sin , 0,

( )
0, 0

x
f x x

x

 ≠= 
 =

 14. 
0

3
2 ( 1) 1

dx
x x− − +∫  

15. 
3

0

xe dx
+∞

−∫  16. 
0

ln
sin
xdx

x

π

∫  17. 
0 1 (ln )n

dx
x

+∞

+∫  
 

ВАРІАНТ 2 

1. 
2

41

x

x

e dx
e+∫  2. 

2

2x xdx∫  3. 2arctg 4x xdx∫  

4. 4 2

( 1)
( 6 8)

x dx
x x x

+
+ +∫  5. 5 sin5xe xdx∫  6. 1 1

1 1
x x dx
x x
− − +
− + +∫  

7. 
3

2 1
x dx

x x+ +∫  8. ( ) 21 2 1 31x x dx
−

+∫  9. 3
2sh 3ch

dx
x x+∫  

10. а) 
0 2

1arccos
10

3tg 50
2tg 7

x dx
x
−
+∫  10. б) 

3

4 2
2 1

xdx
x x− −∫  

10. в) 
4 2 6

0

2 sin cos
2 2
x x dx

π

∫  

10. г) 
( )

3

3 220 9

dx

x+
∫  11. 2

10
4

y
x

=
+

, 
2

2

5 4
4

x xy
x
+ +

=
+

. 

12. а) 
2

0

cos
t

x d= ϕ ϕ∫ , 

2

0

sin
t

y d= ϕ ϕ∫ , 

00 t t≤ ≤  (клотоїда) 

12. б) 4sin
4

a ϕρ =  

 










≠∈∀

=∈∃
=

 1:  якщо0,

1:якщо,
)(.13

n
xNn

n
xNnx

xf  14. 
4

0

dx
x x+∫  

15. 3
2 1

xdx
x

+∞

−∫  16. 
1

0 1 arcsin 
x dx

x x
⋅

−∫  17. 
3

0

1cos dxx
x x

+∞  + 
 ∫  

 

 
ВАРІАНТ 3 

1. ( )
2

ln arccos

arccos 1

x dx

x x⋅ −∫  2. 
2 2xe xdx−∫  3. 3 sin5x xdx∫  

4. 2 2 2( 4)
dx

x x +∫  5. 2 sinxx e xdx∫  6. 
1 1

dx
x x+ + +∫  

7. 
( )3 2

2

2 1

2 1

x x x dx

x x

+ + −

+ −∫  8. 
( )34 4
xdx

x x −∫  9. 7
2sh 4ch

dx
x x−∫  
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ЗАВДАННЯ № 4 

10. а) ( )
( )

3arcsin
10

2arcsin
5

2 tg 5
5 tg sin 2

x dx
x x
+

−∫  10. б) 
2

23
1

lne xdx
x∫  10. в) 

0
8 4 8

/2

2 sin cosx xdx
π−
∫  

10. г) 
3

2 3
0 (4 )

dx

x−
∫  

11. 4 xy −= ,  
4logy x= − ,  

0y = , 0x = . 

12. а)  

cos ln 2
tx a t tg = + 

 
,  

siny a t= , 00 2t t π< ≤ ≤   
(трактриса). 

12. б) ( )1 sinaρ ϕ= − , 

2 6
π πϕ− ≤ ≤ −  

13. 
1 , 0,

( )
0, 0

x
f x x

x

 ≠= 
 =

 14. 
2

0 2
dx

x x x x− +∫  

15. 
( )

5

43
1 1

x dx
x

+∞

+
∫  16. 

1

3
0

ln
(1 )

xdx
x x−∫  17. 

0

1 1
sin

dx
x x x

+∞ − 
 ∫  

 
 

ВАРІАНТ 4 

1. 2 3

2 4
( 4 5)

x dx
x x

−
− +∫  2. 1 ln x dx

x
+

∫  3. arctg(7 2)x dx+∫  
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ЗАВДАННЯ № 5 
 

ЗАВДАННЯ № 5 
«ЧИСЛОВІ ТА ФУНКЦІОНАЛЬНІ РЯДИ» 

 

1.  Знайти суму числового ряду. 
2 – 6.  Дослідити числові ряди на збіжність. 
7 – 10.  Дослідити числові ряди на абсолютну та умовну збіжність. 
11. Визначити область збіжності (абсолютної і умовної) функціонального ряду. 
12. Дослідити функціональні послідовності на рівномірну збіжність на вказаних 
множинах Х1, Х2. 
13. Дослідити функціональний ряд на рівномірну збіжність на заданій множині 
Х. 
14. Розвинути функцію в ряд Тейлора за степенями x . Вказати область 
розвинення. 
15. Побудувати розклад функції в ряд Маклорена, використавши ряд 
Маклорена для її похідної. Знайти радіус збіжності ряду. 
16 – 17. Знайти радіус і область збіжності степеневого ряду. 
18. Побудувати розклад функції  в ряд Фур’є функцію f(x), указати проміжки, в 
яких сума ряду дорівнює функції f(x), і знайти суму ряду у вказаній точці хо. 
19. Побудувати розклад функції  в ряд Фур’є за синусами і за косинусами на 
вказаних проміжках. 
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11
ln 2

n

n n

∞

=

− ⋅
+∑ ;  9. ( ) 1

1
1

2 1

n
n

n

n
n

∞
+

=

 − ⋅  + 
∑ ;  

10. ( )
31

1

cos 2 ln
2

n

n n n
n

π

∞

=

−

⋅ +
∑ ; 11.  

3

1
1

n

n
n

x
x

∞

=

+
−∑  

1

2

112. ( ) ln 1 ,

(0,2);
(2; )

nf x n
nx

X
X

 = + 
 

=
= +∞
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ЗАВДАННЯ № 5 

13. 

( )
3

1 , [0,1]
7 13

n
n

n

x X
n

∞

=

− =
−∑   

14.   

2

6( )
8 2

f x
x x

=
+ −

 

15.   
1 / 2( ) arctg
1 / 2

xf x
x
+

=
−

 

16. 2
1

( 1)( 2)
4

n

n
n

n x∞

+
=

+ −∑   17.  
1

2 1 ( 2)
3 2

n
n

n

n x
n

∞

=

−  + + 
∑  18.  

2| |

0

( ) ,

,

xf x e

x xπ π π

=

− ≤ ≤ =
 

19.  {1, 0 ,( ) на (0, )0,
x af x a x

< <= ≤ < ππ  

ВАРІАНТ 12 

1. 2
2

1
2n n n

∞

= + −∑ ;  2. ( )
( )1

2 1 !!
3 1 !n

n

n
n

∞

=

−
⋅ +∑ ; 3. 

2

1

1 11
2

n

n
n n

∞

=

 + ⋅ 
 

∑ ;  

4. 
( ) ( )2

1

1
3 4 ln 5 2n n n

∞

= + ⋅ +∑ ;  5. 
33

2

1arcsin

3n

n
n

n n

∞

=

−

−
∑ ;  6. 2

1
sin

2
n

n
n

n
π∞

=

⋅∑ ;  

7. ( ) 1

1

11
2

n
n

n n

∞
+

=

− ⋅
⋅∑ ;  8. ( )

( )3

1
ln ln ln

n

n n n n

∞

=

−
⋅ ⋅∑ ;  9. 3/2

1

arcsin
n

n
n

∞

=
∑ ;  

10. ( ) ( )
3

1
1

1 !
n

n

n
n

∞

=

− ⋅
+∑ ; 11.  

3 ln ( 2)n
n

n
x

∞

= +∑   

1 2

112. ( ) cos ,

(0, ); ( ; )
nf x

nx
X X

=

= = +∞π π
  

13.   

4 3
3

, [0, )
1n

x X
n x

∞

=

= +∞
+∑   

14.   

2

6( )
6

f x
x x

=
+ −

 

15. 
 

( )2( ) ln 1 12f x x x= − −  

16. ( ) 1 2 1

1

1
(2 1)(2 1)!

n n

n

x
n n

+ −∞

=

−
− −∑   17.  

1

13 tgn n

n
x

n

∞

=
∑  18. {

0

0, 0 ,( ) sin , 0,
xf x x x

x

π
π

π

< ≤= − < <
=

 

 19. 2( ) на (0,ln 2)xf x e=   
ВАРІАНТ 13 

1. 2
1

4
4 4 3n n n

∞

= + −∑ ; 4. 
( ) ( )1

1
1 ln 2n n n

∞

= + ⋅∑ ;  7. ( ) 1

3
1

1
3 1

n

n n n

+∞

=

−

⋅ +∑ ;  

 2. ( )
( )1

5 1 !
2 !

n

n

n
n

∞

=

⋅ +
∑ ;  5. 

1

5 2sin
! 3n

n

n
n

∞

=

+
⋅∑ ; 8. ( )

( ) ( )2
1

1
2 ln 2

n

n n n

∞

=

−

+ ⋅
∑ ; 

3. 
3

1

4 3
5 1

n

n

n
n

∞

=

− 
 + 

∑ ;   6. 
1

1

1 1
3

n

n
e

n

∞

=

 
⋅ −  +  

∑ ;   9. 
1

sin 2
!n

n
n

∞

=
∑ ; 

10. 
( )

2

1 tg
2

5 1

n

n

n
n

π
∞

=

− ⋅

+∑ ; 

11. 

( )
3

2 23

2 1
2 3 10 9

n

n
n

n
n x x

∞

=

⋅
+ + +

∑  12. 
[ ] );0[,1;0

,
1

)(

21 +∞==
++

=

XX
tn

ntxfn  
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«ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ» 

13. 2 3
3
arctg ,

n

x
x n

X

∞

= +
=

∑


  14. 
4

1( )
16 3

f x
x

=
−

 

 

15. 1( ) arctg
1

xf x
x

−
=

+
 

  
16.   

1

( 1)n

n

x
n n

∞

=

−∑  

17.  

1

n n

n
n x

∞

=

⋅∑  

18.  

{
0

5 , 0,( ) , 0 ,
x xf x x x

x

π
π

π

− < <= − ≤ <
=

 

19. { , 0 1,( ) на (0,2)2 , 1 2
x xf x x x

< <= − ≤ <  
 
 

 
 
 

ЗАВДАННЯ №6 
 «ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ» 

 
1, 2. Змінити порядок інтегрування. 
3. Обчислити подвійний інтеграл. 
4, Обчислити подвійний інтеграл за допомогою нових змінних. 
5. Знайти об’єм тіла за допомогою подвійного інтеграла. 
6. Знайти координати центра мас пластини. 
7, 8. Обчислити потрійний інтеграл. 
9, Знайти об’єм тіла, що задається поверхнями, які його обмежують. 
10. Тіло задається поверхнями, які його обмежують, ( , , )x y zγ −  густина. Знайти 
масу тіла. 
11, 12. Обчислити криволінійний інтеграл. 
13. Використовуючи криволінійний інтеграл, знайти функцію u , попередньо 
впевнившись в тому, що наданий вираз є її повним диференціалом. 
14. За допомогою формули Гріна обчислити інтеграл, зімкнувши, якщо це 
необхідно, криву відрізком прямої. 
15. Обчислити поверхневий інтеграл І роду. 
16. Обчислити інтеграл за зовнішньою стороною поверхні S  за допомогою 
формули Остроградського-Гаусса. 
17. Обчислити за допомогою формули Стокса інтеграл вздовж кривої L , яка 
утворюється перетином зазначених поверхонь. Напрям обходу обрати так, щоб 
спостерігач, якого вісь Oz  пронизує з ніг до голови, бачив його таким, що 
проходить проти руху годинникової стрілки.  
18. Знайти течію векторного поля a = ( , , )a x y z  через частину поверхні P , що 
міститься в І октанті (нормаль утворює гострий кут з віссю Oz ). 
19. Знайти циркуляцію векторного поля a = ( , , )a x y z  вздовж контуру L  (у 
напрямку зростання параметра t ). 
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ЗАВДАННЯ №6 

 
ВАРІАНТ 1 

1. 
1 0 2 0

0 1 2

( , ) ( , )
x x

dx f x y dy dx f x y dy
− − −

+∫ ∫ ∫ ∫  2. 
2254

30
4

( , )
y

y
dy f x y dx

−

∫ ∫  

3. ( )cos2 sin
D

x y dx dy+∫∫ ; 
 
 

: 0, 0, 4 4 0D x y x y π= = + − =  

4. ( )2 2ln 1
D

x y dx dy+ +∫∫ ; 

2 2 2: 0, 0,D x y x y R≥ ≥ + =  
5. Тіло обмежене поверхнями 
 

6 9 5 0, 3 2 0, 4 0,x y z x y x y− + = − = − =  
5, 0x y z+ = =  

6. Однорідна пластина обмежена  
 

лініями  2 2, 3 ,
3
xy x y x y= = =  

7. 22 xy

V

y e dx dy dz∫∫∫ ; 

0, 1, , 0, 1x y y x z z= = = = =  

8. 
V

x dx dy dz∫∫∫ ; 

: 10 , 0, 1, , 0V y x y x z xy z= = = = =  

9. 16 2 , 2 , 0, 2y x y x z x z= = = + =  
10. ( )2 2 2 2 264 , 4, 0,x y z x y y+ = + = =  

0z = ( )2 25( 0, 0),
4

y z x yγ≥ ≥ = +  

11. 
(3,6)

2 2

(0,0)

4 sin cos 2x y dx y x dy+∫   

вздовж прямої лінії 

12. 
L

xy ds∫    вздовж  контуру  

прямокутника,  обмеженого  

прямими 0, 0, 4, 2x y x y= = = =  
13. 2(2 3 1) (2 6 )du x y dx xy dy= − + + −   
14. sh chx x

L

e y dx e y dy− −+∫ ,  

де L −  контур, що обмежує область 
0, 0 , 0a x y x a a− ≤ ≤ ≤ ≤ + > , який 

пробігається у додатному напрямку 

15.  ( )2 2 0,5
S

x y z ds+ + −∫∫ ,  

де S −  частина параболоїда  
2 22 2 , 0z x y z= − − ≥ . 

16. ( )
S

x y dy dz y dx dy+ +∫∫ , 

2 2 2 2: 8 ,S z x y z x y= − − = +  

17. 
L

yz dx xz dy xy dz− +∫ , 

2 2 2

2 2
9,:

9
x y zL
x y

 + + =


+ =
 

18. 7 (5 2) 4a x i y j z k= + + +π π , 

: 4 1
2
yP x z+ + =  

19. 2a y i x j z k= − + , 
2 2: cos , cos , sin
2 2

L x t y t z t= = =  
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«ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ» 
 

ВАРІАНТ 2 

1. 
221 2

0 0 1 0

( , ) ( , )
yy

dy f x y dx dy f x y dx
−

+∫ ∫ ∫ ∫  2. 
0 3

3

( , )
x

dx f x y dy
− −
∫ ∫

3 3

0

( , )
x

dx f x y dy+∫ ∫  

3.
2

D

dx dy
ax x−∫∫ ; 

2 2: 0,D x y a ax= = −  

4. arctg
D

x dx dy
y∫∫ ; D −  частина круга 

2 2 1x y+ ≤ , що лежить в І квадранті 
5. Тіло обмежене еліпсоїдом 

22 2

2 2 2 1yx z
a b c

+ + =  

6. Однорідна пластина обмежена лініями  
22

2 2 1, 0, 0yx x y
a b

+ = = =  ( 0, 0)x y≥ ≥  
 

7. 2 sh( )
V

x z xyz dx dy dz∫∫∫ ; 

2, , 1, 0, 0, 0x y z x y zπ= = = = = =  

8. 

( )41
3 4 8

V

dx dy dz
yx z+ + +

∫∫∫ ; 

: 1, 0, 0, 0
3 4 8

yx zV x y z+ + = = = =  

9. 5 55 , , 5 , 0
3 3
x xy x y z z= = = + =   

10. 2 2 2 4,x y z+ + =

( )2 2 2 21 1 ,x y x y+ = + ≤

( )0 0 , 4x x zγ= ≥ =  

11. 
2 2

5 / 3 5 / 3
L

x dy y dx
x y

−
+∫ ,  

3

3

cos ,
:

sin

x a t
L

y a t

 =


=
 від 

точки ( ,0)a  до точки (0, )a  

12. 
2 2

L

ds
x y+∫   вздовж  відрізка  прямої 

2
2
xy = −   від  точки  (0, 2)−   до  точки 

(4,0)  

 

13. du =
2 2

2 2 2 2
2 23 5

1 1
xy x ydx dy
x y x y

   
− + −   + +   

 

14. 2 3 3 2

L

x y dx x y dy−∫ ,  

де L −  еліпс 
22

2 2 1yx
a b

+ =  з додатним 

напрямом обходу 

15. ( )
S

xy yz zx ds+ +∫∫ , 
 

{ }2 2 2 2( , , ) : , 2S x y z z x y x y ax= = + + ≤  

16. 
( ) ( ) ( )

S

x y dy dz y z dz dx z x dx dy+ + + + +∫∫  

2: 2 , 4 , 1, , 0S y x y x x z y z= = = = =  

17. 4 3 3
L

dx x dy xz dz+ +∫ ,  

2 2 2,:
3

x y zL
z

 + =


=
 

18. 2 (7 2) 7a x i y j z kπ π= + + + , 

: 1
2 3
y zP x + + =  

19. 2 3a x y i j z k= − + + , 
 

3 3: 4 cos , 4 sin , 3L x t y t z= = =  
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ЗАВДАННЯ №6 
 

ВАРІАНТ 3 

1. 
2

3 0

2 4

( , )
x

dx f x y dy
−

− − −

+∫ ∫
2

0 0

3 4 2

( , )
x

dx f x y dy
− − −
∫ ∫  

2. 
2

2

22

2 1

( , )
y

y

dy f x y dx
− −
∫ ∫  3. 2 2

D

x dx dy
x y+∫∫ ;  : tg( ),D y x x y x= =  

4. 2 2

D

x x y dx dy⋅ +∫∫ ; 

( ) ( )22 2 2 2 2: , 0D x y a x y x+ = − ≥ −  
пелюстка лемніскати 

 
5. Тіло обмежене круговим циліндром 
радіуса r , віссю якого служить вісь 
ординат, координатними площинами і 

площиною 1yx
r a
+ =  

6. Однорідна пластина обмежена лініями 
2 2, 3 ,

3
xy x y x y= = =  

7. 2ch(2 )
V

y xy dx dy dz∫∫∫ ; 

0, 2, 4 , 0, 2x y y x z z= = − = = =  

8. ( )2 215
V

y z dx dy dz+∫∫∫ ; 

 

: , 1, 0, 0, 0V z x y x y x y z= + + = = = =  

9. 2 2 2, , 0,x y y x y+ = = =   
 

0,z =  15z x=  

10. 2 2 2 21, 2 , 0, 0,x y z x y x y+ = = + = =  
 

0 ( 0, 0), 10z x y xγ= ≥ ≥ =  

11. 
L

x dx y dy
y y a

+
−∫  вздовж дуги циклоїди 

( sin ),
(1 cos )

x a t t
y a t
= −

 = −
 від точки 

6
t π=  до точки 

3
t π=  

12. 
L

y ds∫  вздовж відрізка прямої від 

точки (0,0)  до точки (1,2)  

13. du = (0,5cos 2 sin 2 )y y x dx− + +  

 
2( sin 2 cos 1)x y x dy+ + +  

14. 
L

y dx xy dy−∫ , де L −  контур, що 

обмежує область 0 2,x≤ ≤  
0 2y x x≤ ≤ − + , яка пробігається у 
додатному напрямку 

15. ( )2 2 2

S

x y z ds+ +∫∫ , де S −  межа тіла 

{ }2 2( , , ) : 1V x y z x y z= + ≤ ≤  

16. (3 ) 3 2
S

x y z dydz ydzdx zdxdy− − + +∫∫ , 

2 2: , 2S z x y z y= + =  

17. ( ) 6
L

x y dx x dy dz+ − +∫ , 

2 2 9,:
2

x yL
z

 + =


=
 

18. 9 3a x i j z kπ= + − , : 1
3
xP y z+ + =  19. ( ) ( ) ( )a y z i z x j x y k= − + − + − , 

: 4cos , 4sin , 1 cosL x t y t z t= = = −  
 

 48 



«ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ» 
 

ВАРІАНТ 4 

1. 
1 0

2 2

( , )
y

dy f x y dx
−

− − +

+∫ ∫
0 0

1

( , )
y

dy f x y dx
− − −
∫ ∫  

2. 
7 3

93

( , )

x

dx f x y dy∫ ∫
9 10

97

( , )
x

x

dx f x y dy
−

+∫ ∫  
3.

D

x y dx dy⋅∫∫ ; 

2 2: 2, 2D x y x y y+ = + =  

4. 
22

2
2 2

( 1);
D

dx dy c
yxc

a b

>
− −

∫∫  
22

2 2: 1yxD
a b

+ =  
5. Вивести «шкільну» формулу для 
обчислення об’єму конуса (висота H , 
радіус основи R ) за допомогою  
подвійного інтеграла 

6. Однорідна пластина  обмежена  
 

лініями 22 , 0x y y x= − =  

7. 2 28 xyz

V

y z e dx dy dz∫∫∫ ; 

0, 0, 0, 1, 2, 1x y z x y z= = = = − = =  
8. (3 4 )

V

x y dx dy dz+∫∫∫ ;  : ,V y x=  0,y =  

( )2 21, 5 , 0x z x y z= = + =  

9. 2, , 12 , 0x y y x z y z+ = = = =  

10. 2 2 216 ,
49

x y z+ = 2 2 4 ,
7

x y z+ =

( )0, 0 0, 0 , 80x y x y y zγ= = ≥ ≥ = ⋅ ⋅  

11. ( ) ( )2 2 2 2

L

x y dx x y dy− + +∫  у  

додатному напрямку вздовж еліпса  
22

2 2 1yx
a b

+ =  

12. 
L

x ds∫  вздовж параболи 2y x=  від 

точки (2,4)  до точки (1,1)  

13. du =
2 22( 3) (2 1)xy xyy e dx xye dy+ + −  

14. (1 cos ) ( sin )x x

L

e y dx e y y dy− + +∫ ,  

 
де L −  квадрат x y a+ =  з від’ємним 
напрямом обходу 

15.  ( )
S

xy yz xz ds+ +∫∫ де S −  частина 

конуса  0,222 ≥=+ zzyx , 
розташована всередині циліндра  

axyx 222 =+ . 
16. ( ) ( 2 )

S

z y dy dz x y z dz dx x dx dy+ + − + +∫∫ , 

2 2 2 2: 1, , 0S x y z x y z+ = = + =  

17. 22
L

y dx x dy z dz− +∫ ,  

( )2 24 2,
:

6

z x y
L

z

 = + +


=
 

18. (2 1) 3a x i y j z kπ= + − + , 

: 2 1
3
xP y z+ + =  

19. 2a x i y j z k= + − , 
2 2: cos , sin , cos
2 2

L x t y t z t= = =  
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ВАРІАНТ 5 

1. 
2

1 1

0 1

( , )
x

dx f x y dy
−

+∫ ∫
1

1 ln

( , )
e

x

dx f x y dy∫ ∫  

2. 
2

2
12

0

( , )
y

y

dy f x y dx
−

+∫ ∫
210

2
2

( , )
y

y

dy f x y dx
−

−−

∫ ∫  

3. 
( )2 2

D

x y dx dy+∫∫ ;  D −  трикутник з 

вершинами ( 1;1), (1;3), (2; 4)− −  

4. 2 2 2

D

a x y dx dy− −∫∫ ;  

2 2:D x y ax+ ≤  

5. Тіло обмежене поверхнями 
2 2, , 2 ,z xy x y x y= = =  

2 2, 2 , 0y x y x z= = =  
 
6. Однорідна пластина обмежена лініями  

2 2, 3 , 3y x y x y x= = =  

7. 2sh(3 )
V

x xy dx dy dz∫∫∫ ; 

1, 2 , 0, 0, 2, 36x y x y z y z= = = = = =  

8. ( )31 2
V

x dx dy dz+∫∫∫ ;  : 9 ,V y x=  

0,y =  1, , 0x z xy z= = =  

9. 120 2 , 5 2 , 0,
2

x y x y z y z= = = + =  

 

10 2 2 2 1,x y z+ + = 2 2 24 ,x y z+ =  
 

( )0, 0 0, 0 , 20x y x y zγ= = ≥ ≥ =  

11. ( )
L

x y dx dy− +∫  вздовж верхньої 

половини кола 2 2 2x y R+ =  від  
точки ( ,0)R  до точки ( ,0)R−  

12. 
AB

y ds
x∫ , де AB −  дуга півкубічної 

параболи 
3

2 4
9
xy = від точки (3,2 3)A  до 

точки 32 28,
3

B  
 
 

 

13. du = ( cos ) ( sin )x y x ye x dx e y dy+ +− + +  

14. 2 2

L

y dx x dy−∫ ,  

де L −  контур, що обмежує область 
0 , 0 sinx y xπ≤ ≤ ≤ ≤ , яка пробігається 
у додатному напрямку 

15. ( )
S

x y z ds+ +∫∫ , де S − частина 

конуса 2 2 2x y z= + , розташована 

всередині циліндра axyx 222 =+ . 

16. (2 15 ) ( )
S

y x dydz z y dzdx− + − +∫∫   
 

(3 )y x dxdy+ − , 
2 2 2 2 1: 3 1, , 0

4
S z x y x y z= + + + = =  

17. 3 2 2
L

z dx y dy y dz− +∫ , 

2 2 4,:
2 3 2 1
x yL
x y z

 + =


− − =
 

18. 7 9a x i yj kπ= + + , : 1
3
yP x z+ + =  19. ( ) ( ) ( )a y z i z x j x y k= − + − + − , 

: cos , cos , 2(1 cos )L x t y t z t= = = −  

 50 
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ВАРІАНТ 6 

1. 
2

3 0

0 4 2

( , )
x

dx f x y dy
− −

+∫ ∫
2

2 0

3 4

( , )
x

dx f x y dy
− −

∫ ∫  

2. 
2

22

6 1
4

( , )
y

y

dy f x y dx
−

− −

∫ ∫  3. 2
2

D

x y dx dy
x y
+
+∫∫ ; 

: 1 , 1 , 0D y x y x y≤ + ≤ − ≥   

4. ( )2 2 ;
D

x y dx dy+∫∫  

 2 2: ( 2) 4D x y+ + ≤  

 
5.    2 2 2 2 2 23 , 2x y z a x y az+ + ≤ + ≤  

6. Однорідна пластина обмежена лініями  
 

24 4, 2 1y x y x= + = − +  

7. 2 cos( )
V

y z xyz dx dy dz∫∫∫ ; 

1, , 0, 0, 0x y x y zπ= = = = =  

8. ( )327 54
V

y dx dy dz+∫∫∫ ; 

: , 0, 1, , 0V y x y x z xy z= = = = =  
9. ( )5 5 5, , 0, 3

2 6 6
x y x y z z y= = = = +  

10.  ( )2 2 2 2 236 , 1, 0,x y z x y x+ = + = =  

0z = ( )2 25( 0, 0),
6

y z x yγ≥ ≥ = +  

11. 
L

y dx x dy+∫  вздовж контуру  

 

трикутника, обмеженого осями координат 

і прямою  1yx
a b
+ = , який пробігається у 

від’ємному напрямку 

12. 2 2

L

x y ds+∫ ,  

де L −  коло 2 2x y ax+ =  

 

 13. du =  

2 2 2 2
2 6

1 1
y xx dx y dy
x y x y

   
   = + + +
   − −   

 

14. 2 2

L

x y dx+ +∫  

( )( )2 2lny xy x x y dy+ + + + ,  

де L −  коло 2 2 2x y R+ =  

15. ( )2 2 23 5 3 2
S

x y z ds+ + −∫∫ , де S −  

частина конуса 2 2y x z= + , що  
 

лежить між площинами 0,y y b= =  

16. ( 2 ) ( )
S

x dy dz z dz dx x y dx dy− + + +∫∫ , 

2 2 2 2: 2 , , 0S x y y z x y z+ = = + =  

17.  22
L

y dx x dy z dz− +∫ ,  

( )2 24 2,:
6

z x yL
z

 = + +


=
 

18. 5 11a i y j z kπ= + + , : 1
3
zP x y+ + =  19. 2 3a y i x j x k= − + , : 2cos ,L x t=  

2sin ,y t=  2 2cos 2sinz t t= − −  
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ЗАВДАННЯ №6 
 

ВАРІАНТ 7 

1. 
31

0 0

( , )
y

dy f x y dx +∫ ∫
22

1 0

( , )
y

dy f x y dx
−

∫ ∫  

 

2. 
22

0 0

( , )
x

dx f x y dy +∫ ∫  

4 10

2 0

( , )
x

dx f x y dy
−

+∫ ∫
7 10

4 4

( , )
x

x

dx f x y dy
−

−

+∫ ∫  

3. ( )2

D

x y dx dy−∫∫ ; D −  трикутник з 
 
 
 
 
 

 вершинами (1;0), ( 1;2), (3;4)−  

4. ( )2 2 ;
D

x y dx dy+∫∫  

 2 2: ( 2) 4D x y+ + ≤  

 
5. 2 2 2 2 2, 2 2x ay bx x y hz x y≤ ≤ + ≤ ≤ +  

6. Однорідна пластина обмежена 

 лініями 
22

2 2 1, 0 ( 0)yx x x
a b

+ = = ≥  

7. ( )2 cos
4

V

y yz dx dy dzπ∫∫∫ ; 

21, 1, , 0,
2
xx y y z z π= = − = = = −  

 

8. 
V

y dx dy dz∫∫∫ ; 

: 15 , 0, 1, , 0V y x y x z xy z= = = = =  
9. 2 2 2, , 0, 0,x y x y x z+ = = = =  30z y=  

10.   2 2 2 2 216, 4x y z x y+ + = + =  

( )2 2 4 ,x y+ ≤ 2 zγ =  

11. 
L

y dx x dy− +∫  вздовж контуру 

трикутника 0, 0x y= = , 2 3 6x y+ = , 
який пробігається у додатному напрямі 

12. 2 2 2
L

ds
x y z+ +∫ , де L −  перший оберт  

гвинтової лінії 
cos ,
sin ,

x a t
y a t
z bt

= =
 =

 

13. du = ln 2y y x dx
x

 + + + 
 

 
 

ln 1xx dy
y

 + + + 
 

 

14. ( )2cosx

L

e y y dx− − +∫   

( )2sinxe y x dy−+ − , 
  

де L −  праве ( )x a≥  півколо  
2 2 2x y ax+ =  від точки ( ,0)a  до  

точки ( , )a a−  

15. 
S

xyz ds∫∫ ,  

{ 2 2 2 2( , , ) : ,S x y z x y z a= + + =  

}0, 0, 0x y z≥ ≥ ≥  

16. (2 ) ( 2 )
S

x y dydz y xy dxdy+ + +∫∫ ,  

 

( ) ( )2 2 2 2: 2 4 , 4S z x y z x y= − + = +  

17. 2
L

y dx x dy z dz− +∫ , 

2 2 2 4,:
2

x y zL
z

 + =


=
 

18. ( 1)a x i z kπ= + − , 

: 2 1
2 3
y zP x + + =  

19. 2a z i x j y k= − + , 
 

: 2cos , 2sin , 1L x t y t z= = =  
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ВАРІАНТ 8 

1. 
1 0

0

( , )
y

dy f x y dx
−

∫ ∫ +
2

2 0

1 2

( , )
y

dy f x y dx
− −

∫ ∫  2. 
2

2

6 3 12 4

2 3 12 4

( , )
x x

x x

dx f x y dy
− + + −

− − − + −
∫ ∫  

3. 2 2

D

a x dx dy+∫∫ ;  

2 2 2: , , 0, 0D y x a x a x y− = = = ≥  

4. 2 2 9
D

x y dx dy+ −∫∫ ; 

2 2: 9 25D x y≤ + ≤  
5. Тіло обмежене сферою  

2 2 2 2x y z a+ + =  і циліндром 2 2x y ax+ =  
(задача Вівіані) 

6. Однорідна пластина обмежена 
 

 лініями  2 2, 2 , 1, 2y x y x x x= = = =  

7. 2 ch
2

V

xyzy z dx dy dz∫∫∫ ; 

 
 
 

2, 1, 2, 0, 0, 0x y z x y z= = − = = = =  

8. 

( )51
16 8 3

V

dx dy dz
yx z+ + +

∫∫∫ ; 

: 1, 0, 0, 0
16 8 3

yx zV x y z+ + = = = =  

9. 122, , , 0
5
xx y x y z z+ = = = =  

10.   2 2 4,x y+ = 2 2 8 ,x y z+ =  
( )0, 0, 0 0, 0 , 5x y z x y xγ= = = ≥ ≥ =  

11. 
(5,12)

2 2(3,4)
x dx y dy

x y
+
+∫  (початок координат 

не  лежить всередині контуру інтегру- 
  вання) 

12. 2 2

L

x y ds+∫ ,  

де L −  коло 2 2 2x y ay+ =  

13. du = 2
1 1

1 ( 1)
y dx

y x
 

− − + − − 
 

2
1 2

1 ( 1)
x y dy

x y
 

+ − + − − 
 

14. 2 2

L

x y dx y x dy−∫ ,  

де L −  верхня ( 0)y ≥  частина правої  
петлі ( 0)x ≥  лемніскати  

( ) ( )22 2 2 2 2x y a x y+ = −  від точки (0,0)  

до точки ( ,0)a  
 

15. ∫∫
S

xyzds , де S – частина конуса  
 

0,22 ≥= zxyz , розташована всередині 

циліндра 222 ayx =+ . 

 

16. (4 3 ) (3 2 )
S

y z dy dz x z dz dx− + + +∫∫   

( )x y z dx dy+ + + , 
 

2 2: 1, 4 , 0S x y z x y z+ = = − − =  

17.  23
L

y dx x dy z dz+ +∫ ,  

2 2 2

2 2
9,:

1 ( 0)
x y zL
x y z

 + + =


+ = >
 

18. 5 (9 1) 4a x i y j z k= + + +π π ,  
 

: 1
2 3 2

yx zP + + =  

19. a y i x j z k= − + , 
: cos , sin , 3L x t y t z= = =   

19. a y i x j z k= − + , 
: cos , sin , 3L x t y t z= = =   
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ЗАВДАННЯ №6 

 
ВАРІАНТ 9 

1. 
sin4

0 0

( , )
y

dy f x y dx

π

+∫ ∫
cos2

0
4

( , )
y

dy f x y dx

π

π
∫ ∫  2. 

2

2

4 16

0 4

( , )
x

x x

dx f x y dy
−

−
∫ ∫  

3. 2

D

xy y dx dy−∫∫ ;  D −  трапеція з 

вершинами (1;1), (5;1), (10;2), (2;2)  

 

4. 
2 2

2
2 2 2

0

a ya

ay y

dydy
a x y

−

− − −∫ ∫  

5. Тіло обмежене гіперболічним 
параболоїдом 2 2z x y= −  і площинами  

3, 0x z= =  

6. Однорідна пластина обмежена 
 

 лініями  22 , 0y x x y= − =  

7. 2 xy

V

x e dx dy dz−∫∫∫ ; 

2, 0, 1, , 0
4
xx y z y z= − = = = =  

8. ( )2 23
V

x y dx dy dz+∫∫∫ ;  : 10 ,V z y=   

1,x y+ =  0, 0, 0x y z= = =  

9. 117 2 , 2 2 , 0,
2

y x y x z x z= = = + =  10.   2 2 2 2 24 2, ,
25 5

x y z x y z+ = + =  

0, 0 ( 0, 0, 0)x y x y z= = ≥ ≥ ≥ , 28xzγ =  
11. 

L

xy dx∫  вздовж дуги синусоїди  

 

siny x=  від x π=  до 0x =  

12. ( )3 3

L

x y ds+∫ , де L −  лемніската  

( )22 2 22 , 0, 0x y a xy x y+ = ≥ ≥  
 

13. du = 2
cos cos sin

sin
x y x dx

x
 + + 
 

 
 

sin cos
sin

y y dy
x

 + − 
 

 

14. 
34

2 2
3
4L

xyx dy dx
a b

−∫ , де L −  еліпс 

22

2 2 1yx
a b

+ =  з додатним напрямком оббігу 

15. 2( )
S

xyz ds∫∫ ,  

{ 2 2 2( , , ) : ,S x y z x y z= + = }a z b≤ ≤  

16. 2 3
S

x dy dz y dz dx z dx dy− +∫∫ ,  

2 2: , 2S z x y z x= + =  

17. (2 )
L

xy dx yz dy xz dz− − −∫ , 

2 2 4,:
1

x yL
x y z

 + =


+ + =
 

18. 2a i y j= + +  3
2

z kπ , 

: 1
3 4
x zP y+ + =  

19. 2a x i z j y k= + + , : cos , 2sin ,L x t y t= =  2cos 2sin 1z t t= − −  
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ВАРІАНТ 10 

1. 
1

0 0

( , )
y

dy f x y dx +∫ ∫
22

1 0

( , )
y

dy f x y dx
−

∫ ∫  2. 

2
2 2

2 0

( , )

x

dx f x y dy

+

−
∫ ∫

2

10 2
3 2

2 4

( , )

x

x

dx f x y dy

+

−

+ ∫ ∫  

3. x y

D

e dx dy+∫∫ ; : , 0, 2xD y e x y= = =  4. 2 2 ;
D

x x y dx dy⋅ +∫∫  

( ) ( )22 2 2 2 2: , 0D x y a x y x+ = − ≤ −  
пелюстка лемніскати 

5.  Тіло обмежене поверхнями 
2 22 2

2 2 2 20, ,y y yx z x xz
c a ba b a b

= + = + = +  

6. Однорідна пластина обмежена кривою 
3

2
y xyx

a b c
 + = 
 

  (петля) 

7. 22  xyz

V

x y e dx dy dz∫∫∫ ; 
 

1, 1, 1, 0, 0, 0x y z x y z= = = = = =  

 

8. ( )30 15
V

z x dx dy dz+∫∫∫ ;  

2 2: 3 ,V z x y= +  0,z =  , 0, 1y x y x= = =  

9. ( )5 , 9 5 , 0, 9 5 3
3

y x y x z z x= = = = +  
 

 

10.   2 2 2 2 2 24, ,x y z x y z+ + = + =  
 

0, 0 ( 0, 0, 0)x y x y z= = ≥ ≥ ≥ , 6zγ =  
11. 

L

xdy∫  вздовж контуру трикутника, 

утвореного прямими , 2, 0y x x y= = =  
(у додатному напрямку) 

12. sin 2

L

dsϕ
ρ∫ , де L −  коло з центром в  

 

точці (0,2)A  радіуса 2  

13. du =
2

2
1

( )
y dx

x x y
 
− + + + 

2

2
1

( )
x dy

y x y
 

+ + 
 

14. 3 3 3( )
L

x y dx x y dy+ −∫ , де L −  ламана  

 

ABC , де (2,1), (0,3), ( 2,1)A B C −  

15. 2 1 4
S

x z ds⋅ +∫∫ ,  

{ }2 2 2( , , ) : , 0S x y z x y z z b= + = ≤ ≤  

16. 7
S

x dy dz z dz dx+ +∫∫ ( 5 )x y z dx dy− + , 
 

2 2 2 2: , 2 , ,S z x y z x y y x= + = + =  
2 , 1y x x= =  

17.  22
L

yz dx xz dy y dz+ +∫ ,  

2 2 2

2 2
25,:

16 ( 0)
x y zL
x y z

 + + =


+ = >
 

18. 9 (5 1) 2a x i y j z kπ π= + + + , 
 

: 3 1
9
zP x y+ + =  

19. 3 3a y i x j x k= − + , 
: 3cos , 3sin ,L x t y t= =  

3 3cos 3sinz t t= − −  
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ЗАВДАННЯ №6 
 

ВАРІАНТ 11 

1. 
1 0

0

( , )
y

dy f x y dx
−

+∫ ∫
ln

1 1

( , )
ye

dy f x y dx
−

−
∫ ∫  2. 

2 2

20 2

( , )
a a a x

ax x

dx f x y dy
+ −

−
∫ ∫  

 

 

3.
D

dx dy∫∫ ; 2: 2 , 4 4D y x y x= − = +  
4. ( )2 2 ;

D

x y dx dy+∫∫  

 2 2 2 2: , 2 , 0D x y ax x y ax y+ = + = ≥  
5. Тіло обмежене поверхнями 

2 , ,z xy x y a= + =   
 

x y b+ =   (0 )a b< <  

6. Пластина  обмежена лініями 
, , 1y x y x x= = − =  з густиною, яка в 

кожній точці дорівнює відстані від цієї 
точки до початку координат 

7. ( )2 sin
2

V

x xy dx dy dzπ∫∫∫ ; 

2, , 0, 0,x y x y z z π= = = = =  

8. ( )34 8
V

z dx dy dz+∫∫∫ ; 

: , 0, 1, , 0V y x y x z xy z= = = = =  
9. 2 2 8, 2 , 0,x y y x y+ = = =   
 

0,11 15z z x= =  

10.  ( )2 2 2 2 225 , 4, 0,x y z x y x+ = + = =  

0z = ( 0, 0),x z≥ ≥  2 22 ( )x y= +γ  

11. 
L

y dx x dy−∫  де L −  верхня дуга 

еліпса 
22

2 2 1yx
a b

+ =  від точки ( ,0)a  до 

точки ( ,0)a−  

12. 
L

xy ds∫ , де L −  контур  

 
 

чотирикутника з вершинами  
 
 

(0,0), (1,2), (2,3), (3,2)A B C D  

13. du = ( )22 3xyy e dx+ +   

( )2

2 1xyxye dy+ −  

14. 
L

y dx x dy−∫ , де L −  контур, що 

обмежує область 0 ,
2
πϕ≤ ≤  

0 sin 2aρ ϕ≤ ≤  , та пробігається у 
від’ємному напрямку 

15. 2
S

xy z ds∫∫ ,  

{ 2 2 2( , , ) : ,S x y z x y R= + =  

16. 17 7 11
S

x dy dz y dz dx z dx dy+ +∫∫ ,  

( )2 2 2 2 2: , 2 , ,S z x y z x y y x= + = + =   
 

y x=  
17. 2

L

y dx dy dz− + +∫ ,  

2 2 2,:
1

x y zL
z

 + =


=
 

 

18. 7 ( 2 )a x i x y jπ= + − +  (7 2)z k+ , 
 

 : 1
2
zP x y+ + =  

19. 2 3 2a x y i j xz k= − + + , : 2 cos , 2 sin ,L x t y t= =  1z =  
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ВАРІАНТ 12 

1. 
1 0

0

( , )
y

dy f x y dx
−

∫ ∫ +
2

2 0

1 2

( , )
y

dy f x y dx
− −

∫ ∫  2. 
2 6

0 2

( , )
x

x

dx f x y dy
−

∫ ∫  

 
 

3.  
21 1

2 2

0 0

1
x

dx x y dy
−

− −∫ ∫  

4. 2 2

D

x y dx dy+∫∫ ;  D −  область, 

обмежена колом 2 2 2x y a+ =  і кардіоїдою 

( )2 2 2 2x y a x y x+ = + +  (область не 

містить початку координат) 
5. Тіло обмежене поверхнями 

2 2 2 2, ,z x y x y x= + + =   
2 2 2 , 0x y x z+ = =  

6. Однорідна пластина обмежена 
 

 верхньою половиною еліпса, що 
 

 спирається на велику вісь 

7. 2 sh( )
V

x z xyz dx dy dz∫∫∫ ; 

2, 0, , , 0x y y x z xy z= = = = =  

 

8. 21
V

xz dx dy dz∫∫∫ ; 
 

: 2, 0, , , 0V x y y x z xy z= = = = =  

9. 4, 2 , 3 , 0x y y x z y z+ = = = =  
10. 2 2 2 2 29, 4x y z x y+ + = + =  

( )2 2 4 ,x y+ ≤ ( )0 0 ,y y zγ= ≥ =  

11. 
2 2

2 2
L

y dx x dy
x y

−
+∫ , де L −  верхня дуга 

 кола 2 2 2x y a+ = , яка пробігається 
 проти руху годинникової стрілки 

12. arctg
L

y ds
x∫ , де L − частина спіралі 

Архімеда 2ρ ϕ= , що знаходиться 
всередині круга радіуса ( )R R π≤  з 
центром в початку координат (в 
полярному полюсі) 

13. du = 2
1 y dx
x y
− + 2

1 2x dy
xy
−  

14. 5/3 5/3
L

y dx x dy−∫ , де L −  додатно  

орієнтована крива 2 / 3 2 / 3 2 / 3x y a+ =  

15. 3 ( 2 3)
S

z x y ds⋅ + +∫∫ ,  

{ 2 2 2( , , ) : 4 ,S x y z x z R= + =   

}2 2 2, 0x y R z+ ≤ ≥  

16. ( ) (2 )
S

x y z dy dz y x dz dx+ + + − +∫∫   
 

(3 )z y dx dy+ + , 
 

2 2: , , 2 , 1, 0S z x y y x y x x z= + = = = =  

17.  4
L

x dx yz dy x dz− +∫ ,  

2 2 1,:
1

x yL
x y z

 + =
 + + =

 

 

18. (4 2 )a y j z kπ= + − , 
 

: 2 1
3 4
y zP x + + =  

19. 6a z i x j= − ,  : 3cos , 3sin , 3L x t y t z= = =  
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ЗАВДАННЯ №6 
 

ВАРІАНТ 13 

1. 
23 4

2 0

( , )
x

dx f x y dy
− −

−

+∫ ∫  
 

+
20 2 4

3 0

( , )
x

dx f x y dy
− −

−
∫ ∫  

 

2. 
2

1
2

( , )
y

y
dy f x y dx∫ ∫  

 

3.  (3 )
D

x y dx dy+∫∫ ;  

2 2 2: 9, 3
3

D x y y x+ ≤ ≥ +  

4. 
2 2

2
2 2 2

0

a ya

ay y

dxdy
a x y

−

− − −∫ ∫  

5. Тіло обмежене поверхнями 
2 2 2 2,x y z a+ + =  2 2 ( 0)x y a x a+ ≥ >  

6. Однорідна пластина обмежена 
 

синусоїдою siny x= , віссю Ox  і прямою 

4
x π=  

7. ( )2sh
V

x xy dx dy dz∫∫∫ ; 

2, , 0, 0, 1
2
xx y y z z= = = = =  

 8. 
V

xyz dx dy dz∫∫∫ ; 

 

: , 0, 3, , 0V y x y x z xy z= = = = =  
 

9. 6 5 ,18 5 ,x y x y= =  0,z =   
 

( )18 5 3z y= +  

 

 

10. 2 2 2 21, 6 , 0, 0,x y x y z x y+ = + = = =   
 

0z =  ( 0, 0, 0), 90x y z yγ≥ ≥ ≥ =  

11. (2 ) ( )
L

a y dx y a dy− + −∫ , де L −   
 

перша (від початку координат) арка 

циклоїди { ( sin ),
(1 cos )

x a t t
y a t
= −
= −

  

12. 
L

xy ds∫ , де L −  контур прямокутника 

(0,0), (4,0), (4,2), (0,2)A B C D  

13. du = ( )22 3xyy e dx+ +  
 
 

( )2

2 1xyxye dy+ −  

 

14. ( ) ( )
L

xy x y dy xy x y dx+ + − + −∫ , де 

L −  частина кола  ( )2 2
2
ax y ax x+ = ≤  

від точки ( ),
2 2
a a−  до точки ( ),

2 2
a a  

15. 3( )
S

z R ds−∫∫ ,  

{ 2 2 2( , , ) : 2 ,S x y z x y z Rz= + + =

}0, 0,x y z R≤ ≤ ≥  

16. ( 2 )
S

y dy dz x y dz dx x dx dy+ + +∫∫ ,  
 

2 2 2 2: , 2 , 0S z x y x y x z= + + = =  

 

17. 23
L

y dx x dy z dz+ +∫ , 

2 2 1,:
3

z x yL
z

 = + −


=
 

 

18. (3 1) (9 1)a i y jπ π= − + + + 6 z kπ ,  
 

: 1
2 3 9

yx zP + + =  
 
 

19. 2a z i y j x k= + − ,  : 2 cos , 2sin ,L x t y t= =  2 cosz t=  
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ДОДАТОК А.  ДЕЯКІ ВАЖЛИВІ ТЕОРЕМИ, ФОРМУЛИ, МЕТОДИ І ФАКТИ 
Додаток А 

Деякі тригонометричні формули 
sintg
cos

xx
x

= ,   cosctg
sin

xx
x

= ,   1sec
cos

x
x

= , 

2 2sin cos 1x x+ = ,  2
2

11 tg
cos

x
x

+ = ,  2
2

11 ctg
sin

x
x

+ = . 

Функції кратних кутів 

sin 2 2sin cosx x x= ,  3sin 3 3sin 4sinx x x= − , 2
2tgtg2

1 tg
xx
x

=
−

, 

2 2cos 2 cos sinx x x= − , 3cos3 4cos 3cosx x x= − , 
2ctg 1ctg2

2ctg
xx

x
−= . 

Функції суми і різниці кутів 

sin( ) sin cos cos sinx y x y x y± = ± ,  tg tgtg( )
1 tg tg

x yx y
x y
±± =
⋅

, 

cos( ) cos cos sin sinx y x y x y± =  ,  ctg ctg 1ctg( )
ctg ctg

x yx y
y x
⋅± =
±

 . 

Формули пониження степеня 

( )2 1sin 1 cos 2
2

x x= − ,   ( )2 1cos 1 cos 2
2

x x= + , 

( )3 1sin 3sin sin 3
4

x x x= − ,   ( )3 1cos 3cos cos3
4

x x x= + , 

( )4 1sin cos 4 4cos 2 3
8

x x x= − + ,  ( )4 1cos cos 4 4cos 2 3
8

x x x= + + . 

Сума й різниця тригонометричних функцій 

sin sin 2sin cos
2 2

x y x yx y + −
+ = ,  cos cos 2cos cos

2 2
x y x yx y + −

+ = , 

sin sin 2cos sin
2 2

x y x yx y + −
− = ,  cos cos 2sin sin

2 2
x y x yx y + −

− = − , 

sin( )tg tg
cos cos

x yx y
x y
±± =
⋅

,   sin( )ctg ctg
sin sin

x yx y
x y
±± = ±
⋅

. 

Добуток тригонометричних функцій 

[ ]1sin sin cos( ) cos( )
2

x y x y x y= − − + , [ ]1cos cos cos( ) cos( )
2

x y x y x y= − + + , 

[ ]1sin cos sin( ) sin( )
2

x y x y x y= − + + . 

Зв’язок між оберненими тригонометричними функціями 
2

2
2

1arcsin arcsin( ) arccos arccos 1 arctg arcctg
2 1

x xx x x x
xx

π −
= − − = − = − = =

−
, 

2 2

1 1arctg arctg ( ) arcctg arctg arcsin arccos
2 1 1

xx x x
x x x

π
= − − = − = = =

+ +
. 

Гіперболічні функції 

2
sh

xx eex
−−

= ,     
2

сh
xx eex

−+
= ,  

x
xx

ch
shth = ,  

x
xx

sh
chcth = . 

Деякі формули 
Основна тотожність: 1shch 22 =− xx . 

( )2 1sh ch2 1
2

x x= − ,    ( )2 1ch ch2 1
2

x x= + , 2ch2 2ch 1x x= − , sh2 2 sh chx x x= ⋅ ⋅  
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Дві істотні границі й наслідки з них Еквівалентні нескінченно малі функції 

0

sinlim 1
x

x
x→

= , 
0

tglim 1
x

x
x→

= ; sin ~x x ,   tg ~ ( 0)x x x → ; 

0

arcsinlim 1
x

x
x→

= , 
0

arctglim 1
x

x
x→

= ; arcsin ~ , arctg ~ ( 0)x x x x x → ; 

20

1 cos 1lim
2x

x
x→

−
= ; 211 cos ~ ( 0)

2
x x x− → ; 

1lim 1
x

x
e

x→∞

 + = 
 

, ( )1/

0
lim 1 x

x
x e

→
+ = ;  

0

1lim 1
x

x

e
x→

−
= , 

0

ln(1 )lim 1
x

x
x→

+
= ; 1 ~ ,xe x− ln(1 ) ~ ( 0)x x x+ → ; 

0

1lim ln
x

x

a a
x→

−
= . 1 ~ ln ( 0)xa x a x− → . 

 

Таблиця похідних 

( ) 1x xα α−′ = α ⋅ , 0x > , α∈ ; 0C′ = , ( ) 1x ′ = , ( )2 2x x′ = , ( )3 23x x′ = ; 

2

1 1
x x

′  = − 
 

, 0x ≠ ; ( ) 1
2

x
x

′ = , 0x > ;  ( )3
3 2

1
3

x
x

′ = , 0x ≠ ; 

( ) lnx xa a a′ = , 0 1a< ≠ ; ( )x xe e′ = ; 
1(ln )x
x

′ = , 0x > ; 1(log )
lna x

x a
′ = , 0, 0 1x a> < ≠ ; 

(sin ) cosx x′ = ; (cos ) sinx x′ = − ; 

2

1(ctg )
sin

x
x

′ = − , ,x n n≠ π ∈Z ; 2

1(tg )
cos

x
x

′ = , ,
2

x n nπ
≠ + π ∈Z ; 

(sh ) chx x′ = ; (ch ) shx x′ = ; 

2

1(th )
ch

x
x

′ = ; 2

1(cth )
s h

x
x

′ = − , 0x ≠ ; 

2

1(arctg )
1

x
x

′ =
+

;  2

1(arcctg )
1

x
x

′ = −
+

; 

2

1(arcsin )
1

x
x

′ =
−

,  | | 1x < ; 
2

1(arccos )
1

x
x

′ = −
−

, | | 1x < ; 

( ) sgn при 0x x x′ = ≠ ; [ ] 0 приx x′ = ∉ . 

Таблиця похідних вищих порядків 
1

1 1 0( ) ...m m
m m mP x a x a x a x a−

−= + + + +   ⇒  ( )( ) !,
( )

0,
n m

m

a m n m
P x

n m
=

=  >
; 

( )( )
( 1) ... ( 1)

n nx n xα α−= α ⋅ α − ⋅ ⋅ α − + ⋅ , 
 0,x > α∈ ; 

( )

1

1 ( 1) !n n

n

n
x x +

−  = 
 

, 0x ≠ ; 

( )( )
ln

nx x na a a= ⋅ , 0 1a< ≠ ; ( )( )nx xe e= ; 

( )
1

( ) ( 1) ( 1)!log
ln

n
n

a n

nx
x a

+− ⋅ −
=

⋅
, 0 1a< ≠ , 0x > ; ( )

1
( ) ( 1) ( 1)!ln

n
n

n

nx
x

+− ⋅ −
= , 0x > ; 

( )(sin ) sin
2

n nx x π = + 
 

. ( )(cos ) cos
2

n nx x π = + 
 
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Таблиця розкладів елементарних функцій за формулою  
Маклорена із залишковим членом у формі Пеано 

( )
2

1
1

n
x nx x xe o x

n
= + + + + +

! 2! !
 ; 

( )
3 5 7 2 1

1 2sin ( 1)
3

n
n nx x x xx x o x

n

−
−= − + − + + − +

! 5! 7! (2 −1)!
 ; ( ) ( )

3 2 1
2sh ...3! 2 1 !

n
nx xx x o x

n
−

= + + + +
−

; 

( )
2 4 6 2

2 1cos 1 ( 1)
(2 )!

n
n nx x x xx o x

n
+= − + − + + − +

2! 4! 6!
 ;   ( ) ( )

2 2
2 1ch 1 ...2! 2 !

n
nx xx o x

n
+= + + + + ; 

( ) ( ) ( )21 1 ( 1)
(1 ) 1m n nm m m m m nmx x x x o x

n
− − − +

+ = + + + + +
1! 2! !


 ; 

2 31 1 ( 1) ( )
1

n n nx x x x o x
x
= − + − + + − +

+
 ; ( )

2 3 4
1ln(1 ) ( 1)

n
n nx x x xx x o x

n
−+ = − + − + + − +

2 3 4
 . 

( )3 5 7 2 1 2 2(2 1)!!1 1 3 1 3 5arcsin ...2 3 2 4 5 2 4 6 7 (2 )!! (2 1)
n nnx x x x x x o xn n
+ +−⋅ ⋅ ⋅= + + + + + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
 

( )
3 5 7 2 1

1 2arctg ... ( 1)3 5 7 2 1
n

n nx x x xx x o xn
−

−= − + − + + − +
−

;  
 

Деякі скінченні суми та добуток 
1

2 ...
1

n
n x xx x x

x

+−
+ + + =

−
 

sincos cos cos ... cos , 2 ,
2 4 8 2 2 sin

2

n
n

n
n

x x x x x x k kx π⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ≠ ∈  

1sin sin
2 2sin sin 2 ... sin ,
sin

2
2 , ;

n nxx
x x nx x

x k kπ

+
⋅

+ + + =

≠ ∈

 

1sin
1 2cos cos 2 ... cos ,
2 2sin

2
2 , ;

n x
x x nx x

x k kπ

 + 
 + + + + =

≠ ∈

 

Розширена таблиця основних інтегралів. Нехай 0a >  
№
пп ( )f x dx =∫ ( )F x C+  № 

пп ( )f x dx =∫ ( )F x C+  

1. 
1

\{ 1}
1

xx dx C
α

αα
α

+

∀ ∈ − = +
+∫ ,   

1

{0}
1

n
n xn x dx C

n

+

∀ ∈ = +
+∫  , 

 (0; )x∈ +∞ ,   x∈ , 

 
1

\{ 1}
1

n
n xn x dx C

n

+

∀ ∈ − = +
+∫  на кож- 2. ∫ =

− ax
dx Cax +− ||ln  на кожному з  

 ному з проміжків ( ;0)−∞ , (0; )+∞ ,  проміжків ( ; )a−∞ , ( ; )a +∞ , 

3. xe dx =∫ Cex + , x∈ , 4. 0, 1 xa a a dx∀ > ≠ =∫ ln

xa C
a
+ , x∈ , 

5. sin xdx =∫ cos x C− + , x∈ , 6. cos xdx =∫ sin x C+ , x∈ , 

7. 
2cos

dx
x
=∫ tg x C+  на кожному з про- 8. 2sin

dx
x
=∫ ctg x C− +  на кожному з 

 міжків ( )/ 2 ; / 2 ,n n n−π + π π + π ∈Z ,  проміжків ( ); ,n n nπ π+ π ∈Z , 
9. sh xdx =∫ ch x C+ , x∈ , 10. ch xdx =∫ sh x C+ , x∈ , 

11. 2ch
dx

x
=∫ th x C+ , x∈ , 12. 2sh

dx
x
=∫ cth x C− +  на кожному з  

   проміжків ( ;0)−∞ , (0; )+∞ , 

13. 
2 2

dx
x a

=
+∫

1 arctg ,

1 arcctg ,

x C
a a

x C
a a

 +

− +


  x∈  14. 
2 2

dx
a x

=
−

∫
arcsin ,

arccos ,

x C
a
x C
a

 +

− +


  ( 1;1)x∈ −  
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15. 2 2

dx
x a

=
−∫

1 ln
2

x a C
a x a

−
+

+
 16. 2 2

2 2
lndx x x a C

x a
= + ± +

±
∫  

 на кожному з проміжків  
( ; )a−∞ , ( ; )a +∞ ,  (для знака мінус на кожному з проміжків 

( ; )a−∞ , ( ; )a +∞ ; для знака плюс x∈ ), 

17. 2 2a x dx− =∫
2

2 2 arcsin
2 2
x a xa x C

a
− + +   ( )x a≤ , [ ; ]x a a∈ − , 

 
18. 2 2x a dx± =∫

2
2 2 2 2ln

2 2
x ax a x x a C± ± + ± +  (для знака мінус на кожному  

з проміжків ( ; ]a−∞ − , [ ; )a +∞ ; для знака плюс x∈ ). 

Рекурентна формула обчислення інтеграла 
( )2 2

dxK
x a

λ λ=
+

∫ : 

( ) ( ) ( )( ) 1122 2 2 2

1 2 3
2 1 2 1

dx xK K
ax a x aλ λλ λ

λ
λ λ

−−

 −
= = + 

−+ − +  
∫  (λ∈ ),   

де 1 2 2

1 arctgdx xK C
x a a a

= = +
+∫ .  

Інтегрування частинами. Якщо функції ( )u x  і ( )v x  диференційовні на X , тоді  
1) з існування на X  невизначеного інтеграла ( ) ( ( ))u x d v x∫  випливає існування інтеграла 

( ) ( ( ))v x d u x∫ ,   2) має місце формула 

( ) ( ( ))u x d v x∫ ( ) ( ) ( ) ( ( ))u x v x v x d u x= − ∫  

Основні класи функцій, що інтегруються частинами 

К
ла

с 
 Види 

інтегралів 
Перша 
функція-
множник 

Друга функція-
множник під 
інтегралом  

Заміни Зауваження 

А
. 

( ) ( )nP x f x dx∫ та 
інтеграли, що 
зводяться  до 
них 

( )nP x −    
много-
член, 

deg nP n=  
2

2

sin( ),
cos( ),

, ,
1 ,( ) cos ( )
1 ,

sin ( )
i т.п.

bx bx

bx
bx

e a

f x bx

bx

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

 

( ),
( ) .

nu P x
dv f x dx
=

=
 

Формула 
інтегрування 
частинами 
застосовується  
n  разів 

Б. ( ) [ ( )]ng x P x dxϕ∫  
або 

( ) [ ( )]g x f x dxϕ∫  
та інтеграли, 
що зводяться   
до них 

( )g x  –  
дробово-
лінійна 
функція, 
зокрема 
много-
член 

arcsin( ),
arccos( ),

( ) arctg( ),
arcctg( ),
ln( ),.

bx
bx

x bx
bx

bx

 
 
 ϕ =
 
 
 

( )nP x −  многочлен, 
deg nP n=  

[ ( )],
( ) ,

nu P x
dv g x dx
= ϕ
=

 
відповідно  

[ ( )],
( )

u f x
dv g x dx
= ϕ
=  

(або методом 
підстановки 

( )t xϕ= , 
відповідно  

[ ( )]t f xϕ= ) 

У першому 
випадку інтегрува-
ти частинами n  
разів 

В
. 

cos ,axe bxdx∫
sinaxe bxdx∫  та 

інтеграли, що 
зводяться  до 
них 

  Двічі axu e= , 
cosdv bx dx=

( sin )dv bx dx=  
або двічі 

cosu bx=
( sin )u bx= , 

axdv e dx=  

Двічі інтегрувати 
частинами. Див. 
приклад 2.5, 3) 

 

 66 



ДОДАТОК А.  ДЕЯКІ ВАЖЛИВІ ТЕОРЕМИ, ФОРМУЛИ, МЕТОДИ І ФАКТИ 
 

 Деякі інтеграли, що не подаються в елементарних функціях  
 

1) інтеграл Пуассона (інтеграл помилок) 
2

2
x

e dx
−

∫ , 

2) інтеграли Френеля 2 2cos , sin
2 2

x dx x dxπ π   
   
   ∫ ∫ ,  

3) інтегральний логарифм , 0, 1
ln
dx x x

x
> ≠∫ , 

4) інтегральні косинус і синус cos sin,x xdx dxx x∫ ∫  

Інтегрування підстановкою. Якщо функція ( )t xϕ=  визначена й диференційовна на 
множині X  і має множину визначення ( )T Xϕ= , а для функції )(tg  на множині T  існує 
первісна ( )G t , тобто ( ) ( )g t dt G t C= +∫ , тоді на X  функція ( ( )) ( )g x x′ϕ ⋅ϕ  має первісну, що 
дорівнює ( ( ))G tϕ , тобто 

( ( )) ( ) ( ( ))g x x dx G x C′ϕ ⋅ϕ = ϕ +∫  

Інтеграл типу ( )sin ,cosR x x dx∫  в загальному випадку знаходиться універсальною 

тригонометричною підстановкою: tg
2
xt = ,  ( ),x∈ −π π .  

Окремі випадки: 
1) ( ) ( )sin ,cos sin ,cosR x x R x x− = −  ⇒  заміна cost x= , 
2) ( ) ( )sin , cos sin ,cosR x x R x x− = −  ⇒  заміна  sint x= , 
3) ( ) ( )sin , cos sin ,cosR x x R x x− − =  ⇒  заміна tgt x= . 

Інтеграл типу , n ax bR x dx
cx h

 +
 + 

∫  знаходиться підстановкою n ax bt
cx h

+=
+

. 

Для інтеграла типу ( )2,R x ax bx c dx+ +∫  універсальними є підстановки Ейлера: 

перша підстановка Ейлера   2ax bx c x a t+ + = ± + , якщо 0>a ; 
друга підстановка Ейлера     2ax bx c c xt+ + = ± + , якщо 0c > ; 
третя підстановка Ейлера     1 2 1( )( ) ( )a x x x x t x x− − = − . 
Окремі випадки: 

Інтеграл типу 
2

( )P x dx
ax bx c+ +

∫ , де  ( )deg P x n=  знаходиться поданням його сумою 

( ) 2

2 2

( )P x dxdx Q x ax bx c
ax bx c ax bx c

= + + + λ
+ + + +

∫ ∫ , де ( )Q x −  многочлен з невизначеними 

коефіцієнтами такий, що ( )deg 1Q x n= − , а λ −  невизначений коефіцієнт. 

Інтеграл типу 
2

,
( )k

dx k
x ax bx c

∈
−α ⋅ + +

∫   знаходиться заміною 1t
x

=
−α

. 

Інтеграл типу 
( )2 2

,Mx N dx
x pq q ax bx c

λ
+ λ∈

+ + ⋅ + +
∫   знаходиться за допомогою заміни Абеля 

( )2

2

2
2

ax bt ax bx c
ax bx c

′ += + + =
+ +

 та інших. 

Біноміальний диференціал ( ) pm nx a bx dx+∫ , , , , ,m n p a b∈ ∈   знаходиться за 
допомогою замін І. Ньютона–П.Л. Чебишева:  
1) якщо p∈ , λ  – спільний знаменник дробів  ,m n , тоді t xλ= ; 

2) якщо 1m
n
+ ∈ , ν − знаменник дробу p , тоді nt a bxν= + ; 
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3) якщо 1m p
n
+

+ ∈ , ν − знаменник дробу p , тоді  nt ax bν −= + . 
 

Основна теорема інтегрального числення, формула Ньютона-Лейбніца). Якщо ( )f x  –  
неперервна на [ , ]a b , а ( )F x  – одна з її первісних, то має місце формула 

( ) ( ) ( ) ( )
b

b

a
a

f t dt F b F a F x= − =∫  

Заміна змінної під знаком визначеного інтеграла. 
( ) неперервна на[ , ];

( ) неперервно диференційовна на [ , ];
( ) , ( ) ,
[ , ] [ , ] (образ відрізка [ , ] збігається з відрізком [ , ]);

f x a b
x t

a b
a b a b

− 
= ϕ − α β ⇒ϕ α = ϕ β = 

ϕ α β = α β 

 ( ) ( ( )) ( )
b

a

f x dx f t t dt
β

α

′= ϕ ϕ∫ ∫ . 

Інтегрування частинами під знаком визначеного інтеграла. Якщо ( )u x  і ( )v x  – 
неперервно диференційовні на [ , ]a b , тоді виконується формула:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b

b

a
a a

u x dv x u x v x v x du x= −∫ ∫  

Формули обчислення інтеграла від sinn x  і cosn x  на відрізку 0;
2
π 

  
: 

 
2 2

0 0

1, непарне,( 1)!!sin cos , , парне,!! 2

n n
n n

nnxdx xdx D D nnn

π π
−− π= = ⋅ = ∈ −

∫ ∫   

Формули для обчислення довжин кривих: 
гладка крива задана параметрично:  

( )
( ) 0

, [ , ],
x t t t Ty t
= ϕ

∈ = ψ
 ( ( )tϕ  і ( )tψ  – неперервно 

диференційовні на 0[ , ]t T ) 

0

0

2 2

| | ( ( )) ( ( )) .

( ) ( ) ;

T

t
T

t t
t

L t t dt

x y dt

′ ′= ϕ + ψ =

′ ′= +

∫

∫
 

гладка крива задана явно: ( )y f x=  – неперервно 
диференційовна на [ , ]a b  

2 21 ( ( )) 1 ( ) ;
b b

a a

L f x dx y dx′ ′= + = +∫ ∫  

гладка крива задана в полярній системі координат: 
( )ρ = ρ ϕ  – неперервно диференційовна на [ , ]α β  

2 2( )L d
β

α

′= ρ + ρ ϕ∫ . 

Геометричний зміст визначеного інтеграла Рімана. 
Визначений інтеграл Рімана від неперервної невід’ємної на [ , ]a b  
функції ( )f x  – це площа криволінійної трапеції D , утвореної 
графіком цієї функції, віссю абсцис і прямими x a= , x b=  
(рис. А.1), тобто  

( ) ( )
b

a

S D f x dx= ∫  
 

Рис. А.1. 

Площа плоскої фігури D , що обмежена на декартовій 
площині графіками неперервних на відрізку [ , ]a b  функцій 

1( )y f x= , 2 ( )y f x= , де 2 1( ) ( )f x f x≤ , відрізками прямих x a= , 
x b=  (рис. А.2), обчислюється за формулою  

( )1 2( ) ( )
b

a

S f x f x dx= −∫  
 

a b O  x 

 y 
( )y f x=  

D 

 
y=f1(x) 

X a O 

Y 

b 

D 

y=f2(x) 

 
Рис. А.2. 

x 

y 
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Криволінійний сектор OAB (рис. А.3), обмежений графіком 
неперервної функції ( )ρ = ρ ϕ  у полярній системі координат і 
двома півпрямими ϕ = α  і ϕ = β  (α < β ), є квадровною областю, 
площа якого дорівнює   

21( ) ( )
2

S D d
β

α

= ρ ϕ ϕ∫  
 

 

ρ O 

D A 

B 

β 
α 

 
Рис. А.3. 

Якщо тіло T  утворене обертанням криволінійної трапеції 
2{( , ) : 0 ( )}D x y a x b y f x= ∈ ≤ ≤ ∧ ≤ ≤  (тут ( )f x  – неперервна функція на [ ],a b ) навколо 

осі Ox , то це тіло T  є кубовним, а його об’єм дорівнює  
2( ) ( )

b

x
a

V V T f x dx= = π∫  

Об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ox  плоскої фігури D , що обмежена на 
декартовій площині графіками неперервних на відрізку [ ],a b  функцій 1( )y f x= , 2 ( )y f x= , 
де 2 10 ( ) ( )f x f x≤ ≤ , відрізками прямих x a= , x b=  (фігуру D  див на рис. А.2), обчислюється 
за формулою  

( )2 2
1 2( ) ( )

b

x
a

V f x f x dx= π −∫  

Об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Oy  криволінійної трапеції 
2{( , ) : 0 ( )}D x y a x b y f x= ∈ ≤ ≤ ∧ ≤ ≤ , де ( )f x  – однозначна неперервна функція на [ , ]a b , 

дорівнює  

2 ( )
b

y
a

V x f x dx= π ⋅∫  

Формули для обчислення площ поверхонь обертання навколо осі абсцис гладких кривих 
( 0y ≥ ): 
загальний випадок:  

( )
( )

, [ 0, ],
x x s s Ly y s
=

∈ =
 ( ( ) ( )i x s y s −  неперервно 

диференційовні на [0, ]L , s  – параметр довжини 
дуги) 

( )
0

2
L

xP y s ds= π⋅ ∫ ; 

гладка крива задана параметрично:  
( )
( ) 0

, [ , ],
x x t t t Ty y t
=

∈ =
 ( ( )x t  і ( )y t  – неперервно 

диференційовні на 0[ , ]t T ) 

( ) ( ) ( )
0

2 22
T

x t t
t

P y t x y dt′ ′= π⋅ +∫ ; 

гладка крива задана явно: ( )y f x=  – неперервно 
диференційовна на [ , ]a b  ( ) ( )22 1 ( )

b

x
a

P f x f x dx′= π⋅ +∫ ; 

гладка крива задана в полярній системі координат: 
( )ρ = ρ ϕ  – неперервно диференційовна на [ , ]α β  ( ) ( )222 sinP d

β

ρ ϕ
α

′= π⋅ ρ ϕ ⋅ ϕ⋅ ρ + ρ ϕ∫  

Збіжність невласних інтегралів від степеневих функцій: 

a

dx
xλ

+∞

∫  

( 0a > ) 

збігається при  1>λ , 
( )

b

a

dx
b x λ−∫  

 

збігається при  1<λ , 

розбігається при  1≤λ , розбігається при  1≥λ  

( )ρ = ρ ϕ  
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Додаток Б 

ДОДАТОК Б. ГРАФІКИ ДЕЯКИХ КРИВИХ ТА ПОВЕРХОНЬ 
Додаток Б 

Графіки елементарних функцій [16] 
 

Графіки деяких степеневих функцій наведені на рис. Б.1 – Б.4. 
 

O x

y

1

1

–1
y=x , k=1, 2, 3...2k  

O x

y

1

1

–1

y=x , k=1, 2, 3...2k+1  

O x

y

1

1

1
–1

y= x , k=1, 2, 3...2k  
 

Рис. Б.1 Рис. Б.2 Рис. Б.3 Рис. Б.4 
 
Графіки показникових і логарифмічних функцій для випадків 1a >  і 0 1a< <  наведено 

на рис. Б.5 а, б і рис. Б.6 а, б відповідно. 
 

OO xx

yy

y=a , a<x 1

y=a , a>x 1

11

б)a)

α

 

O Ox x

y y

y= x, a>log 1a y= x,
<a<

log
0 1

a

1 1

a) б)  
Рис. Б.5 Рис. Б.6 

 
Графіки тригонометричнихфункцій siny x= , cosy x= , tgy x= б ctgy x=  зображено 

на рис. Б.7 –  Б.10. 
 

O x

y

y= xsin

1

π/2– /2π
–π π

 

O
x

y

y= xcos
1

π/2– /2π–π π

 
Рис. Б.7 Рис. Б.8 

O x

y
y= xtg

π/2– /2π–π π

 

O x

y
y= xctg

π/2– /2π–π π 3/2π 2π

 
Рис. Б.9 Рис. Б.10 

 70 
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Графіки обернених до тригонометричних функцій arcsiny x= , arccosy x= , 
xy arctg= , xy arcctg=  зображено на рис. Б.11 –  Б.14  

 

  
Рис. Б.11                                                   Рис. Б.12 

 
O

x

y

1

π/2

π

 
Рис. Б.13 Рис. Б.14 

Графіки гіперболічних функцій xyxyxyxy cth  ,th  ,ch  ,sh ====  зображено  
на рис. Б.15 –  Б.18 

 
 

Рис. Б.15                                                   Рис. Б.16 

 

 
Рис. Б.17 Рис. Б.18 

arcctgy x=  

y =  
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Криві другого порядку 

1. Еліпс 
22

2 2 1yx
a b

+ =  (Рис. Б.19). 

2. Гіпербола 
22

2 2 1yx
a b

− =  (Рис. Б.20).  

3. Парабола 2 2y px=  (Рис. Б.21). 
 

 

 

 

Рис. Б.19 Рис. Б.20 Рис. Б.21 
 

Графіки деяких кривих, що задані параметрично: 

1) На рис. Б.22 зображено графік розгортки кола cos sin ,
sin cos

x t t t
y t t t
= +

 = −
 при а) π≤≤π− 44 t , б) 

2 2t− π ≤ ≤ π , в) 0 2t≤ ≤ π ; 

2) на рис. Б.23 – графік циклоїди sin ,
1 cos

x t t
y t
= −

 = −
 при 4 4t− π ≤ ≤ π ; 

3) на рис. Б.24 – графік астроїди 
3

3

sin ,
cos

x t
y t

 =


=
 при 0 2t≤ ≤ π ; 

4) на рис. Б.25 – графік кривої 
2

2 3

2 ,
2

x t t
y t t

 = −


= −
 при 0 2t≤ ≤ . 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. Б.22 

 
Рис. Б.23 
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Рис. Б.24 Рис. Б.25 

Графіки деяких кривих, що задані в полярній системі координат 

1) На рис. Б.26 зображено графік кардіоїди 1 cosρ = + ϕ ; 
2) на рис. Б.27 – графік трилисника sin 3ρ = ϕ ; 
3) на рис. Б.28 – графіки лемніскат а) sin 2ρ = ϕ , б) cos 2ρ = ϕ ; 

4) на рис. Б.29 – графік кривої 4cos 4
ϕρ =  при а) 2 2− π ≤ ϕ ≤ π ; б) −π ≤ ϕ ≤ π , в) 3π ≤ ϕ ≤ π ; 

5) на рис. Б.30 – графіки кривих а) 
4

1

cos 4

ρ =
ϕ

 при −π ≤ ϕ ≤ π ; б) 5sin 5
ϕρ =  при 3 7

2 2
π π≤ ϕ ≤ ;  

в) 
5

1

cos 5

ρ =
ϕ

 при −π ≤ ϕ ≤ π . 

 

 

 
 
а 

 
 

б 
Рис. Б.26 Рис. Б.27 Рис. Б.28 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. Б.29 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. Б.30 
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Поверхні другого порядку [16] 

1. Еліпсоїд 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x  (рис. Б.31 

2. Однополосний гіперболоїд 12

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x  (рис. Б.32)/ 

3. Двуполосний гіперболоїд 12

2

2

2

2

2

−=−+
c
z

b
y

a
x  (рис. Б.33). 

   
 

Рис. Б.31    Рис. Б.32    Рис. Б.33 

4. Конічна поверхня 02

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x  (рис. Б.34). 

5. Еліптичний параболоїд 02

2

2

2

=−+ z
b
y

a
x  (рис. Б.35). 

6. Гіперболічний параболоїд 02

2

2

2

=−− z
b
y

a
x  (рис. Б.36). 

 

         
 

Рис. Б.34    Рис. Б.35   Рис. Б.36 
 

7. Еліптичний циліндр 12

2

2

2

=+
b
y

a
x      (рис. Б.37). 

8. Гіперболічний циліндр 12

2

2

2

=−
b
y

a
x  (рис. Б.38). 

9. Параболічний циліндр 02

2

=− y
a
x    (рис. Б.39). 
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Рис. Б.37    Рис. Б.38   Рис. Б.39 
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