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Згідно з навчальною програмою курсу „Обчислювальна математика” для студентів денного та заочного відділень з напряму підготовки бакалаврів 6.090803 – “Електронні системи” і 6.050801 – “Мікро і наноелектроніка ” передбачені лабораторні роботи, які повинні виконуватися з використанням комп’ютера. У цих методичних вказівках наведені варіанти завдань до лабораторних робіт з прикладами їх виконання. Програмна реалізація лабораторних робіт студентами виконується самостійно. Кількість лабораторних робіт та їх варіанти вказує викладач.
Тема 1. Наближення функцій
Теоретична частина
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Задача наближення функцій виникає у двох випадках. У першому, коли для функції даної при дискретних значеннях аргументу у вигляді таблиці (ці значення називаються вузлами інтерполяції) необхідно знайти значення функції у проміжних точках. У другому необхідно деяку «складну функцію» наближено замінити «більш простою». Так, операції диференціювання, інтегрування і навіть обчислення значення для трансцендентної функції набагато спрощуються, якщо її наблизити.
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Рис. 1.1                                                     Рис. 1.2
В обох випадках існує два підходи для вибору конкретного методу.
Можна поставити вимогу, щоб наближена функції у вузлах співпадала з табличними значеннями (рис. 1.1), і тоді маємо задачу інтерполяції. Можна ж побудувати наближення так щоб воно проходило близько від всіх табличних значень, і не обов’язково через якесь з них (рис. 1.2).

Вибір першого чи другого підходу визначається характером даних, тобто яким чином одержані ці таблиці. Можливі дві ситуації:

а) дані значення 
[image: image1262.wmf]2
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містять похибку, яка може бути як випадковою так і іншої природи;

б) дані значення надійні.

Для випадку (б) будується інтерполяційна функція, що проходить через всі дані точки 
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. У випадку (а) це може привести до неприємностей: інтерполяційна функція може в значній мірі посилити випадкові флуктуації даних, в той час як їх необхідно звести до мінімуму. Тому, якщо дані ненадійні, то необхідно будувати апроксимуючу функцію. 

Розглянемо спочатку задачу інтерполяції, так як історично вона була розв’язана першою. Як правило, наближення шукається у формі 
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де функції 
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, що мають назву базисних або координатних, вважаються відомими і вибираються з міркувань точності та зручності обчислень. Тобто задача полягає у визначенні набору коефіцієнтів 
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. Якщо у якості базису вибрати ступеневі функції
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 то 
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 буде поліном, коефіцієнти якого 
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 можна визначити із рішення СЛАР 
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Можна показати, що визначник цієї системи буде дорівнювати нулю тільки у тому випадку коли таблиця містить кратні вузли, тобто коли 
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EMBED Equation.3[image: image11.wmf] при  
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. Таким чином, якщо кратні вузли у таблиці відсутні, то задача має єдине рішення. Але визначення коефіцієнтів з розв’язку СЛАР не є доцільним, так як зі збільшенням кількості вузлів зростає обсяг обчислень і величина похибки. 
Інтерполяційний поліном Лагранжа. У формі, запропонованій Лагранжем, поліном (1.1) має вигляд
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 - поліном ступеня не нижче 
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Тоді для 
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-го вузла маємо     
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Вимозі 
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 відповідає поліном 


[image: image20.wmf]Õ

¹

-

´

=

-

´

´

-

´

-

´

=

F

j

i

j

n

i

x

x

Const

x

x

x

x

x

x

Const

x

)

(

)

(

...

)

(

)

(

)

(

1

0

.
Константа визначається з умови 
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, тобто 
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і будуть виконані обидві умови в (1.3).
Таким чином остаточно одержуємо  інтерполяційний поліном Лагранжа, який дозволяє побудувати поліном 
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(1.4)

Якщо б можна було провести ідеальні обчислення (без похибки), то значення наближеної функцій у проміжній точці, визначене за допомогою поліному Лагранжа, і з розв’язку СЛАР (1.2), співпадали б. Тобто існує тільки один інтерполяційний поліном, але форм його зображення може бути декілька. Необхідність у різних формах зображення інтерполяційного поліном обумовлена різними їх властивостями: обсягом обчислень, точністю, можливістю аналізу.

Проведемо оцінку точності інтерполяційного полінома у формі Лагранжа.

Якщо 
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 поліном ,  побудований по значенням функції 
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, то величина похибки визначається  різницею між точним та наближеними значеннями 
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де 
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Щоб знайти цю константу, необхідно покласти, що у точці де обчислюється похибка, тобто при  
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По визначенню функція 
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 набуває нульових значень у  
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 точках. По теоремі Ролля, якщо функція має на деякому інтервалі два рівні значення, то в цьому інтервалі існує точка , у якій її похідна рівна нулю. Із будови функції (1.5) витікає , що похідна 
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 нулів , і т.д. Після 
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- кратного диференціювання (1.5) з врахуванням, що  
[image: image44.wmf](

)

(

)

0

=

x

L

n

, маємо

                                     
[image: image45.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

0

!

=

-

=

kn

f

n

n

V

V

j

.
Тут 
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- деяка точка з інтервалу інтерполяції. Таким чином  
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  і формула для оцінки точності набуває вигляду: 


[image: image48.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

x

n

f

x

L

x

f

n

n

n

w

V

!

)

(

=

-

                                     (1.6)

Хоча цей результат важко застосувати на практиці у зв’язку з тим, що не відомі ні значення 
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, ні величина похідної 
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, але далі буде показано, як за допомогою (1.6) похибка інтерполяції може бути зведена до мінімуму.

По визначенню значення поділеної різниці нульового порядку є значення самої функції. Поділені різниці першого та другого порядку визначаються як
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Для поділених різниць вищих порядків використовується рекурентна формула
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Аналогічні формули можна одержати  для різниць побудованих по точках:  
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які звичайно зображаються у вигляді таблиці.
Обчислення за допомогою таблиць звичайно використовують для різниць відносно невисоких порядків, а для машинних розрахунків більш зручною є наступна формула
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З формул (1.4) і (1.7) виходить інтерполяційний поліном у формі Ньютона 
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Якщо значення функції визначені в рівновіддалених вузлах, то в цьому випадку поділені різниці називаються скінченими різницями і вирази для їх обчислення суттєво спрощуються.
Зі збільшенням кількості вузлів інтерполяції зростає ступінь інтерполяційного полінома зростає похибка округлення. Тому точність наближення у цьому випадку зменшується. Обчислення наближення за допомогою поліномів Лагранжа дають найменшу похибку і потребують мінімальної кількості операцій. Також його застосування для наближення декількох функцій в одній і тій же точці є оптимальним. Дійсно, досить спочатку обчислити поліном 
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 в (1.4), а далі результат отримуємо простим підсумуванням. Недоліком цієї інтерполяційної формули є те, що додання хоча б одного вузла в таблицю потребує перебудови всього полінома В інтерполяційній формулі Ньютона у цій ситуації досить перерахувати тільки останній додаток. Звичайно формула Лагранжа застосовується для практичних розрахунків, а Ньютона - як основа для рішення інших задач: диференціювання, інтегрування, тощо.
В інтерполяційній формулі Ньютона можна послідовно будувати лінійну, квадратичну і так далі залежності, але при цьому будуть враховані або тільки перші елементи таблиці (інтерполяція вперед), або останні(інтерполяція назад). 
Ітераційна схема Ейткіна дає можливість побудувати наближення з заданим ступенем точності за допомогою поліномів відносно невисокого ступеня, при цьому в певному сенсі враховуються дані всієї інтерполяційної таблиці.

Чисельні методи діляться на два класи: прямі та ітераційні. При застосуванні прямих методів алгоритм рішення використовується один раз. Рішення задачі ітераційним методом (методом послідовних наближень) складається з наступних етапів:

– вибір початкового наближення;

– визначення нового наближення; 

– перевірка виконання умови зупинки алгоритму;

– перехід до наступного наближення, якщо умова зупинки не виконується.

Умовою зупинки може бути, як величина різниці між двома наближеннями, так і кількість ітерацій. Ітераційні методи застосовуються у тих випадках коли використати прямі методи неможливо, або ж коли відоме початкове наближення близьке до точного. При використанні ітераційних методів суттєвим є поняття збіжності. Якщо 
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 – точне рішення, то метод збігається. Практичною мірою збіжності алгоритму є виконання умови
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Величина норми обчислюється наступним чином:

для числа –
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для функції –
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В ітераційній схемі Ейткіна на першому кроці наближення знаходиться шляхом лінійної інтерполяції по двох точках 
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Наступне квадратичне наближення будується по трьох точках 
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 (рис. 1.3)
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Для полінома 
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(1.8)

Перехід від 
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оскільки всі інші значення поліномів у (1.8) були визначені на попередніх ітераціях. Після кожного чергового наближення перевіряється умова зупинки по досягненню потрібної точності.  
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На практиці цей метод використовується як правило для поліному не вище четвертого ступеня.

Метод найменших квадратів. На відміну від інтерполяційних методів даний підхід дає таке наближення, у якому отримане значення функції не обов’язково проходить через задані точки. Наближена функція знаходиться з умови, щоб сума квадратів відхилень наближеної функції 
[image: image80.wmf])

(

x

g

 від заданої 
[image: image81.wmf])

(

i

x

f

 була найменша, тобто задача зводиться до визначення мінімуму функції
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(1.9)
Коли наближення шукається у формі (1.9), то задача полягає у визначенні коефіцієнтів 
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, що мінімізують функцію відхилення 
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Необхідні умови мінімуму функції 
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, приводять до системи лінійних рівнянь:
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У випадку наближення лінійною функцією 
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  параметри  наближення визначаються шляхом рішення задачі   
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що приводять до системи лінійних рівнянь:
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(1.10)
відносно невідомих 
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Кількісною мірою наближення виду вибраної функції до дійсної функціональної залежності є теоретичне кореляційне відношення 
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Ця величина змінюється у межах  
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 відсутня;
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 – функціональна залежність вибрана ідеально. На практиці вважається, що значення 
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 є цілком достатнім для прийняття вибраного наближення. 

Якщо зі збільшенням заданих точок точність наближення шляхом інтерполяції зменшується то при використанні МНК навпаки зростає.

ЛАБОРАТОРНА РОБОТА № 1
Наближення за допомогою інтерполяційного поліному Лагранжа
Завдання до лабораторної роботи. Для функції, яка задається у вигляді таблиці, знайти її наближене значення у довільній точці інтервалу.
Методичні вказівки до виконання лабораторної роботи.
На практиці знаходження наближеного значення функції за допомогою інтерполяційного поліному Лагранжа зводиться до програмної реалізації формули 
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(1.11)
вихідними даними в якій є інтерполяційна таблиця, тобто два одновимірних вектори x, y. Звичайно ця таблиця читається з файлу даних, але у цій роботі для того, щоб мати можливість оцінити точність результату, таблиця формується як значення заданої функції в довільних точках вказаного інтервалу.
Вектори x, y і файл даних повинні бути описані у розділі змінних, а саме 
Var  x,y: Array [1..100] Of Real;  mm: Text;
Логічне ім’я файлу зв’язується з фізичним ім’ям за допомогою команди  

Assign(mm,'date_lab1.txt');
Команда  Rewrite(mm); адресує вихідний потік даних у файл з логічним ім’ям mm. Так, оператор  writeln(mm,n); записує число вузлів інтерполяції n у відкритий файл даних. Для інтерполяції з рівними проміжкам між вузлам 
h:=(b-a)/(n-1)
маємо наступний фрагмент програми 
For i:=1 to n do 

Begin  x[i]:=a+h*(i-1);  y[i]:=f(x[i]);
         writeln(mm,x[i],' ',y[i]);
End;

Close(mm);

Читання таблиці з файлу має подібний вигляд 
Assign(mm,'date_lab1.txt');  Reset(mm); Readln(mm,n); 
For i:=1 to n do  Readln(mm, x[i],' ',y[i]));
Close(mm);

Введемо наступні позначення (ідентифікатори) для величин, які будуть необхідні для виконання програми:
s – наближене значення функції; 

z – точка, в якій обчислюється наближення;

p – допоміжна змінна для обчислення добутку в формулі (1.11).

Обчислення проводяться у формі подвійного циклу з параметрами I (зовнішній цикл) та j (внутрішній цикл), які змінюються в межах від 1 до n. При цьому внутрішній цикл повинен виконуватись тільки у тому випадку колі 
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, що забезпечується застосуванням відповідного умовного оператора. Змінній s попередньо треба надати значення нуль, а змінній p треба надавати значення одиниці перед початком внутрішнього циклу.
Контрольні питання.
Що таке інтерполяція?
Які існують обмеження на таблицю інтерполяції?
Поліном якого ступеня можна побудувати по n вузлам?
Що відбувається з точністю наближення зі збільшенням вузлів інтерполяції?
Як перевірити правильність обрахунків у випадку задачі інтерполяції?
В яких випадках використовується інтерполяційний поліном в формі Лагранжа, в яких – у формі Ньютона?
Варіанти завдань до лабораторної роботи.
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	Функція
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ЛАБОРАТОРНА РОБОТА № 2

Наближення за допомогою ітераційної схеми Ейткіна
Завдання до лабораторної роботи. Для функції, яка задається у вигляді таблиці (по даним для ЛР № 1) знайти її наближене значення у довільній точці інтервалу.
Методичні вказівки до виконання лабораторної роботи.
Щоб зберегти відповідність у позначеннях у розрахунковій формулі Ейткіна у програмі слід почати нумерацію вузлів не з одиниці, а з нуля. Замість одновимірного масиву 
[image: image152.wmf]y

 введемо двовимірний масив L, описаний як
Var  L: Array [0..100, 0..100,] Of Real;
Початкове наближення можна виконати одночасно з читанням даних з файлу.
For i:=0 to n do  Readln(mm, x[i],' ',L[i,0]));
Програмно ітераційний процес звичайно має форму циклу Repeat – Until. Умовою виходу з нього є виконання вимоги точності, яка у програмному варіанті має вигляд
Until Del<=eps;, де Del:=Abs(L[n,k]-L[n,k-1]); обчислюється раніше, а eps визначається користувачем.
При відлагодженні таких програмних фрагментів, щоб запобігти зациклювання, корисним є наступний прийом. Введемо лічильник ітерацій, і коли його значення стане рівне граничному, забезпечимо закінчення циклу умовним оператором 
If k=n Then del:=0;
Граничне значення лічильника, як правило визначається специфікою задачі, хоча взагалі може бути довільною величиною. В нашому випадку це буде вичерпання всіх значень таблиці. В тілі циклу по ітераціях, де ступінь полінома k змінюється від 1 до n(якщо раніше не спрацює вихід по точності) міститься внутрішній цикл по точкам таблиці. В останньому параметр циклу змінюється від k до n і відповідає індексу 
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 у формулі метода
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Контрольні питання.
Що таке інтерполяція?

Які існують обмеження на таблицю інтерполяції?

Поліном якого ступеня можна побудувати по n вузлам?
Що відбувається з точністю наближення зі збільшенням вузлів інтерполяції?

Як перевірити правильність обрахунків у випадку задачі інтерполяції?
В яких випадках використовується інтерполяційний поліном в формі Лагранжа, в яких – у формі Ньютона?
ЛАБОРАТОРНА РОБОТА № 3
Метод найменших квадратів
Завдання до лабораторної роботи. Знайти наближення  функції, яка задається у вигляді таблиці (по даним для ЛР №1) лінійною 
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 залежностями. За допомогою теоретичного кореляційного відношення оцінити ступінь близькості вибраних залежностей до дійсної функціональної залежності. Дати графічну інтерпретацію результатів.
Методичні вказівки до виконання лабораторної роботи.
В математичному плані дана задача складається з формування системи лінійних рівнянь і подальшому її розв’язку У прикладі, що був розглянутий наведеному в теоретичній частині для випадку лінійного наближення,  для елементів матриці і компонентів вектора правої частини наведені явні вирази. Очевидно, що найменша зміна або ускладнення вигляду базисних функцій потребують виводу нових формул. Тому на практиці звичайно прийнято формувати СЛАР за допомогою загальних формул 
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(1.12)
Для використання формул ( ) потрібно лише попередньо провести нумерацію базисних функцій для всіх точок таблиці .Для наближення поліномами маємо 
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Якщо позначити nb – довжина базису, а ne- число точок у таблиці , то формування СЛАР матиме вигляд такого фрагменту програми, який доцільно оформити як окрему процедуру
For m:=0 to nb do
Begin  bm[m]:=0;
For j:=1 to ne do bm[m]:=bm[m]+fb[m,j]*y[j];
           For k:=0 to nb do

           Begin

          

ae[m,k]:=0;   bm[m]:=0;
For j:=1 to ne do ae[m,k]:=ae[m,k]+fb[m,j]*fb[k,j];
End; 
End;
Після формування СЛАР, так як її порядок не високий, розв’язок доцільно провести методом Крамера. Для цього обчислюються головний і допоміжні визначники. Для випадку трьох невідомих маємо
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;
d:=a[0,0]*a[1,1]*a[2,2]+a[0,1]*a[1,2]*a[2,0]+a[1,0]*a[2,1]*a[0,2]-

a[2,0]*a[1,1]*a[0,2]- a[1,0]*a[0,1]*a[2,2]-a[2,1]*a[1,2]*a[0,0];


[image: image168.wmf]12

21

0

22

01

1

02

11

2

02

21

1

12

01

2

22

11

0

0

a

a

b

a

a

b

a

a

b

a

a

b

a

a

b

a

a

b

-

-

-

+

+

=

D

;
d0:=b[0]*a[1,1]*a[2,2]+a[0,1]*a[1,2]*b[2]+b[1]*a[2,1]*a[0,2]-

b[2]*a[1,1]*a[0,2]-b[1]*a[0,1]*a[2,2]-b[0]*a[2,1]*a[1,2];
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;
d1:=a[0,0]*b[1]*a[2,2]+ b[0]*a[1,2]*a[2,0]+a[1,0]*b[2]*a[0,2]-

a[2,0]*b[1]*a[0,2]- b[0]*a[1,0]*a[2,2]-b[2]*a[1,2]*a[0,0];
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d2:=a[0,0]*a[1,1]*b[2]+ a[0,1]*b[1]*a[2,0]+a[1,0]*a[2,1]*b[0]-

a[2,0]*a[1,1]*b[0]- a[1,0]*a[0,1]*b[2]-a[0,0]*a[2,1]*b[1].
Компоненти невідомих  визначаються з формули 
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Для випадку двох змінних аналогічні формули отримати самостійно.
Для зручності розв’язок СЛАР для лінійного і квадратичного наближень доцільно оформити як дві окремі процедури Kramer2, Kramer3.
Для оцінки отриманих наближень застосуємо теоретичне кореляційне відношення
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Слід зауважити що чисельник 
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 вже обчислено при формуванні СЛАР і він має позначення 
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На рис. 1.4 представлені результати наближення функції 
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 на інтервалі [1; 3] по десяти рівновіддалених вузлах. Лінійна функція має вигляд 
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Контрольні питання.

Яким чином з декількох наближень вибрати найкраще?

Що відбувається з наближенням по МНК зі збільшенням вузлів у таблиці?

Чи може таблиця у випадку наближення по МНК мати кратні вузли?

У яких випадках застосовується наближення по МНК, а у яких будується інтерполяційний поліном?

Чим визначається розмір СЛАР при наближенні по МНК?

У якому з методів інтерполяції чи МНК можна підвищити точність наближення і яким чином?
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Рис. 1.4
ТЕМА 2. ЧИСЕЛЬНЕ ІНТЕГРУВАННЯ

Теоретична частина
Квадратурні формули типа Н’ютона-Котеса. Формули для наближеного обчислення інтегралів 
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 називаються квадратурними. Ця задача виникає у тому випадку коли 
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 дана у вигляді таблиці, або ж коли аналітичне інтегрування неможливе. В обчислювальній практиці для вирішення цієї задачі найбільш поширеним є підхід коли підінтегральна функція наближено замінюється інтерполяційним поліномом, який легко інтегрується. 

Так, інтегрування лінійного наближення у формі 
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приводить до формули 
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яка називається формулою трапеції, бо величина інтегралу дорівнює площі трапеції (рис. 2.1). 
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Рис 2.1
Після підсумування елементарних інтегралів по всіх інтервалах, на які розбито відрізок 
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(2.1)

Наближення підінтегральної функції інтерполяційним поліномом другого ступеня 
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дає квадратурну формулу Сімпсона (вона ще має назву формули метода парабол). Відповідно для інтервалу 
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(2.2)

Якщо у формулі трапецій кількість вузлів може бути довільною, то формулу Сімпсона потребує розбиття відрізка інтегрування на парне число під інтервалів, або ж непарне число вузлів. Використовуючи поліноми більш високих ступенів, можна одержати інші формули для обчислення визначених інтегралів. Квадратурні формули такого типу мають назву формул Н’ьютона-Котеса. Головний член похибки формул цього типу має величину 
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де 
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 – порядок інтерполяційного полінома, що використовується для наближення, а 
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 невідоме, то величину похибки можна зобразити у вигляді 
[image: image200.wmf] 

1

+

´

=

m

h

C

d

, де величина 
[image: image201.wmf]  

C

є також невідомою. Якщо обчислити інтеграл при двох різних кроках, то одержимо


[image: image202.wmf]1

1

1

1

)

(

+

+

»

m

Ch

h

I

I

, 
[image: image203.wmf]1

2

2

2

)

(

+

+

»

m

Ch

h

I

I

,

де 
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 – точне значення інтегралу. Визначивши константу 
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маємо, що величина похибки для розбиття 
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Описана процедура практичної оцінки похибки інтегрування називається першим правилом Рунне.

Квадратурні формули Гауса. Легко бачити, що формули (2.1) і (2.2) мають однакову структуру, а саме
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де 
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 – вагові коефіцієнти, 
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 – кількість смуг, на які розбита область інтегрування. Розташування вузлів і значення вагових коефіцієнтів можна підібрати таким чином, щоб побудована формула була точною для полінома заданого ступеня. Тобто у (2.4) параметри 
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В цих рівняннях ліва частина обчислюється за формулою (2.4), а права – точно.

Ця система є нелінійною відносно вузлів і лінійною відносно вагових коефіцієнтів і її рішення є складною задачею навіть для відносно невеликих 
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Перехід від відрізка 
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Таким чином, квадратурна формула Гауса для довільного відрізка 
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де положення вузлів 
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 визначаються за формулою (2.5).
Значення вузлів інтегрування і вагових коефіцієнтів для квадратурних формул Гауса наведені у всіх підручниках та довідниках по чисельних методах.
Коли підінтегральна функція має вигляд 
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 у (2.3) є досить великим. Для обчислення інтегралів від швидко осцилюючих функцій використовується метод Файлона. У цьому підході не осцилюючий множник 
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Якщо відрізок інтегрування 
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ЛАБОРАТОРНА РОБОТА № 4
Чисельне інтегрування
Завдання до лабораторної роботи. Обчислити визначений інтеграл від заданої функції 
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 за допомогою формули трапеції, формули Сімпсона і квадратурної формули Гауса

Методичні вказівки до виконання лабораторної роботи. 

Як квадратурна формула трапецій
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так і квадратурна формула Сімпсона 
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в обчислювальному аспекті є сумами, в які значення функцій у вузлах входять з деякими ваговими коефіцієнтами. Після визначення положення вузлів, наприклад по 
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 – число вузлів, необхідно обчислити значення в них підінтегральної функції і записати їх у одновимірний масив. Це можна зробити в межах одного циклу. Для обчислення (2.6) початковому значенню суми 
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 присвоїти значення 
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. Після цього у циклі, параметр якого змінюються від 1 до 
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 підсумувати, додатки що лишилися (з ваговим коефіцієнтом 2) і результат помножити на загальний множник.
Легко бачити, що у формулі Сімпсона за винятком першого і останнього додатка, значення функції у вузлах з парними і непарними номерами входять з однаковими коефіцієнтами, але будувати обчислення, виходячи з цієї властивості не .зовсім зручно. Більш простим буде  початковому значенню суми 
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 і побудувати цикл Repeat – Until, у якому до суми на кожному кроці  додається величина  
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, а параметр циклу збільшується на 2.
Обчислення інтеграла за квадратурною формулою Гауса 
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є дуже зручним в алгоритмічному плані, тому що всі необхідні дії виконуються в межах одного циклу. Після присвоєння змінній для суми значення нуля, будується цикл, в якому 

– читається з файлу поточна координата вузла в інтервалі [-1;1] і відповідний ваговий коефіцієнт; 

– за формулою 
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обчислюються координати вузла для даного інтервалу інтегрування;
– в поточному вузлі обчислюється значення підінтегральної функції;

– це значення з поточним ваговим коефіцієнтом додається до суми.
Контрольні питання.
Яким чином можна перевірити правильність обчислення інтегралу?
Чи існують квадратурні формули трапеції або Сімпсона для нерівномірно розташованих вузлів?
Які вихідні дані окрім проміжку інтегрування, підінтегральної функції і числа вузлів інтегрування необхідні для застосування квадратурної формули Гауса?
Як впливає на точність обчислення інтегралу число вузлів інтегрування?
Чи існують якісь обмеження на число вузлів інтегрування?
Яка з квадратурних формул трапеції чи Сімпсона є більш точною і чому?
Коли квадратурні формул трапеції, Сімпсона і Гауса можуть бути застосовані для підінтегральної функції, заданої у вигляді таблиці?
Що є спільним в одержанні квадратурних формул трапеції і Сімпсона?
Вузли інтегрування і вагові коефіцієнти

для квадратурної формули Гауса п’ятого порядку 
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Варіанти завдань до лабораторної роботи.
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Тема 3. ЧИСЕЛЬНІ МЕТОДИ АЛГЕБРИ

Теоретична частина

Лінійні рівняння.
Розв'язок систем лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) належить до тих задач, які виникають майже у всіх обчислювальних проектах. Необхідно знайти n-вимірний вектор, який є рішенням СЛАР
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або у матричній формі
AX=B.
Метод виключення Гауса є найбільш універсальним и поширеним методом рішення задач цього класу і використовується для систем з матрицями довільної структури. В результаті застосування методу матриця системи набуває трикутної форми 
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Тобто останнє рівняння містить тільки одну невідому, яку можна знайти у явному вигляді, потім підставити у передостаннє рівняння і т.д. Якщо з першого рівняння виключити невідому 
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, то коефіцієнти матриці і компоненти вектора правої частини після приведення подібних набудуть вигляду 
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Повторивши цю операцію до 
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 включно отримуємо, що для зведення матриці до вигляду (3.1) потрібно перерахувати її елементи і компоненти вектора правої частини за формулами
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Ця частина алгоритму називається прямою ходою метода. Коефіцієнт 
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у (3.2) називаєтьсь провідним елементом і в тому випадку, коли на якомусь кроці виключення його величина по модулю близька до нуля, необхідно поміняти місцями рядки матриці з номерами 
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На оберненій ході визначаються власне компоненти вектора рішення
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Слід відзначити, що ідея Гаусових виключень використовується не тільки для розв'язку СЛАР. Цей підхід є дуже ефективним при обчислення визначників та обернених матриць. 

Після приведення матриці до трикутного вигляду її визначник може бути обчислено розкриттям по елементам першого стовпця. Так чином отримуємо формулу  
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Якщо тепер утворити матриці 
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Рис. 3.1

а відповідні їм системи записуються у вигляді
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(3.5)
Процес рішення тут теж розбивається на два етапи. Якщо припустити, що невідомі 
[image: image363.wmf] 

1

,

i

i

x

x

-

 зв’язані співвідношенням 


[image: image364.wmf] 

1

i

i

i

i

x

R

x

q

+

=

-

,
(3.6)
 то з (5.1.4) (3.1) і (5.1.5) (3.1) можна отримати рекурентні формули для визначення прогоночних коефіцієнтів 
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На оберненій ході за формулою
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обчислюються невідомі, що залишилися:  
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Ітераційні методи розв’язку СЛАР є особливо ефективними, коли початкове наближення близьке до дійсного рішення. У випадку СЛАР це відбувається коли кілька разів необхідно розв’язувати системи, у яких елементи матриць відрізняються на малі величини. Крім цього застосування ітераційних методів доцільне у наступних випадках:

– система має настільки високий вимір, що елементи матриці не зберігаються в пам’яті ЕОМ, а обчислюються безпосередньо в процесі розв'язку СЛАР;

– матриця системи має розріджену структуру.

Нехай у першому рівнянні системи всі невідомі окрім 
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Аналогічно з другого рівняння маємо 
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Легко бачити, що обсяг обчислень можна набагато скоротити, якщо попередньо поділити кожний рядок СЛАР на діагональний елемент, і таким чином виключити операцію ділення з ітераційного процесу. Таким чином, маємо формулу метода простої ітерації
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Постільки заміна компонент 
[image: image378.wmf])

(

k

x

 на 
[image: image379.wmf])

1

(

+

k

x

 відбувається після закінчення ітерації по всіх номерах, То цей метод ще називають методом одночасного зсуву. Його суттєвим недоліком є те, що інформація про нове наближення для компоненти враховується з  запізненням. Якщо в уточненні 
[image: image380.wmf] 

)

1

(

+

k

i

x

 врахувати компоненти 
[image: image381.wmf]1

-

i

1,2,..,

j

,

 

)

1

(

=

+

k

j

x

, отримаємо формулу методу Зейделя 
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Для збіжності метода Зейделя достатньо, щоб діагональний елемент у кожному рядку був домінуючим 
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(3.7)

то отримаємо метод релаксації. При 
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отримуємо частковий випадок –метод Зейделя. Величина параметра 
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Задачі на власні значення.
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то 
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 називається власним числом матриці 
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 – одинична матриця. Ця система є однорідною і має рішення відмінні від нуля тільки тоді коли
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Розкриваючи визначник, отримуємо многочлен 
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На практиці визначення власних значень шляхом пошуку коренів поліному використовується або ж для матриць невисоких вимірів, а в основному для обчислення комплексних 
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2) власні вектори, що відповідають різним власним числам, ортогональні;

3) власні значення подібних матриць 
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Якщо ж звести матрицю до трикутної форми за допомогою Гаусових виключень, то власні значення результуючої матриці не будуть власними значеннями початкової. Справа у тому, що перетворення виключення не є перетвореннями подібності. Поняття подібних перетворень є основою методу обертань, який є самим поширеним для рішення повної проблеми. Ідея цього методу в тому що шляхом подібних перетворень початкова матриця зводиться до діагональної. За  матрицю 
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На кожній ітерації з матриці 
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Після підстановки (3.10) в (3.9) отримуємо рівняння для визначення величини 
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У випадку симетричної матриці значення 
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Метод обертань використовується тільки для симетричних дійсних матриць і причиною цього обмеження є не скільки простота одержання параметру 
[image: image429.wmf]j

, а та обставина, що у випадку несиметричних матриць власні числа можуть бути комплексними. Постільки для діагональної матриці 
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, а перетворення (3.9) не переводять дійсні числа в комплексні, то спроба використати цей метод для несиметричних матриць може бути не коректною(приведе до розбіжності метода). Теоретично метод потребує безкінечного числа ітерацій, але на практиці збігається досить швидко.

Часткова проблема власних значень досить просто вирішується ітераційними методами. Візьмемо довільний вектор 
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і розкладемо його по базису, утвореному власними векторами матриці 
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Застосуємо до 
[image: image434.wmf] 

)

0

(

x

 
[image: image435.wmf]  

n

разів матрицю 
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і з врахуванням визначення (3.8) будемо мати
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Нехай власні числа пронумеровані у порядку зменшення 
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. Очевидно, що існує такий номер 
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, починаючи з якого виконується співвідношення
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Вважаючи, що останній додаток в (3.11) є величиною, якою нехтують, одержимо наступний алгоритм для знаходження найбільшого власного числа.
1. Вибирається початкове наближення для вектора 
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2. Наступне наближення визначається як 
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 – найбільша по абсолютній величіні компонента 
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. Умовою зупинки алгоритму може бути як досягнення збіжності по власному числу зупинки
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так і по власному вектору
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Швидкість цього методу, як і всіх ітераційних, у значній мірі визначається початковим наближенням. Але слід відмітити, що у випадку 
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, як витікає з (3.11), збіжність методу може суттєво уповільнитися. Щоб знайти найменше власне число, цей же алгоритм застосовується до матриці, оберненої даній. 

Після того як знайдено перше власне число матриці 
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[image: image450.wmf]1

X

, що йому відповідає, одержану інформацію можна використати для визначення другого власного числа. Розглянемо модифіковану матрицю 
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(3.12)

яка містить отримані на першому етапі величини 
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. і її до довільного вектора  
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 (в силу властивості ортогональності власних векторів і 
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). Тобто, всі власні числа і вектори вихідної і модифікованої матриць крім першого співпадають. Тобто, щоб знайти друге за модулем власне число і відповідний йому вектор, розглянутий метод визначення першого числа слід застосувати до модифікованої матриці (3.12). Оскільки цей процес можна повторювати до тих пір, поки не буде розв’язана повна матрична проблема (в загальному випадку, тільки теоретично), метод називається методом вичерпування. 
Нелінійні рівняння.

В залежності від вигляду функції 
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 нелінійні рівняння 
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поділяються на трансцендентні та алгебраїчні і, як буде показано нижче, такий поділ доцільно ввести і для методів їх рішення. Слід відзначити, всі існуючі методи для задач цього класу (за винятком квадратних і кубічних рівнянь) є ітераційними. 

Спочатку розглянемо трансцендентні рівняння. Інтервалом невизначеності 
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 називається інтервал, який містить корінь даного рівняння. Кінці інтервалу знаходяться з умови 
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Метод половинного ділення зводиться до зменшення на кожній ітерації довжини інтервалу не визначеності до виконання умови точності   
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  де n номер ітерації 
[image: image467.wmf],

e

£

-

n

n

a

b

  де n номер ітерації.
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Рис 3.1
Формування інтервалу невизначеності на ітерації проводиться за формулами
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 тобто на кожній ітерації довжина інтервалу зменшується в два рази (рис 3.1). 

В двох наступних вихідне нелінійне рівняння наближено замінюється лінійним, розв’язок якого знаходиться безпосередньо. Для знаходження кореня методом січних як і в методі половинного ділення теж необхідно мати інтервал невизначеності . Якщо його створюють два наближені значення 
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, то всередині інтервалу функція заміняється своїм лінійним наближенням 
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яке є рівнянням січної (рис. 3.2), і визначається корінь цього наближення 


[image: image475.wmf])

(

)

(

)

(

1

1

1

1

*

-

-

-

-

-

-

-

=

n

n

n

n

n

n

x

f

x

f

x

f

x

x

x

x

.

[image: image476.emf]x

y

0

1

x

2

x

3

x

a

b


Рис. 3.2
В методі Ньютона (методі дотичних) визначається безпосередньо сам корінь рівняння, а не інтервал до якого він належить (рис. 3.3). Якщо в околі точки 
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 функцію 
[image: image478.wmf] 

)

(

x

f

 наблизити за допомогою лінійної частини ряду Тейлора
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і ітераційний процес будується за формулою
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Рис. 3.3

У тому разі, коли обчислення похідної пов’язане з труднощами, використовується її скінчено-різницева апроксимація
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Для збіжності методу необхідно виконання наступних умов: 

1) початкове наближення мусить бути достатньо близьким до точного;
2) друга похідна повинна бути обмеженою 
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;
3) перша похідна не повинна бути надто малою  
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В наслідок порушення першої умови число ітерацій для визначення кореня може бути досить великим. Якщо не виконується друга умова, то лінеаризація функції 
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 може бути грубою, що приводить до тих наслідків, що й у попередньому випадку. Третє обмеження є найбільш суттєвим, оскільки використання формули метода стає неможливим. Але досвід для практичної реалізації методу дозволяє зробити висновок, що для досить надійної його роботи достатньо виконання тільки останньої умови.

В формулу методі Ньютона входить не тільки значення функції, а і значення першої похідної, тобто використовується більше інформації про функцію, ніж у методі половинного ділення і відповідно швидкість збіжності є вище.
ЛАБОРАТОРНА РОБОТА № 5
Метод виключень Гауса.
Завдання до лабораторної роботи. Для системи лінійних алгебраїчних рівнянь
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, що задається матрицю 
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 і вектором правої частини 
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, знайти вектор невідомих 
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 за допомогою метода виключення Гауса і зробити перевірку отриманого результату. Цим же методом обчислити визначник матриці і знайти обернену матрицю. 
Методичні вказівки до виконання лабораторної роботи. 

Робота виконується у наступній послідовності.
– зчитати матрицю системи і вектор правих частин з попередньо  створеного файлу:
For i:=nb to ne do

For j:=nb to ne do read(mm,a[i,j]);

For i:=nb to ne do readln(mm,b[i]);
– запам’ятати ці величини з новими іменами для проведення перевірки;
– створити допоміжну одиничну матрицю 
[image: image491.wmf]D

 для обчислення оберненої матриці 
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– за формулами 
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провести пряму ходу методу Гауса як потрійний цикл, у якому на зовнішньому рівні k –поточний номер змінної, що виключається, і – номер поточного рядка, j – номер поточного стовпця. Параметр k міняється від 1 до n-1, а параметри i та j від k до n.
– всередині циклу по змінним k та i разам з обробкою компонент вектора 
[image: image495.wmf]B

 по аналогічній формулі перерахувати i-ту компоненту матриці 
[image: image496.wmf]D

 у всіх стовпцях.
Технічно це досягається додаванням циклу

for m:=1 to n do d[m,i]:=d[m,i]-s*d[m,k];

Після закінчення прямої ходи  матриця буде приведена до трикутного виду і можна обчислити її визначник згідно формулі 

[image: image497.wmf]Õ

=

=

n

k

kk

a

A

1

)

det(


При реалізації формул оберненої ходи параметр циклу змінюється від n до одиниці і тому використовується оператор циклу

for i:=n downto 1 do
Щоб уникнути помилок на  оберненій ході обчислювати компоненти вектора 
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по формулі
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(3.8)

і елементи оберненої матриці краще в окремих циклах. Цикл Технічно це означає, що для визначення 
[image: image500.wmf]1
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A

треба зробити ще один (самий зовнішній), в якому параметр m буде змінюватися від  1 до n. І відповідна сума в (  ) буде обчислюватися як
              for k:=i+1 to n do s:=s+a[i,k]*au[m,k];

Контрольні питання.
В чому полягає ідея виключень Гауса?
Що називається провідним елементом?
Чому для перевірки розв’язку СЛАР методом Гауса необхідно зберігати вихідні значення матриці і вектора правої частини?
Чому обчислення оберненої матриці за методом Гауса має перевагу над її обчисленням безпосередньо по формулам лінійної алгебри?
Коли при розв’язку СЛАР стає відомо, що матриця системи є виродженою?
Чому метод прогонки потребує меншого обсягу обчислень, ніж розв’язок цієї ж СЛАР методом Гауса?
Варіанти завдань до лабораторної роботи.
1. 
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ЛАБОРАТОРНА РОБОТА № 6

Визначення власних чисел і векторів матриці
Завдання до лабораторної роботи. Знайти найбільше власне число матриці і відповідний йому власний векторів використавши  ітераційний метод. Матриця 
[image: image551.wmf]A

 береться за варіантом лабораторної роботи № 5.
Методичні вказівки до виконання лабораторної роботи. 

Робота виконується у наступній послідовності.

1. зробити вихідну матрицю симетрично, при цьому її елементи, що розташовані вище головної діагоналі не змінюються.
2. В якості початкового наближення 
[image: image552.wmf])
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 взяти довільний вектор, але не можна брати нульовий вектор, бо отримаємо безкінечний обчислювальний процес.
3. В циклі Repeat – Until до виконання умови точності виконується
1) обчислюється допоміжний вектор
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 – номер попередньої ітерації;
2) знаходиться номер 
[image: image555.wmf]M

, найбільшої по абсолютній величині компоненти 
[image: image556.wmf]y

, яка береться в якості наступного наближення для власного числа 
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;
3) в циклі, в якому параметр змінюється від 1 до 
[image: image558.wmf]n

 одночасно обчислюється величина відхилення по нормі поточного наближення від попереднього і визначається наступне наближення. Для цього вводиться допоміжна змінна 
[image: image559.wmf])
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, обчислюється відхилення для компоненти як 
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 і підсумовується по всіх компонентах 
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. Знаходиться нове наближення 
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4. Зовнішній цикл зупиняється при виконані умови 
[image: image563.wmf]e
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.
Контрольні питання.

Які матриці мають виключно дійсні власні числа?

Чи можна матричну проблему розв’язати шляхом виключень Гауса в тих випадках, коли матриця набуває трикутної форми і матрична проблема вирішиться безпосередньо?

Яким методом можна знайти комплексні власні числа?

ЛАБОРАТОРНА РОБОТА № 7
Розв’язок нелінійних рівнянь
Завдання до лабораторної роботи. Знайти корінь нелінійного рівняння у вказаному інтервалі методом половинного ділення, методом січних і методом Ньютона. Перевірити правильність отриманих рішень і порівняти швидкість збіжності цих методів.
Методичні вказівки до виконання лабораторної роботи. 

Приклад. Розглянемо роботу методу половинного ділення для рівняння з правою частиною
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Точки a=-2 і b=3 будуть кінцями інтервал невизначеності, оскільки f(a)=-3.00,  f(b)=139.413. 
На першому кроці маємо c=0.5 і  f(c)=2.9278. Тобто новий інтервал невизначеності буде визначатися тепер точками a і c, в яких функція має різний знак. В наступних двох ітераціях ліва точка лишається незмінною і відкидається права половина інтервалу 
a=-2.000  b=0.5000   c=-0.7500  f(a)=-3.0000   f(b)=11.9325   f(c)=2.9278
a=-2.000  b=-0.7500  c=-1.3750  f(a)=-3.0000  f(b)= 2.9278    f(c)=-0.0224
На четвертій і п’ятій ітераціях маємо обернену картину
a=-1.375  b=-0.7500  c=-1.0625  f(a)=-0.0224  f(b)= 2.9278    f(c)= 1.4247
a=-1.375  b=-1.0625  c=-1.2188  f(a)=-0.0224  f(b)= 1.4247    f(c) 0.6988

Всього ж для досягнення точності 
[image: image565.wmf]3
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 у цій задачі треба виконати 13 ітерацій.
При розв’язку цієї ж задачі методом Ньютона, коли в якості початкового наближення вибирати по черзі ліву, праву і середню точки початкового інтервал знадобляться відповідно 2,6 і 3 ітерації. Що демонструє наскільки швидше буде отримано рішення при вдалому початковому наближенні. У нашій задачі точний розв’язок -1.370154 значно ближче розташований до лівого кінця.  
Контрольні питання.
Чим вимірюється швидкість збіжності метода?
Як перевірити правильність знайденого розв’язку?
Який з методів: половинного ділення, січних чи Ньютона швидше збігається і чому?
Чи можна для одного ж того ж рівняння отримати два або більше правильних рішень?
Яким умовам повинні відповідати кінцеві точки інтервалу невизначеності?
Варіанти завдань до лабораторної роботи
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	Функція
	Інтервал
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Тема 4. Звичайні диференціальні рівняння
Теоретична частина

Щоб знайти розв’язок диференціального рівняння необхідно мати значення залежної змінної і (або) її похідних при деяких значення незалежної змінної. Якщо ці додаткові умови задаються при одному значення незалежної змінної, то така задача називається задачею з початковими умовами або задачею Коші. Якщо ж умови задаються при двох або більше значення незалежної змінної, то задача називається крайовою. В задачі Коші додаткові умови називаються початковими, а в крайовій – граничними.

Задача Коші формулюється наступним чином: треба знайти функцію 
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, яка задовольняє диференціальному рівнянню


[image: image592.wmf])

,

(

y

x

f

dx

dy

=


(4.1)

і початковій умові
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Чисельне рішення цієї задачі полягає в обчисленні значень функції в дискретній послідовності точок 
[image: image594.wmf] 
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Найпростішим з методів розв’язку цієї задачі є метод Ейлера, який виходить з розкладення функції в ряд Тейлора в околі точки 
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(4.3)

де  
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 – відстань між вузлами інтегрування

В силу співвідношення (6.1) формули для похідних в (6.3) набудуть вигляду
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де всі обчислення проводяться в точці 
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частину, одержуємо робочу формулу методу Ейлера
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З геометричної інтерпретації методу Ейлера (рис 6.1) видно, що точне рішення буде одержано тільки у випадку лінійної функції 
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[image: image605]
Рис. 4.1

Загальна формула чисельних методів рішення задачі Коші може бути представлена у вигляді 
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У методах Рунге-Кутти величина 
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де 
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 набір констант, 
[image: image610.wmf]k

j

 – набір допоміжних функцій: Якщо ввести ще два набори констант 
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то 
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. Оскільки (4.3) і (4.5) мають однакову структуру, то параметри 
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 можна знайти шляхом порівняння коефіцієнтів при однакових ступенях 
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 в (4.3) і в розкладенні 
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 утриманим в цих розкладеннях. 

При 
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Тоді 
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Аналогічні обчислення при 
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Порівнюючи (4.3) і (4.5) 
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отримаємо
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Починаючи з 
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Конкретні значення 
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 і отримаємо формулу Рунге другого порядку
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При 
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, що приводить до іншої формули цього ж порядку
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Для найбільш поширеного метода Рунге-Кутти четвертого порядку маємо 
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Вибір тієї або іншої з наведених схем для рішення конкретної задачі визначається з наступних міркувань. Якщо функція 
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 у правій частині рівняння безперервна й обмежена, а також безперервні і обмежені її четверті похідні, то найкращий результат досягається при використанні схеми четвертого порядку. У тому випадку, коли функція 
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 не має названих вище похідних, граничний (четвертий) порядок схеми не може бути досягнутий, і тоді доцільним виявляється застосування більш простих схем.

Методи типа Рунге відносяться до одно крокових (самостартуючих), постільки для обчислення функції в наступній точці досить мати її значення у попередній. Так як, для методів одного порядку точність рішення залежить від кроку 
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це дає можливість проводити обчислення з заданою точністю. Наприклад, критерієм зменшення величини кроку в два рази є виконання умови
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де N – порядок методу.
Розглянемо крайову задачу
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У випадку лінійної задачі будь-яка лінійна комбінація часткових рішень диференціального рівняння є також його рішенням. Розв’язок задачі шукається у вигляді 
[image: image673.wmf]
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Коефіцієнти 
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 визначаються шляхом розв’язку двох задач Коші для рівняння (4.11) з початковими умовами 
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Якщо отримані рішення у точці 
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, то умови (4.12) утворюють систему алгебраїчних рівнянь відносно невідомих 
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І остаточне рішення лінійної крайової задачі має вигляд
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Для рішення нелінійної задачі звичайно використовується метод пострілів, у якому крайова задача зводиться до послідовності задач Коші. Знайдемо розв’язок двох задач Коші для рівняння (4.14), у яких друга початкова умова має вигляд 
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– рішення задачі Коші 
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Досить поширеним підходом до рішення лінійних крайових задач є зведення диференціального рівняння до системи алгебраїчних за допомогою скінчено-різницевої апроксимації похідних. Якщо у крайовій задачі 
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замінити похідні за допомогою формул чисельного диференціювання, то отримуємо наступну СЛАР 


[image: image707.wmf]1

-

n

2,3,...,

i

    

,

2

)

2

(

)

4

2

(

)

2

(

2

1

2

1

=

=

+

+

-

+

-

+

-

i

i

i

i

i

i

i

z

h

y

h

p

y

h

g

h

y

h

p

,

[image: image708.wmf]b

a

=

=

n

1

y

   

,

y

,
де прийняті позначення 
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Оскільки матриця системи має трьох діагональну структуру, то для її розв’язку доцільно застосувати метод прогонки.

ЛАБОРАТОРНА РОБОТА № 8
Звичайні диференціальні рівняння
Завдання до лабораторної роботи. Знайти розв’язок задачі Коші для 

рівняння другого порядку 
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на вказаному інтервалі методом Рунне–Кутта четвертого порядку з автоматичним вибором кроку інтегрування.
Методичні вказівки до виконання лабораторної роботи.
Приведемо задачу Коші для рівняння другого порядку до системи рівнянь першого порядку 
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Згідно методу Рунне –Кутта розв’язок на (
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а допоміжні функції 
[image: image724.wmf])

(

h

k

i

, 
[image: image725.wmf])

(

h

l

i

, 
[image: image726.wmf]4

,

3

,

2

,

1

=

i

 визначаються наступним чином
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Оскільки друге рівняння системи має спеціальний вид 
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Для обчислення величин 
[image: image741.wmf] 
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 зручно використати дві процедури з заголовками виду

Procedure Runge_z(x,y,z,h:Real; Var dz:Real); (повертає величину 
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Procedure Runge_y(x,y,z,h:Real; Var dz:Real); (повертає величину 
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При цьому з процедури Runge_z викликається функція 
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 обчислюється безпосереднє по формулам (4.7). Величина кроку інтегрування спочатку вибирається як 
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Для оцінки похибки застосуємо правило Рунге і робоча формула набуває вигляду 
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 означає, що обчислення функції у точці 
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Тоді ці величини можна отримати як результат наступних викликів 
Runge_y(x,y,z,h,dy);  


 y1:=y+dy; 
Runge_z(x,y,z,h,dy); 
 

z1:=z+dz;

Runge_y(x,y,z,h,dy); 

 
y2:=y+dy;

Runge_z(x,y,z,h,dy); 

 
z2:=y+dz;

Runge_y(x+0.5*h,y2,z2,h,dy);

y3:=y2+dy;

Runge_z(x+0.5*h,y2,z2,h,dy);

z3:=z2+dz;

Контрольні питання.
Чим визначається порядок методів Рунне?
Від чого залежить точність розв’язку ЗДР?
Який з методів є більш точним: Ейлера, Рунге, апроксимації скінченими різницями і чому?
В яких з вище наведених методів є суттєвим обмеження на лінійність рівняння?
Який з вище наведених методів потребує найменшого обсягу обчислень?
Для яких рішень метод Ейлера є точним?
Варіанти завдань до лабораторної роботи.
	Варіант
	Рівняння
	Початкові умови і інтервал інтегрування
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ТЕМА 5. РІВНЯННЯ З ЧАСТКОВИМИ ПОХІДНИМ 

Теоретична частина

Класифікація рівнянь та методів їх рішень. У загальному випадку диференціальні рівняння другого порядку зі змінним коефіцієнтами мають вигляд
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В залежності від знаку величини 
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Ці рівняння описують стан рівноваги суцільних середовищ.
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Рівняння параболічного типу описують процеси теплопровідності і дифузії.

3) 
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 – рівняння гіперболічного типу. Наприклад,
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Гіперболічні рівняння мають ще назву хвильових, оскільки описують коливальні процеси. Приведені вище рівняння мають загальну назву – рівняння математичної фізики.

Процес рішення рівнянь математичної фізики (РМФ) складається з наступних етапів.

Вибір методу рішення. Найбільш поширеними з існуючих методів є метод скінченних елементів, метод різниць і розкладання рішення по базисних функціях.

Дискретизація області рішення. На цьому етапі неперервна область зображується у вигляді множини дискретних точок (за винятком метода скінченних елементів). Така множина звичайно називається сіткою і її форма залежить, як правило, від системи координат, в якій записані рівняння. Так, сітки на рис. 5.1 і рис. 5.2 відповідно використовуються для полярної і декартової систем координат.
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Рис. 5.1                                               Рис. 5.2

Побудова обчислювального шаблона. Обчислювальний шаблон визначається тими точками сітки, які використовуються для знаходження чисельного значення похідних.

Рішення СЛАР. Вибір методу рішення залежить від структури матриці системи: суцільно заповненої, діагонально – орієнтованої, блочної, розріженої.

Рівняння параболічного типу.
До цього типу належить рівняння
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Це рівняння є математичною моделлю процесу дифузії в стержні. 

Таким чином  необхідно знайти функцію 
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початковій – 
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та граничним умовам – 
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Область, в якій шукається рішення, є прямокутною смугою, розміри якої визначаються граничними та початковою умовами, тобто 
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Величина 
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 є граничним значенням проміжку часу, до якого ведеться пошук. Найбільш доцільним є дискретизація області прямокутною сіткою
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де параметри 
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 – величини кроку по координаті та часу, вибираються з міркувань точності наближення рішення і обсягу обчислень. На рис. 5.3 показана область дискретизації і помічена точка з координатами 
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Рис. 5.3
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 відповідно, вибираються з міркувань точності наближення рішень і об’єму обчислень.

Після заміни похідних у (5.1) їх скінченно-різницевими аналогами по формулам чисельного диференціювання маємо
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де 
[image: image839.wmf]k

 – номер часового шару, для якого обчислюється похідна по 
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. В залежності від значення 
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 отримуємо різні обчислювальні схеми. Так, при 
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 похідна обчислюється на попередньому часовому шарі і (5.2) набуває вигляду
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(5.3)

Рівняння (5.3) має тільки одну невідому 
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(5.4)

Обчислювальний шаблон цієї схеми має вигляд
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Рис. 5.4

Обчислення по формулі (5.4) починається з 
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 рішення відоме з початкової умови. Параметр 
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Значення функції при 
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 або вже відоме з граничних умов, якщо на границі задана сама функція, або може бути знайдене за допомогою формул чисельного диференціювання, якщо на якійсь з границь задана похідна. 

Представлення функції у формі 
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приводить до формули лівої різниці 
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 – до формули правої різниці
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Наприклад, якщо гранична умова має вид
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Співвідношення сторін сітки визначається величиною параметра 
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, який є мірою стійкості схеми. Схема (5.4) є чисельно нестійкою, тобто швидко накопичує обчислювальну похибку. Для забезпечення її стійкості необхідно виконання умови
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Якщо 
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 вибрати з умови 
[image: image864.wmf]2

1

=

r

, то формула (5.4) набуває дуже простої форми

[image: image865.wmf](

)

j

i

j

i

j

i

U

U

U

1

1

1

2

1

+

-

+

+

=

.
Але визначення параметру 
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 з умови (5.5) приводить до досить малих величин кроку 
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, що супроводжується значною обчислювальною похибкою і тому явну різницеву схему доцільно використовувати для відносно невеликого значення параметру 
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[image: image869.wmf]x

 обчислюється на поточному часовому шарі 
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 , які знайти у явній формі з одного рівняння неможливо, і тому ця схема називається неявною. Шаблон такої скінченно різницевої схеми має вигляд (рис. 5.5)
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Рис. 5.5

У цьому випадку задача зводиться до розв’язку СЛАР
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матриця якої має особливу трьохдіагональну будову, і тому для її розв’язку застосовується метод постої прогонки. На відміну від явної схеми неявна кінцево-різницева схема є стійкою і ніяких обмежень на параметр 
[image: image874.wmf]r

 не потребує.

ЛАБОРАТОРНА РОБОТА № 9
Рівняння типу теплопровідності
Завдання до лабораторної роботи. Отримати розподіл температури по довжині стержня з часом за допомогою явної і неявної скінченно-різницевих схем.
Методичні вказівки до виконання лабораторної роботи. 

Розглянемо задачу теплопровідності в стержні, початковий розподіл температури в якому має вигляд
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На лівому кінці підтримується температура 
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. Температуру будемо зберігати у вигляді двовимірного масиву дійснозначних чисел

U: array [0..n,0..100] of real;
де n – кількість вузлів. Перший індекс масиву відповідає координаті, другий – часу. 

Після обчислення кроку по координаті 

h:=1/(n+1)

задаємо величину кроку по часу dt. При проведенні обчислень по явній скінченно різницевій схемі для забезпечення стійкості схеми треба дотримуватись умови 
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, тобто
r:=1/4;    //як приклад
dt:=r*h^2.

Відповідно до графіку розподілу температури в момент 
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 задаємо початкові умови. Рівняння прямої на відрізку 
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 виведемо, скориставшись рівнянням прямої, що проходить через дві точки з відомими координатами 
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Для заданих початкових умов 
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, і рівняння прямої набуває вигляду
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Після відповідних перетворень отримуємо 
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Тоді завдання початкових умов буде мати вигляд

x:=0;

For i:=0 to n do

Begin

U[i,0]:=0;

If (x>=1/2) and (x<3/4) then U[i,0]:=4*x-2;

If (x>=3/4) and (x<=1) then U[i,0]:=1;

x:=x+h;

End.

Далі шар за шаром обчислюємо температуру по явній скінченнорізницевій схемі, паралельно організовуючи вивід:

j:=0; 
t:=0;

Do

u[0,j+1]:=0;
(*)

For i:=1 to n-1 do 

u[i,j+1]:=u[i,j]+r*(u[i-1,j]-2*u[i,j]+u[i+1,j]);

u[n,j+1]:=u[n-1,j+1];
(**)

t:=t+dt;  

write(t,` `);  for i:=0 to n do write(u[i,j],` `); writeln;

j:=j+1;

Until t<tk;

де tk – кінцевий момент часу.
Рядки (*) і (**) забезпечують виконання граничних умов, оскільки 
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Обчислення по неявній скінченнорізницевій схемі проводяться за допомогою методу прогонки для розв’язання системи лінійних алгебраїчних рівнянь з трьохдіагональною структурою. Перед викликом відповідної процедури, треба задавати коефіцієнти цієї системи.

Контрольні питання.

Чим визначається порядок методів Рунне?

Від чого залежить точність розв’язку диференціального рівняння в часткових похідних за допомогою скінченно різницевої схеми?

Яка зі схем (явна чи неявна) є стійкою за яких умов?

Яка зі схем дає більш точний результат, явна чи неявна, і чому?

Яка схема (явна чи неявна) потребує найменшого обсягу обчислень?

Варіанти завдань.
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ТЕМА 6. МЕТОДИ ОПТИМІЗАЦІЇ

Теоретична частина
Одновимірна оптимізація.Задача оптимізації існує в одному з двох наступних формулювань  
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- задачу багатовимірної оптимізації.

Якщо для деякого числа  
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 при 
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 то функція у точці 
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має локальний мінімум. Якщо ж умова (6.1) виконується для будь якого 
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, то цьому разі мінімум є глобальним. Точка 
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 називається оптимальною а функція 
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Всі існуючі методи рішення цієї задачі розраховані тільки на випадок локального мінімуму. Звичайно задача оптимізації формулюється як пошук мінімуму. У тому випадку коли необхідно знайти максимум достатньо поміняти знак цільової функції на протилежний.  


Очевидно, що одномірна оптимізація є частковим випадком багатовимірної, але більшість методів                                 Рис. 6.1

рішення багатовимірної задачі включають методи для знаходження екстремуму функції одної змінної.

Методи рішення одновимірної оптимізації.  У тому разі коли цільова функцію є диференційованою, то в силу необхідної умови існування екстремуму задача знайти 
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 EMBED Equation.2  [image: image985.wmf])

(

x

f

 приводиться до розв’язку нелінійного рівняння 
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 рішення якого можна знайти використовуючи методи розділу 3. У протилежному випадку застосовують наступні методи.
Метод дихотомії, як і метод половинного ділення побудований на послідовному зменшенні довжини інтервалу невизначеності. Але у цьому випадку інтервал містить не корінь рівняння, а оптимальну точку. На кожній ітерації обчислюється значення цільової функції у двох точках 
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 деяке мале число, величина якого вибирається з умови, щоб значення 
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Після цього виходячи з співвідношень
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формується новий інтервал і перевіряється виконання умови точності (
[image: image995.wmf]e
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). Так, ситуація, що приведена на рис. 6.2 відповідає першому співвідношенню у (6.2). Суттєвим недоліком методу дихотомії є те, що на кожній ітерації значення цільової функції доводиться обчислювати двічі.
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Рис 6.2
За міру ефективності методу звичайно приймається кількість обчислень цільової функції, яку він потребує. Цілком природно спробувати побудувати метод, у якому цільова функція на ітерації обчислювалась б тільки один раз.
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Легко бачити, що для кожного відрізка 
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Якщо у 
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. Ця властивість і є ключем до метода золотого перерізу. До початку роботи метода необхідно обчислити два значення цільової функції 
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і таким чином треба знайти тільки одне значення цільової функції, постільки в другій точці золотого перерізу воно вже відоме.

Метод параболічної апроксимації має в своїй основі наближення цільової функції загального виду квадратичною 
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(6.3)

Параметри 
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можуть бути визначені з системи лінійних рівняння по відомим значенням цільової функції у трьох точках. Більш доцільним для обчислення параметрів параболи є наближення цільової функції квадратичним інтерполяційним поліномом у формі Ньютона
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Рішення задач багатовимірної оптимізації.
За винятком квадратичної цільової функції, коли оптимальна точка знаходиться з рішення СЛАР, для рішення задач цього класу застосовуються ітераційні методи.

Метод по координатного спуску побудований на зведенні задачі багатовимірної оптимізації до послідовності одновимірних задач. Якщо всі аргументи цільової функції окрім 
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Нехай 
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 є оптимальна точка для задачі (8.2.1). Тоді наступний крок є задачею одновимірної оптимізації з цільовою функцією
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А цільова функція для уточнення 
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По формі цей метод співпадає з методом Зейделя розв’язку СЛАР і природно можна збільшити швидкість його збіжності, якщо перехід до наступної ітерації робити за формулою метода релаксації. Метод по координатного спуску є дуже ефективним коли по більшості змінних цільова функція є квадратичною. Тоді розвязок
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одновимірної задач знаходиться безпосередньо з (6.3).
Рис 6.3[image: image1164.wmf])
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Ітераційна схема більшості методів багатовимірної оптимізації має вигляд
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де 
[image: image1042.wmf]k

- номер ітерації, 
[image: image1043.wmf]p

- вектор напрямок пошуку, 
[image: image1044.wmf]h

- довжина кроку у знайденому напрямку. 

Тобто задача розбивається на дві під задачі: визначення напрямку 
[image: image1045.wmf]p

 і одновимірний пошук у знайденому напрямку. Ефективність методу повністю визначається тим наскільки точно буде знайдено напрямок. 

Якщо для рішення задачі використовуються тільки значення цільової функції, то такі методи називаються методами нульового порядку. В методах першого порядку окрім значення цільової функції використовується ще інформація про її перші похідні. Методи які ще потребують інформації про похідні вище першого прядку відносяться до методів вищих порядків.

Типовим представником методів першого порядку(вони ще називаються  градієнтними) є метод най скорішого спуску. Тут за вектор напрямку пошуку вибирається вектор протилежний градієнту 
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Метод Ньютона, який належить до методів другого порядку, є багатовимір-ним аналогом метода параболічної апроксимації коли цільова функція загального виду наближається квадратичним відрізком ряду   Тейлора: 
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Необхідна умова екстремуму 
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 у формі (8.2.2) приводить до СЛАР для визначання вектора 
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Хоч у цьому методі обсяг допоміжних операцій є досить великим (визначення градієнта і матриці других похідних, розв’язок СЛАР), але всі обчислювальні витрати компенсуються швидкістю його збіжності. Достатньою умовою збіжності метода Ньютона є додатна визначеність матриці Гессе цільової функції.
ЛАБОРАТОРНА РОБОТА № 10
Рішення задач багатовимірної оптимізації
Завдання до лабораторної роботи. Знайти точку мінімуму функції двох змінних методом Ньютона .Побудувати графік руху до оптимальної точки по ітераціям.
Методичні вказівки до виконання лабораторної роботи.

Для всіх методів багатовимірної оптимізації починаючи з методів першого порядку наступне 
[image: image1055.wmf])
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- наближення для оптимальної точки здійснюється за схемою
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яка для випадку функції двох змінних у розвернутій формі набуває вигляду 
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Компоненти вектора напряму пошуку оптимальної точки знаходяться як розв’язок СЛАР другого порядку, коефіцієнти матриці якої і компоненти вектора правої частини визначаються за формулами ( ), тобто   
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Створимо для обчислення цільної функції процедуру – функцію f(x,y).
Щоб уникнути помилок, що можуть виникнути при визначенні виразів для похідних доцільно скористатися формулами чисельного диференціювання 
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Тоді відповідні коефіцієнти будуть формуватися як виклики 
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=-0.5*h1*(f(x+h,y)-f(x-h,y));


[image: image1067.wmf]2

b

=-0.5*h1* (f(x,y+h)-f(x,y-h));
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=h2*(f(x+h,y)-2*f(x,y)+f(x-h,y));
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=h2*(f(x,y+h)-2*f(x,y)+f(x,y-h));


[image: image1070.wmf]12

a

=0.25*h2*(f(x+h,y+h)-f(x+h,y-h)-f(x-h,y+h)+f(x-h,y-h));
Тут h –величина кроку чисельного диференціювання, h=001, а  h1:=1/h;  h2:=h1*h1. 
Для визначення вектора напряму пошуку доцільно організувати за допомогою окремої процедури, заголовок якої має такий вигляд
Procedure Form_Solve(x,y:Real; Var p1,p2:Real);
Тобто вхідними параметрами є координати поточної оптимальної точки,  а вихідними - компоненти  обчисленого вектора. В тілі процедури виконуються наступні дії:

– обчислення коефіцієнтів матриці  і компонентів вектора правої частини СЛАР за за формулами ( );
– обчислення визначників для метода Крамера;

– обчислення компонент 
[image: image1071.wmf]1
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і 
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Змінні, що відповідають кроку диференціювання, параметрам СЛАР і визначникам у методі Крамера доцільно описати як локальні.

В головній програмі після завдання початкового  наближення в циклі 
Repeat – Until послідовно викликається процедура  Form_Solve і виклик процедури одновимірного пошуку, тобто визначення кроку h 

Dih(x,y,p1,p2:Real; Var h:Real); 
Для формування початкового інтервалу невизначеності, з якого починається робота методу дихотомії ми маємо ліву його точку a=0, і знаємо що для квадратичних функцій величина кроку дорівнює одиниці .Тоді для визначення правої кінцевої точки інтервалу можна застосувати наступний прийом. Починаючи з деякої точки, наприклад a=0,2 рухатись з деяким кроком, наприклад ha =0,2, у напрямку 
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 до тих пір поки цільова функція не почне зростати. Програмна реалізація цього вибору має вигляд
fc:=f_op(x+p1*a,y+p2*a);

     Repeat c:=a+ha; fa:=fc; a:=c;  fc:=f_op(x+p1*c,y+p2*c);   Until  fc>fa;

     b:=c;

При цьому викликається обчислення цільової функції f_op(x,y).
Умова зупинки циклу 
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Приклад. Знайдемо оптимальну точку цільової функції
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з точністю 
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. Значення цільової функції для цього наближення. 
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. Після виклику процедури Form_Solve маємо. 
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, метод дихотомії дає значення кроку 
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, яке значно більше одиниці, що вказує на те квадратичне наближення у цій точці значно відрізняється від дійсної поведінки функції.
Подальша робота метода відображена нижче 
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