6 ЗАГАЛЬНЕ РІВНЯННЯ КРИВОЇ ДРУГОГО ПОРЯДКУ
Алгебраїчною кривою другого порядку на площині називається множина всіх точок площини, координати яких задовольняють рівнянню:
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Вираз 
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 називається квадратичною частиною, 
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 – вільним членом рівняння.

Ліву частину рівняння (6.1) позначимо 
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 з кривою (6.1) можна знайти з рівняння:


[image: image7.wmf]0

2

2

=

+

+

C

Bt

At

,                                                (6.2)

де 
[image: image8.wmf]2

22

12

2

11

2

m

a

lm

a

l

a

A

+

+

=

, 
[image: image9.wmf](

)

(

)

(

)

0

0

0

0

2

1

y

,

x

mF

y

,

x

lF

B

y

x

+

=

, 
[image: image10.wmf]x

F

F

x

¶

¶

=

, 
[image: image11.wmf]y

F

F

y

¶

¶

=

, 
[image: image12.wmf](

)

0

0

y

,

x

F

C

=

.

Вектор 
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 називається вектором асимптотичного напряму відносно кривої другого порядку, якщо 
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 приводить до наступних висновків: кількість асимптотичних напрямів відносно кривої залежить від числа 
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, називається кривою еліптичного типу, вона має два асимптотичні напрями. Умова 
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 визначає криву гіперболічного типу, вона має два асимптотичні напрями. При 
[image: image20.wmf]0

=

d

 маємо криву параболічного типу, відносно неї існує один асимптотичний напрямок.

Точка 
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 називається центром кривої другого порядку, якщо при центральній симетрії відносно точки 
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 крива переходить в себе.

Теорема. Для того, щоб точка 
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 була центром кривої другого порядку необхідно і достатньо, щоб виконувались умови:
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При цьому, якщо система (6.3) має єдиний розв’язок, то крива називається центральною. Тому ознакою центральної кривої є 
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Користуючись канонічними рівняннями кривих другого порядку неважко з’ясувати, що еліпс і гіпербола – центральні криві, парабола не має центра, дві паралельні прямі мають нескінченну кількість центрів ― пряму центрів (див. таблицю).

Таблиця 6.1 – Криві другого порядку та їх центри
	Крива
	Канонічне рівняння
	Центри кривої
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	точка
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	перетинні прямі
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	парабола
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	паралельні прямі
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	здвоєна пряма
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Пряма, що проходить через центр кривої та має асимптотичний напрямок, називається асимптотою кривої другого порядку. Отже, гіпербола має дві асимптоти, а еліпс та парабола жодної. З рівняння (6.2) випливає, що умова 
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 є умовою дотику прямої та кривої другого порядку, при цьому, якщо точка 
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 належить кривій, то умова дотику приймає вид 
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. Дотична пряма у цьому випадку має вигляд:
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Діаметром лінії другого порядку називається геометричне місце середин всіх хорд, паралельних даному вектору не асимптотичного напряму.

Теорема. Геометричним місцем середин всіх хорд лінії другого порядку, що мають не асимптотичний напрямок, є пряма лінія, що визначається рівнянням:
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де 
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 – координати напрямного вектору паралельних хорд. Рівняння (6.5) називають рівнянням діаметру, спряженого даному напрямку 
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 є спряженими відносно кривої другого порядку, якщо виконується умова: 
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)

0

2

1

22

1

2

2

1

12

2

1

11

=

+

+

+

m

m

a

m

l

m

l

a

l

l

a

. Паралельні цим векторам діаметри називаються спряженими діаметрами кривої. Напрямок вектора називається головним відносно кривої другого порядку, заданої в декартовій системі координат, якщо він спряжений перпендикулярному йому напрямку. Рівняння, з якого можна знайти кутові коефіцієнти головних напрямків: 
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. Діаметри, що мають головні напрямки відносно кривої другого порядку, називаються головними діаметрами.

Ортогональним інваріантом загального рівняння (6.1) лінії другого порядку відносно перетворення декартової системи координат назвемо функцію 
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, значення якої не змінюється при переході до нової декартової системи координат.

Теорема. Три функції
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 – малий визначник лінії (6.1),
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 – великий визначник лінії (6.1)

є ортогональними інваріантами лінії другого порядку (6.1).

Вираз: 
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 називається напівінваріантом (семиінваріантом) лінії (6.1). Рівняння 
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 називається характеристичним рівнянням лінії (6.1).
Теорема. Корені 
[image: image58.wmf]2
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 характеристичного рівняння кривої другого порядку завжди дійсні.
Таблиця 6.2 – Визначення типу кривої за допомогою інваріантів.
	Тип
	Зведене рівняння
	Інваріанти
	Канонічне рівняння
	Назва

	1
	2
	3
	4
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	Еліптичний
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	Уявний еліпс
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	Вироджений еліпс (пара уявних прямих, що перетинаються в дійсній точці)


Продовження таблиці 6.2
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	гіперболічний
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	Пара дійсних прямих, що перетинаються

	Параболічний
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	Пара дійсних паралельний прямих
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	Пара уявних паралельних прямих

	
	
	
[image: image80.wmf]0

1

3

2

=

=

=

K

I

I


	
[image: image81.wmf]0

2

=

y


	Пара дійсних прямих, що співпадають


Приклади розв’язування задач

1. Приведіть до канонічного виду рівняння й визначте вид кривої: 
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Розв'язання:

Виділимо в даному рівнянні повні квадрати. Для цього перенесемо вільний член 8 вправо, додамо до обох частин рівняння 8 і згрупуємо доданки, виділяючи повні квадрати по кожній змінній: 
[image: image83.wmf](

)

(

)

16

1

8

4

4

4

2

2

=

+

-

+

+

+

y

y

x

x

, звідки 
[image: image84.wmf](

)

(

)

16

1

4

2

2

2

=

-

+

+

y

x

 або 
[image: image85.wmf](

)

(

)

1

4

1

16

2

2

2

=

-

+

+

y

x

. Одержали рівняння еліпса із центром у точці 
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2. Напишіть рівняння дотичних до кола 
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, проведених з: а) початку координат; б) із точки 
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Розв'язання:
а) Усяка пряма, що проходить через початок координат, має рівняння 
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 й дане коло мали дві точки перетину, що злилися. Розв'яжемо спільно обидва рівняння (виключаємо 
[image: image94.wmf]y

):


[image: image95.wmf]0

25

4

10

2

2

2

=

+

-

-

+

kx

x

x

k

x


або


[image: image96.wmf](

)

(

)

0

25

2

5

2

1

2

2

=

+

+

-

+

k

x

k

x

.

У випадку дотику корені цього рівняння повинні бути дійсні й рівні, тому складемо дискримінант і дорівняємо його до нуля:
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Коренями цього рівняння є числа: 
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б) Рівняння дотичної до кола 
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Приведемо дане рівняння кола до канонічного виду, для цього виділимо повний квадрат по кожній змінній:
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Рівняння дотичної в точці 
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3. Який вид прийме рівняння кривої 
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, якщо перенести початок координат у точку 
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Розв'язання:

Якщо, не змінюючи напрямку осей координат, перенести початок координат у будь-яку точку
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перетвориться в наступне:
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тобто коефіцієнти при старших членах не зміняться, а коефіцієнтами при перших ступенях координат будуть часткові похідні від лівої частини вихідного рівняння по відповідних до координат із заміною поточних координат координатами нового початку; вільний член представляє всю ліву частину вихідного рівняння, у якій зроблена та ж заміна.

Перенесемо початок координат у точку 
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4. Зведіть до канонічного вигляду рівняння кривої другого порядку, використовуючи перетворення координат, а саме перетворення повороту та паралельного переносу: 
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Розв’язання:
У загальному рівнянні кривої присутній член 
[image: image122.wmf]xy

, тому виконаємо перетворення повороту. У вихідному рівнянні 
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за допомогою яких отримаємо рівняння кривої в новій системі координат:
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– рівняння еліпса з центром в початку координат та півосями 
[image: image138.wmf]14

 та 
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5. Зведіть до канонічного вигляду рівняння кривої другого порядку, використовуючи теорію квадратичних форм:
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Розв’язання:
Випишемо матрицю старших членів:
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Знайдемо власні значення цієї матриці. Для цього складемо характеристичне рівняння та розв’яжемо його:
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Для знаходження перетворення координат, знайдемо власні вектори, відповідні знайденим власним значенням. Для цього розв’яжемо систему рівнянь:
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При 
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Таким чином, для 
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, який після нормування буде: 
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При 
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Таким чином, для 
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, який після нормування буде: 
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Можна перевірити, що отримані нормовані власні вектори попарно ортогональні (
[image: image165.wmf]0
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), тому запишемо матрицю перетворення координат (вектори 
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 розмістимо по стовпцях):
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Тоді формули перетворення координат матимуть вид:


[image: image168.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

y

x

Q

y

x

 або 
[image: image169.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

=

-

=

.

3

1

6

2

,

6

2

3

1

y

x

y

y

x

x


Підставимо знайдені вирази у рівняння кривої, спростимо його. Отримаємо:
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 – еліпс.

Тест для самоконтролю

1. Скільки існує центральних кривих другого порядку?

А. 2
Б. 4
В. 5
Г. 6

2. Яка з кривих не має центру?
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3. Вкажіть всі значення р, при яких крива 
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 має більше двох центрів.
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4. Для якої кривої з наведених напрям 
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5. Яка з наведених кривих не має асимптотичних напрямів?

А. 
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6. Для кривої 
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 асимптотичним є напрям …
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Відповіді: 1. А. 2. В. 3. Б. 4. Г. 5. Г. 6. Б.

Задачі для самостійного розв’язування

1. Використовуючи паралельний перенос, з'ясуйте вид і розташування на координатній площині наступних ліній другого порядку:
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2. Зведіть до канонічного вигляду рівняння кривої другого порядку, використовуючи перетворення координат, а саме перетворення повороту та паралельного переносу. Схематично побудуйте криву (якщо вона існує):
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3. Приведіть рівняння кривої до канонічного виду за допомогою теорії квадратичних форм, визначте її тип і схематично побудуйте:
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4. Визначте вид наступних ліній другого порядку:
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5. Покажіть, що кожне з нижченаведених рівнянь визначає пари прямих, і знайдіть рівняння цих прямих (система координат афінна):
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6. Лінія другого порядку визначається рівнянням 
[image: image242.wmf].
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 Визначте тип лінії при кожному дійсному значенні параметра 
[image: image243.wmf]l

 й опишіть її розташування щодо даної системи координат.

7. При якій необхідній і достатній умові рівняння 
[image: image244.wmf]0
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 задає: 1) еліпс; 2) гіперболу? Система координат афінна.

8. Використовуючи метод обертань, визначте форму й розташування на площині наступних ліній другого порядку:
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0

7

3

6

4

4

2

2

=

-

+

-

+

-

y

x

y

xy

x


9. Лінія другого порядку визначається рівнянням 
[image: image259.wmf]0
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. Визначте вид лінії при кожному дійсному значенні параметра 
[image: image260.wmf]l

 й опишіть її розташування щодо даної системи координат.
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