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ВСТУП

Моделювання виправдано й слушно відносять до потужних сучасних універсальних засобів досліджень. В поєднанні з можливостями обчислювальної техніки воно не має аналогів з багатьох поглядів. Його результати часом перевершують найсміливіші сподівання.

Моделювання ефективне як при створенні техніки, аналізі її функціонування, так і створенні алгоритмів керування й забезпечення.

Однак цей потужний інструмент досліджень має суттєві особливості створення й використання, що мають враховуватися за умови створення дійсно дієвих, ефективних та успішних засобів.

Основні питання моделювання розглянуті в запропонованому посібнику. Вони структуровані за логічними та технологічними ознаками. Наведено приклади практичної реалізації основних питань.

Теоретичний матеріал розглядається під кутом практичної доцільності. Він орієнтований на студентів старших курсів, які при вивченні матеріалу мають змогу його практичного застосування шляхом створення своєї моделі й реалізації її в дослідженнях та дипломному проектуванні.

Успішне моделювання базується на ґрунтовних технічних знаннях об’єкта досліджень, логіці його аналізу та грамотному використанню алгоритмічних й математичних засобів.

Тому постановка задачі вважається й концептуальний опис вважаються основними етапами розробки моделі. Саме вони орієнтують модель й визначають напрямок її реалізації. Вирізняють моделі систем, процесів, керування тощо. Окремо розглядаються моделі та можливості оптимізації.

На висвітлення основних питань розробки моделей зорієнтовано виклад матеріалу.

В першому розділі наведено основи технології побудови моделей. Визначені технічні задачі, технологія и засоби моделювання. Розглянуті основні види та етапи моделювання.

В другому розділі наведено основні питання реалізації та дослідження моделей. Відображено особливості опису, побудови моделі, організації досліджень та використання одержаних результатів, а також особливості гідроенергетичного моделювання.

В третьому розділі розглянуто основні загальні питання оптимізації технічних об’єктів. Наведено поняття, види, форми завдань і методів, а також постановок задач оптимізації.

В четвертому розділі наведено основні відомості з безумовної оптимізації. Одновимірна та багатовимірна, основні методи оптимізації.

В п’ятому розділі розглянуто особливості умовної оптимізації, основні методи реалізації обмежень.

1. ОСНОВИ ТЕХНОЛОГІЇ ПОБУДОВИ МОДЕЛЕЙ

Технологія моделювання має велике значення з погляду розробки наочних та ефективних засобів досліджень. Вона має багато особливостей, що необхідно враховувати для створення дійсно корисної для реалізації досліджень моделі. Поєднує також можливості науки та мистецтва. Вимагає розвинутих творчих здібностей та точних технічних знань.

1. 1. Загальні початкові поняття і визначення

Моделі мають характерні особливості опису, що часто відображаються в символічній формі, – мовою математики і логіки.

До загальних і початкових понять в першу чергу відносяться математичні і логічні, що використовуються при описі моделей. Важливе також і вірне використання символів. Для однозначного їх розуміння і використання, слід визначити загальні підходи і враховувати особливості практичного застосування.

Математичне поняття множини елементів не має однозначного, суворого визначення й приймається в якості інтуїтивного.

Оскільки множина складається з елементів, то належність елемента до множини Е відбивається як а  Е, а підмножини – відповідно F  Е.

Логіка операцій з множинами, зокрема їх відношення транзитивне:

Якщо F  E і G  F, то G  E.

Причина і наслідок відображаються імплікацією. Якщо P має наслідком Q, то воно імплікує або спричиняє P  Q. 

Еквівалентність відбивається як P Q.

Рівність відображається відомим символом (=) і в математиці має досить багатозначний сенс. 

1. Вона може відображати тотожність (x = y). 

2. Рівність може бути умовною (a x = b).

3. Визначення нового символу (y = f(x))/

4. Ізоморфізм між множинами (n = n/1)

5. Як символ еквівалентності (~). Так, замість 4/6 ~ 6/9 досить часто використовується менш коректний запис 4/6 = 6/9.

У математиці досить часто спеціальними символами (кванторами) замінюють цілі словесні вирази. Так, замість виразу як би то не було використовують , існує відображають через , а логічно слідує або витікає – квантором .

Коли якась властивість не виконується, має місце її заперечення. Представляється воно закресленим символом властивості. Так, не належить множині h  E.

Кон'юнкція (&) позначає об'єднання і логічну функцію і. Функція або реалізується запереченням (диз'юнкцією).

Основні операції над множинами наступні. Перетин (E  F). Об'єднання (E  F). Доповнення (E  F). Розбиття (E =F). Добуток (EF).

Функції і відображення.

Хай є множина E, названа областю визначення, і множина F, названа областю значень. Відповідність, яка кожному елементу x  E відносить деякий елемент у  F, називається відображенням E в F. Відображення називають функцією і записують y = f (x) або x  f (x). Останній запис читається так: елементу x відповідає f(x).

Відображення множини N в множині E називають послідовністю елементів з E.

Необхідно також ясно й чітко уявляти особливості і можливості обчислювальної математики в порівнянні з класичною. Вони переважно складаються з наступних відмінностей.

1. З погляду традиційної математики рішення задачі означає доказ існування рішення і визначення процесу, що сходиться до рішення. Для обчислювальної математики найбільш важливим чинником часто виявляється саме час отримання рішення – швидкість збіжності процесу.

Відомо, що рішення системи лінійних алгебраїчних рівнянь можливо отримати в результаті кінцевого числа операцій, наприклад методами Крамера або Гауса. З погляду класичної математики ця задача вже вирішена. Проте практична реалізація вказаних методів зустрічає дві принципові й не завжди переборні перешкоди:

• - перша: при чималому числі рівнянь, число операцій кінцеве, але досягає практично неприйнятних величин. Так, метод Крамера для n рівнянь вимагає n n’ операцій. Для n = 20 це складає 4,6 10 19 операцій. При швидкодії, наприклад, 3 10 9 операцій в секунду для вирішення такої задачі необхідно щонайменше п'ятсот років. Метод Гауса економічніший, число операцій n3. При його використанні проблеми виникають у разі n > 100.

• - друга: накопичена на кожній операції обчислювальна погрішність істотно спотворює результат. Він може бути досить далекий від дійсного значення. Тому можливості точних методів обмежені інструментальними погрішностями обчислювальних засобів. Це відкриває шлях наближеним методам, що не накопичують обчислювальні погрішності.

2. Істотно також і те, що різні за змістом і природою явища досить часто схожі за формальною структурою й описуються одними математичними моделями. Тому рішення задач на їх основі можливо отримати тими ж методами.

1. 2. Визначення технічних задач

Особливості моделювання технічних об'єктів перш за все полягають у вірній їх ідентифікації й описі. Важливі для якості результатів вибір інструментів, методики їх використання, а також обробка і практичне використання результатів. Ці й інші питання розглянуті нижче.

На технічних об'єктах можуть вирішуватися задачі кількісного і якісного планів. Кількісні задачі припускають точний опис і отримання однозначних результатів. Якісні, – дозволяють визначати властивості об'єктів і тенденції їх зміни. 

Число різних завдань, які можливо виділити на обраному об'єкті дослідження, практично не обмежене. Проте необхідно добре уявляти, що існує щонайменше чотири типи фундаментальних задач. У цьому не важко переконатися, якщо звернути увагу на таку важливу обставину, що будь-який об'єкт дослідження що-небудь споживає і щось виробляє. Цими «що-небудь» можуть бути речовина, енергія або інформація.

Об'єкт, який нічого не споживає і нічого не виробляє, просто не може бути виявлений. Вироблення без споживання протирічить фундаментальному закону збереження. Споживання без вироблення також неможливе.

Таким чином, будь-який об'єкт дослідження, рис. 1. 1, має входи Xi, виходи Yj, зовнішні впливи Zk і правило або функцію перетворення F вхідних величин у вихідні.
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Рис. 1. 1. Загальне представлення об'єкту дослідження

Роботу будь-якого об'єкту в загальному вигляді можливо виразити таким чином:

Y = F (X, Z)

На зазначеній основі можливо визначити основні типи задач, що виникають в процесі дослідження будь-якого технічного, в тому числі й гідроенергетичного, об'єкту.

Основні типи технічних задач

1. Задачі аналізу. Відомі вхідні впливи і правило їх перетворення (устрій об'єкту) X, F. Необхідно визначити вихідний результат Y. Історично саме ці задачі були першими для більшості об'єктів дослідження.

2. Задачі синтезу. Задані X і Y. Необхідно визначити F і структуру об'єкту.

3. Задачі корекції. Задані X і необхідні значення Y. Потрібно визначити необхідні поправки до X.

4. Задачі стійкості. Полягають у визначенні працездатності системи в реальних умовах, за дії збурюючих факторів.

Слід зазначити, що в перших трьох типах задач зовнішні неконтрольовані чинники Z (температура, вологість і т. п.) вважаються сталими. Проте їх зміна здатна вносити істотні корективи до результату дії об'єкту.

Тому визначення типу задачі має сприяти кращому її усвідомленню й гунтовному дослідженню об'єкта з урахуванням його особливостей.

1. 3 Технологія і засоби моделювання

Більшість прикладних інженерних завдань дослідження і проектування технічних об'єктів частково або повністю вирішуються засобами моделювання. Вони зорієнтовані переважно на кількісні уявлення і їх результати повинні представляти числову інформацію. Тому вони зводяться до математичних, вирішуваних різними обчислювальними методами. Послідовність реалізації таких завдань наступна:

1. Постановка завдання;

2. Математичний опис;

3. Вибір методу обчислень;

4. Розробка алгоритму;

5. Рішення й формування результатів;

6. Аналіз результатів;

7. Застосування.

Розглянемо особливості зазначених вище пунктів.

Постановка завдання (задачі) – найбільш відповідальний етап операційного дослідження. Характерною особливістю дослідження операцій в даному випадку є так званий системний підхід до аналізу поставленої проблеми. Системний підхід або системний аналіз є основним методологічним принципом дослідження операцій, який полягає в наступному. Будь-яка задача, якою б частковою вона не здавалася на перший погляд, розглядається під кутом її впливу на функціонування всієї системи.

Системний аналіз означає сукупність методів, орієнтованих на дослідження складних систем. Ця дисципліна орієнтована на проблеми пошуку рішень в складних умовах. Проблема прийняття рішень завжди мала і має в житті людини особливе значення. Будь-яка діяльність – кінець кінцем ланцюжок прийняття рішень. Проте зустрічаються складні ситуації в яких немає однозначної упевненості, що вибір правильний. У таких випадках необхідні наукові методи, складові основи дисципліни – теорії прийняття рішень.

Дослідження операцій один з його творців – Т. Сааті – визначив як мистецтво давати погані відповіді на практичні питання, на які даються ще гірші відповіді іншими методами. 

Однією з істотних особливостей дослідження операцій є прагнення знаходити оптимальне рішення задачі. Інша особливість полягає в тому, що вони проводяться комплексно за багатьма напрямами, на різних етапах проектування.

Постановка задачі полягає в її формулюванні. Останню не варто змішувати з вибором або словесною дискусією з приводу завдання. 

Поставити задачу – означає строго визначити систему кількісних взаємозв'язків між заданими і шуканими змінними. При цьому деякі взаємозв'язки, вигляд яких не з'ясований, допустимо позначати умовними знаками у вигляді функцій і функціоналів. 

Правильно і строго сформульоване завдання не допускає двозначності в тлумаченні того, що задане або вважається відомим, що потрібно відшукати, в чому полягають обмеження, які на практиці завжди існують.

Таким чином, постановка задачі припускає словесне або інше, змістовне її формулювання, умов при яких вона ставиться, а також вимог до її рішення.

Приклади.

1. Визначити зміну швидкості при русі тіла на пасивній ділянці траєкторії, враховуючи опір середовища.
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Рис. 1. 2. Зовнішній вигляд траєкторії

2. Завдання синтезу лінійного пасивного чотириполюсника. Задано вхідне коливання U1(t) і потрібні вихідні U2(t).
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Рис. 1. 3. Лінійний пасивний чотириполюсник

Знайти відгук h(t).

Приведене рівняння не є рішенням задачі, а тільки її постановкою. Визначення h(t) з даного рівняння – це окремий етап дослідження.

Математична модель є формалізованим описом системи за допомогою абстрактної мови, зокрема, на основі математичних співвідношень, що відображають процес її функціонування.

За своєю суттю це є математичний опис постановки завдання.

Опис та документування моделі є майже самим важливим етапом її створення.

Для опису моделі можливо використовувати будь-які математичні засоби – алгебру, диференціальне і інтегральне числення, теорію множин, теорію алгоритмів і інші засоби математичного апарату. По суті вся математика створена для опису і дослідження моделей об'єктивних процесів.

До засобів абстрактного опису систем відносяться й мови хімічних формул, схем, креслень, карт, діаграм і т.п. 

Вибір вигляду моделі визначається особливостями досліджуваної системи і цілями моделювання. 

Дослідження моделі дозволяє отримати відповіді на певну групу питань. Для отримання іншої інформації може виявитися потрібною модель іншого вигляду.

1. 4 Визначення, види і особливості розробки моделі

У основу моделювання закладено спрощення реальності на основі відомого принципу Парето (20/80). У будь-якій системі, в середньому, 20% чинників визначають 80% її ефекту.

Наприклад: на будь-якому підприємстві 20% працівників виконують 80% роботи, 80% браку доводиться на 20% деталей, загалом 80% неприємностей викликають 20% чинників і т. д. й т. п.

Ця об'єктивна закономірність філософського порядку надто важлива з погляду коректного опису дійсності, дозволяє істотно спростити модель по відношенню до реального об'єкту, зберігши одночасно необхідну достовірність результатів.

Необхідно також ясно уявляти, що модель – це завжди лише гіпотеза, припущення. Для одного об'єкту дослідження може бути створено безліч моделей, кожна з яких відповідатиме своїм цілям дослідження. При цьому, в одних випадках опис математичної моделі може не представляти труднощів через їх очевидність, а в інших зажадає неодноразових уточнень постановки завдання, виділення головних визначальних чинників, відкидання неістотних умов і т. п.

Однак вибір моделі – одна з фундаментальних труднощів дослідження. Тому важливо уявляти наступне.

Існує щонайменше чотири основні класи моделей: словесні (вербальні), графічні, математичні й фізичні.

Математичні моделі у свою чергу можливо розділити на детерміновані й стохастичні (імовірнісні). Перші встановлюють однозначну відповідність між параметрами і характеристиками моделі, а другі – між імовірнісними значеннями цих величин. Вибір того або іншого виду моделі обумовлений ступенем необхідності врахування й обліку впливу випадкових чинників. За методами дослідження серед математичних моделей можливо виділити: аналітичні, чисельні й імітаційні.

Аналітична модель – це формалізований опис системи, що дозволяє отримати рішення в явному вигляді, використовуючи відомий математичний апарат.

Чисельна модель характеризується залежностями, що допускають тільки часткові чисельні рішення для конкретних початкових умов і кількісних параметрів.

Імітаційна модель – це сукупність опису системи і зовнішніх дій, алгоритмів її функціонування або правил зміни станів під впливом зовнішніх і внутрішніх збурень. Ці алгоритми і правила не дозволяють використовувати математичні методи аналітичного і чисельного рішення, але дозволяють зміряти характеристики, що цікавлять.

Слід зазначити, що для аналітичного фізичного моделювання досить часто використовуються аналогові обчислювальні машини або гібридні, для імітаційного – машини і мови імітаційного моделювання. Існують також відповідні програмні системи.

Особливості й властивості математичних моделей

Для застосування кількісних методів дослідження в будь-якій галузі завжди потрібно побудувати відповідну математичну модель об’єкта: пристрою, процесу, явища та т. і. При побудові математичної моделі об’єкт дослідження суттєво спрощується, схематизується. З множини впливаючих факторів в нього виділяється порівняно невелика кількість найважливіших й одержана схема описується за допомогою того або іншого математичного апарата.

В результаті встановлюються кількісні зв’язки між умовами операції, параметрами рішення та результатом, – показником або показниками ефективності.

Чим вдаліше підібрана математична модель, тим краще вона відображає характерні риси явища, процеса тощо, тим успішніше буде дослідження й одержані корисніші рекомендації.

Загальних методів побудови математичних моделей не існує. В кожному конкретному випадку модель будується виходячи з цілевої спрямованості задачі дослідження з урахуванням вимог потрібної точності рішення, а також  за умов точності представлення вхідних даних.

Слід зазначити, що основні вимоги до моделей досить протирічиві. З одного боку вони повинні бути достатньо повними, повинні враховувати всі важливі фактори, від яких суттєво залежать характеристики об’єкта або хід операції. З іншого боку вона повинна бути достатньо простою й доступною для аналізу та досліджень.

Модель не повинна містити множину незначних, вторинних факторів, тому що їх врахування ускладнює аналіз й позбавляє результати наочності.

Тому фахівці справедливо вважають, що складання моделей це мистецтво й досвід, що набуваються поступово.

Існують щонайменше дві очевидні небезпечні крайнощі, які необхідно добре усвідомлювати розробнику моделі: перша, – потонути в подробицях, друга, – занадто спростити та огрубити опис.

В складних випадках, коли існують сумніви, має сенс побудова й порівняння декількох моделей. 

Якщо висновки й рекомендації від моделі до моделі змінюються мало, – це, можливо, є вагомий аргумент на користь об’єктивності досліджень з урахуванням можливих помилок.

Для складних задач характерно повторне звертання до моделей за циклами досліджень з необхідними корективами.

Побудова математичної моделі, – найбільш важлива й відповідальна частина дослідження, вимагає не тільки й не стільки глибоких знань з математики, скільки в сутності явищ, що моделюються. 

Однак вдала модель може найти застосування далеко від кола явищ, для яких попередньо створювалася.

В цьому є додатковий потенціал моделей й напрямок поширення їх можливостей.

Логічна схема створення математичної моделі

За своєю сутністю моделювання – це фактичне заміщення одного об'єкта (оригіналу) іншим (моделлю) й фіксація або вивчення властивостей оригіналу шляхом дослідження властивостей моделі. 

Заміщення проводиться з метою спрощення, здешевлення, прискорення фіксації або вивчення властивостей оригіналу.

Об'єкт характеризується множиною параметрів So, кількісною мірою властивостей об'єкту служить множина характеристик Yo. Виявляються зазначені властивості під дією зовнішніх дій Xo. Характеристики об'єкту залежать від його параметрів. Кожна характеристика уо  Yo визначається підмножиною параметрів {Sok}  So. Решта параметрів не впливає на характеристики системи. Дослідника, як правило, цікавлять тільки деякі характеристики системи {yok}  Yo, що вивчається, при конкретних зовнішніх впливах {xon}  Xo (включає).

Модель також має множину параметрів Sm і характеристик Ym. Оригінал і модель схожі по одних параметрах і різні за іншими. Заміщення одного об'єкту іншим правомірно, якщо характеристики оригінала, що цікавлять, і моделі визначаються однотипними підмножинами параметрів і пов'язані з цими параметрами однаковими залежностями. Інакше кажучи модель повинна бути адекватна завданню, поставленому на об'єкті.

Адекватність в даному випадку означає необхідність утримати в моделі істотні для поставленого завдання якості об'єкту. Завдання, як відомо, визначається переважно метою досліджень. При цьому слід пам'ятати, що модель – завжди гіпотеза, припущення. В процесі дослідження вона може і повинна зажадати уточнення.

При однакових зовнішніх діях {Xon} на певному часовому інтервалі T для оригіналу і моделі характерні залежності.

So, Xo, Yo, To

Sm, Xm, Ym, Tm

yok = f ({Soi}, {Xon}, To)                                        (1. 1)

ymk = f ({Smi}, {Xmi}, Tm)                                    (1. 2)

де ymk – k-а характеристика моделі

{Xmn}  Xm; {Ymk}  Ym

При цьому Soi = φ(Smi), xon = ω(Xmn), T = mTm

Де m – масштабний коефіцієнт інтервалу (0, Tm) або на окремих ділянках інтервалу.

На підставі викладеного можливо зробити висновок про те, що характеристики оригіналу пов'язані з характеристиками моделі певними залежностями

Yok = φ (Yok).

В цьому випадку множина характеристик моделі

Y mk = {ymk},

є відображенням множини характеристик оригінала Yok = {yok}, що цікавлять, тобто

φ: Yok  Ymk (відображення φ).

Моделювання доцільне, коли у моделі відсутні такі ознаки оригіналу, які перешкоджають його дослідженню. 

Теорія моделювання є взаємопов'язаною сукупністю положень, визначень, методів і засобів створення і вивчення моделей. Ці положення, визначення, методи, засоби, як і самі моделі є предметом теорії моделювання – її основної частини: загальної теорії систем.

1. 5 Основні етапи розробки моделі

Для моделювання необхідно створити відповідну модель, провести її дослідження і зробити висновки. 

Перед створенням на підставі мети потрібна конкретизація цілей. 

Після дослідження необхідний аналіз результатів й висновки. 

Процес реалізації моделювання включає декілька послідовних стадій:

- формулювання мети й цілей моделювання;

- розробка концептуальної моделі;

- підготовка початкових даних;

- розробка математичної моделі;

- вибір методу;

- вибір засобів реалізації;

- розробка алгоритмічної моделі;

- перевірка адекватності і корегування;

- планування експериментів;

- формування результатів;

- аналіз і використання результатів.

Перераховані етапи логічно витікають із загальної методології моделювання. Трудомісткість одних і тих же етапів для різних випадків може бути різною. 

В процесі моделювання для конкретних ситуацій можуть мати місце деякі зміни наведеної технології. Зокрема, може бути зумовлений вид моделі, метод моделювання або засіб моделювання. Математична модель може стати настільки простою, що не потрібне буде планування експериментів, розробка програмної моделі може виключити необхідність створення математичної.

Перевірка адекватності вказана окремим пунктом, насправді вона переважно впливає на якість виконання практично всіх етапів, і повинна в тому або іншому вигляді проводитися на всіх етапах моделювання.

Слід пам'ятати, що під розробкою математичної моделі уявляється створення повністю формалізованого опису процесу функціонування об'єкту.

Однак не для всіх об'єктів, зовнішніх умов і цілей моделюванням може бути підібраний відомий метод формалізації або конструктивний математичний апарат. Проте слід розробити однозначні залежності вихідних характеристик від параметрів і дій для кожної системи, що становить, алгоритми взаємодії між складовими, логічні умови зміни станів.

При цьому слід також добре уявляти загальну структуру й основні компоненти математичної моделі.

Основні компоненти математичної моделі

Будь-яка математична модель повинна мати щонайменше два основних компонента, - співвідношення й обмеження. Це компоненті витікають з визначення, вони є основні й достатні для того, щоб математичні описи могли іменуватися моделями. Саме зазначеними чинниками визначається й структура математичної моделі.

У найзагальнішому випадку математична модель має наступний вигляд: максимізувати

E = f (x, у),       (1. 3)

при обмеженнях

Gi (x, у) < bi, i = 1, m (1. 4)

де E – цільова функція (показник якості, ефективності) об'єкту;

X – вектор керованих змінних;

Y – вектор некерованих змінних;

Gi – функція зміни i – го показника;

Bi – величина i – го показника.

Таким чином, повна структура математичної моделі містить співвідношення: рівняння, системи рівнянь тощо, та обмеження в будь якому вигляді. Саме цей набір компонентів визначає вигляд математичні моделі. Це небхідно добре усвідомлювати й мати на увазі відносно питань моделювання.

Вибір методу обчислення

Методами моделювання математичне завдання абстраговане від конкретної суті прикладного завдання. Слід пам'ятати, що до однієї і тієї математичної моделі можуть зводитися абсолютно різні прикладні завдання.

Так, наприклад, диференціальне рівняння може бути моделлю багатьох різних за природою задач (зміна швидкості пружних лінійних коливань, розмноження бактерій, зміни струму в електричному ланцюгу і ін.).

Рівняння в повних диференціалах має вигляд

P(x, у) dx + Q(x, у) dy = 0,  (x, у)  E  R2.

Рішення задачі обчислення певного інтеграла має вигляд:

f (x) dx = lim  f (k) xk

Необхідною умовою інтегрованості функції є її обмеженість.

Рішення, наприклад, системи лінійних нерівностей
F (aij, xi) > bi/ci, де i = [1, n], j = [1, m].

Що задовольняє заданій вимозі, кінець кінцем зводиться до багатократного рішення систем лінійних рівнянь.

Системи лінійних рівнянь доводиться вирішувати й в багатьох інших прикладних завданнях.

а 11 x 1 + а 12 x2 + ... + a1n x n = b1

а 21 x 1 + а 22 x2 + ... + a2n x n = b2

.................

а m1 x 1 + а m2 x2 + ... + amn x n = bm,

де aij – коефіцієнти, bi – вільні члени.

Скорочений запис вказаної системи має наступний вигляд

 aij xi = bi,  i = 1, 2, ... m.

Рішення математичної задачі реалізується обчислювальним методом, причому одну і ту ж задачу можна вирішити декількома різними методами. Проте вибір методу рішення для даного завдання важливий елемент процесу рішення, що істотно впливає на результат.

Методи обчислень поділяються на точні й наближені. 

Точні методи після кінцевого числа дій приводять до точного результату за умови, що обчислення проводяться без округлення чисел. 

Наближені методи дозволяють отримувати результат з деякою встановленою погрішністю. При виборі наближеного методу істотним є об'єм обчислень, швидкість збіжності (показує як швидко виходить результат) і інші чинники. Вибір методу залежить і від початкових даних. (наприклад, обумовленість матриці тощо).

Крім того, на вибір методу впливають засоби реалізації, їх якісні і кількісні характеристики (швидкодія комп'ютера, об'єм ОЗП, ПЗП).

Отже, при виборі методу обчислень повинно бути враховано повне коло питань від вимог до результатів, до раціонального використання тих, що є у розпорядженні апаратних і програмних обчислювальних засобів.

Розробка алгоритму обчислень

Алгоритмом методу називають систему правил, задаючих строгу певну послідовність операцій, що приводять до шуканого результату. Інакше кажучи, алгоритм – це чітко викладене правило отримання відповіді на основі виконання логічної послідовності операцій, що реалізовуються.

Іноді вимоги до алгоритму розширюються у бік отримання оцінки реально досягнутої точності. Ступінь деталізації викладу залежить від того, які засоби програмного забезпечення беруть участь в реалізації вказаної вище послідовності операцій від розробника і в доведенні її до стану, при якому можлива подальша машинна реалізація.

При складанні алгоритму повинен бути врахований ряд наступних правил.

1. Логічна послідовність і однозначність опису операцій (детермінованість).

2. Строга послідовність запису і виконання.

3. Повний опис всіх змінних, констант і початкових даних.

4. Чітке позначення ознак закінчення рахунку, завдання критерію вибору моменту зупинки, тощо.

5. Вірний вибір критеріїв переходів і точний їх опис (дискретність).

Виконання вказаних вимог забезпечує саме те, що прийнято називати визначеністю алгоритму. Крім того, алгоритм повинен задовольняти ще низці властивостей:

1. Масовість і спільність;

2. Правильність;

3. Здійснимість;

4. Ефективність;

5. Конкретизація і спеціалізація.

Масовість означає можливість використання алгоритму для обширної частини простору початкових даних. Спільність зумовлює придатність алгоритму для вирішення більш менш широкого круга схожих завдань.

Конкретизація і спеціалізація означають, що алгоритм істотно враховує індивідуальні особливості завдання, зокрема співвідношення між параметрами.

Під правильністю слід розуміти можливість отримання саме того результату, який потрібний за постановкою завдання. 

Алгоритм потенційно здійснимий, якщо при будь-яких допустимих початкових даних і модифікаціях завдання результат може бути отриманий за кінцевий час при використанні кінцевого об'єму пам'яті. 

Проте для практичного використання алгоритму необхідна ще й реальна здійсненність, тобто можливість отримання результату при допустимих витратах часу і пам'яті.

Для вирішення одних і тих же завдань нерідко можуть бути запропоновані різні алгоритми. Для практичного використання слід вибирати той, який вимагає найменшого часу реалізації при найменшому необхідному об'ємі пам'яті. Під ефективністю найчастіше розуміють час рахунку. 

Таким чином, обирати алгоритм задачі слід самим ретельним чином, оскільки хороший алгоритм – необхідна (але не достатнє) умова доброго і ефективного рішення задачі.

Простий обчислювальний приклад, визначення Y:

Y = Ax3 + Bx2 + Cx + D .

Пряме рішення має вигляд:

Y = A*x**3 + B*x**2 + C*x + D

Відомо, що повторне множення ефективніше, ніж піднесення до ступеня, тому, при невеликому показнику ступеня доцільно використовувати наступну технологію:

Y = A*x*x*x + B*x*x + C*x + У .

У вказаному алгоритмі потрібно виконати шість дій множення і три дії складання. Здавалося б подальше поліпшення неможливе. 

Насправді спрощення можливе. Для цього скористаємося розкладанням полінома (наприклад, методом Горнера).

Y = Ax3 + Bx2 + Cx + D = x (Ax2 + Bx + C) + D = x(x(Ax + B) + C)+ D .

В цьому випадку алгоритм обчислення прийме вигляд:

Y = x*(x*(A*x + B) + C) + D .

В даному випадку потрібно виконати по три операції множення і складання. Таким чином зменшилося число операцій, збільшилася точність. Приведений вираз називають вкладеною формою полінома.

Приведений приклад спрощення алгоритму досить красномовно ілюструє відоме правило: година, витрачена на вибір і розробку алгоритму, коштує п'яти годин програмування або рішення.

Слід зазначити, що алгоритм – це одне із основних, фундаментальних понять математики. Хід рішення будь-якої задачі представляється алгоритмом. 

Вважається, що найменування терміну відбулося від імені великого узбецького математика Ал-Хорезмі (IX століття). Він розробив правила арифметичних дій над числами в десятковій системі.

Алгоритм може бути представлений самими різними методами. 

Він може бути записаний словесно-формульно або у вигляді схеми. У структурі опису алгоритму можливо виділити ряд типових блоків, що є сукупністю елементарних операцій, які виконують певну функцію. 

Типовими блоками структурних схем є: процес, рішення, модифікація, зумовлений процес, уведення-виведення, з'єднувач, пуск-зупинка, рис. 1. 4.
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Рис. 1. 4. Основні типові блоки структурних схем
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 структурними особливостями розрізняють алгоритми: лінійні, розгалужені і циклічні. У лінійному алгоритмі кожна подальша операція виконується строго за попередньою. Всі операції виконуються від початку до кінця. У алгоритмах, що розгалужуються, обчислення можуть проводитися в різних їх частинах, залежно від значень початкових даних, умов або результатів обчислень. Циклічні алгоритми забезпечують повторення виконання окремих їх фрагментів задане або кінцеве число разів – до отримання результату необхідної точності.

Приклад опису алгоритму. Обчислення площі круга. Розрахункова формула S =  D 2 /4

Словесно-формульний варіант:

1. Почати обчислення

2. Ввести значення D, присвоїть його змінній D (DD)

3. Обчислити значення D2/4, присвоїть значення змінній S (S  D2/4)

4. Вивести значення S

5. Зупинити обчислення

Варіант алгоритму у вигляді структурної схеми наведено на рис. 1. 5.

Рис. 1. 5. Графічний варіант алгоритма

Слід зазначити, що існують і інші методи опису алгоритмів – у вигляді операторних або граф-схем.

Програмний варіант зазначеного алгоритма має наступний вигляд

C      Обчислення площини круга

REAL D, PI*8/3.14159265/

READ(5,1) D

1      FORMAT(1x, E12.3)

S = PI*D**2/4.

PRINT*, ‘D =’, D

WRITE(5, 2) S

2      FORMAT(1x, ‘S =’, F8.3)

STOP
END 

Алгоритм реализовано мовою ФОРТРАН.

Для зображення операторної схеми алгоритму використовуються арифметичні і логічні оператори. Операторна схема має наступний вигляд:

1  23   5 1,4  35  4

Це елементи і продукти області структурного програмування

[image: image191.png]ANEN
0NN

0 0





Рис. 1. 6. Граф схема
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Рис. 1. 7. Функціональна схема

Існує й низка інших можливостей опису алгоритму, в тому числі й досить непоширені. 

Однак обирати слід такі можливості опису, що дозволяють максимально повно описати особливості моделі. Мають значення також і практичні особливості реалізації алггоритму.

Особливості реалізації алгоритму

Не всяке завдання і далеко не при всяких обставинах слід обов'язково вирішувати на комп'ютері. Машинні розрахунки є виключно потужними, але далеко не єдиним засобом в арсеналі дослідника. Аналітичні методи, як і моделювання, зокрема натурне, фізичне макетування, навряд чи стануть анахронізмом на тлі чисельного рішення задач через наступне правило.

Віддавати перевагу чисельним рішенням слід лише тоді, коли їх застосування дозволить отримати результат швидше, точніше або дешевше, ніж іншими способами.

Необхідно усвідомлювати, що застосування обчислювальної техніки неминуче пов'язане з витратами трудових і матеріальних ресурсів. На цьому шляху нерідко доводиться неабияк потрудитися, щоб добитися мети. І не виключено, що декілька годин роздумів з прикидками на калькуляторі або папері можуть краще послужити основній меті дослідження, чим трудомісткий цифровий обчислювальний процес.

Особливо доцільно і ефективне застосування обчислювальної техніки для організації серійних розрахунків. Приступаючи до машинних розрахунків необхідно чітко визначитися в аналітичних, обчислювально-алгоритмічних, програмних і технічних засобах. 

Якщо вирішувати задачу без урахування вказаних аспектів можливо потерпіти невдачу навіть за наявності дуже потужної техніки: отримати рішення недостатньої якості (неточне, дороге, таке, що запізнилося і т. п.).

Показовим в даному контексті є досить відомий красномовний KISS - принцип розробки (Keep It Simple, Stupid) – роби простіше, дурень. 

Крім того, згідно статистики 1 година машинного часу в середньому коштує до 100 грн., що теж є важливим чинником.

Реалізацію алгоритму можливо представити у наступному вигляді:

1. Опис;

2. Введення алгоритму і початкових даних;

3. Налагодження;

4. Тестування;

5. Документування й супровід;

6. Серійні розрахунки;

7. Модифікації і виправлення.

Опис – перекладення алгоритму з докладним розшифруванням на мову інструментальних обчислювальних засобів. Введення виконується за допомогою клавіатури. Набрана таким чином інформація практично завжди містить помилки. Налагодження (усунення помилок), процес часом важчий, ніж набір. Засоби програмного забезпечення часто в цьому надають велику допомогу. Вони ефективно допомагають виявляти помилки синтаксичні. При цьому помилки змістовні в програмах і алгоритмах виявляються лише при пробних розрахунках (контрольних рахунках), результат яких відомий наперед.

Стадії відладки і тестування программ та моделей надзвичайно трудомісткі. За деякими оцінками на них доводиться приблизно до 40-50% часу, що витрачається на розробку моделей.

Вважається, що добрий виконавець й фахівець не той, хто не припускається помилок, а той, хто їх швидко знаходить. Разом з тим існує твердження про те, що в будь-якій працюючій моделі або програмі є хоч би одна помилка. У цьому плані достовірно відомо, що кількість помилок росте експоненціально із збільшенням розмірів моделі та програми.

Проте готові алгоритми і програми є великою цінністю. Розробники мають обов'язок оформляти їх так, щоб вони з мінімальними труднощами могли бути використані іншими.

Чітке документування є не тільки обов'язок, але і моральний борг фахівця. Дуже часто при вдумливому описі він сам знаходить можливість поліпшення, узагальнення, а іноді й помилки.

На всіх етапах моделювання слід звертати особливу увагу на документування прийнятих рішень, припущень, обмежень, результатів і висновків.

Контрольні запитання

1.1. Основні види технічних задач.

1. 2. Зміст та сенс моделювання.

1. 3. Основні види та особливості моделей.

1. 4. Основні властивості моделі

1. 5. Особливості постановки задачі моделювання.

1. 6. Технологія розробки моделі.

1. 7. Структура й компоненти математичної моделі.

1. 8. Види й можливості алгоритмів.

1. 9. Алгоритмічна структура моделі.

1. 10. Роль документування в моделюванні.

2. РЕАЛІЗАЦІЯ ТА ДОСЛІДЖЕННЯ МОДЕЛЕЙ

Реалізація й дослідження моделей дозволяють практично реалізувати цикл створення й рішення технічної задачі за визначених умов. Реалізація моделі полягає в її коректному опису, придатному для досліджень, а також визначенні потрібних інструментів й даних. 

2. 1. Особливості опису моделей

Особливості технології моделювання полягають в гармонійному з'єднанні можливостей науки, техніки і творчості з метою отримання оптимальних результатів.

Для цього існують розроблені методики і послідовності. Проте можливість повної формалізації даного процесу вельми спірна. Це, по суті, відкриває широкі можливості для імпровізації і пошуку. Розглянемо основні моменти успішного моделювання.

У відповідності до особливостей опису й побудови моделі визначається її вид і вигляд.

Основні визначення

Моделювання – інтелектуальний продукт, вироблений на основі досягнень науки, техніки і творчості.

Теоретичною базою моделювання є теорія подібності.

Подібність – взаємна однозначна відповідність між двома об'єктами, при якій відомі функції переходу від параметрів одного об'єкту до параметрів іншого, а математичні описи цих об'єктів можуть бути перетворені в тотожні.

Моделювання – процес представлення об'єкту дослідження адекватною (подібною) йому моделлю і проведення експериментів з моделлю для отримання загальної інформації про об'єкт дослідження.

Розрізняють моделі фізичні і абстрактні. Фізичні моделі утворюються сукупністю матеріальних об'єктів. Абстрактні моделі – опис об'єкту досліджень будь-якими засобами. Розрізняють: гносеологічні, інформаційні, сенсуальні (чуттєві), концептуальні, математичні і ін.

Гносеологічні моделі направлені на вивчення об'єктивних законів природи.

Інформаційні моделі описують поведінку об'єкту оригіналу, але не копіюють її.

Сенсуальні моделі – моделі відчуттів, емоцій, або такі що діють на відчуття людини (музика, живопис і т. п.).

Концептуальні моделі – абстрактні моделі, що виявляють причинно наслідкові зв'язки, властиві досліджуваному об'єкту і істотні в рамках певного дослідження. Основне їх призначення – виявлення набору причинно наслідкових зв'язків, облік яких необхідний для отримання необхідних результатів.

Математичні моделі – абстрактні моделі, представлені на мові математичних співідношень у формі функціональних залежностей між параметрами.

З розглянутого вище відомо, що для моделювання необхідно створити модель і провести її дослідження. Перед створенням моделі необхідно конкретизувати цілі. Після дослідження необхідний аналіз результатів моделювання.

Процес створення моделі проходить декілька стадій. Він починається з вивчення системи So, зовнішніх дій X і завершується розробкою або вибором моделі.
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Рис. 2. 1. Технологічна структура процесу моделювання

Розглянемо детальніше загальну методологію і основні етапи моделювання.

2. 2. Постановка цілі моделювання

Ціль моделювання визначається метою досліджень на основі аналізу об'єкту, виявлення його недоліків, основних напрямів і шляхів їх ефективного подолання. Цьому суттєво сприяє визначення показників ефективності.

Узагальнений показник ефективності

Для однієї і тієї ж системи So можливо представити безліч моделей {Sm}. Вони відрізнятимуться ступенем деталізації, врауванням тих або інших особливостей і режимів функціонування, відображатимуть певну грань суті системи, орієнтуватимуться на дослідження певної властивості або групи властивостей системи. Тому перед розробкою моделі згідно мети необхідно сформулювати цілі дослідження. Це фактично відповідь на питання: Що необхідно отримати? 

При створенні або модернізації будь-якої технічної системи неодмінно виникає завдання оцінки її ефективності.

Провести таку оцінку бажано й необхідно до рішення самої задачі. Якщо в процесі розробки може бути створені декілька варіантів рішення, то з них треба вибрати якнайкращий. Рішення зазначених задач і є основною метою моделювання.

Разом з тим саме по собі поняття ефективності неоднозначне. Тому його слід конкретизувати до моделювання. Це можливо за наступною схемою.

На створення, утримання і експлуатацію будь-якої технічної системи витрачаються матеріальні, енергетичні, трудові і часові ресурси. Створюється ж система для того, щоб принести користь суспільству або людині. Можливо розрахувати вартість створення і експлуатації вказаної системи. Набагато складніше визначити ступінь її корисності (ефект) з урахуванням впливу на суспільство, людину, навколишнє середовище в найближчому і відокремленому майбутньому. Якщо ефект і вартість виражені в одних одиницях, то перевищення одного над іншим може служити показником ефективності системи.

Проте якщо дана система є елементом множини інших систем, у тому числі й вищого порядку – метасистем і саме через них має вказані вище впливи, визначити її ефект в повному об'ємі не можливо. Тоді використовують поняття техніко економічної ефективності, яке враховує витрати і вимірювані характеристики системи

E = E (Yo).                   (2. 1).

Елементи множини характеристик yok  Yo є частинними показниками якості системи – це продуктивність, надійність, вартість, маса, розміри і т. п.

Якщо функції (1. 1) і (2. 1) відомі, тобто виражені аналітично, то можливо обчислити показник ефективності Е по множині параметрів системи {So} при певних зовнішніх впливах (Xon). [yok = f ({Soi}, {Xon}, To)] (1. 1)

Якщо по всіх елементах множин Yo і So відомі і зворотні залежності, то завдання стає тривіальним

Yok = E-1 (E, Yo\yok)

So = f -1 ({Soi} So, {Xon}, T yok); So  So

В цьому випадку з'являється можливість обчислення параметрів системи за заданим показником ефективності. Інакше використовується один з двох підходів: однокритерійна або багатокритерійна оцінка.

Однокритерійна оцінка

При даному підході обмежуються оцінкою ефективності системи поодинці за частинним показником якості yопт, а по решті характеристик накладають обмеження на їх допустимі зміни

E = yопт
yimin < yi <yimax, i = 1 ... n (2. 2)

де yimin, yimax – відповідно нижня і верхня межі i-го частинного показника;

n – число характеристик системи, що враховуються.

Залежно від природи частинного показника якості, одна з меж може бути необмеженою. Недоліком такої оцінки ефективності може бути наступне.

Можливе існування декількох варіантів систем з однаковим або приблизно однаковим значенням уопт, при різних величинах інших частинних показників якості, що задовольняють обмеженням (2. 2). У такій ситуації неможливо упевнено визначити найбільш раціональний варіант.

Тоді, як правило, можливі різного роду компромісні рішення на основі оцінок декількох критеріїв.

Багатокритерійна оцінка.

При даному підході невідомий вид функції (2. 1) штучно представляється у формі узагальненого або інтегрального критерію, що зв'язує простою залежністю показник ефективності зі всіма характеристиками системи, що враховуються. Найбільш поширеною формою такого підходу є нормований аддитивний критерій.

E = bi  (yi).

У якому функції  (yi) підібрані так, щоб виключити розмірність i-ої характеристики і забезпечити умову

 (yi)  [0, 1], 

а вагові коефіцієнти bi, що погоджують шкали вимірювань різних характеристик, задовольняли умові

bi = 1;  bi > 0.

Нормований аддитивний критерій може бути лінійним за умови

0< yi < yimax;  (yi) = yi / yimax.

При багатокритерійній оцінці часто виникає проблема визначення значень вагових коефіцієнтів bi. Подібна необхідність існує і при однокритерійній оцінці для вибору одного з показників в якості критерія ефективності, а також включення  до складу моделі тієї або іншої характеристики {yok}  Yo, що цікавить дослідника. Вони повинні бути визначені в результаті моделювання.

Конкретизація мети моделювання

Визначення мети моделювання в першу чергу полягає у виявленні критерію ефективності Е, використовуваної технічної системи. Це передбачає завдання кінцевої множини характеристик {yi}, їх вагових коефіцієнтів і допустимих меж зміни. Відповідь на ці питання може бути надано тільки в результаті ретельного аналізу метасистеми, елементом якої є досліджувана система (в результаті аналізу взаємодії системи із зовнішнім середовищем).

З множини характеристик {yi} слід виключити ті, що можуть бути визначені без моделювання. В результаті залишиться підмножина {yok}  Yo. За наслідками аналізу метасистеми конкретизуються і зовнішні впливи {Xon}  X, під дією яких або за їх наявності, функціонує система So. Встановлюється також часовий інтервал T роботи системи.

Множина зовнішніх дій повинна включати як сприяючі функціонуванню системи – корисні, так і такі, що перешкоджають – збурюють. При цьому не завжди можливо, а часто і недоцільно враховувати все різноманіття збурюючих чинників. Допускається певна ідеалізація умов роботи системи. При цьому слід чекати й відповідного спотворення результатів моделювання.

Часовий інтервал Т відображає період існування системи, що цікавить дослідника, як правило, це період активного її функціонування. Якщо на інтервалі Т значення зовнішніх дій змінюються, то вони задаються як функції часу Xon (t), а в загальному випадку – як функції часу і простору Xon (t, S). Т може бути як безперервним, так і складатися з декількох суміжних або не суміжних інтервалів.

Якщо метою моделювання є не просто фіксація властивостей системи, але і її оптимізація, то перед моделюванням слід виявити ті параметри, які, які принципово можуть змінюватися {Sj}  So.

Коли завданням є визначення залежностей характеристик від параметрів системи вигляду (1. 1), слід уточнити які саме параметри і залежності є на увазі.

Одне з найбільш важливих – питання точності результатів моделювання. Точність теж поняття досить відносне. Задається вона переважно на вимоги метасистеми.

Завершується етап формулювання цілей оцінкою доцільності проведення моделювання взагалі. 

Процес моделювання вимагає певних витрат. Вони теж переважно залежать як від складності системи так і вимог до точності результатів.

Якщо моделювання проводиться з метою обгрунтування працездатності системи, то економічний ефект від її експлуатації повинен перевершувати витрати на моделювання. Якщо метою моделювання є оптимізація, то витрати повинні окупатися за рахунок різниці між варіантами. У ряді випадків моделювання може підтверджувати оптимальність або негативний результат. Це також буває виправдано.

Створення концептуальної моделі

Особливості концептуального моделювання, зважаючи на відповідальність цього заходу, припускають використання низки характерних інструментальних підходів. Основні з них наступні.

Визначення і орієнтація. В процесі розробки моделі відокремлюють такі етапи опису як концептуальний, математичний і алгоритмічний (програмний або інструментальний). На кожному з етапів створюється відповідна модель.

Концептуальна (змістовна) модель – це абстрактна модель, що визначає склад і структуру системи So, властивості її елементів і причинно наслідкові зв'язки, істотні для досягнення мети моделювання.

У концептуальній моделі, зазвичай в словесній формі, приводяться відомості про природу і параметри елементарних явищ досліджуваної системи, про вигляд і ступінь взаємодії між ними, про місце і значення кожного явища у функціонуванні системи.

Процес формування концептуальних уявлень графічно представлено на рис. 2.2.
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Рис. 2. 2. Схема формування концептуальних уявлень

Наведене графічне зображення технології формування концептуальної моделі достатньо узагальнене й наочне. Концептуальні уявлення полягають у відображенні оригінала So і моделі Sm в свідомості дослідника J. Причому, що важливо, відображенні не випадковому, а цілеспрямованому.

Модель орієнтується на виявлення визначених властивостей системи відповідно до поставлених цілей. Для цього проводиться уявний зріз системи в площині метасистеми М. Система So при цьому М-орієнтуєтся. Так само можливо виділити зріз модельованої системи Sm в площині ознак і умов N. Таким чином Sm – N-орієнтована.

У свідомості дослідника J відбиваються обидва зрізи, область збігу яких і утворює концептуальну модель.

Концептуальна модель – це субстрат системи з позиції досягнення мети моделювання.

Розробка концептуальної моделі вимагає глибокого знання системи So, оскільки необхідно обгрунтовано не тільки включати компоненти системи в модель, але виключати їх. Останнє найпроблематичніше з погляду можливого суттєвого спотворення результатів моделювання.

Основна проблема при створенні моделі полягає в пошуку компромісу між простотою моделі і її адекватністю системі. 
Теоретичні рішення даної проблеми на практиці важко реалізуються. Тому тільки детальне знання системи, досвід, оціночні розрахунки, дозволяють знайти обгрунтоване рішення про виключення даного елементу або явища з складу моделі без достатньої упевненості, що це не внесе істотної погрішності до результатів моделювання.

Дуже схоже, що процес концептуального моделювання ніколи повністю не буде формалізований саме тому, що вимагає творчого підходу. 

Саме тому й стверджують, що моделювання є не тільки наукою, але й мистецтвом!

При створенні орієнтованої моделі уточнюється множина чинників, що діють, корисних і збурюючих дій. Для цього існує ряд методик і інструментів мисленого пошуку.

Стратифікація. Важливий крок на шляху створення концептуальної моделі – вибір потрібного рівня деталізації.

Він визначає не тільки якості й розміри, а також витрати.
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Рис. 2. 3. Стратифікація об'єкту моделювання: а) страт; б) послідовність стратів.

Відомо, що будь-яка система – це перш за все цілісна сукупність елементів. Тому непорушною властивістю кожної системи є подільність. Модель системи представляється у вигляді єдиної сукупності частин (підсистем, елементів). У цю сукупність включаються всі елементи, що забезпечують збереження цілісності системи.

Виключення елементів з моделі не повинне приводити до втрати основних властивостей системи по відношенню до метасистеми. З іншого боку, кожна частина системи також ділиться на елементи. Проблема вибору рівня деталізації може бути вирішена шляхом побудови ієрархічної послідовності моделей. В цьому випадку система представляється сімейством моделей.

На кожному рівні існують змінні, принципи і залежності за допомогою яких описується поведінка системи. Рівні деталізації називають стратами, а процес деталізації – стратифікацією. Вибір стратів безпосередньо залежить від цілей моделювання і ступеня попереднього знання властивостей окремих елементів. Для представлення однієї і тієї ж системи можуть бути використані різні страти.

При побудові орієнтованої і стратифікованої концептуальної моделі системи необхідно враховувати наступне.

До моделі повинні увійти всі ті параметри системи Sok і в першу чергу параметри {Soj}, що допускають варіювання в процесі моделювання, які забезпечують визначення характеристик Yok, що цікавлять, при конкретних зовнішніх впливах {Xon} на заданому часовому інтервалі T. Решта параметрів повинна бути, по можливості, виключені з моделі.

Деталізація. При діленні системи на елементи можливо поступити таким чином. Функціонування будь-якої системи є реалізацією одного або декількох технологічних процесів перетворення речовини, енергії або інформації. Кожен процес складається з послідовності елементарних операцій. Виконання кожної операції забезпечується певним ресурсом – елементом.

Тому в моделі повинні бути присутніми всі елементи, що реалізовують виконання досліджуваних процесів.

Деталізація повинна проводитися до рівня, при якому для кожного елементу відомі або можуть бути отримані залежності параметрів вхідних дій і вихідних характеристик.

Якщо за наслідками орієнтації, стратифікації і деталізації виходить модель великої розмірності, тобто з великим числом параметрів (елементів), то її слід спростити. 

Цього можливо досягти різними методами ізоморфних перетворень моделі без зниження ступеня її адекватності, а саме: декомпозиції системи, інтеграції елементарних операцій і елементів, виключення або усікання.

Локалізація. Подальший крок створення концептуальної моделі – локалізація. Здійснюється шляхом представлення зовнішнього середовища у вигляді набору генераторів зовнішніх впливів, включених до складу моделі як окремі елементи. Це дозволяє провести ґрунтовний аналіз впливу основних чинників, що важливі для моделювання. Вони визначаються цвілевими завданнями та особливостями моделі, або середовища її функціювання.
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Рис. 2. 4. Локалізована модель.

Генератори зовнішніх дій порушують процес функціонування системи. Приймачі вихідних дій в модель зазвичай не включаються.

Структуризація і управління. Побудова структури моделі завершується вказівкою зв'язків між елементами. Зв'язки розподіляються на речовинні, енергетичні і інформаційні. Речовинні зв'язки відображають шляхи переміщення продукту перетворення від одного елементу до іншого. Енергетичні – джерела та напрями основних рушійних сил. Інформаційні – передачу інформації про стан і впливи, що управляють, між елементами. У системах із структурним управлінням інформаційні зв'язки можуть бути відсутніми (на рівні однофункціональних елементів). Управління необхідне і для систем з програмним або алгоритмічним принципом організації та дії. 
У концептуальній моделі повинні бути конкретизовані всі вирішальні правила або алгоритми управління робочим навантаженням, елементами і процесами.

Виділення процесів. Розглянуті вище дії переважно спрямовані на створення моделі, що відображає статичний стан системи – її склад і структуру.

Для отримання моделі динамічної системи її слід доповнити описом роботи системи.

Робота будь-якої системи є технологічним процесом перетворення енергії, інформації або речовини. У складних системах одночасно протікає декілька технологічних процесів. Кожний з них представляє певну послідовність операцій. Задається вказаний процес одним з видів зображення алгоритму.

Алгоритм однозначно визначає ресурси, послідовність і операції, необхідні для досягнення цільового призначення системи. 

Сукупність алгоритмів управління Ат сумісно з параметрами вхідних дій Хо елементів So відображають динаміку функціонування системи. Зазвичай алгоритми перетворять до виду Am, зручного для моделювання. Даний підхід до опису динаміки роботи системи особливо зручний при імітаційному моделюванні і є дієвим способом визначення множини її характеристик

Y =  (X, S, A, T) (індекси опущені),

де  – множина операторів обчислення вихідних характеристик.

Віддзеркалення станів. Для систем із структурним принципом управління набув поширення дещо інший підхід. Для кожного елемента обирається певний параметр S (іноді декілька), значення якого змінюється в ході функціонування елементу і відображає його стан у нинішній момент часу z(t). Множина таких параметрів по всіх n = 1, N елементах системи {Zn}, відображає її стани z(t).

Функціонування системи представляють у вигляді послідовної зміни станів Z(t1)... z(T). Множину {z} при цьому називають простором станів. Поточний стан системи у момент t (t0 < t < T) відбивається координатою точки n – мірного простору станів. Реалізація процесу представляється у вигляді деякої траєкторії.

Якщо початковий стан системи відомий z0 = z (t0), то можливо визначити її стан у будь-який момент t, що належить інтервалу {T}, коли відома залежність

Z(t) = H (X, Zo, Z, t).        (2. 3)

В цьому випадку вихідні характеристики визначаються із співвідношення

Y = G (Z, T).           (2. 4)

Таким чином існує достатня кількість дієвих інструментів створення коректного опису моделі з урахуванням потрібних її вигляду, особливостей та умов функціонування. Однак логічний чинник в моделюванні всеж визначальний. Тому навіть професійна упередженість, що ґрунтується часом на детальних знаннях об’єкта може суттєво завадити в питяннях моделювання. Тому важливо формувати неупередженість поглядів.

Приклади об'єктів концептуальних моделей

Як приклади об'єктів моделювання свідомо розглянемо різні області практичної діяльності, не обумовлені жорсткими рамками конкретної спеціалізації. Це дозволяє формувати неупереджений погляд на техніку створення моделі, долати професійні обмеження та деформації мислення. Розглянемо наступні метасистеми.

1. Область сільськогосподарського виробництва, зокрема технологія вирощування злакових культур. Така технологія в спрощеному вигляді наступна:

- передпосівна підготовка насіння;

- агротехнічна обробка (обробка або підготовка грунту, сівба, культивація, збір урожаю);

- зберігання.

Соціальна ефективність такої системи визначається об'ємом виробництва, ступенем задоволення потреби, а також необхідною якістю зерна. Важлива також і його токсичність та екологічність технологічних методів.

Очевидно, що важливу роль в забезпеченні ефективності відіграють технологічні аспекти кожної з перерахованих технологічних операцій метасистеми.

Тому в якості наступної метатсистеми розглянемо особливості технології виробництва зернових культур, а саме найбільше екологічно вразливі.

Розглянемо систему передпосівної підготовки зерна, її історичний аспект.

Передпосівна підготовка зерна за часів патріархальної общини проводилася наступим чином. Після зимового зберігання в коморах на стелажах, на рівні 1,5 м над землею, мішки із зерном безпосередньо перед посівом обов'язково скидалися на землю. Зерно струшувалося – «прокидалося». Розкидали зерна руками, впливаючи біополем. Ці заходи істотно підвищували схожість посівів.

З розвитком механізації зерно позбавили такої обробки, внесли ряд збурюючих дій на грунт і т. п.

На цей час відомо три основні види передпосівної обробки насіння:

- хімічний;

- біологічний;

- фізичний.

Найбільш прийнятні з погляду екологічного за умови мінімізації залишкової токсичності фізичні методи обробки. Даний страт включає:

- дію випромінюванням (НВЧ);

- дію магнітним полем;

-  дію електростатичним полем;

- дію низькотепературною плазмою.

В даний час найбільш ефективним, з розроблених фізичних методів передпосівної обробки насіння, є плазмовий. Він дозволяє щонайменше на 20% підвищити схожість, знищити низку істотних хвороб і поразок насіння.

Тому в якості об'єкту дослідження So розглядається можливість практичної реалізації плазмової обробки насіння. Вона включає наступні основні взаємозв'язані компоненти:

- транспортування зерна;

- генератор плазми;

- енергетичне забезпечення.

У масив вихідних даних {Yo} входять продуктивність установки, рівномірність обробки насіння. Масив вхідних даних {Xo} складають коливання і нестабільність напруги в сільських мережах. Збурюючими чинниками є фізичні процеси в навантаженні, яким служить лужний електролизер. Це поляризація електродів, суттєва проти ЕРС. Структуру вузла енергетичного забезпечення можливо представити наступним чином
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Рис. 2. 5. Структурна схема вузла енергетичного забезпечення плазмової установки: СР – система регулювання, Н – навантаження.

Аналіз показує, що продуктивність і рівномірність обробки насіння за наведеною схемою в основному забезпечується властивостями вузла енергетичного забезпечення, зокрема за рахунок продуктивності і рівномірності роботи електролізера. Електролізер за своєю суттю це обернутий гальванічний елемент, в якому основним дієвим чинником є не заряд, а газ – водень. Його продуктивність залежить від струму
Qэ = f (I)

Це означає, що основним чинником для досягнення ефективності So є характеристики СР. Таким чином, СР з погляду моделювання являє найбільшу цікавість. 
На неї можливо перенести всі основні характеристики і властивості оригінала So. Вхідна напруга складає 380 В  20% (Xo), струм на виході – 15 А  5% (Yo), збурення у вигляді проти ЕРС – 300В (Xв).

Слід зазначити, що це досить жорсткі умови практичної реалізації наведеного технологічного процесу. Але оскільки вони існують в реальних умовах сільских електричних мереж, мають бути враховані, щоб забезпечити працездатність пристрою, що розробляється.

Початкові формулювання концептуальної моделі

Тема: Розробка математичної моделі системи регулювання електролизера.

Мета: Забезпечення умов стабільної роботи і продуктивності електролизера.

Постановка задачі: Використовуючи масив вхідних даних {Xвх} і необхідних вихідних {Yвих} за умовами функціонування навантаження, забезпечити її ефективність за рахунок формування функції перетворення системи регулювання з урахуванням зворотних зв'язків.

Початкові умови і початкові дані:

Uвх = 380 В  20%; Iн = 15А  5%; Uзв = 300 В.

Основні діючі вимоги:

- рівномірність продуктивності;

- однорідність обробки;

- Стабільність параметрів.

Очікувані результати: вибір оптимальної функції перетворення й регулювання за критеріями стабільності і продуктивності.

Це фактично завдання синтезу регулятора.

Теоретична основа побудови моделей

Важливим елементом технології моделювання є її теоретична основа. Не менш важлива вона і для концептуального моделювання. Вказана основа безпосередньо пов'язана з конкетною областю. Її вибір визначається метою і завданнями моделювання.

Вона об'єктно орієнтована. Тому перед її формуванням слід визначитися з основними концептуальними формулюваннями: теми досліджень, мети і постановки завдання. Це необхідний мінімум для теоретичних досліджень в конкретному, визначеному напрямі. Теоретична база при цьому багато в чому унікальна. Розглянемо також можливості інших окремих напрямів практичного моделювання.

Отже, наступна галузь.
2. Будівельна механіка. Вона заснована на пружних і пластичних деформаціях конструкцій. Переважно це завдання аналізу.

Існуюче різноманіття основних завдань зводиться до наступних їх функціональним групам: пружні стрижньові системи; пружньопластичні стрижньові системи; пружні пластини і оболонки; пружньопластичні пластини і оболонки.

Кожна з груп задач має свої особливості.

Пружні стрижньові системи. Переважно вирішуються завдання аналізу при різних видах дій і навантажень. Фізичні і геометричні параметри конструкцій задані. Використовуються наступні допущення:

1. Зовнішні навантаження і дії приводяться до квазістатичного типу (їх динамічні ефекти не враховуються);

2. Матеріал конструкцій – ідеально лінійно-пружний;

3. Деформації малі і лінійні, рівняння рівноваги недеформованої системи;

4. Сполучаючі вузли системи – розрахункові елементи у вигляді стрижнів, ідеально прямі.

При розгляді таких конструкцій, як арки, рами, ферми, а також комбіновані системи необхідно враховувати і властиві ним передумови.

Визначення основних понять. 

Будь-яка стрижньова система дискретна за своєю природою.

Перетинами вона ділиться на вузли і розрахункові елементи.

Криволінійні частини замінюються дискретними полігональними прямими.

Розподілене навантаження на ділянках прикладене до елементів

Розрахункові перетини умовно ділять стрижньову систему на елементи і вузли розташовуються в місцях додатку зосереджених сил, перелому, зміни розмірів, закріплення опор і ін.

Визначення основних залежностей

В якості основних залежностей використовують рівняння рівноваги, геометричні рівняння і фізичні рівняння.

Для вузлів і елементів дискретної конструкції з n шуканими зусиллями, по напряму можливих переміщень можна скласти n - k = m лінійно незалежних рівнянь рівноваги.( k – ступінь статичної невизначеності системи). 

Система рівнянь алгебри в матричному вигляді

[A] {S} = {F}

де [A] – (mxn) мірна матриця коефіцієнтів рівнянь рівноваги; {S} – n – мірний вектор узагальнених зусиль; {F} – n – мірний вектор узагальнених зовнішніх навантажень.

Для розрахунку опорних реакцій використовують співвідношення

[A] {S} + {R} = {F}

де {R} – r - мірний вектор опорних реакцій, r – число опорних зв'язків.

Рівняння сумісності деформацій розрахункових елементів і переміщень вузлів, що відображають геометричні зв'язки деформованої стрижньової системи називають геометричними рівняннями. У матричному вигляді

[A]г {u} = {}

де [A]г – матриця коефіцієнтів геометричних рівнянь (транспонована матриця рівнянь рівноваги). {u} – вектор узагальнених переміщень вузлів системи {} – вектор узагальнених деформацій розрахункових елементів системи.

Рівняння рівноваги і геометричні рівняння є системи лінійних рівнянь алгебри для малих деформацій. Тому вони універсальні і можуть використовуватися для опису пружних і пружньопластичних систем.

Зв'язок між деформаціями і зусиллями, що діють в розрахункових перетинах елементів ідеально пружної стрижньової системи описується узагальненим законом Гука. Лінійну залежність між векторами зусиль і деформацій називають фізичними рівняннями. У матричному вигляді

{s}= [D] {S}

де [D]  – матриця податливостей елементів системи n -го порядку.

У ряді випадків використовують зворотні зв'язки – зусилля, що відображаються через деформації (зворотній закон Гука) і ін. співвідношення.

Таким чином об'єктивно існує достатня теоретична основа для формування концептуальніх моделей аналізу будівельних конструкцій. 

3. Оперативне вимірювання і перетворення значень змінної напруги

До вимірювальних перетворювачів систем автоматичного управління у ряді випадків пред'являються достатньо жорсткі вимоги щодо оперативності (швидкодії). У даному контексті доречне наступне питання: – Наскільки швидко теоретично і практично можливе вимірювання значень змінної напруги?

Відповідь на нього неоднозначна з ряду причин. І перш за все вона залежить від вживаних теоретичних основ і практичних рішень. 
Так, оперативне вимірювання поточного значення змінної напруги можливе протягом щонайменше періоду. Реальних амплітудних значень воно досягає на чверті періоду. До цього поточні значення можливо тільки прогнозувати, наприклад градієнтними методами, з певною точністю.

Вимірювальний перетворювач, що формує управляючі дії протягом періоду змінної напруги на основі реальних, зміряних значень, вважається швидкодіючим.

Початкові формулювання концептуальної моделі

Тема: Вимірювальне перетворення змінної напруги.
Мета: Аналіз співвідношень і впливу характеристик вимірювального перетворювача.
Постановка здачі: Використовуючи характеристичні області значень періодичного сигналу, у вигляді стабільної і нестабільної його частин, шляхом інтегрування перевищення його поточного значення над рівнем обмеження і подальшого порівняння із стабільною областю у основи сигналу для формування сигналу управління, визначити вплив значень рівнів обмеження на характеристики перетворення.

Опис властивостей і зв'язків. Формування сигналу управління схематично можливо представити у вигляді, рис. 2. 6.
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Рис. 2. 6. Загальна схема формування вимірювального сигналу

Технологію формування вимірювального сигналу можливо представити в наступному вигляді. Умовно контрольованим є амплітудне значення номінальної напруги. Площа S1 обмежена основою синусоїди і рівнем U1. S2 – обмежена верхівкою синусоїди і рівнем U2. Для номінального режиму справедлива умова S2 = 0,95 S1, що відповідає о. Кут включеного стану Хо.

о + Xo = /2

При зменшенні поточного значення амплітуди змінюється різниця S3 = S1 – S2. Відповідно змінюється й .

Початкові умови: U1 = U2.

Обмеження, що діють: Um > U2, 1< U2/U1 < 50

Очікувані результати: Визначення залежностей U1 = f (U2), S2 = f (Um)  = f (Um).

Таким чином розглянуті основні підходи та інструменти концептуального моделювання, структура опису та можливості його практичної реалізації, з прикладами від різних практичних галузей. 
На цій основі можлива побудова повноцінної математичної моделі.

2. 3. Математична модель та її дослідження

Складена концептуальна модель має бути описана математично й підготована до досліджень. Опис та підготовка складає низку натупних, логічно пов'язаних кроків. Важливми є також планування досліджень.
Підготовка початкових даних

Підготовка початкових даних є наступним відповідальним етапом моделювання. Цей етап істотно впливає на якість результатів і вимагає уваги. Розглянемо існуючі можливості усвідомлених дій в даному напрямі. Основні можливості наступні.

Збір фактичних даних. При створенні концептуальної моделі виявляються якісні (функціональні) і кількісні параметри системи So і зовнішніх дій X.

Для кількісних параметрів необхідно визначити їх конкретні значення, використовувані у вигляді початкових даних при моделюванні. 
Це теж досить трудомісткий і відповідальний етап роботи. Він істотно впливає на успіх моделювання. Очевидно, що достовірність результатів моделювання однозначно залежить від точності й повноти початкових даних.
На самому початку створення концептуальної моделі часто виявляється частина параметрів, які однозначно увійдуть до складу моделі. По цих параметрах збір початкових даних часто можливо вести паралельно з розробкою концептуальної моделі. У міру уточнення моделі визначається решта діючих параметрів.

Збір початкових даних може ускладнюватися наступними проблемами:

1. Значення параметрів можуть бути не тільки детермінованими, але і стохастичними;

2. Не всі параметри можуть бути стаціонарними, особливо зовнішні впливи;

3. Завжди моделюється неіснуюча (проектована, така, що модернізується) система або умови її функціонування.

Велика частина параметрів за своєю природою – випадкові величини. З метою спрощення моделі багато хто з них може представлятися детермінованими середніми значеннями. Це можливо, коли випадкові величини мають невеликі розбіжності або для досягнення мети моделювання досить вести розрахунок за середніми значеннями.

Наприклад. Продуктивність мікропроцесора може бути задана певною кількістю операцій, що виконуються в одиницю часу. Ця кількість детермінована тільки для певного поєднання операцій, що виконуються процесором.

Вказана підміна повинна здійснюватися обдумано, оскільки здатна привести до істотних погрішностей моделювання. Під впливом випадкових чинників результати функціонування системи досить часто не тільки розсіюються, але і зміщуються їх середні значення.

При створенні моделі може виявитися і зворотне явище – детерміновані параметри представляються випадковими величинами. Це проводиться при інтеграції елементів системи або зовнішніх впливів з метою скорочення розмірності моделі.

Підбір закону розподілу. Для випадкових параметрів організовується збір статистики і подальша її обробка. В процесі обробки виявляється можливість представлення параметра теоретичним законом розподілу. При певних відомих законах розподілу основних параметрів системи і навантаження з'являється можливість створення аналітичної моделі.

При імітаційному моделюванні часто простіше задати вид закону розподілу і основні статичні характеристики, чим представляти випадкову величину, наприклад, у вигляді таблиці.

Процедура підбору виду закону розподілу полягає в наступному. По сукупності чисельних значень параметра будується гістограма відносних частот – емпірична щільність розподілу.

Гістограма апроксимуєтся плавною кривою по крайніх або середніх точках. Отримана крива послідовно порівнюється з відомими кривими щільностей розподілу різних теоретичних законів. 
Вибирається один з них за якнайкращим збігом кривих. Потім виконують кількісну оцінку ступеня збігу емпіричного і теоретичного розподілу по будь-якому з критеріїв згоди, наприклад, Пірсона (Хи-квадрат), Колмогорова, Смирнова, Фішера або Стьюдента. Питання підбору виду закону розподілу детально розроблені математичною статистикою.
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Рис.  2. 7. Гістограма відносних частот (n = 7)

 = (yк – yн) /n

Особливу складність представляє збір даних по випадкових параметрах, які є функціями часу. Такі параметри характерні для зовнішніх впливів.

Зневага чинниками нестаціонарності робочих параметрів в практиці моделювання призводить до істотних порушень адекватності моделі.

Апроксимація функцій. Для кожного елементу системи існує функціональний зв'язок між параметрами вхідних дій в даний момент і його вихідними характеристиками. 
Вигляд функціональної залежності для одних елементів очевидний, для інших легко виявляється з природи функціонування.

Для окремих елементів може бути отримана тільки сукупність експериментальних даних про кількісні значення вихідних характеристик при різних значеннях параметрів. Виникає необхідність описати характеристику з відомим наближенням заданою функцією – апроксимувати. Пошук математичних залежностей між двома або більш змінними за даними досліджень може виконуватися за допомогою методів регресійного, кореляційного або дисперсійного аналізу. 
В якості апроксимуючих функцій найчастіше використовуються: пряма, парабола, гіпербола, експонента і т. п. Методами регресійного аналізу можливо обчислити константи вибраного рівняння так, щоб забезпечити якнайкраще наближення кривої до експериментальних даних, незалежно від вигляду кривої. Часто якість наближення оцінюється за критерієм найменших квадратів. Для виявлення точності узгодження вибраної залежності за даними досліджень використовують кореляційний аналіз.

Висунення гіпотез. По частині параметрів, які відображають нові елементи майбутньої системи або нові умови функціонування, відсутня можливість збору фактичних даних. Для таких параметрів висуваються гіпотези про їх можливі значення методом експертної оцінки. 
Певні відомості можливо отримати в результаті аналізу функціонування аналогічних систем або прототипів майбутньої системи.

Етап збору і обробки початкових даних закінчується їх класифікацією (зовнішні, внутрішні, постійні і змінні, безперервні і дискретні, лінійні і нелінійні, стаціонарні і нестаціонарні, детерміновані і стохастичні). 
Для змінних кількісних параметрів, які варіюють в ході моделювання, визначаються межі змін, а для дискретних – можливі значення.
Часто продуктивним підходом є визначення вхідних даних у відносних одиницях.
Розробка математичної моделі

Концептуальна модель і кількісні початкові дані служать основою для розробки математичної моделі. Створення математичної моделі переслідує дві основні мети:

1. Забезпечити формалізований опис структури і процесу функціонування системи для однозначності їх розуміння;

2. Представити систему або процес її функціонування у вигляді, що допускає аналітичне дослідження.

Єдина методика створення математичної моделі відсутня і розробка її в даний час не представляється можливою. Це, насамперед, обумовлено великою різноманітністю класів модельованих систем.

Системи можуть бути:

- статичні й динамічні;

- постійної й змінної структури;

- структурного й програмного управління;

- постійного (жорсткого), схемного й змінного (гнучкого), програмного управління.

За характером вхідних впливів і внутрішніх станів системи переважно розподіляються на:

- безперервні й дискретні;

- лінійні й нелінійні;

- стаціонарні й нестаціонарні;

- детерміновані й стохастичні.

При дослідженні будь-якої системи можливо отримати достатнє різноманіття й різноманітність моделей залежно від їх орієнтації, а також ступеня стратифікації й деталізації. При цьому важливі прийняті спрощення й узагальнення.

Узагальнені моделі. Для динамічних систем без передісторії з програмним принципом управління узагальнена математична модель має вигляд

Y =  (X, S, A, T), (2. 5)

де Y – множина вихідних характеристик;

X – множина зовнішніх впливів;

S – множина параметрів системи;

A – множина параметрів системи;

T – час дії системи;

 – оператор виходів.

Для систем зі структурним (схемним) або простим програмним управлінням узагальнена математична модель представляється у вигляді залежності

z (t) = H (x, zo, z, t) (2. 6)

Y = G (z, t) (2. 7)

де z – стан системи;

G – оператор виходів;

H – оператор переходів.

Для переходу від узагальненої до конструктивної моделі необхідно конкретизувати властивості множини змінних і операторів. Для визначення класів систем розроблені формалізовані схеми і математичні методи, що дозволяють описати функціонування системи, а в деяких випадках – виконати аналітичні дослідження.

Засобами формалізованого опису процесів функціонування систем з програмним принципом управління служать певні мови і системи моделювання.

Агрегативні системи. Опис у вигляді агрегативних систем є однією з найбільш загальних формалізованих схем. Метод розповсюджується на опис безперервних і дискретних, детермінованих і стохастичних систем. Найбільш пристосований він для опису систем, у яких вхідні і вихідні дії складаються з сукупностей сигналів. 

У основі методу лежить базове поняття агрегату як елементу системи. Математична модель виражається (2. 6) і (2. 7) з конкретизацією вхідних дій, станів, операторів переходів і виходів. Виділяють особливі стани агрегату, до яких відносяться моменти отримання вхідних або таких, що управляють сигналів, або видачі вихідного сигналу. З особливих агрегат стрибкоподібно переходить в нові стани. 

Агрегативні системи утворюються при розчленовуванні системи на елементи, кожний з яких є агрегатом. Головна перевага такого підходу – одноманітність математичного опису досліджуваних об'єктів. Дозволяє використовувати універсальні засоби імітаційного моделювання.

Шматково-лінійні агрегати. Подальша конкретизація структури просторів станів, вхідних і вихідних дій, операторів переходів і виходів приводить до поняття шматково-лінійних агрегатів. 
Вони зручні для формалізації досить широкої сукупності різноманітних процесів і явищ матеріального світу. У основі підходу лежить шматково-лінійний закон зміни стану системи. Це забезпечує простоту обчислення опорних моментів часу. Що спрощує реалізацію моделей систем в цілому.

Лінійність переміщення робочої точки в просторі станів між опорними моментами визначає назву шматково-лінійний агрегат. Отримувані рівняння описують лінійність руху точки стану усередині різних многогранників (симплексів).

Послідовності, що управляють, і алгоритми дозволяють складати рекурентні співвідношення для опису функціонування шматково-лінійного агрегату.

Стохастичні мережі. Для опису стохастичних (імовірнісних) систем з дискретною множиною станів, вхідних і вихідних дій, що функціонують в безперервному масштабі часу, використовуються стохастичні мережі. Вони є сукупністю систем масового обслуговування.

Системи масового обслуговування (СМО). СМО – це об'єкт, в якому виконується певна послідовність операцій. Система може виконувати кінцеве число операцій різного типу. 
Елемент системи, в якому відбуваються операції, називають приладом. Фізична і алгоримічна суть операцій ігнорується. При виконанні операції прилад зайнятий, інакше – вільний. Операція починається з моменту виникнення заявки на її виконання. Заявки можуть бути зовнішніми і внутрішніми.
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Рис. 2. 8. Система масового обслуговування

Заявки, що надходять, утворюють потоки. При випадковому характері інтенсивності надходження заявок або тривалості їх обслуговування в СМО виникають черги. 

Черга – це сукупність заявок, що чекають обслуговування в мить, коли прилад зайнятий. Елементарна структура СМО наведена на рис. 2. 8.

СМО поділяються на одноканальні й багатоканальні, з очікуванням і без очікування, з обмеженням і без обмеження довжини черги, з впорядкованою й неврегульованою чергою, з пріоритетами й без пріоритетів на обслуговування, з обмеженою й необмеженою тривалістю обслуговування і т. п. 

Типовими прикладами СМО і стохастичної мережі є обчислювальні системи.

Безперервні детерміновані системи. Якщо модель системи не враховує дію випадкових чинників, а оператори переходів і виходів безперервні (зміни вхідних дій приводять до того ж порядку змін вихідних і стану системи) співвідношення (2. 6) і (2. 7) приймають вид диференціальних рівнянь

dz/dt = h (z(t), x(t), t); (2. 8)

у = g (z(t), t) (2. 9)

де h, g – вектор-функції станів і виходів відповідно;

x, у, z – вектори вхідних, вихідних дій і станів відповідно.

У разі лінійності таких систем, коли оператори переходів і виходів мають властивості однозначності і аддитивності, вид рівнянь (2. 8) і (2. 9) спрощується, що надає можливість аналітичних досліджень або рішень відомими методами.

Математичні моделі безперервних лінійних детермінованих систем на основі диференціальних рівнянь використовуються при аналізі елементів і електричних ланцюгів.

Автомати. Системи, стани яких визначені в дискретні моменти часу, отримали назву автоматів.

Якщо за одиницю часу обрано такт t = t1 – t 2-1, то записують: 0, 1, 2. 
У кожен дискретний момент часу t на вхід автомата надходить вхідний сигнал x(t), під дією якого автомат переходить в новий стан відповідно до функції переходів

Z(t) = а (z(t – 1), x(t))

Вихідний сигнал, визначений функцією виходів

у(t) =  а (z(t – 1), x(t))

Якщо автомат характеризується кінцевою множиною станів z, вхідних сигналів x і вихідних сигналів у, його називають кінцевим автоматом. Функції переходів і виходів кінцевого автомата задаються таблицями, матрицями або графами.

Стохастичні системи дискретного часу можливо представити імовірнісними автоматами. При цьому функція переходів визначає не одне конкретне положення, а розподіл вірогідності на безлічі станів.

Функція виходів – розподіл вірогідності на безлічі вихідних сигналів. Такі автомати описуються ланцюгами Маркова. 
Окрім наведених математичних схем для формалізованого опису використовуються також числення висловів, тензорна алгебра, мережі Петрі, Е-мережі і т. ін.

Таким чином побудова математичної моделі передбачає аналіз концептуальної моделі і початкових даних з метою вибору однієї з відповідних формалізованих схем, підбору необхідних множин і конкретизації операторів. 
Якщо для всієї системи це не вдається, то формалізовані схеми можуть бути застосовані для опису окремих її елементів, а вся система описується з використанням програмного або структурного підходу.

Вибір методу моделювання

Дослідження розробленої математичної моделі може бути здійснене різними методами – аналітичними, чисельними і імітаційними. Розглянемо детальніше особливості їх практичного застосування.

Аналітичні методи. За допомогою аналітичних методів аналізу можна реалізувати якнайповніше дослідження моделі, а в деяких випадках застосувати математичні методи оптимізації. Для використання аналітичних методів математичну модель необхідно перетворити до вигляду явних залежностей між характеристиками, параметрами системи і зовнішніми впливами. Це можливо для досить простих систем. Застосування аналітичних методів для складніших систем спричиняє надмірно великий ступінь спрощення і абстрагування.

Тому аналітичні методи переважно використовуються для первинної грубої оцінки характеристик всієї системи або окремих підсистем. Особливо ефективні вони на ранніх стадіях вивчення характеристик систем, коли недостатньо інформації для побудови точніших моделей. Вони також можуть використовуватися для аналізу паралельних процесів в складних системах.

Чисельні методи. Ряд моделей не піддається аналітичним рішенням відомими аналітичними методами. Для їх дослідження використовують чисельні методи рішення. 
Вони застосовні до ширших класів систем, математичні моделі яких представляються системами рівнянь, що допускають рішення чисельними методами. Особливо ефективне застосування чисельних методів з відповідними обчислювальними засобами. 

В деяких випадках, наприклад при використанні для опису Марківських процесів, існує можливість навіть автоматизованого складання і рішення рівнянь.

Результатом дослідження систем чисельними методами є таблиці значень шуканих величин для кінцевого набору значень параметрів системи й навантажень.

Якщо отримані співвідношення моделі неможливо вирішити аналітичними або чисельними методами, то використовують якісні методи.

Якісні методи часто дозволяють оцінити асимптотичні значення шуканих величин, стійкість, а також судити про поведінку траєкторії системи в цілому. 

Перераховані можливості відносяться як до окремих траєкторій, так і до їх сукупностей. Прикладом вказаної властивості може бути безперервність, наявність якої свідчить про те, що при малих змінах параметрів, характеристики системи змінюються відповідно.

Слід зазначити, що із збільшенням складності систем важливість якісних методів зростає.

Імітаційні методи. Імітаційне моделювання є найбільш універсальним методом дослідження систем і кількісної оцінки характеристик їх функціонування.

При імітаційному моделюванні динамічні процеси системи оригіналу замінюються процесами, імітованими в абстрактній моделі, але з дотриманням співвідношень тривалості і часових послідовностей окремих операцій. Тому метод імітаційного моделювання можливо назвати алгоритмічним або операційним.

В процесі імітації, як при експерименті з оригіналом, фіксують певні події і стани або вимірюють вихідні дії, по яких обчислюють характеристики якості функціонування системи. Імітаційне моделювання дозволяє розглядати процеси, що відбуваються в системі, на будь-якому рівні деталізації, з будь-яким алгоритмом управління або функціонування.

Розрізняють методи імітаційного моделювання дискретних і безперервних систем. 

Дискретні системи (системи з дискретною зміною станів) – такі, в яких змінні всіх елементів системи мають кінцеві множини станів і перехід з одного стану до іншого здійснюється миттєво.

Безперервні системи (системи з безперервною зміною станів) – такі, в яких змінні всіх елементів системи змінюються поступово і можуть приймати нескінченну безліч значень.

Одним з основних параметрів імітаційної моделі є модельний час, що відображає динаміку функціонування реальної системи. 
Залежно від способу його зміни розрізняють методи з приростом часового інтервалу (принцип Δt) і методи з просуванням часу до особливих станів.

Кількісні параметри системи і зовнішніх впливів можуть бути детерміновані або випадкові. За цією ознакою розрізняють детерміноване або статистичне моделювання.

Особливе значення має питання стаціонарності випадкових незалежних змінних системи і зовнішніх впливів. При нестаціонарному характері змінних використовуються спеціальні методи моделювання, зокрема метод повторних експериментів. 

Прийняті схеми формалізації математичної моделі також можуть бути класифікаційним параметром. Так, розділяють методи алгоритмічного (програмного) і структурного (апаратного) плану.

У першому випадку процеси керують елементами (ресурсами) системи, а в другому – елементи керують процесами – визначають порядок функціонування системи.

Вибір того або іншого методу повністю визначається математичною моделлю і характером початкових даних.

Вибір засобів моделювання

Після вибору методу моделювання слід визначитися з потрібними технічними і програмними засобами дослідження розробленої моделі.

Технічні засоби моделювання. Для дослідження моделі можуть застосовуватися універсальні або спеціалізовані засоби обчислень. Для забезпечення імітаційного моделювання існують підвищені вимоги до об'ємів пам'яті універсальних обчислювальних систем (УОС). При статистичному моделюванні кожен машинний експеримент вимагає істотних часових витрат і високопродуктивних обчислювальних систем (ОС).

До спеціальних технічних засобів аналітичних досліджень відносяться аналогові обчислювальні машини, використовувані при дослідженнях безперервних детермінованих систем.

При достатньо широкому розповсюдженні сфери імітаційного моделювання використовуються також спеціалізовані ОС або відповідні програмні засоби. До них відносяться стохастичні машини, імітаційного, гібридні і розподілені системи моделювання.

Програмні засоби дослідження. Включають алгоритмічні мови, стандартні програми і інтегровані програмні системи. 
В якості програмних засобів можуть використовуватися процедурно-орієнтовані алгоритмічні мови, проблемно-орієнтовані мови або автоматизовані системи моделювання.

Відомо понад 500 поширених мов моделювання. Така множина обумовлена різноманітністю класів модельованих систем, методів математичного опису, цілей, методів моделювання і т. п.

Основний критерій вибору програмних і технічних засобів моделювання далеко не іх потужність. Головні критерії,  – це достатність і повнота засобів для реалізації концептуальної і математичної моделей. Важливими також є простота, доступність, зручність використання та т. і..

Після цього розробляється алгоритмічна і програмна моделі, проводиться їх  налагодження й реалізація.

Математична модель і її дослідження

Математичне моделювання, як відомо, дисципліна, головна мета якої – навчання методам постановки і рішення математичних задач, що виникають в різних практичних ситуаціях. 
Так, Р. Мак-Лоун слушно вважає, що мистецтвом побудови моделей можливо опанувати тільки в результаті власної практики. 
Проте відчути, в чому полягає це мистецтво, можливо розбираючи приклади, які тим або іншим чином ілюструють різні особливості процесу моделювання. 

В якості прикладу розглянемо вплив встановлення параметрів на процес вимірювання відхилення напруги і формування управляючих впливів.

Математична модель визначення основних параметрів вимірювального перетворювача

Мета: виявлення впливу значень рівнів обмеження сигналу на характеристики перетворювача. 

Це фактично є задача визначення метрологічних якостей вимірювального перетворювача (ВП).

Ідеалізований закон зміни вимірюваної напруги: U = Um sin ωt.

Технологія перетворення полягає у формуванні кута управління  пропорційно зміні амплітудного значення напруги Um.

Реалізація закону управління  = f (U) суттєво залежить від рівнів U1 і U2 обмеження сигналів, згідно алгоритму перетворення, рис. 2. 9. 

Математична складова процесу перетворення наведена на рис. 2. 10.
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Рис. 2. 9. Процес перетворення сигналу
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Рис. 2. 10. Математичне представлення процесу перетворення

Співвідношення рівнів обмеження визначаються на основі фізичної моделі процесів перетворення сигналів.

Для спрощення розрахунків, без порушення адекватності моделі відносно визначення рівнів обмеження, можливо розглядати y1 і y2 в позитивній області протягом одного напівперіоду. Така ідеалізація допустима.

Результатною величиною є номінальна напруга мережі з амплітудним значенням A0. Для даної моделі  вона фіксована, A0 = const.

Площа S1 обмежена основою синусоїди і рівнем y1, а S2 – її верхньою частиною і рівнем y2. Площу напівперіоду синусоїдального сигналу позначаємо S. 

S1 = SП + 2SС,

де SП – площа прямокутної частини;

SС – площа синусоїдальної частини.

Вводимо коефіцієнт співвідношення площ

k = S1/S.

За умовами роботи ВП сигнал на його виході має нульове значення при S2 = S1.

Введемо коефіцієнт початкового розузгодження

m = S2/S1.

Знаходимо необхідні площі

S =  оAo sin x dx = Ao (– cos)| о  = 2Ao

S1 = S – 2 (x1/2Ao sin x dx –  x1/2 Ao sin x1 dx)

де sin x1 = const.

S1 = 2Ao – [2Ao (–cos x)| x1/2  2Ao (sin x1 – x)| x1/2 ] = 2Ao – 2Ao cos x1 + 2Ao sin x1 (/2–x1) = 2Ao [1 – cos x1 + sin x1 (/2 –x1)].

Враховуючи, що S1 = kS, останній вираз приймає вигляд

2kAo = 2Ao [2sin 2 x1/2 + sin x1(/2 –x1)]

2 sin 2 x/2 = sin x1(/2 –x1) – k = 0.

Після перетворення отримуємо

sin x1 (/2 –x1) – cos x1 – k + 1 = 0.

З отриманого рівняння можна визначити x1. Значення відповідного рівня обмеження знаходиться з наступного виразу

y1 = Ao sin x1 .

Співвідношення для обчислення значень x2 і y2 виводяться аналогічно наведеним вище

S2 = S – 2 (x2/2Ao sin x dx –  x2/2 Ao sin x2 dx),

де sin x2 = const.

S2 = 2Ao – [2Ao (–cos x)| x2/2  2Ao (sin x2 · x)| x2/2 ] = 2Ao [1 – cos x2 + sin x2 (/2 –x2)].

У свою чергу S2 = kmS, тоді

2kmAo = 2Ao [cos x2 – sin x2(/2 –x2)].

Після перетворення отримуємо

cos x2 – sin x2 (/2 –x2) – km = 0,

y2 = Ao sin x2.

Таким чином, рівняння для обчислення рівнів обмеження мають вигляд

sin x1 (/2 –x1) – cos x1 – k + 1 = 0

y1 – Ao sin x1 = 0

cos x2 – sin x2 (/2 –x2) – km = 0

y2 – Ao sin x2 = 0.

Вибір початкових даних.

Граничною умовою є S1 = 0,5 S, що відповідає рівності рівнів y1 = y2. Встановлюється k < 0,5; m<1; A0 = 1. (Таку задачу зручніше вирішувати в відносних одницях).
Очікувані результати: сімейство залежностей y1 = f (y2) з урахуванням варіювання k і m.

Попередній вибір методу. Отримані нелінійні трансцендентні рівняння можуть бути вирішені наближеним ітераційним методом.

2. 4. Математичні аспекти і засоби реалізації моделей

Основні завдання на об'єкті дослідження наведені вище. Також показані основні методи створення і дослідження моделей. Проте методи математичні, такі, що дозволяють вирішити задачу в чисельному вигляді, мають свої індивідуальні особливості, які необхідно враховувати. Для цього необхідно розглянути основні аспекти організації обчислень, а також групи завдань і математичних методів. Слід розглянути також й основні загальні питання математичного забезпечення процесу моделювання.

Саме врахування й грамотне використання математичних аспектів і засобів реалізації моделей дозволяє одержати грунтовні, яксні результати та забезпечити умови повноцінних досліджень моделі, що розробляється.

Оцінка погрішностей обчислень

Погрішності арифметичних і алгебри обчислень відносяться до інструментальних ОС. Їх не слід змішувати з погрішностями методу обчислення.

Інструментальні погрішності неусувні. Обчислювальні погрішності можливо розділити на декілька видів за походженням:

- погрішності округлення із-за обмеженості розрядів числа;

- погрішності обмеження (округлення) чисельних методів;

- погрішності розповсюдження із-за накопичення помилок.

Вказані погрішності призводять до помилок локальним і глобальним. До локальних відносять сумарні погрішності на кожному кроці обчислень. Глобальними вважаються погрішності, накопичені з початку обчислень.

За способами уявлення розрізняють абсолютні і відносні. 

Абсолютні погрішності мають вигляд

а = | a – a*|, a  0,

де а – точне значення величини;

a* - наближене значення.

A = a* + a
Приклад:  = 3,14159

* = 3,14

 - * = 0,00159

 = 0,0016

Відносна погрішність відповідно

a = a/|a*|

Приклад:

 = 0,0016/3,14  0,0005 = 5  10 4

  0,05%

Точність обчислень визначається кількістю цифр результату, що заслуговують на довіру. Цифра наближеного числа вважається вірною, якщо абсолютна погрішність не перевершує половини одиниці розряду, в якому знаходиться вказана цифра. Всі цифри, передуючі вірною, також вірні.

Розглянемо трансформацію погрішностей в процесі обчислень:

1.a + b; a+b = a + b; ab = (a + b)/|a*  b*|

2.a  b; ab = |a*|b + |b*|a; ab = a + b
3.a/b; a/b = (|b*|a + |a*|b)/ |b*| 2 ; a/b = a + b
При виконанні арифметичних операцій погрішності мають тенденцію накопичення.

Приклад: а = 1, 22  10-2 ; b = 1, 21  10 -2 ; a* – b* = 0, 01; a-b = а + b = 2  10-2 ; a-b = 200%.

У таких ситуаціях слід уникати обчислення близьких за значеннями чисел.

Приклад: x2 – 140 x + 1 = 0

x2 + 20 x + 6 = 0

x1,2 = a  a2 – b 2

x1 = 70 + 702 - 1

x2 = 70 – 702 – 1

4899  69,992

x2 = 0,01

Перевірка:

x2 = 1/ (70 + 48,99)  1/ 139,99 = 0, 007143

Отже, результат теж невірний

Приклад: e -5,5

ex = 1 + x + x2/2 + ... + xn/n
Розрядність 5, 25 членів:

1.0000

–5.5000

15.125

–27.730

……….

0.0026363

Перевірка: e-5,5 = 0,0040868

Ряд знакопереміжний. Погрішність досить велика оскільки віднімаються близькі за значеннями числа. Збіжність ряду в цьому випадку значення не має.

Збіжність і стійкість алгоритму

Поняття збіжності і стійкості безпосередньо пов'язані з оцінками погрішності.

Збіжність – властивість алгоритму за рахунок зміни параметрів забезпечувати обчислення з можливо малою погрішністю для даного класу початкових даних.

Стійкість – здатність алгоритму забезпечувати обчислення і отримати кінцевий результат із заданою точністю при зміні його параметрів і вхідних даних в межах області стійкості.

Слід зазначити, що погрішність відноситься до основних характеристик якості обчислень і її оцінкою повинне супроводжуватися рішення будь-якої задачі.

Основні види матриць. Норми векторів і матриць

Велике різноманіття задач безпосередньо пов'язане з перетвореннями матриць та векторів.

Основні види матриць:

1. Заповнена – якщо більшість її елементів не рівні нулю;

2. Розріджена – якщо велика частина її елементів рівна нулю;

3. Стрічкова – розріджена, але всі ненульові елементи розташовані паралельно головній діагоналі

4. Трьохдіагональна, трикутна верхня, трикутна нижня

5. Матриця рядок і матриця стовпець (a1, a2, ... an);

6. Що зберігається і обчислювана (породжувана)/ Обчислювані матриці зазвичай стрічкові. Приклад: матриця Гільберта aij = 1/ (i+j-1)
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Рис. 2. 11. Вигляд перетворених матриць

Існують й інші можливості перетворення матриць.

Поняття норми величини

На практиці доволі часто доводиться оцінювати величину різниці двох векторів. Визначати малість їх різниці. Таким числом є норма величини. Позначаєтся ||x||, x  L.

Норма вектора ||x|| може бути визначена декількома методами:

||x||1 = xj 2 – Евклідова довжина;
||x||2 = max | xj |;
||x||3 = | xj |.
Всі три значення норми для означеного вектора будуть мати один порядок. Вони еквівалентні.

Приклад: x = (5, 0.5, –3) – стрічкова матриця

||x||1 = (25-0,25+9) = 34,25  5,8; ||x||2 = 5;  ||x||3 = 8,5

Виконать операцію x-y
X = (x1, x2, ... xn)

Y = (y1, y2, ... yn)

x-y = (x1-y1, . . . xn – yn)

Помноження матриці на вектор: Ax – вектор (Ax  Rn; x  Rn)

x  Rn ~ Ax  Rn

Норма матриці A являє собою число ||A|| = max ||Ax||/||x|| (||x||  0)

Геометрично це відповідає поверненню и деформації вектора. При цьому ||A|| – коеффіціент деформації.
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Рис. 2. 12. Повернення й деформація вектора: ||A|| > 1 – ростягнення (небажане); ||A|| < 1 – стискання.

У відповідності з нормами вектора існують і три норми матриці. Позначим j – власні числа A;

||A||1 = max |j|

||A||2 = maxi j |aij|

||A||3 = maxj i |aij|

Має сенс розглянути також особливості математематичніх задач, що виникають в процесі моделювання. Вони можуть бути зведені до рішення лінійних або нелінійних алгебраїчних, диференційних, інтегральних рівнянь тощо.

Основні методи рішення систем лінійних алгебраїчних рівнянь

Це найбільш поширена на практиці обчислювальна задача.

В матричному вигляді вона має вигляд

A  X = B
В компактному запису система лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) має вигляд

 a ij x j = bi , i = 1, 2. ... m;  j = 1, 2, ... n,

де a ij – коефіціенти;

bi – вільні члени.

Рішення існує за умови det A  0.

Сумісна (непротирічива, маєт одне рішення), якщо rang A = rang (Ab)

Розв’язується методами Гаусса, симплекс методом, за правилом Крамера й ін. Вибір метода залежить від складності задачі. Розрізняють класи задач з малим, середнім та великим числом невідомих.

Методи рішення алгебраїчних задач діляться на точні, ітераційні й вірогіднісні. Точні методи зазвичай використовуються для рішення систем порядком до 104 , ітераційні – 107. Ці методи також називають прямими.

Точні методи: виключення (Гауса, Жордана), Холецького, прогонки.

Наближенні: Якобі, Гауса-Зейделя, релаксації.

До рішення лінійних рівнянь зводиться широке коло задач:

- розрахунки електричних кіл;

- наближення функцій (метод найменьших квадратів);

- решення дифференційних рівнянь;

- решення інтегральних рівнянь.

Можливо виділити наступні основні типи задач:

1. Розв’язання СЛАР з матрицею коефіціентів

Ax = b;  A = (ai,j), где i,j = 1, n

b = (b1, b2, ... bn)

x = (x1, x2, ... xn)

2. Рішення матричного рівняння

A X = B;  X = (xi,j), где i = 1, n

j = 1, k

3. Обчислення зворотної матриці А-1

A  A-1 =  E; B = (bi,j); E = 
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Існують також задачі обчислення визначника, власних значень матриці й ін. При цьому, досить легко обчислюються тільки визначники не високих порядків та деякі спеціальні типи визначників.

Теорема LU розкладання (теорема Гауса)

Якщо матриця А невироджена, а її головний мінор відмінний від нуля, то існує нижня трикутна матриця L і верхня трикутна матриця U, що задовольняють співвідношенню

A = L U

Квадратну матрицю називають невиродженою (неособливою), якщо її визначник відмінний від нуля. Головний мінор матриці.[image: image196.png]y=f{x)





A1 = a11; A2 = |a11 а 12|

|a21 a22|

Наведене розкладання дозволяє здійснити метод Гауса в два етапи

Метод виключення (Гауса)

Використовуючи приведене вище розкладання, метод Гауса реалізується в два етапи:

1. Прямий хід L  Ly = b

2. Зворотний хід – рішення систем: Ux = у; Ax = b/

Ly = L Ux = b  Ly = b  у  Ux = у

На прямому ході матриця L не обчислюється.

На практиці перший крок виключення реалізується як mi1 = ai1 / a11 (i = 2, n; a11  0)

При цьому перше рівняння СЛАР приводиться до вигляду

x1 +  a1 ij x1 = b 1 1 m+1

помножене на відповідний коефіцієнт ai1 віднімається з інших. Отримуємо систему A1(2)x = b(2),
де

A1 (2) = M1 A (1)

B (2) = M1 b (1)

Наступний крок виключення приводить до системи вигляду A1(3)x = b(3), де

A1 (3) = M2 A (2)

b (3) = M2 b (2)

Для системи трьох рівнянь справедливе співвідношення

A (3) = M2  M1  A

де M2  M1 = M; A = M-1  A (3).

У свою чергу A(3) = U, а M-1 = L. Таким чином реалізація прямого ходу здійснюється LU розкладанням. A = UL, а зворотний хід Ux = у = b (3).

Метод Гауса застосовний для випадку, коли головний мінор не дорівнює нулю: a11  0; a22  0; ... ann  0.

Трудомісткість даного методу дуже висока. Вимагає виконання 2/3 n3 арифметичних операцій. Для цього необхідні істотні ресурси пам'яті і часу.

Основна ідея алгоритму Гауса

Знаходження множини рішень СЛАР грунтується її на еквівалентних перетвореннях, що приводять до спрощень початкової системи. Еквівалентними перетвореннями СЛАР є:

1. Зміна місцями двох рівнянь в системі;

1. Множення будь-якого рівняння системи на дійсне число C  0;

2. Збільшення до одного рівняння іншого, помноженого на довільне число.

Вказані еквівалентні перетворення системи лінійних рівнянь Ax = b викликає в матриці коефіцієнтів А і в розширеній матриці коефіцієнтів (A/B) зміни, що зберігають ранг. Ранг матриці, як зазначено вище, найбільший з порядків її мінору, відмінного від нуля.

Еквівалентні перетворення в матриці приводять до перестановки рядків, множення рядка на число, відмінне від нуля, збільшення до одного рядка інший, помноженою на довільне число, транспонуванню.

Справедливо також і зворотне. Якщо перетворити матриці A і (A/B) в трапецевидні A’ і (A’/ B’) відповідно рівних рангів, застосовуючи допустимі перетворення рядків, то системи Ax = b і A’x = b будуть еквівалентні.

Основа алгоритму Гауса полягає в тому, щоб отримати матриці A’ і (A’/ B’) трапецевидної форми. Щоб перетворити матрицю A  0 в трапецевидну A’ рівного рангу, діють наступним чином:

1. 
Оскільки не всі елементи А дорівнюють нулю, перестановкою рядків і стовпців добиваються того, щоб перший діагональний елемент був відмінний від нуля (a’11  0);

2. Складанням першого рядка, помноженого на відповідний множник, з іншими рядками, добиваються того, щоб всі елементи першого стовпця, нижче a’11 були рівні нулю;

3. Якщо бажана форма матриці не отримана, в рядках з 2-ого до m є принаймні один ненульовий елемент, який шляхом перестановки рядків і стовпців може бути поставлений на друге місце головної діагоналі. При цьому знову виконуються операції пункту 2) стосовно другого рядка і решту всіх елементів другого стовпця отримуємо рівними нулю і т. д.

Через кінцеве число кроків виходить трапецевидна матриця.

Приклад:
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Для матриць з великими по величині елементами зручно використовувати множення рядка на C  0.

Реалізація зворотного ходу методу Гауса вимагає N  n2 арифметичних операцій, в той час, як на прямий хід потрібний N  n3/3. 

Вище показано, що виключення xi проводиться за рахунок двох дій:

1. Ділення i-го рівняння системи на ii a i-1. Ця операція рівносильна множенню системи рівнянь зліва на діагональну матрицю ci.

2. Віднімання рівняння, що вийшло після ділення, з інших k= i+1...n. Ця операція рівносильна множенню зліва на матрицю c’i .

Перетворена таким чином система рівнянь приймає вигляд:

cAx = cb, 
де c = cn ...c’1c1 .

Добуток лівих або правих трикутних матриць буде відповідно лівою або правою трикутною матрицею, тому матриця c – ліва трикутна.

Короткий огляд можливостей прямих методів

Розглянутий загальний підхід до рішення СЛАР. Проте умови рішення реальних систем можуть істотно відрізнятися через їх конкретні конструкції і значення. Так, при рішенні практичних задач часто виникає необхідність рішення систем з великою кількістю нульових елементів в матрицях. Такі матриці можуть мати стрічкову структуру або (2q+1) діагональну, де aij = 0, при |i-j| > 0. Число (2q+1) називають шириною стрічки. Рішення таких рівнянь навіть розглянутим методом Гауса істотно скорочує число арифметичних операцій і необхідний об'єм пам'яті.

Часто щоб уникнути катастрофічного впливу обчислювальної погрішності застосовують метод Гауса з вибором головного елементу. Його відмінність в наступному. Вимога нерівності нулю діагональних елементів akk, на які відбувається ділення в процесі виключення, замінюється жорсткішою: зі всіх елементів, що залишилися в k-му стовпці, вибирається найбільший за модулем |ak k+1,l | = max j | ak k+1,j | і рівняння переставляються так, щоб цей елемент опинився на місці akk.

Діагональні елементи матриці називають провідними елементами. Завдяки вибору найбільшого по модулю провідного елементу зменшуються множники, використовувані для перетворення рівнянь, що сприяє зниженню погрішності обчислень. 
Прийнятний для систем до 100 рівнянь (добре обумовлених систем). Застосування метода Гауса доцільно для систем з щільно заповненими матрицями.

Слід уникати обчислення зворотних матриць і визначників, навіть якщо початкові вирази їх містять, крім випадків, коли їх обчислення – самоціль.

Метод виключення Гауса-Жордана дозволяє привести матрицю коефіцієнтів до діагонального вигляду. Єдиною формальною відмінністю від метода Гауса є те, що перетворюються рівняння як нижче, так і вище провідного ряду. У методі Гауса перетворення можливе тільки нижче провідного ряду. Отримання рішення полегшується, але збільшується об'єм обчислень.

Модифікований метод Гауса застосовують тоді, коли необхідно вирішувати систему рівнянь з матрицею коефіцієнтів, що змінюється, і постійним стовпцем вільних членів. У цьому методі матрицю коефіцієнтів A представляють у вигляді твору лівою і правою трикутних

L  R = A

Істотно економиться пам'ять, оскільки діагональні елементи однієї з матриць, рівні одиницям не запам'ятовуються і обидві матриці зберігаються в пам'яті на місці матриці коефіцієнтів. Трудомісткість N = 2n2.

Метод прогонки застосовний для вирішення систем рівнянь із стрічковими матрицями коефіцієнтів. Полягає у визначенні прогоночних коефіцієнтів (прямий хід). Виводяться рекурентні формули. Шукані значення визначаються в процесі зворотного ходу. Метод легко алгоритмізується. Входить в пакети прикладних програм. Трудомісткість N  3n.

Існує й ряд інших ефективних прямих методів.

Існують також й апаратні можливості перетворення прямокутних матриць на трикутні: нижню ліву — L, та верхню праву — U й формувані її діагоналі з одиниць.

A = L · U
Створені також і фізичні пристрої, що реалізують перетворення Гауса й використовуються для розкладання потоків матриць в техноогіях обробки інформації. Містять синхонізуючі й обчислювальні блоки.

Наприклад: винахід № 1354206, G06F 15/374, Вышиковски Р, Каневский Ю. С., Котов С. В. «Устройство для разбиения матриц.» Заяв. КПІ.

Наближені (ітераційні) методи рішення СЛАР

Будь-які рішення містять погрішності. Проте величини їх різні. Рішення отримані на основі прямих методів зазвичай містять погрішності округлення чисел з плаваючою точкою із-за обмеженої розрядності інструментальних засобів. Останнє неминуча реальність. У багатьох випадках вказані погрішності досить значні й мають тенденцію до накопичення. Це суттєво знижує точність прямих методів.

Наближені методи й виникли саме на основі прагнення уточнити рішення, отримані прямими методами.

Основна ідея наближених методів полягає в тому, що система рівнянь

A  x = B

перетворюється до вигляду 

x = B  x + g. [image: image197.png]flx)=h,
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Її рішення знаходиться із співвідношення

x k+1 = B x k + g, 

де xk = (xk1, xk2, ... xkn)

Точне рішення


[image: image19.wmf]¥

®

=

k

 x

 

 x

Lim

k


Наближене значення

xi(1) = xi(0) + i (0)

В загальному вигляді

xi(k+1) = xi(k) + i (k)

i (k) – встановлена погрішність обчислень.

Алгоритм рішення СЛАР ітераційним методом наведено на рис. 2. 13.

Рис. 2. 13. Алгоритм рішення СЛАР наближеним методом

На кожному кроці обчислюється потрібна поправка і цикли обчислень продовжуються до тих пір, доки поправки не стануть достатньо малі. Приведений метод має назву методу простої ітерації або послідовних наближень.

У основі всіх ітераційних методів лежить наступне розкладання матриці

A = L + D + U

де L – нижня трикутна;

D – діагональна;

U – верхня трикутна.

Розглянемо особливості поширених наближених методів рішення СЛАР.

Метод Якобі

Система рівнянь Ax = B перетворюється до вигляду

Dx = – (L+U) x + B.
Рішення отримують із співвідношення

x = – D-1 (L+U)x + D-1b,
де B = – D-1 (L+U), а g = D-1b

Таким чином 

x = B x + g.
Достатня умова збіжності методу ||B||  q < 1

x11 = B x0 + g;
x12 = B x1 + g;
x1 – x 2 = B (x2 – x1),

де x1 – x 2 – відстань між точками 1–2

x0 – x1 – відстань між точками 0–1

||x1 – x2|| = ||B (x0 – x1)||  ||B||||x0 – x1||.
Оператор B має працювати на стиснення

Тоді достатня умова збіжності прийме вигляд

|aii| >> 
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Критерії закінчення обчислень із заданою точністю :

1. ||xk+1 – xk||   При односторонній збіжності ряду він може підвести

2. Надійнішою є оцінка швидкості збіжності

||x – xk+1 ||  ((1-q)/ q)||xk+1 – xk||  ;
||xk+1 – xk||  ((1–q)/ q) ;
По суті метод Якобі є різновидом методу простої ітерації. Заміна значень всіх змінних в якому проводиться одночасно.

Метод Гауса-Зейделя

На відміну від попереднього, уточнені значення x1 одразу використовуються для обчислення x2. Потім по нових значеннях x1 і x2 визначається x3 і т. д.

За основу методу прийнято розкладання матриці A на три: L D і U.

Ax = b прийме вигляд (L + D) x = – Ux + B, оскільки A = L + D + U

Відомо, що 

x k+1 = Bx k + g, 

де B = (Bij); ij = 1, n.
Тоді 

(L + D) x = – Ux k + b.
x = (L + D)-1 Ux + (L + D)-1 b.
(L + D)x k+1 = – Ux до + b.
Dx k+1 = Ux k – Lx k+1 + b.
x k+1 = – D -1 Ux k – D -1 L x k+1 – D -1 b.
Досягається ефект прискорення збіжності. Достатня умова збіжності для методу Гаусса-Зейделя 

||D-1 U||  q < 1

Особливо добра збіжність для нижніх трикутних матриць.

Трудомісткість ітераційних методів складає N  n2. При швидкій збіжності xk  x, до << n. При заповненій матриці трудомісткість зростає і складає Nkn2.

Варіантом розглянутого є метод послідовної верхньої релаксації. Нові значення змінної в ньому мають вигляд

xi k+1 = xi k + (xi k+1 – xi k),

де xik+1 – уточнене значення xi k;

 – параметр релаксації (1 <<  <2).

При  = 1 він тотожний методу Гауса Зейделя. Існують і інші методи, у тому числі і градієнтні, найскорішого спуску, спектрально еквівалентних операторів і ін.

Рішення систем лінійних диференційних рівнянь

Широкий клас завдань з різних областей знань при їх моделюванні зводиться до диференціальних рівнянь. Рішення диференціальних рівнянь є одним з найважливіших математичних завдань.

Залежно від числа незалежних змінних диференціальні рівняння поділяються на дві різні категорії:

1. Звичайні диференціальні рівняння – містять одну незалежну змінну;

2. Рівняння з частковими похідними – містять декілька незалежних змінних.

Розглянемо основні методи рішення звичайних диференціальних рівнянь.

Звичайними називають такі рівняння, які містять одну або декілька похідних від початкової функції у = у(x). У загальному вигляді записується

F (x, у, y1 ... у(n)) = 0,

де x – незалежна змінна.

Найвищий порядок n похідної в рівнянні називають порядком диференціального рівняння

F (x, у, у’) = 0 – першого порядку

F (x, у, у’, у’) = 0 – другого порядку

У ряді випадків старшу похідну можливо відобразити в явному вигляді:

у’ = f (x, у)

у’ = f (x, у, у’)

Приведена форма запису називається рівнянням, вирішеним щодо старшої похідної.

Лінійним диференціальним називають рівняння, лінійне щодо шуканої функції і її похідних

у’ – x2y = sin x – лінійне першого порядку.

Рішенням диференціального рівняння називають всяку функцію у =  (x), яка після її підстановки перетворює рівняння на тотожність.

Загальне рішення звичайного диференціального рівняння n-го порядку містять n довільних постійних C

у = φ (x, C1, C2 ... Cn).

Часткове рішення виходить із загального якщо довільним постійним надати певні значення.

Ізокліни

Геометричну інтерпретацію рішень лінійного диференціального рівняння першого порядку можливо представити наступним чином. 

Похідна у’, як відомо, характеризує нахил дотичної до інтегральної кривої в заданій точці. 

При у’ = k = const отримаємо f(x, у) = k – рівняння лінії постійного нахилу – ізокліни, рис. 2. 14.
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Рис. 2. 14. Геометричне уявлення

Змінюючи значення k можливо отримати сімейство або мережу ізоклін. За допомогою ізоклін зазвичай будуються наближені геометричні характеристики ліній рівняння, польові структури та т. і.

На нульовій ізокліні роташовані всі точки локальних екстремумів ліній даного рівняння. 

Слід зазначити, що ізокліна це не похідна, а тільки напрям шуканої інтегральної лінії. Будується у разі коли похідну шукати нераціонально або неможливо. 

Ізокліни – це лінії рівного нахилу, уздовж яких f (x, у) має постійне значення. В усіх точках ізокліни напрям поля один і той же.

Початкові умови і типи задач

Залежно від способу завдання додаткових умов для отримання часткового рішення диференціального рівняння існує два типи завдань. Завдання Коші і краєве завдання. В якості зазначених умов можуть бути задані значення шуканої функції в деяких точках.

Якщо умови задані в одній (початковій) точці, задача іменується Коші, а умови початковими.

Якщо умови задані більш ніж в одній точці (для різних значень незалежної змінної) задача має назву краєвої, а умови граничних. Вони є межами області рішення диференціального рівняння.

Приклади постановок задачь для звичайних диференціальних рівнянь:

1. Задачі Коші

dx/dt = x2 cost, t>0, x(0) = 1;

у’ = y’/x + x2, x > 1, у (1) = 2, у’ (1) = 0

2. Краєві задачі

y”’ + 2y’ – у = sin x, 0  x  1, у (0) = 1, у (1) = 0

у” = x + yy’, 1  x  3, у (1) = 0, у’ (1) = 1, у’ (3) = 2

Таким чином, в залежності саме від методу завдання початкових умов звичайних диференціальних рівнянь існує два типи задач, що обумовлюють  й визначають особливості їх рішень.

Чисельні методи рішення задачі Коші

Постановка задачі Коші в загальному вигляді

у’ = f (x, у)

у (xo) = уо – початкова умова

[ xo, x] інтервал

у = у (x) рішення

Система рівнянь

у’ = f (x, у); у = (y1(x)... yn(x))

у (xo) = уо початкова умова. F = (f(x, у)... fn(x, у))

у = у (x) – рішення

Позначимо інтервал [xo, x] графічно, рис. 2. 15.
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Рис. 2. 15. Інтервал області рішення

xo, xi ... xk

x k+1 = xk + hk

hk = h = const

у (xo), у (x1) ... у (xk) – таблиця точних рішень

уо, y1 ... yk – таблиця наближених значень

Методи рішення вказаної задачі можуть бути однокроковими і багатокроковими, явними і неявними.

Характерна ознака явного методу: у k+1 = yk + hyk

Для однокрокових характерне співвідношення: yk =  (xk, yk)

Багатокроковий: yk =  (xk, x k+1 ...x k-r, yk ... у k-r)

Однокрокові методи

Призначені для рішення рівнянь першого порядку вигляду у’ = f (x, у), де у’ = dy/dx. Початкова умова у (xo) = уо.

Обчислюють послідовні значення у, відповідні дискретним значенням незалежної змінної x.

Це методи Ейлера, явні методи Рунге-Кутта та низка інших.

Метод Ейлера
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Найбільш простій і найменш точний метод. Дозволяє інтегрувати диференціальне рівняння першого порядку. Грунтується на розкладанні у навколо точки xo в ряд Тейлора

у (xo + h) = у(xo)+ hy’(xo)+ 1/2h2y’(xo)+...

Якщо h досить мале, то члени h, що містять ступені відкидаються.

у (xo + h) = у(xo)+ hy’(xo)

У отримане таким чином співвідношення підставляється значення початкової умови і отримують у’(xo). Так набувають наближеного значення залежної змінної при малому зсуві h.

Рис. 2. 16. Геометричне представлення методу Ейлера

Вказаний процес можливо продовжити, використавши співвідношення

у n+1 = yn + hf (xn, yn), n = 1, 2 ...

У практиці даний метод використовується обмежено оскільки помилка складає h2.. Метод першого порядку точності.

Модифікований метод Ейлера

Зі зміною незалежної змінної змінюється й тангенс кута нахилу дотичної до кривої. Точність методу можливо істотно підвищити, поліпшивши апроксимацію похідної, наприклад, за середнім значенням її на кінцях інтервалу.
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Для цього обчислюють значення функції в наступній точці

y* n+1 = yn + hf (xn, yn).

Обчислюється й наближене значення похідної в кінці інтервалу f”(xn+1, y* n+1)

Уточнене значення функції

у n+1 = yn + Ѕ h[f (xn, yn) + f (xn+1, yn+1)].

Рис. 2. 17. Геометричне представлення модифікованого методу Ейлера

В даному випадку використовується принцип збереження другого члена ряду Тейлора з h2, але друга похідна не обчислюється а замінюється кінцевою різницею (апроксимується)

у”(xo)= y’/x = [у’(xo + h) у’(xo)]/h

Метод другого порядку точності. Помилка має порядок h3. Вимагає додаткових витрат машинного часу.

Забезпечує достатній рівень точності для багатьох практичних задач.

Явні методи Рунге Кутта

Відносяться теж до однокрокових. На їх основі можливо побудувати різницеві схеми різного (потрібного) порядку точності. Метод Ейлера і його модифікований варіант при цьому можуть розглядатися як методи Рунге Кутта першого і другого порядків.

Розглянемо рівняння у’ = f (x, у), початкова умова у (xo) = уо, у(x) диференційована на [xo, x], виберемо крок h

у(xk+h) = yk + h y’k + y”k/2! h2+ y”’k/3! h3 + ...

1. у(xk+h) = yk + h y’k + у”(k) /2! h2

у n+1 = yn + hf (xn, yn) метод Ейлера (перший порядок)

Розглянемо схему Рунге-Кутта четвертого порядку. Алгоритм має наступний вигляд.

4. yk+1 = yk + h/6 (K1 + 2K2 + 2K3 + K4); k = 0, 1 ...

Фактично наближення проводиться чотири рази

K1 = f (xk, yk)

K2 = f (xk + h/2, yk + Ѕ K1)

K3 = f (xk + h/2, yk + h/2 K2)

K4 = f (xk + h, yk + hK3)

Точність методу досить висока. Погрішність для кожного кроку складає величину рівня h5. Загальна погрішність N5h4. Тому, не дивлячись на відносну трудомісткість, широко використовуються для чисельного вирішення диференціальних рівнянь. 
Цими методами розраховуються траєкторії космічних літальних апаратів В той час, коли необхідно істотно скоротити час рахунку (наприклад з метою корекції параметрів орбіти і т. п.) використовуються багатокрокові методи.

Переваги.

Крок h можна оперативно міняти в процесі розрахунку.

Недоліки.

Для досягнення 4 порядки точності при переході від точки до точки, права частина обчислюється 4 рази. При складних правих частинах різко збільшується час рахунку.

Існує ряд стандартних підпрограм, що реалізують вказані методи, у тому числі і з автоматичним вибором кроку по заданій точності (п/п RKGS).

Особливість однокрокових методів полягає в тому, що для отримання рішення в кожному новому розрахунковому вузлі досить мати попереднє рішення. Це дозволяє почати рахунок при i = 0 по відомих початкових значеннях.

Багатокрокові методи

Для обчислення значення нової точки в цих методах використовується інформація про декількох раніше набутих значень. Для цього використано два основні підходи: прогнозу і корекції. Величину кроку в них змінювати не можна, тому початкові дані для них обчислюються за допомогою будь-якого однокрокового методу.

Формула прогнозу

(dy/dx)0n+1 = f (x n+1, у 0n+1). (2. 10)

Формула корекції

(dy/dx)j+1 n+1 = f (x n+1, у j+1 n+1) . (2. 11)

Схема обчислень наступна. За формулою (2. 10) і початковими значеннями змінних визначаємо значення у(о) n+1, що є одним з yn+1 у міру їх уточнення. 
За допомогою початкового диференційного рівняння dy/dx = f (x, у) знаходимо похідну 

у(o)(0) ’ n+1 = f (x n+1, у (0) n+1)

Отриману похідну підставляємо у формулу (2. 11). 
Уточнене значення у (j+1) n+1 використовуємо для визначення похідної

у (j+1)’ n+1 = f (x n+1, у j+1 n+1)

Якщо набуте значення істотно відрізняється від попереднього, то ітераційний процес за формулою (2. 11) повторюється. Якщо похідні близькі, визначається у n+1 – остаточне значення для даного кроку. На наступному кроці обчислюється нове значення у n+2.

При виведенні формул прогнозу і корекції рішення рівняння розглядають як процес наближеного інтегрування, а самі формули отримують кінцеворізнісними методами. 

Показаний підхід досить універсальний, а відмінність методів тільки у конкретних формулах, що використовуються для обчислень.

Приклад. Вирішуємо диференційне рівняння у’ = f (x, у). Відомо декілька точок траєкторії у0, y1... yk. Потрібно визначити yk+1. Для цього диференційне рівняння інтегрується на відрізку [xk, xk+h]

у (xk+h) – у (xk) =  xk xk+h f (x, у(x)) dx

Для декількох точок yk, yk+1 ... yk-r складаємо таблицю функцій fk = f (xk, yk) ... fk-r = f (xk-r, yk-r). Інтегровану функцію замінюємо інтерполяційним (наближеним) многочленом f (x, у(x))  Lr (x).

Тоді 

yk+1 – у k = 
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Отже для обчислення yk+1 використані значення в r+1 попередніх точках. При r = 3 отримуємо формулу Адамса

yk+1 = yk + h/24 (55fk – 59 fk-1 + 37 fk-2 – 9 fk-3)

Погрішність методу така ж як і у Рунге-Кутта 4-го порядку, але значення fk-1, fk-2, fk-3 розраховані раніше і обчислюється тільки f (xk, yk). Багатокрокові методи дозволяють суттєво економити на обчисленні правих частин рівнянь. 

Незручність: для реалізації окрім значення у0, необхідно також визначити y1, y2, y3, наприклад методом Рунге-Кутта.

Метод Адамса – явний багатокроковий.

Рішення жорстких задач

У ряді випадків описані вище методи не забезпечують одержання задовільних рішень. Визначення таких задач часто пов'язане з постійною часу диференціального рівняння, стосовно аналітичного рішення. Для рівнянь першого порядку – це проміжок часу, протягом якого частина рівняння, що змінюється, убуває в e разів. Рівняння порядку n мають n постійних часу. 

Якщо будь-які дві з них істотно (на практиці в сто і більше разів) відрізняються, або одна з них достатньо мала в порівнянні з інтервалом (областю) рішення, то задачу неможливо вирішити звичайними методами і її називають «жорсткою». Приклади таких задач:

 – система диференційних рівнянь руху маніпулятора (перехідні процеси в системі управління приводом затухають швидше, ніж в механічній частині);

 – аналіз перехідних процесів в теорії автоматичного управління (системи, що містять ланки високих порядків, коефіцієнти яких значно відрізняються);

 – система збудження гідрогенератора маючи в колі зворотного звязку щонайменшу сталу часу підвищує порядок системи регулювання напруги, призводить до низки суттєвих робочих обмежень.

При рішенні таких задач звичайними методами доводиться різко зменшувати крок, щоб врахувати зміну найбільш швидких процесів. Це викликае додаткові витрати машинного часу і накопичення помилок. Це справедливо навіть для гладких ділянок рішення.

Найбільш простій шлях рішення таких задач — неявний метод Ейлера, в якому рішення знаходиться з наступного рівняння

у n+1 = yn + hf (xn, yn+1)

Неявні багатокрокові методи грунтуються на співвідношенні

y (xk+h) – y (xk) =  xr xr+h f (x, y(x)) dx

Аналогично наведеним вище міркуванням, одержуємо

f (xk+h, yk+1)  = fk+1 , f(xk, yk) = fk …  fk-r+1

yk+1 – yk = 
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γj fk-j+1 = γ0 f (xk+1, yk+1) + γ1 fk + … + γr fk-r+1 

В такому випадку для визначення yk+1 на кожному кроці необхідно вирішувати систему лінійних або нелінійних рівнянь.

Неяні методи абсолютно стійкі до погрішностей обчислень, що надто важливо при рішенні жорстких задач (п/п VOGER)/

Таким чином існує досить розвинутий набір засобів ефективного рішення задач різної складності, з урахуваням їх особливостей й нагальних потреб моделювання.

Рішення систем нелінійних рівнянь

Рішення систем нелінійних рівнянь є важливим самостійним завданням. Рішення нелінійних рівнянь може також бути частиною інших завдань обчислювальної математики. Це, наприклад, обчислення власних значень матриць, рішення нелінійних, диференціальних рівнянь, складових основи багатьох математичних моделей.

Розглянуті вище лінійні рівняння і системи мають єдине рішення. Нелінійні рівняння алгебри і системи, що містять нелінійні функції алгебри, мають кінцеве число рішень n.

Для визначення кількості рішень можливо використати наступне просте правило.

Зміна знаку функції свідчить про наявність рішення. Якщо знак не змінюється — рішень може бути декілько.

Так, для многочленів

x3 – x2 + x – 1 = 0

+  –  +  –  (2 корені)

7x5 + 6x4 – 3x3 – 0,25x2 + 0,1 x – 10 = 0

+  –  –  +  – (3 корені або меньше)

У многочленів с постійними коефіціентами число дійсних позитивних рішень дорівнює числу раз зміни знаку або меньше його на парне число в меньший бік. Корені дійсні.

Трасцендентними – називають нелінійні рівняння, що містять тригонометричні або спеціальні функції (логарифмічні, експоненціальні, показові і ін.). Періодичні функції таких рівнянь мають безлічь рішень.

Прямі методи рішення, що дозволяють отримувати аналітичні рішення, придатні тільки для рівнянь алгебри порядком не вище третього. Основними для даного типу завдань є ітераційні методи.

Нелінійне рівняння має наступний загальний вигляд:

F(x) = 0, 

де F(x) = (F1(x), F2(x)... Fn(x)) — безперервна. 

Система нелінійних рівнянь

F1 (x1, x2 ... xn) = 0

F2 (x1, x2 ... xn) = 0

             . . .       

Fn (x1, x2 ... xn) = 0

J(x) 
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Таким чином J (x) = F’(x).

Всі методи рішення нелінійних рівнянь – ітераційні.

Однокрокові x k+1 = G (x k), k = 0, 1, 2 ...

Багатокрокові x k+1 = G (x k, x k+1 ... x k-p ) 

Найбільш поширені: метод половинного ділення (бісекції), простої ітерації, метод хорд, метод дотичних (Ньютона) та ін.

Метод половинного ділення грунтується на тому, що на кожній ітерації робочий відрізок [а, b] на якому знаходиться рішення ділиться на дві рівні частини. Метод повільний, проте завжди сходиться із заданою точністю. Вимагає великого числа ітерацій і обчислення F(x) на кожному кроці.

Метод простої ітерації

Розглянемо систему F(x) = 0, x 
[image: image26.wmf]Î
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Приведемо її до вигляду 

x = G (x), x 
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         . . .

x k+1 = G (x k ), k = 0, 1, 2 ...

Алгоритм обчислень наступний: відоме значення xo. Ітераційний процес включає обчислення: 

x1 =  (x0)

x2 =  (x1)

   . . .

xk =  (x k-1 )

Достатня умова збіжності:

Обчислюється матриця функціонал G’(x)

Отримуємо числову матрицю Q = (q ij)

Qij = max | dGi/dxi |, ||Q||<1

||x – x k+1 ||  ||Q||k ||x – xo||

Критерій закінчення ітерацій

|| x k+1 – x k || = 

Приклад: знайти рішення рівняння sin x2 + x = 0

x = – sin x2

[image: image200.png]


(– sin x2) = – (cos x2) 2x

| – (cos x2) 2x | < 1

| 2x | < 1 → | x | < ½

Корінь знаходиться на відрізку –1, +1.

Максимум похідної — на відрізку — ½, + ½.

Таким чином корінь цього рівняння один.

Модифікацією розглянутого вище є метод Зейделя. Він реалізується за наступною алгоритмічною схемою

x1 k+1 = G1(x1 k, x2 k ... x n k )

x2 k+1 = G2(x1 k, x2 k ... x n k )

                 . . .

xn k+1 = Gn(x1 k, x2 k ... x n k )

У багатьох задачах метод Зейделя дає швидшу збіжність. Проте виникає ряд додаткових питань:

1. Визначення початкової точки x0;

2. Перевірка збіжності.

У багатьох випадках відомий діапазон зміни параметрів, який дозволяє знайти необхідну точку. Можливо для цієї мети використовувати метод випадкового пошуку:

x 1 1, x 2 ... x n  F ( x k ) = ?

Вибирається найбільш близьке з ряду випадкових чисел. Однак це процедура досить складна.

Розглянемо ще декілько важливих методів рішення нелінійних задач.

Метод хорд (помилкового положення)

Хай знайдений відрізок [а, b] на якому функціонал F(x) змінює знак (має рішення). Для визначеності вважаємо:

F (a) > 0; F (b) < 0.

Процес ітерацій полягає в тому, що в якості наближення до кореня рівняння F (x) = 0 приймається перетин хорди з віссю абцис c0, c1 ...

Технологічна схема методу в графічному вигляді наведена на рис. 2. 18.
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Рис. 2. 18. Технолоічна схема методу хорд.

Рівняння хорди AB

[у – F (a)] / [F(b) – F(a)] = (x – a)/(b – a)

Рівняння точки перетину хорд– з віссю

Co = а – (b – a)/[F(b) – F(a)] F(a)

Порівнюють знаки F(a)] F(co), з'ясовують, що рішення знаходиться в інтервалі [а, co] оскільки 

F(a)] F(co) < 0.

Відрізок [co, b] відкидається.

Наступна ітерація полягає у визначенні нового наближення С1 (точки перетину хорди AB1 з віссю).

Ітерації продовжується до тих пір, поки стане додержана умова
| F (cn)| < .

Алгоритми методів ділення навпіл і хорд багато в чому схожі, проте другий у ряді випадків дає швидшу збіжність. 

При цьому успіх його застосування як і першого повністю гарантований.

Метод дотичних (Ньютона)
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Основна відмінність від попереднього полягає в тому, що замість хорди використовується дотична до кривої в даній точці. Завдяки цьому не обов'язково задавати ділянку, що містить корінь рівняння, а досить знайти початкове наближення до нього

x = С0.

Рівняння дотичної до кривої у = F (x) в т. М0 з координатами С0 і F (С0) має вигляд

у – F(С0) = F’(С0) (x - С0)

Наступне наближення кореня С1

С1 = С0 – F(С0) /F’(С0)

Рис. 2. 19. Технолоічна схема методу Ньютона

Для n+1 наближення

С n+1 = Сn – F (Сn) /F’(Сn)

F’(Сn)  0 основна умова.

Критерії закінчення ітерацій

|F(Сn)| < 

|Сn+1 – Сn| < 

Основна ідея методу наступна

xk+1 = xk – (F’(xk))-1 F(xk), k = 0, 1, 2 ...

Основні умови збіжності:

1. F’(xk) – невироджена;

2. F”(xk) – безперервна;

3. xo має бути достатньо близько розташована до x.

Оцінка погрішностей, швидкість збіжності

||x – xk+1||  c ||x – xk||2, c = const, не залежить від k (c<1)

||x – xk+1||  с2k ||x – xo||

Швидкість збіжності метода гіпергеометрична. Це перевірено на практиці. Навіть у верхівки сінусоїди рішення знаходиться в межах десяти ітерацій.

Зауваження. На кожну ітерацію методу Ньютона доводиться вирішувати систему рівнянь з новою матрицею F’(xk). У основі методу Ньютона для системи рівнянь може використовуватися розкладання функції в ряд Тейлора. При цьому похідні високих порядків відкидаються.

Можлива наступна модифікація методу

F’(xo) x = F’(xo) xk – F(xk)

У багатьох завданнях знаходження F’(x) викликає труднощі. Тоді мають бути застосовані методи наближеного диференціювання (квазі Ньютонівські). Можлива деяка нестійкість.

Приклад практичної реалізації: програмна реалізація методу Ньютона для рівняння

F(x) = x – tan x = 0. 

C
початкове значення


X = 4.5


WRITE (6,101)

101
FORMAT ('Ітерація', 2x,'x')


DO 1 I = 1, 30

C
Обчислення функції


F = X – SIN(X)/COS(X)

C
Вихначення похідної в точці X

DF=1. - 1./COS(X)**2


X = X – F/DF


WRITE (6,102) I, X

1
IF (ABS(F).LE.0.0001) GO TO 2

102
FORMAT (1x, I5,5x,F10.4)

2
CONTINUE


STOP


END
Наведено фрагмент програми в стандарті мови FORTRAN.

Метод січних

Один з істотних недоліків методу Ньютона – необхідність знаходження похідної f’(x).
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з будь яких причин досить проблемне, можливо скористатися наближенням, що складає основу методу січних.

Заміна полягає в наступному

F’(xo)= [f(xn) – f(xn-1)]/(xn – xn-1)

Отримуємо

xn+1 = xn – f(xn) /F’(xn)

Рис. 2. 20. Технолоічна схема методу січних

Структура алгоритму не відрізняється від попереднього методу, змінюється тільки ітераційна формула.

f(x) = 0, x  R’

Одновимірна форма має вигляд

[у – f(xk)]/[f(xk+h) – f(xk)] = (x – xk)/h

xk+1 = xk – [f(xk+h) – f(xk) /h]-1 f(xk)

hk = xk+1 – xk

[f(xk+h) – f(xk) /h] (x – xk) = f(xk)

Метод січних фактично комбінує методи інтерполяції і екстраполяції.

Інтерполяція – це відновлення функції f на відрізку [а, b] за відомими значеннями цієї функції в точках xi, i = 0,1...n так, щоб вони співпадали у вузлах інтерполяції (x  [xo, xn]).

Екстраполяція – варіант інтерполяції алгебраїчними многочленами, коли x  [а, b], x  [xo, xn].

Обчислювальна формула методу січних

x n+1 = xn – f(xn)/[f(xn) – f(xn+1)] (xn – xn-1), n = 1, 2 .

Метод січних відноситься до двокрокових і знаходження наступного значення xn+1 в ньому вимагає знання двох попередніх значень xn і xn-1. Початок розрахунку також вимагає знання двох початкових значень x0 і x1. 
У інтерполяційній частині він аналогічний методу помилкового положення, а в екстраполяційній – методу Ньютона. 

Проте відрізняється від нього тим, що погрішність обчислень убуває повільніше, але не використовуються похідні, що дозволяє при однаковому об'ємі обчислень реалізувати удвічі більше ітерацій і отримати вищу точність. Критерієм закінчення рахунку також є задана точність.

Варіант методу січних для системи нелінійних рівнянь зводиться до рішення системи лінійних рівнянь

F (x) = 0; x k, hi = (h1, h2, ...hk)

Вводиться діагональна матриця

J (xk, h) (x – xk) = – F(xk)

J (xk, h) = A

Таким чином рішення зводиться до системи лінійних рівнянь.

Умови збіжності:

1. F’(x) невироджена в k;

2. x0 досить близьке до x;

3. ||h||  δ.

Оцінка погрішності

||x – xk+1||  c1||x – xk||2 + c2 ||h||k ||x–xk||,
де c1 і c2 не залежать від k

Зауваження

hk = xk-1 – xk

J (xk, xk-1 - xk) (x-xk) = – F(xk)

x = xk – (J (xk, xk-1 – xk))-1 F(xk) = G(xk)

Різновидом методу січних можливо розглядати й метод Стефенсона.

У загальному вигляді його схема наступна

f (x) = 0

xk+1 = xk – [f(xk+h) – f(xk) /h]-1 f(xk)
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Рис. 2. 21. Технолоічна схема методу Стефенсона

hk = f (xk)

xk+1 = xk – [f(xk+ f (xk)) – f(xk)/ f (xk)] f(xk)

J (xk, f (xk)(x – xk)) = – F (xk)

Таким чином існує достатнє різноманіття методів рішення нелінійних хадач, що дозволяють знайи їх рішення за конкретних умов та особливостей.

Існує також практична можливість обирати потрібні методи в складі пакетів стандартних прикладних програм та в математичних інтегрованих програмних системах, що суттєво сприяє єфективному використанню математичного оснащення.

Апроксимація і інтерполяція функцій

У інженерній і науковій практиці досить часто доводиться мати справу з великими масивами чисел, тому методи обробки числових даних в таких випадках набувають важливого значення. Не секрет, що ключем до вірного розуміння багатьох завдань є продумане представлення початкових даних або їх результатів. Навпаки, невдале представлення даних призводить до плутанини і буває поширеною причиною помилок не тільки в результатах, але й в їх трактуванні.

Розрізняють наступні види обробки масивів чисел:

1. Інтерполяція;

2. Апроксимація;

3. Згладжування кривих (зустрічається значно рідше);

4. Чисельне диференціювання;

5. Чисельне інтегрування;

6. Статистична обробка даних.

Розглянемо основні питання обробки даних, отриманих в результаті наукових або виробничих експериментів, дослідження різних процесів, виявлення закономірностей, вивчення поведінки об'єктів і т. д.

Такі методи широко використовують в чисельному аналізі систем автоматичного управління, при експериментальному дослідженні об'єктів контролю і вимірювання в інформаційно-вимірювальній техніці, побудові аналітичних моделей пристроїв і процесів.

Перераховані види обробки даних можливо віднести до завдання наближення функцій.

Завдання: у = f (x), x  k’; потрібно замінити  (x, c0, c1...ck), яка з достатньою точністю задовольнятиме першу.

Постановка задачі наближення функцій.

На деякій множині задана система функцій (x), (x),... m(x) ..., які надалі вважаються достатньо гладкими (безперервно диференційовані). Таку систему називають основною.

Функція вигляду

Qm(x)= c0 0(x)+ c11(x)+ ... +cmm(x),
називається узагальненим поліномом (многочленом) порядку m. C0, С1,... Сm – постійні коефіцієнти.

Задача про наближення функції ставиться так:

Надану функцію f(x) потрібно замінити узагальненим поліномом Qm(x) заданого порядку m так, щоб відхилення функції f(x) від узагальненого полінома Qm(x) на вказаній множині X = {x} було найменшим. При цьому поліном Qm(x) в загальному випадку носить назву апроксимуючого.

Якщо множина {x} складається з окремих точок x0, x1, ...xn, то наближення називають точним. Якщо {x} є відрізок а  x  b, – наближення називають інтегральним.

На практиці часто зустрічається наближення функцій звичайними і тригонометричними поліномами.

Термін відхилення двох функцій між собою також розуміється досить неоднозначно. При цьому отримують різні типи завдань теорії наближення: інтерполяція, рівномірне наближення, середньоквадратичне наближення і т. п.

Часто функція задана таблично й необхідно її відновити (завдання розпізнавання образів).

Методи інтерполяції

Інтерполяція функцій – це відшукання значень функцій в довільних точках їх областей визначення за умови (точного або наближеного) завдання цих значень у ряді фіксованих точок.

Вважають функцію f (x) і поліном Qm(x) близькими якщо вони співпадають на заданій системі точок x0, x1, ...xm. Вказані точки називають вузлами інтерполювання (інтерполяції).

Таким чином завдання інтерполяції полягає в наступному: для даної функції f(x) знайти поліном Qm(x), можливо нижчого ступеню m, що приймає в заданих точках xi (i = 0, 1, 2...n; xi  xj, при i  j) ті ж значення, що і f (x), тобто

Qm (xi)  f(xi)

У цьому випадку Qm (xi) – інтерполяційний поліном .

Лінійна інтерполяція – самий простий вид інтерполяції. У основі методу лежить апроксимація кривої на ділянці між точками (xk, yk) і (yk+1, xk+1) прямою, що проходить через вказані точки.

Рівняння прямої можливо представити у вигляді

(y–yk)/(x–xk) = (у k+1 – yk)/(x k+1 –xk).
Або у наступній формі

y = [yk(x–x k+1) – yk+1(x–xk)]/ (xk – x k+1)

Таким чином, знаючи табличні значення yk і уk+1, відповідних xk й xk+1 за допомогою вказаних формул можливо знайти значення функції при будь-якому значенні x в інтервалі {xk} {yk}.
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Рис. 2. 22. Лінійна інтерполяція

Як правило реальні криві з метою підвищення точності апроксимують складнішими залежностями.

У такому разі крива проходить через всі точки табличної функції. Розрізняють три групи методів відшукання такого многочлена: 

Методи Лагранжа, різницеві методи і ітераційні.

Інтерполяція за Лагранжем

Функція у = f (x) в інтервалі xo  x  xn задана таблично. Задане n+1 табличне значення (xi, уi).

Інтерполяційний многочлен має наступний вигляд

Pn(x) = y0b0 (x) + y1b1 (x) +...+ynbn(x),

де bj (x) – многочлени n-ступеня, коефіцієнти яких можливо знайти з n+1 наступних рівнянь

Pn(xi) = yi, де i = 0, 1 ..., n

y0b0(x0) + y1b1(x0) +...+ ynbn(x0) = у0

. . .     . . .      . . .

y0b0(xn) + y1b1(xn) +...+ ynbn(xn) = yn

bj(xi) = 
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bj(x) = сj (x–x0) (x–x1)...(x–xj-1) (x–xj+1)...(x–xn)

Оскільки bj (xj) = 1

Cj = 1/ (xj – x0) (xj – x1)...(xj – xj-1) (xj – xj+1)...(xj – xn)

Позначим

Lj(x) = (x–x0) (x–x1)...(x–xj-1) (x–xj+1)...(x–xn)

Шуканий многочлен прийме вигляд

Pn (x) = 
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Різницеві методи. Існує множина різницевих методів інтерполяції. Найбільш відомий їх них метод Ньютона–Грегорі. Інтерполяційний многочлен для цього випадку має вигляд.

Pn (x) = c0 + c1(x–x0)+ c2 (x–x0) (x–x1) + ... + cn (x–x0) (x–x1) ... (x–xn+1)

Кеффіциенти сj знаходяться з рівнянь Pn(x) = yi, i = 0, 1,... n.

Система лінійних рівнянь з нижньою трикутною матрицею. Рішення її не являє труднощів. Але існує більш простій спосіб за рахунок використання кінцевих різниць вигляду

xi+1 – xi = ih

Різниці вищих порядків в загальному випадку для функції y = f(x) в інтервалі xo  x  xn визначаються наступним виразом

f yi = f-1 yi+1 – f-1 yi, де i = 0, 1 ..., n-j

Ітераційні методи інтерполяції засновані на повторному застосуванні простої інтерполяційної схеми, наприклад лінійної інтерполяції (метод Ейткена).

Вище показано, що лінійна інтерполяція між точками (xo, уо) і (xi, yi) здійснюється за формулою

yi1(x) = 1/ (xi – x0)  [у0(xi – x) – yi(x0 – x)]

З її допомогою, задавши xi, можливо скласти таблицю yi1(x), де i = 1, 2...n. Користуючись цими функціями

yi2(x) = 1/ (xi – x1)  [y11(x)(xi – x) – yi1(x)(x1 – x)]

Отримавши многочлени yi2 (другого ступеню) визначимо вираз многочлена третього ступеню

yi3(x) = 1/ (xi – x2)  [y22(x)(xi – x) – yi2(x)(x1 – x)]

Він описує криві, що проходять через точки (xo, уо), (x1, y1), (x2, y2) і (xi, yi). Продовжуючи даний процес набуваємо нових значень yij (x), які прагнутимуть до f(x). Цей метод не вимагає, щоб значення функції для інтерполяції розташовувалися через рівні інтервали.

Зворотна інтерполяція

Це алгоритм, за допомогою якого знаходять значення аргументу x, відповідне заданому значенню функції у, які лежать між двома його значеннями, приведеними в таблиці. Щоб застосувати викладені методи, видозмінюють таблицю, помінявши місцями x і у.

Основний недолік такого прийому полягає в тому, що значення аргумента не будуть розташовані через рівні інтервали, що виключає використання методів з постійним кроком зміни аргументу.

Апроксимація кривих

Існує два основні підходи до апроксимації табличних даних кривими. При одному – апроксимуюча крива (ймовірно шматково-гладка) проходить через всі точки, задані таблицею. Цього досягають із застосуванням методів інтерполяції, викладених вище. При іншому підході дані апроксимують простою функцією, застосовною у всьому діапазоні табличних даних, але вона не обов'язково проходить через всі точки. Такий підхід носить назву підгонки кривої по максимальним відхиленням.

Метод найменших квадратів полягає в прагненні мінімізувати суму квадратів різниць між значеннями функцій, що визначаються обраною кривою і таблицею.

Таблично задана n+1 точка (x0, у0) (x1, y1) ...(xn, yn).

Потрібно апроксимувати кривою g(x), x0  x  xn.

Погрішність в кожній точці таблиці

i = g(xi) – yi.

Сума квадратів погрішностей

E = 
[image: image31.wmf]å
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 [g(xi) – yi]2.

Як правило g(x) вибирають у вигляді лінійної комбінації відповідних функцій

G(x) = c1g1(x)+ c2g2(x)+ ... + ckgk(x).

Умова мінімуму

dE/dc1 = dE/ dc2 = ... = dE/dck = 0.

Оскільки

E = 
[image: image32.wmf]å
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 [c1g1(xi)+ c2g2(xi) + ... + ckgk(xi) — yi]2.

З попередньої умови отримують систему рівнянь, зводять її до матриці і вирішують відомими методами.

Для побудови апроксимуючого многочлена необхідно підібрати значення коефіциєнтів c1, с2 ... ck так, щоб величина E була найменшою. У цьому і полягає суть методу найменших квадратів.

Ортогональні поліноми. Якщо в якості g(x) використовувати ортогональні поліноми, для яких

 gj(xi) gk(xi) = 0, при i  j,

то матриця приведеної вище системи рівнянь стане діагональною, а вираз для коефіцієнтів cj спроститься

cj = 
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Це суттєво полегшує завдання і тому багато стандартних програм підгонки кривих містять ортогональні поліноми.

Сплайни

Сплакни відносно недавно практично використовуються обчислювальною математикою, хоча в машинобудівному кресленні відомі достатньо давно в якості гнучкої лінійки.

Відомо, що характер деформації сплайна відрізняється мінімумом запасеної пружної енергії. З теорії вигину при малих деформаціях також відомо, що сплайн – це група зв'язаних кубічних многочленів, в місцях сполучення яких перша і друга похідні безперервні.

Щоб побудувати кубічний сплайн, необхідно задати коефіцієнти, які єдиним чином визначають кубічний многочлен в проміжку між заданими точками, тобто мають бути задані всі кубічні функції q1(x), q2(x) ...qm(x).

У загальному випадку ці многочлени мають вигляд

q1(x) = k1i + k2ix + k3ix2 + k4ix3, i = 1, 2, 3..., m

де ki – постійні, визначені вказаними вище умовами.
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Слід розглянути детальніше ті групи умов, що гарантовано забезпечують потрібні характеристики сплайну.

Серед основних зазначених груп умов щонайменще три.

Вони зорієнтовані на забезпечення окремих властивостей ліній на інтервалах та їх плавне зєднання.

Зазначена задача вирішується наступним чином.

Рис. 2. 23. Сплайни

Перші 2m умов вимагають, щоб криві стикалися в заданих точках

q1(xi) = yi, i = 1..., m

qi+1(xi) = yi, i = 0...m-1

Наступні 2m-2 умови вимагають рівність першої і другої похідних в точках зіткнення

q’i+1(xi)= q’i(xi), i = 1 ..., m-1

q”i+1(xi)= q”i(xi), i = 1 ..., m-1

Щоб система рівнянь мала рішення (4m невідомих на 4m-2 рівняння) додаються ще два рівняння

q”1(x0) = 0 і q”m(xm) = 0.

Отриманий сплайн називають природним кубічним. Знайшовши коефіцієнти можливо використати шматково-гладку функцію для інтерполяції, підгонки кривої або поверхні.

Можливо істотно спростити це завдання вибором вигляду кубічних многочленів.

Рішення нелінійних багатокритерійних задач

Критерієм вважають необхідну і достатню умову, наприклад сукупність прямої теореми виду P  Q і зворотною Q  P, якщо обидві ці взаємообразні теореми вірні, оскільки справедливо P  Q.

Якщо є ряд взаємовиключаючих умов, то може йтися про простори. Лінійному або векторному евклідовому з координатами (x, у), з векторними підпросторами, декартовим тривимірним або гільбертовим n–мірным. Кожне з них має свої властивості і вносить власну специфіку до рішення задачі, хоча підходи багато в чому схожі.

Багатовимірні математичні задачі виникають з опису складних процесів. Описи ці часто наближені й вимоги до точності знижені. Так, наприклад, вимоги до точності рішення рівнянь газової динаміки або польових задач істотно нижче за вимоги рішення рівнянь механіки, електротехніки або балістики. 

Поняття точності досить відносні і диктуються конкретними умовами. При цьому різноманіття завдань і індивідуальність підходів суттєво підвищують кваліфікаційні вимоги саме до виконавців. Особливо важливі гнучкість мислення й неупередженість.

Заслуговують уваги в даному контексті деякі питання (особливості) інтеполювання, чисельної інтеграції і диференціювання функцій для випадку декількох просторових змінних, а також завдання пошуку екстремуму.

Метод невизначених коефіцієнтів

Рішення ряду багатовимірних завдань можливо звести до рішення наступних простих задач:

Хай в області G s – мірного простору задані деякі точки P1, P2 ... Pn і значення функції f в цих же точках. Необхідно:

1) отримати наближення до значення функції f(P);

2) отримати наближення до значення деякої похідної Df в точці P;

3) обчислити інтеграл наступного вигляду: 

I(f) = Gf(P) p(P) dp,

де p(P) – деяка вагова функція.

Найпростішим способом рішення вказаних задач є метод невизначених коефіцієнтів. Він полягає в наступному.

Хай відомо, що функція f(P) з достатньою точністю наближається лінійними комбінаціями вигляду
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Необхідно, щоб зазначена лінійна комбінація співпадала з f(P) в заданих вузлах (інтерполяція), тобто виконувалось рівняння
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 Bj ωj (P) = f(Pq),  q = 1 ... N .

Припустимо, що det ||j (Pq)||  0, тоді матриця ||ωj (Pq)|| має зворотну A = ||ajq||.

Рішення наведеної системи має вигляд

Bj = 
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 ajq f(Pq) 

Функція g(P) = 
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 Bj ωj (P) співпадає з f(P) в точках Pq. З урахуванням цього отримаємо аналог інтерполяційного многочлена у формі Лагранжа

g(P) = 
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Zq(P) f(Pq), де Zq(P) = 
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Як і в одновимірному випадку можливо чекати, що при вдалому виборі вузлів Pq і функцій j (P) буде мала погрішність в наступній наближеній рівності

f(P)  g(P) = 
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Zq(P) f(Pq),

Df(P)  Dg(P) = 
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I(f)  I(g) = 
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Як і для одновимірного випадку, при невдалому виборі досить великого числа вузлів інтерполяції, погрішність рішення може виявитися катастрофічно великою. Тому використання наближених співвідношень вимагає обгрунтування і ретельного з'ясування конкретних умов їх використання.

Метод найменших квадратів

При побудові g(P) вище ми добивалися рівності з функцією f(P) в N точках. Але g(P) містить велике число параметрів, певна свобода у виборі яких, дозволяє їй значно відрізнятися від f(P) поза заданими N точками. Підвищення якості наближення може досягатися різними способами. Один з них – метод найменших квадратів.

Наближення у такому разі має вигляд

g(P) = 
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 Bj ωj (P), де n << N.

Параметри Bj визначаються з умови 
[image: image45.wmf]min
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 (g), де (g) має вигляд

(g) = (B1...Bn) = 
[image: image46.wmf]å

=

N

q

1

 Pq (g(Pq) – f(Pq))2 = 
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 Bj ωj (Pq) – f(Pq))2

У основу такого методу покладено наступне міркування.

Чим менше величина (g), тим більше g(P) і f(P) в точках Pq. При n<<N функція g(P) містить істотно менше параметрів і у них менше можливостей відрізнятися від f(P) поза вузлами, як це має місце при n = N.

Числа q > 0 називають вагами і підбирають залежно від щільності розподілу Pq. Якщо f(Pq) містить випадкову прогрішність, то Pq вибирають залежно від дисперсії погрішностей вимірюваних значень. 

Рекомендації щодо вибору багато в чому невизначені і індивідуальні для кожного завдання. Зазвичай де Pq розподілені щільніше береться менше q, а значенням f(Pq) з більшою дисперсією погрішності ставлять у відповідність менше значення Pq.

Прирівнявши нулю d /dBi отримаємо систему рівнянь для визначення Bj

1/2 d /dBi = 
[image: image49.wmf]å

=

N

j

1

 dij Bj – di = 0, 

dij = dji = 
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di = 
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Таким чином

g(P) = 
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де Zq(P) = 
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Скориставшись останнім співвідношенням можливо отримати формулу чисельного диференціювання Df  Dg і формулу квадратури I(f)  I(g).

Метод регуляризації

У основу даного методу закладені міркування про узгодження апроксимуючої функції. Найбільш поширеною формулою регуляризації є та, по якій наближення відшукується у вигляді

g(P) = 
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а коефіцієнти Bj вибираються за умови мінімуму даного виразу

(, g) = (g) + (g), λ = 0.

Функція (g) вибирається за умови: якщо його значення невелике, то функція g має  гладкість. Наприклад: (g)  G |grad g(P)|2 dP

Найбільш поширений випадок коли  n = N, який розглянемо далі.

Хай мінімум (, g) досягається при B1 ... Bn і

g(P) = 
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Маємо рівняння

(0, g) = 
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Розглянемо крайні випадки  = 0, і . Якщо det ||j (Pq)|| 0 то система має рішення, її права частина обертається в нуль на рішенні. В той же час (0, g) завжди ненегативна. Нижня грань досягається на значеннях Bj (рішеннях системи), g0(P) співпадає з інтерполяційним многочленом у вузлах Pj. При великих значеннях  у функціоналі Φ(, g) визначальним буде другий доданок, нижня грань якого досягається на гладкій функції. 

Отже можна чекати, що при проміжних λ функції g (P) будуть гладкими і не дуже відрізнятися від функції, що наближається, в заданих вузлах. Для конкретніших міркувань повинні бути задані функції ωj, розподіл точок Pj і клас функцій, що розглядаються.

Фізичний сенс регуляризації полягає в згладжуванні або фільтрації сигналу. Залежно від виду даного функціонала фільтрація може бути частотно залежна

1(, g) = o1(g(x) – f(x))2 dx + 2 o1(g’(x))2 dx.

Для малих , при яких |2j|<<1, коефіцієнти Фурье A0j /(1 + (2λ j)2) і A0j функцій g1(x) і f(x) близькі між собою.

Якщо |2j|>>1, коефіцієнти Фурье для g1(x) багато менше, ніж для f(x).

Таким чином відбувається частотно залежна фільтрація: гармоніки з малою частотою коливань спотворюються мало, а гармоніки з великою частотою ослабляються відчутно. 

Якщо необхідно ще зменшити спотворення амплітуд гармонік з малою частотою і краще відфільтрувати високочастотні коливання, можливо використовувати функціонал

n(, g) = o1(g(x) – f(x))2 dx + 2 o1(g(n)(x))2 dx.

По аналогії з наведеними можливо також використати функціонали

hn(, g) = h 
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Рішення системи рівнянь, матриця яких щодо відомих gq має вигляд сіткової функції
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і систем лінійних рівнянь, що виникають за лінеаризації функціоналів hn(, g), можливо отримати за O(n2N) арифметичних операцій методом прогону рішення періодичної сіткової краєвої задачі.

В порівнянні з описаною регулярізацією функціоналом hn(, g) при n >1 часто зручнішою буває n-кратна регуляризація функціоналами вигляду h1(, g).

Гармоніки exp{2πijx} в даному випадку множаться на [1 + 4λ2( sin (/h) /h)2]-n. Перевага такої регуляризації полягає в простоті алгоритму, меншому об'ємі обчислень (порядку О(nN)) і меншому впливі обчислювальної погрішності.

Зведення багатовимірних задач до одновимірних

Вище розглянуті основні способи рішення багатовимірних задач, що не вимагають додаткової інформації про розподіл вузлів x1,..., xs, в яких значення функції відомі.[image: image206.png]



У багатьох випадках розташування вузлів носить регулярний характер. При аналітичному завданні функції вузли можна вибирати довільно.

При вдалому розташуванні вузлів операції над багатовимірними функціями можуть бути зведені до послідовного їх здійснення над функціями однієї змінної.

Рис. 2. 24. Аналітичне завдання функції:  - вузли;  - точка (x10, x20);  - точка (x1m1, x20)

Розглянемо випадок розташування вузлів, приведений на малюнку. Множина всіх вузлів  розбивається на підмножини 1.., m (в даному випадку m = 5), які у свою чергу лежать на прямих x = x’1 , x1 = x1 m1;

Розглянемо завдання обчислення приведеного оператора

Of (P0) = f (r1, r2) (x10, x20)

Окремий випадок r1 = r2 = 0 відповідає завданню обчислення функції. Застосуємо будь-яку форму обчислення похідної g{r1}(x10) по значеннях функції у вузлах x1f1.

g{r1}(x10)  
[image: image62.wmf]å

=

1

1

m

j

Aj g (x1f1)

Функція g не використовується в усіх точках x1f1.. У разі диференціювання йдеться про просту формулу по найближчих до x10 двом вузлам.

Підставивши g(x1) = f (0, r2) (x1, x20), отримаємо

f (r1, r2) (x10, x20)  
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Таким чином завдання чисельного диференціювання функції два змінних f(x1, x2) звелася до завдання чисельного диференціювання функцій f (x1m1, x2).

Найчастіше вузли розташовуються у вигляді сіток, які можна звести до добутку одновимірних сіток 1 = 1 × ...., ×s.

Щоб уникнути помилок при чисельному диференціюванні функцій багатьох змінних слід уважно стежити за величинами вільних членів що відкидаються.

Рішення диференційних рівнянь з частинними похідними

Вище розглянуто основні можливості рішення звичайних диференційних рівнянь. Слід зазначити, що рішення більшості таких рівнянь можливо одержати тільки чисельними методами.
Постановок задач тут небагато. Всі вони зводяться до задачі Коші або крайової для лінійних та нелінійних рівнянь. Для них існує невелика кількість вивірених алгоритмів та стандартних програм, дозволяючих ефективно вирішувати переважну частину таких задач.
Для диференційних рівнянь з частинними похідними стан дещо інший.
Число різних постановок задач суттєво більший. Це призвело до того, що теорія чисельних методів рішення таких задач дробиться на більшу кількість напрямків. Теорія багатьох з них знаходиться стані розробки.
Так за останні десятиріччя розроблено алгоритми прийнятної точності більшості крайових задач для одно та багатовимірних параболічних рівнянь.
Разом з тим, для низки задач неясним є сам факт існування рішення. В таких випадках строгі оцінки часто неможливі. Тоді інтуїція дослідника має бути основним аргументом в оцінці достовірності результатів й відповідальності. При цьому саме ясність розуміння задачі ті її компонентів дослідником забезпечує якість результатів її рішення.
Слід розуміти, що математичні формули – це лише зручна мова викладення та висловлювання ідей і методів досліджень.
Самі ж ідеї й методи необхідно уявляти наочно, вони виникають в явищах і образах оточуючого життя.
Класифікація основних рівнянь з частинними похідними
Розглянемо наближені методи рішення деяких задач з частинними похідними другого порядку з двома незалежними змінними. В загальному випадку воно має наступний вигляд
F (x, y, u, Ux, Uy, Uxx, Uxy, Uyy) = 0,
де x, y – незалежні змінні;

u – шукана функція;

Ux, Uy – перші частинні похідні по x та y;

Uxx, Uxy, Uyy – другі частинні похідні. 
Рішенням наведеного рівняння є функція u = u (x, y), що обертає зазначене рівняння на тотожність. Графічно рішення являє собою просторову (інтегральну) поверхню в всистемі координат x, y, u, 0.
[image: image64.png]



Рис 2. 25. Графічна інтерпретація рішення.
Наведене рівняння називають лінійним, точніше достатньо лінійним (лінеарізованим), якщо воно першого ступеня відносно шуканої функції, всіх її похідних й не містить їх добутків, має наступний вигляд.
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Коефіціенти A, B, C, a, b, c залежать тільки від x та y , в іншому випадку наведене рівняння являє собою лінійне диференційне рівняння з постійними коефіцієнтами.
Розглянемо детальніше лінійні диференційні рівняння з частинними похідними.
Тип рівняння фактично визначається його дискримінантом
D = AC – B2.

В залежності від знака функції D лінійне диференційне рівняння в даній області відноситься до одного з наступних видів:
1. Гіперболічний тип (D <0), – рівняння коливань.
Функція U (x, t), де x – зовнішній вплив; t – час.
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а) початкові умови
U (x, 0) = φ (x); 
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(x, 0) = φ (x).

б) граничні (крайові) умови

U (a, t) = g1(t); U (b, t) = g2(t).

2. Параболічний тип (D = 0). Рівняння теплопровідності обмеженного стрижня. t – температура.
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, x, t є G.
а) початкові умови

U (x, 0) = φ (x).

б) граничні (крайові) умови

U (a, t) = g1(t); U (b, t) = g2(t).
Наведену задачу можливо перетворити в тривимірну задачу теплопровідності пластини. Функція U (x, y, t); x, y, t є G. Тоді
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Коли розглядається стаціонарний тепловий процес, то 
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= 0 й маємо перехід до наступного типу.
3. Еліптичний тип (D > 0). Найбільш типовим прикладом до цього випадку має бути рівняння Пуасона. Коли ΔU = 0 воно має назву рівняння Лапласа.
ΔU = 
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Для нього розглядаються тільки крайові задачі.
U (x, y) |Г = φ (x, y).
Вігляд області рішення теж має значення

φ (a, y) = φ a (y), φ (x, c) = φ c (x),
φ (b, y) = φ b (y), φ (x, d) = φ d (x), задача Дірихле.
Слід зазначити, що область G для задач 1, 2 – завжди прямокутна, а в 3 може мати іншу конфігурацію.
4. Змішаний тип (D змінює знак)
Тип лінійного рівняння є його важливою особливістю й зберігається за будь-якого не виродженого перетворення.
Якщо є такі ε = φ (x, y); η = ψ (x, y), для яких Якобіан 
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≠ 0, то з лінійним виявляється пов’язане звичайне диференційне рівняння
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A (dy)2 – 2B dx dy + C (dx)2 = 0,
яке називають характеристичним, а його рішення – характеристиками рівняння.
Для рівняння гіперболічного типу існують два сімейства характеристик: φ (x, y) = С1,
ψ (x, y) = С2.

Перетворивши які відповідно ε = φ (x, y),
η = ψ (x, y), а саме прийнявши параметри цих сімейств за нові криволінійні координати, одержимо канонічний вид рівняння гіперболічного типу
u εη + α (ε, η) u ε + β (ε, η) u η + γ (ε, η) u = f (ε, η).

Рівняння параблічного типу має одне сімейство характеристик φ (x, y) = С. В результаті перетворення ε = φ (x, y), η = y воно тех приводиться до канонічного вигляду
u ηη + α (ε, η) u ε + β (ε, η) u η + γ (ε, η) u = f (ε, η).
Рівняння еліптичного типу допускає два сімейства комплексних характеристик φ (x, y) + i ψ (x, y)  = С1, φ (x, y) – iψ (x, y) = С2.
Після перетворення ε = φ (x, y); η = ψ (x, y) одержимо канонічний вигляд
Δu + α (ε, η) u ε + β (ε, η) u η + γ (ε, η) u = f (ε, η),

де Δu = u εε + u ηη - оператор Лапласа.
Для рішення задач з диференційними рівняннями в частинних похідних (задача Коші, крайова задача) в основному використовуються різницеві, різніце-варіаційні, проекційно-різницеві тпа ін.
Сітки, сіткові функції, різницеві оператори

Точні рішення краєвих задач еліптичних рівнянь можливо одержати в окремих випадках, загалом їх вирішують наближено.

Одним з найбільш ефективних й поширених наближених методів є метод сіток.

Суть методу полягає в наступному: область G безперервної зміни аргументу (відрізок, прямокутник) замінується дискретною множиною точок (вузлів), які звуться сітками (решітками).

Замість функцій безперевного аргументу розглядаються функції дискретного аргумента, визначені в вузлах сіток й іменуємі сітковими функціями. Похідні диференційних рівнянь й граничні умови замінюють різницевими похідними. 
Таким чином крайова задача замінюється системою лінійних або нелінійних алгебраїчних (різницевих) рівнянь. Такі схеми часто називають різницевими схемами. Основні методи рішення таких рівнянь наведено вище.
Більш детально слід зупинитися на основних поняттях методу сіток.
По суті він складається з заміни рішення диференційної задачі рішенням різницевої її апроксимації. Тому питання збіжності, погрішностей мають важливе значення.
Нехай область G – прямокутник, рис. 2. 26.
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Рис. 2. 26. Структура сітки: а) визначення сімейств прямих; б) координати суміжних вузлів.
G = {x, t : a ≤ x ≤ b, 0 ≤ t ≤ T}
В межах зазначеної області G побудуємо два сімейства прямих:
xi = a + i h;  tj = j τ,  де h та τ – відповідні кроки між прямими, а (xi, tj) ~ (i, j) – вузли сітки. Внутрішні вузли ωh , граничні γh. Значення h й τ взаємопов’язані. 
Сіткова функція Uh на відміну від функції безперервного аргумента, визначена тільки у вузлах сітки.

U (xi, tj) = Uij.
На множині вузлів замінюються похідні різницевими виразами
(A) 
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(Б) 
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(B) 
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, де погрішності r1 і r2 = 0 (τ), r3 = 0 (h2).
Тоді початкове рівняння приймає наступний вигляд
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Початкові умови U i0 = φ (xi).
Граничні умови U0j = g1 (tj); Unj = g2 (tj), рис. 2. 27.
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Рис. 2. 27. Граничні умови
На практиці погрішності r1, r2 відкидаються. Одержуємо систему різницевих рівнянь
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Вони представляють дискретну задачу у вигляді системи алгебраїчних рівнянь відносно i, j.
Слід зазначити, що як процес сіткової апроксимації, так і рішення одержаної СЛАУ мають свої особливості коректності, достатньо висвітлені в відповідних джерелах й спрямовані на досягнення наступної мети:
апроксимація + стійкість  збіжність.

Це означає, що для зазначеної задачі слід уважно обирати параметри сітки, а саме співвідношення τ й h та (А) й (Б). Дещо складніші сітки просторові.
Методи пошуку екстремуму функцій

Постановки завдань

Є функція  (x), x В  Rh
X = (x1, x2 ..., xn)

Потрібно визначити

X*  D  (x*) = min  (x)

max (x) = - min  (x)

Крапку, в якій функція досягає найменшого значення називають мінімумом, а найбільшого значення – максимумом. Загальна назва для мінімуму і максимуму – точки екстремуму. Екстремум може бути глобальним (абсолютним) або локальним (на ділянці).

Щоб визначити екстремум функції однієї змінної

F = f(x)

Необхідно виконати наступне: визначити першу похідну df/dx, прирівняти її нулю і вирішити рівняння df/dx = 0.

Рішення x* дає значення в яких функція має екстремуми;

Визначити другу похідну d2f/dx2 і її знаки в точці x*.

Якщо d2f/dx2 < 0, то в точці x* - максимум, d2f/dx2 > 0, то x* - мінімум.

Дане питання складає основу важливого і необхідного напряму інженерних розрахунків – оптимізації. Це підвищує його важливість. Розглянемо особливості.

Якщо множина D має певну структуру і складається з множини рішень системи рівностей або нерівностей, то завдання відноситься до математичного програмування

D = { x : xRh, fi(x)  0, i = 1, m}

 hk (x) = 0, до = 1, до}

Це завдання складання планів, мережеві, оптимізаційні.  – цільова функція (min або max).

Вказані завдання розділяються на наступні класи:

1. Задчи лінійного програмування (найбільш розроблені)

hi, hk - лінійні

2. Завдання нелінійного програмування

(x), fi(x), h(x) – хоч би одна нелінійна

Позначимо

(x) = с – поверхня рівня

’(x) = (d/dx1 , d/dx2, ... d/dxn)  dx = (dx1, dx2, ...dxn)

grad  = d/dx1i + d/dx2о + d/dxnk – вектор до нормалі поверхні рівня.

Він вказує найбільшу швидкість зміни .

d (x) = nj=1 d/dxi dxj = <’(x) dx> – скалярний добуток.
Умова опуклості функції – квантор існування першої похідної ’(x).

Опуклість  (xo) = <(xo) dx>  (xo+dx) – (xo).

Квантор ”(x) – опуклості ’(xo) позитивно визначена.

Строга опуклість дає позитивну певну матрицю (весь її головний мінор більше нуля). Однак опуклість функції не гарантує існування точки мінімуму.

Наприклад, функція може бути обмежена і не мати точки мінімуму, або точок мінимумів може бути нескінченне багато.

Загальний підхід до побудови ітераційних алгоритмів пошуку екстремуму

(x), xRh , D = Rh
Завдання безумовної мінімізації

Вибрана точка точка xoRh ,

x k+1 = xk + k k
xk+1 = (x1k, x2k...xkk) – вектор точка траєкторії.

k = (1k ...nk) – вектор напрямку спуску.

k – скалярний max спуску.

Основна відмінність методів полягає в виборі k.

xo, x1 ... xk = lim k xk
x*  xk
Критерії припинення ітераційного процесу діляться на три основні групи:

1. По координатах

a) ||xk+1 – x1k||/||xk+1||    ||Xk||  l > 0 Відносний критерій, якщо точка > 0.

б) ||xk+1 –xk||    Абсолютний критерій, якщо невідоме положення шуканої точки.

2. По значенням шуканої функції

а) |(xk+1) - (xk)|/|(xk+1)|    |(xk)  l > 0

б) |(xk+1) - (xk)|  

3. По градиєнту

||(xk)||  
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Практика показує, що регулювання процесу за одним критерієм малоефективне. Так, при пологій функції поблизу мінімуму за критерієм 2б зупинка може відбутися досить далеко від рішення. При високій крутизні, також виникають свої питання, рис. 2. 28.
Рис. 2. 28. Пошук рішення при пологій і крутій функціях

За потреби обчислення похідних методи діляться на три групи:

1. Методи нульового порядку, обчислюються тільки функції без похідних

2. Методи першого порядку [(xk), ’(xk)]

3. Методи другого порядку [(xk), ’(xk), ”(xk)]

Методи градієнтів

x k+1 = xk + k k
k = - ’(xk) антиградієнт

x k+1 = xk - k ’k
x1 k+1 = x1k - k d/dx1(xk)

x2 k+1 = x2k - k d/dx2(xk)

. . . . . . . . . . . . . .

xn k+1 = xnk - k d/dxn(xk)

Методи вибору 

Вибір  відіграє важливу роль і часто визначає суть методу.

1. xkk задана; x = xk - ’k
(xk - ’k) = ()

  min()

При такому способі на кожному кроці методу вирішується завдання одновимірної мінімізації. Такий метод має назву – найскорішого спуску.

Програма реалізації методу найскорішого спуску зазвичай містить ряд модулів: обчислення функції, градієнта, мінімізації і ітераційний.

2. Експериментальний метод (проб) вибору 

xk задана

а) задається min k
б) x k+1 = xk - k ’ k
в) (xk-1) - (xk)  k  ||’ k||2

де  – деяке число від 0 до 1.

Якщо різниця менше деякого негативного числа, крок вибраний правильно, інакше

г) k  k ; 0<<1;  = 0,7;   0,4

Умови збіжності:

1) (x) – має бути обмежена знизу;

2) (x) – безперервна.

Тоді xk сходиться до x*, коли ’(xk)  0, ’(x*) = 0.

Для забезпечення збіжності ітераційних процесів опуклість не потрібна (це недолік).

Збіжність першого способу для випадку коли існують ’, ”, ”’ > 0

”  m||dx||2  <”dx, dx>  M||dx||2

Точка мінімуму єдина і послідовність xk сходиться із швидкістю геометричної прогресії xk  x*.

||x* - xk+1||  (M-m)/(M+m) ||x* - xk||

Функції у яких M>>m, відносять до типу яру. Метод градієнтів у такому разі практично не працює. Існує ряд методів на основі методу Ньютона, але вони достатньо складні, у ряді випадків вимагають обчислення зворотної матриці.

x k+1 = xk – (F’k)-1 F(xk)

x k+1 = xk - k (” k)-1 ’ k
Умова збіжності

m||dx||2  <”dx, dx>  M||dx||2

Щоб уникнути обчислення зворотної матриці використовують співвідношення

”k x k+1 =  “k xk - k ’ k
В цьому випадку на кожному етапі завдання зводиться до рішення системи лінійних рівнянь алгебри з матрицею A.

A = ”k.
Це дуже складно і дорого, оскільки ”k обчислюється аналітично і на кожному етапі.

Тому на практиці частіше використовують модифікований метод Ньютона.

”o x k+1 =  “o xk - k ’ k
Вибір кроку  вирішується як самостійне завдання

  min(),
на практиці застосовується досить рідко оскільки вимагає використання методів мінімізації і Ньютона із зворотною матрицею. Частіше використовують наступний алгоритм, в якому:

xk – задано.

1.  = 1;

2. xk+1

3. (xk+1) - (xk)  -   < ’k k; 0<  <1/2. Якщо умова виконується проводять рахунок, якщо не виконується, то  замінюється на менше і перехід до пункту 2.

У околиці точки x* цільову функцію можна апроксимувати.

У ряді випадків яристість цільової функції буває наслідком поганої масштабності змінної. Якщо ж не вдається забезпечити необхідне масштабування можна скористатися методами випадкового пошуку.

Метод покоординатного спуску

min (x); x  Rh
x k+1 = xk + k k
Cпуск реалізується за напрямами по координатах.
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Вектори спуску:

l1 = (1, 0 ...0)

l2 = (0, 1 ...0)

 . . . . . . .

ln = (0, 0 ...1)

Графічна інтерпретація методу покоординатного спуску представлена на рис. 2. 29.

Рис. 2. 29. Метод покоординатного спуску

Алгоритм: точка xk відома

1. y’ = xk, i = 1;

2. yi+1 = yi + i li;

3. Визначають крок зміни  за умови min (yi + li}  i

Якщо рішення відсутнє (5), якщо є то:

4. Находимо yi+1

5. i = i + 1

6. i  n – закінчення обчислень, якщо ні, то (2)

Якщо в п. 3 рішення відсутнє, то обираєтся траєкторія спуску x1, x2, ...xk.
xk, xk+1 – серія проміжних точок

y’ = xk, ... , xk+1 = yn+1

Збіжність методу гарантована тільки для функцій, що диференціюються, хоча похідні не обчислюються. ’ – існує і опукла до x*.

Наведено основні підходи до визначення екстремуму функцій в різних умовах, що являють практичний інтерес.

2. 5. Планування та підготовка досліджень моделі

Тільки коректність дослідження адекватної моделі забезпечує необхідну достовірність результатів. Тому необхідно забезпечити необхідні й достатні умови отримання саме розумних результатів. Для цього щонайменьше служать перевірки, коректування і можливості планування досліджень. Безперечно, основною умовою є дотримання адекватності.

Перевірки адекватності 

Перевірка адекватності моделі системі полягає в аналізі її відповідності і рівнозначності досліджуваній системі. Проте модель не мае бути повним відображенням об'єкта, інакше втрачається сенс її створення. В процесі створення моделі адекватність штучно дещо спотворюється в результаті орієнтації, стратифікації, деталізації і локалізації. Цьому сприяє й застосуваня відомого принципу 20/80.

Адекватність також порушується за ідеалізації зовнішніх умов і режимів функціонування, виключення тих або інших параметрів, зневаги деякими випадковими чинниками. 

Відсутність точних відомостей про зовнішні впливи, певні нюанси структури або функціонування системи, прийняті апроксимації, інтерполяції, припущення і гіпотези також ведуть до зменшення відповідності між моделлю і початковою системою. 

Як змінні, так і будь-які інші чинники можуть стати причиною того, що результати моделювання можуть істотно відрізнятися реальних.

Досить простою мірою адекватності може бути відхилення будь-якої характеристики уо оригіналу і ym моделі.

у = |yo – ym|

Дещо краще відношення відхилення до характеристики оригіналу

у = |yo – ym|/yo

Можливо стверджувати, що модель адекватна системі, якщо вірогідність того, що Δу не перевищує граничної Δ, більше допустимої вірогідності PΔ

P (у < ) ≥ PΔ

Проте практично використовувати такий критерій адекватності у багатьох випадках неможливо з наступних причин:

1. Для модельованої системи відсутня інформація про значення характеристики уо.

2. Система оцінюється не за однією, а по множині характеристик, що мають різні величини відхилень.

3. Характеристики можуть бути випадковими величинами, а часто і нестаціонарними функціями.

При моделюванні стохастичних систем може статися, що статистичні характеристики, отримані на моделі з високим ступенем адекватності, точніші, ніж обчислені за наслідками вимірювань на реальній системі.

4. Відсутня можливість точного завдання граничних відхилень  і допустимої вірогідності P

Проте перевіряти адекватність всеж необхідно, оскільки по невірних результатах моделювання не можуть бути одержані вірні рішення. 

На практиці оцінка адекватності досить часто зазвичай проводитися шляхом експертного аналізу розумності результатів моделювання.

Можливо виділити наступні види перевірок:

- перевірка моделей елементів з необхідною деталізацією (виявляються структурні помилки);

- перевірка моделі зовнішніх впливів (прийняті припущення, апроксимації і гіпотези оцінюються математичними методами);

- перевірка концептуальної моделі (виявляються помилки постановки завдання);

- перевірка формалізованої і математичної моделей (виявляються помилки опису об'єкта);

- перевірка способів вимірювань і обчислень вихідних характеристик (виявляються помилки рішення);

- перевірка результатів (виявляються їх відповідність, розумність та точність).

На наступних етапах моделювання перевіряються алгоритми, програмна модель і т. д.

Прийоми окремих перевірок адекватності конкретних моделей часто індивідуальні.

Слід зазначити, що фактор адекватності має безперервно контролюватися и враховуватися протягом всього процесу моделювання.

Корегування моделі 

Якщо при перевірці адекватності виявляються неприпустимі розбіжності та розузгодження моделі і системи, виникає необхідність коректування або калібрування моделі. При цьому мають бути виділені наступні типи змін: глобальні, локальні і параметричні.

Необхідність в глобальних змінах виникає при виявленні методичних помилок в концептуальній або математичній моделях. 

Локальні зміни пов'язані з уточненням деяких параметрів або алгоритмів. Вони виконуються шляхом заміни моделей окремих компонентів системи і зовнішніх дій на еквівалентні, але точніші. Локальні зміни вимагають часткової зміни математичній моделі, але можуть привести до необхідності розробки нової програмної моделі, Щоб уникнути цього слід відразу збільшити ступінь деталізації вище міри, необхідної для досягнення мети моделювання.

До параметричних відносяться зміни калібрувальних параметрів. Їх способи варіювання слід виявити і передбачити наперед.

Стратегія коректування повинна бути спямована на оцінку необхідності першочергових глобальних змін, потім – локальних, і, нарешті, параметричних.

На тактику параметричних змін великий вплив має аналіз чутливості моделі до варіацій параметрів. 

Завершується етап перевірки адекватності і коректування моделі визначенням і фіксацією області придатності. Під областю придатності розуміють множину умов, при дотриманні яких точність результатів моделювання знаходиться в допустимих межах.

Планування експериментів з моделлю

Цілі моделювання досягаються саме дослідженням моделі. Тому питання планування дослідження моделі безумовно важливі для досягнення необхідних результатів. Особливо актуальні вони в відношенні стохастичних моделей. Розрізняють стратегічне і тактичне планування, а також обробку результатів.

Стратегічне планування. Дослідження моделі полягає в проведенні експериментів, в результаті або ході яких визначаються вихідні характеристики системи при різних значеннях керованих змінних параметрів моделі. 

Експерименти слід ретельно планувати. Особливої важливості планування експериментів набуває при чисельному статистичному імітаційному моделюванні. Це обумовлено значним числом поєднань можливих значень керованих параметрів, а кожен експеримент проводиться для певних поєднань.

Наприклад, при п'яти параметрах, кожний з яких може мати три значення, кількість поєднань становить 243. При 10 параметрах і п'яти значеннях, кількість можливих поєднань – до 10 млн. Часто таку кількість експериментів провести практично не тільки неможливо, але й непотрібно.

Тоді виникає необхідність стратегічного планування – вибору окремих, певних поєднань параметрів і послідовності експериментів.

Розробка плану починається на ранніх етапах моделювання, в процесі виявлення характеристик якості і параметрів системи, що впливають на них. Такі параметри в теорії планування експерименту називають факторами. Виділяють можливі значення кількісних параметрів і варіанти якісних (функціональних) параметрів. Їх називають рівнями q. Число поєднань становить

N s = q1 × q2 × ... × qk,

де k – число факторів.

Якщо число факторів (чинників) велике використовують один з методів складання плану з неповного факторного аналізу.

Особливо ретельне планування експериментів необхідне при дослідженні нестаціонарних систем зважаючи на велику кількість потрібних експериментів.

Тактичне планування. Сукупність методів зменшення тривалості машинного експерименту при забезпеченні статистичної достовірності результатів імітаційного моделювання отримала назву тактичного планування. На тривалість експерименту Tm впливають стаціонарність системи, взаємозалежність характеристик і значення початкових умов моделювання.

Дані експериментів можливо розглядати як часові ряди. Ряд вимірів характеристики у – як вибірку із стохастичної послідовності. Мінімальний розмір вибірки, а також тривалість експерименту, визначається максимальною допустимою помилкою оцінки (довірчим інтервалом), а також дисперсією оцінюваної характеристики. Чим більше дисперсія, тим більше потрібний розмір вибірки. Існують методи зменшення дисперсії, засновані на апріорній інформації про систему.

Більшість імітаційних моделей використовуються для вивчення сталих режимів роботи системи. Але в початковий період функціонування системи або моделі існує перехідний режим навіть при незмінних значеннях параметрів вхідних впливів. Тривалість перехідного режиму може бути досить істотною. Значення вихідних характеристик в цей період зміщують їх загальні оцінки.

Існує три основні методи зменшення помилок, обумовлених початковими умовами:

1. Достатнє збільшення періоду моделювання і числа вимірів;

2. Збір статистики починати не з початкового моменту, а через деякий час;

3. Модель ініціалізувати не з початкового моменту часу, а із заданого стану, близького до сталого.

Перші два методи приводять до збільшення тривалості експерименту і не дають гарантії зменшення помилок, оскільки тривалість перехідного процесу часто не відома. Для реалізації третього методу необхідно знати момент початкового стану. Така інформація часто отримується в результаті попередніх аналітичних розрахунків за спрощеними моделями.

У подальших експериментах для завдання початкових станів можливо використовувати уточнені відомості попередніх експериментів.

При моделюванні нестаціонарних систем сталий режим може бути взагалі відсутнім. Природним в даному випадку буде метод повторних експериментів. Число експериментів зросте, що приведе до особливих вимог щодо їх планування.

2. 6. Обробка та використання результатів

Результати моделювання мають бути приведені до зручного за вимогами практичного використання вигляду. Для цього існує досить розвинений апарат аналізу, візуалізації та документування.

Використання результатів моделювання полягає в обґрунтуванні прийняття технічних рішень на різних етапах проектування, експлуатації та модернізації обладнання.

В процесі обробки результатів слід зважати на характер даних, вид моделі, вимоги задачі, та враховувати відповідні особливості їх обробки.

Моделювання в дослідженнях та науковому експерименті має сприяти визначенню необхідних залежностей та одержанню нових даних.

Моделювання в задачах оптимізації повинно визначати кращий варіант за обраними критеріями.

Обробка результатів має безпосередне значення в ефективному ії використанні. Розглянемо основні важливі аспекти перетворення даних.

Аналіз результатів моделювання

Аналіз результатів моделювання своєю кінцевою метою припускає можливості їх практичного використання. Призначений для оцінки достовірності результатів і перетворення їх до зручного для практичного використання вигляду. Цей процес можливо розділити на декілька фаз. 

Обробка даних сприяє зменшенню їх об'ємів, стисненню та визначенню потрібних залежностей. Підвищення наочності та візуалізація теж мають важливе значення.

Оцінка адекватності, відповідності та розумності результатів має виключне значення  в визначенні можливостей практичного використання одержаних результатів.

Аналіз результатів моделювання спрямований саме на забезпечення єфективності їх практичного використання. Тому розглянемо основні аспекти цього процесу.

Обробка вимірювань імітаційного експерименту

При статистичному моделюванні в ході імітаційного експерименту змінюється множина значень по кожній вихідній характеристиці. Оскільки вихідні характеристики часто є випадковими величинами або функціями, їх обробка переважно полягає в обчисленні оцінок математичних очікувань, дисперсій і кореляційних моментів.

Щоб розвантажити обчислювальну систему, часто обробку проводять за рекурентними формулами в процесі експерименту методом наростаючого підсумку, у міру появи нових вимірювань.

Для стохастичних характеристик можливо побудувати гістограму відносних частот – емпіричну залежність щільності розподілу одержаних значень. Для цього область передбачуваної характеристики у розбивається на інтервали. В ході експерименту визначають число попадань величин в кожен інтервал характеристики і підраховують число вимірювань.

Після завершення експерименту для кожного інтервалу обчислюють відношення числа попадань характеристики до загального числа вимірювань і довжини інтервалу.

Для побудованої гістограми можливо також спробувати підібрати теоретичний закон розподілу. Технологія при цьому такаж, як і при підготовці початкових даних.

Якщо шукана характеристика є стаціонарною випадковою функцією часу у(t) і має властивість ергодичності ( сталий режим в системі не залежить від початкових умов і первинного режиму її роботи), то для її оцінки обчислення середнього за часом замінюється обчисленням середнього по множині вимірювань.

Для випадкових нестаціонарних характеристик період моделювання Tm розбивається на відрізки з сталим кроком t (прогони або розрізи) и запам’ятовуєтся значення характеристики в кінці кожного кроку.

Проводиться серія експериментів з різними послідовностями випадкових параметрів моделі. Вимірювання кожного перетину обробляються як при оцінці випадкових величин.

Всі процеси обробки вимірювань імітаційного експерименту спрямовані на отримання інтегральних характеристик, тобто на стиснення даних.

Визначення залежностей характеристик від параметрів моделі

За наслідками статистичного моделювання може бути проведений аналіз залежностей характеристик від параметрів системи і зовнішніх впливів. Для цього використовують кореляційні, дисперсійні або регресійні методи.

Кореляційний аналіз надає можливість встановлювати наявність зв'язків між двома і більш випадковими величинами.

Коефіцієнт кореляції є оцінкою такого зв'язку. При його рівності нулю зв'язок відсутній.

Дисперсійний аналіз використовують для виявлення відносного впливу різних факторів та чинників на значення вихідних характеристик. При цьому загальна дисперсія характеристики розкладається на компоненти, відповідні даним факторам, чинникам. По значеннях компонентів роблять висновок про ступінь впливу факора або чинника на характеристику.

Якщо всі чинники в експерименті мають кількісні значення, можливо знайти аналітичну залежність між характеристиками і чинниками. Для цього використовують методи регресійного аналізу. Знайдена залежність є своєрідною емпіричною моделлю. Регресійний аналіз полягає в підборі і оцінці виду залежності (апроксимації).

До аналізу результатів моделювання можливо віднести й завдання аналізу чутливості моделі до варіацій її параметрів. Під аналізом чутливості розуміють перевірку стійкості характеристик процесу функціонування системи до можливих відхилень значень параметрів.

Аналіз результатів моделювання дозволяє уточнити потрібну множину інформативних параметрів моделі, що може привести до істотної зміни первинного вигляду концептуальної моделі; знайти функціональні залежності характеристик і параметрів. Це часто дозволяє створювати аналітичні моделі системи або визначати вагові коефіцієнти критерію ефективності.

Опис та документування моделі

Опис та документування моделі є самим важливим не тільки поточним заходом, а також заключнм етапом її створення. Зазначимо основні моменти цього процесу, які суттєво впливають на ефективність моделювання в цілому.

Слід вирізняти робоче, або технічне документування в процесі створення моделі й заключне. Про робоче документування та його необхідність вже зазначалося вище, але слід звернути увагу на наступні важливі моменти.

Технічне або робоче документування полягає в обгрунтуванні та детальному опису визначених рішень, їх особливостей та одержаних результатів. Має сенс детальне документування не тіьки позитивних, а й негативних результатів. 

Крім цього важливими можуть бути поточні лаконічні коментарі, що відображають сутність та особливості окремих фрагментів рішень. Зручними та корисними можуть бути навіть ремарки, – супутні думки, примітки та зауваження. 

Досить зручною формою реалізації зазначеного заходу є робочий журнал в будь-якому вігляді. На практиці він часто складається з двох основних частин, – має чернетку або оперативний, для поточних записів, та остаточний варіант. Його наявність дозволяє цілеспрямовано аналізувати й розробляти моделі з потрібними якостями, а також суттєво економити час.

Починати зручно з опису об'єкта, умов та його якостей й недоліків з погляду потрібного вдосконалення. Важливо визначитися з основним напрямом моделювання. 

Продовженням може бути скорочений концептуальний опис моделі, розміром до однієї сторінки тексту за наступним планом.

Тема: 

Мета й ціль: 

Постановка завдання: 

Скорочений опис:

Початкові дані:

Основні діючі вимоги та обмеження:

Очікувані результати:

Опис має бути конкретним, точним та лаконічним, не допускати двозначності розуміння.

Його, по виконанні, бажано відкласти на пару тижнів а тоді переглянути знову й внести потрібні корективи. Якщо потрібно, то через деякий час, переглянути ще. Цей процес забезпечує потрібну якість концептуальної частини моделі, оскільки вона є відповідальною.

Подальші технічні записи можуть реалізовуватися в довільній формі, наочній та зручній для розуміння. Вони охоплюють процеси створення та дослідження моделі, а також обробку й аналіз одержаних результатів, висновки, рекомендації тощо.

Зазначених заходів має бути достатньо для подальшого розгорнутого опису моделі та представлення результатів в межах дипломного проекту або кваліфікаційної роботи магістра.

Однак, якщо модель виконується на договірній основі для зовнішнього використання, то, згідно стандарту, вона повинна мати щонайменше два комплекти документації: документацію розробника та користувача. Склад й вимоги до докуменації в такому разі визначаються стандартом та бажанням замовника у вигляді затвердженого технічного завдання.

Слід зазначити, що неякісне документування є без перебільшень самою найгрубішою помилкою, що становить загрозу реалізації моделі взагалі. Окрім того, недбале ставлення до розробки окремих завдань становить загрозу реалізації проектів.

Розроблені алгоритми й програми мають бути зрозумілими не тільки розробникам а й користувачам.

Досить показовою з цього приводу є думка одного з відомих теоретиків групової роботи Д. Ван-Тассела. Він вважає, що некоментована програма це найгірша з помилок, яких може припуститися розробник, а також свідоцтво дилетантського підходу навіть в разі десятирічного досвіду роботи, більш того, – це вагома причина для звільнення такого працівника.

З цим неможливо сперечатися, зважаючи на те, що память людини здатна зберігати деталі будь-якої інформації в середньому коло двох тижнів. Й це викликає додаткові витрати уваги. Фіксуючи її ми тим самим звільняем простір для мислення, нових ідей. Сам розробник, досить часто, аналізуючи записи, знаходить помилки.

Тому документування справедливо вважається не тільки професійним обов'язком, але й моральним боргом спеціаліста. Саме воно фіксує й забезпечує зрозумілість моделей, та можливість свідомого їх використання й вдосконалення.

Слід також добре уявляти, що головне призначення моделювання це одержання результатів, придатних до використання.

Використання результатів моделювання

Результати моделювання перш за все використовуються за їх прямим призначенням – для прийняття технічних рішень про використання результатів, працездатність системи, вибір кращого проектного варіанту або оптимізації, тощо. Прийняття рішень відноситься до дослідження операцій.
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Рішення про використання результатів проміжне по своїй суті. Воно припускає оцінку розумності одержаних даних і рішення щодо подальшого використання або відповідного корегування моделі. Його загальний алгоритм наступний, рис. 2. 30.

Рис. 2. 30. Алгоритм прийняття рішення про використання результатів:

X – вектор керованих змінних;

Y – вектор некерованих змінних;

Xвых. О – вихідні параметри об'єкту;

Xвых. М – вихідні параметри моделі;

 – елемент порівняння.

Елемент порівняння обчислює величину помилки

(у) = xвих. О – xвих. М

Допустиме значення помилки  доп обирають за умови забезпечення необхідного ступеня адекватності. Якщо (у) >  доп, це означає, що упущені важливі фактори і взаємозв'язки. Слід зазначити, що можливості наведеного підходу можливо використати безпосередньо для управління об'єктом.

Наведений алгоритм можливо використати також для керування об'єктом на основі розробленої моделі.

Рішення про працездатність приймається на підставі того, виходять або не виходять характеристики системи за встановлені межі при будь-яких допустимих значеннях параметрів.

При виборі кращого варіанту з числа працездатних, вибирається той, у якого максимальне значення критерію ефективності.

Найбільш загальним і складним завданням є оптимізація системи: потрібно знайти таке поєднання значень змінних параметрів системи або робочого навантаження з множини допустимих, таких, щоб максимізували значення критерію ефективності.

Eopt = max (min) E(y).

При дотриманні наступних обмежень на всі n - характеристик

у i min  yi  у i max, i = 1 ..., n.

Якщо вихідна характеристика yi є випадковою величиною з деякою вірогідністю розподілу f(yi), доцільно в завдання оптимізації ввести стохастичне обмеження вигляду
P(у i min  yi  у i max) =  yi min yi max f(yi) dyi  i,

де i – мінімальна допустима вірогідність того, що yi не вийде за встановлені межі.

Для нестаціонарних систем вихідна характеристика yi часто є випадковою функцією з щільністю розподілу, що змінюється в часі f(yi, t). В цьому випадку обмеження прийме вигляд

P(y i min  yi  y i max) = 1/T oT  yi min yi max f(yi, t)dyi dt  i,

де T – тривалість аналізованого періоду.

Наведена постановка завдання оптимізації стохастичних систем допускає вихід за встановлені межі не тільки окремих значень характеристики yi але і її математичного очікування M [yi, t] в пікові моменти навіть при i, близьких до одиниці.

При реалізації статистичної моделі обчислення приведеного подвійного інтеграла часто виявляється нездійсненним завданням. При інших методах дослідження можливо обмежиться імовірнісною оцінкою.

При великій кількості змінних і їх поєднань пошук оптимального варіанту вимагає спеціальних процедур, заснованих на методах математичного програмування (градієнтні, найшвидшого спуску і ін.). Залежні експерименти істотно скорочують витрати на моделювання.

2. 7. Особливості гідроенергетичного моделювання

Особливості успішного гідроенергетичного моделювання полягають в гармонійному врахуванні низки різнородних факторів, що обумовлюють системну єдність таких об'єктів та надають можливості адекватного опису досить своєрідних інтегрованих систем та процесів. Це критерії подібності, основні правила та закони. Важливі також принципи використання методів аналізу розмірностей. Необхідно враховувати особливості, умови й правила моделювання гідравлічних процесів, пристроїв та гідротехнічних споруд, [24]. Всі ці заходи дозволяють забезпечити потрібну адекватність моделей та відповідність результатів.

Подібність, критерії та правила гідравлічного моделювання

Подібність гідравлічних явищ. Вище показано, що при рішенні більшості інженерних завдань разом з теоретичними залежностями застосовуються і експериментальні данні, або ж в рівняння, отримані теоретично, вводяться емпіричні, корегуючі коефіцієнти. 

Так, саме в результаті експериментальних досліджень набуті значення і формули гідравлічного коефіцієнта тертя λ, коефіцієнтів місцевих опорів ξ, коефіцієнтів швидкості φ,. витрати μ (або m) і стиснення струменя е при протіканні рідини через отвори і водозливи, коефіцієнтів шорсткості n стінок труб і каналів, формули довжини гідравлічного стрибка, швидкісної характеристики W, епюри розподілу швидкостей в каналах при рівномірному русі і при сполученні б'єфів, епюри розподілу тиску в перетині над стінкою падіння перепаду і т. і.

Експериментальні коефіцієнти і формули грунтуються на результатах досліджень споруд в натурних умовах або, що частіше, на лабораторних та математичних моделях.

Складні гідротехнічні, зокрема водопровідні і водовідвідні споруди часто не піддаються точному розрахунку і тому при їх проектуванні необхідно проводити дослідження на моделях для якісної і кількісної оцінки явища.

При проведенні досліджень вивчаються такі характеристики споруди, як пропускна спроможність, втрати тиску, робота гасителів енергії сполучених б'єфів, розподіл місцевих швидкостей, напрям ліній струмів і т. п. Оскільки геометричні розміри моделі звичайно менше подібних розмірів натурних споруд, то необхідно встановити відповідні їм значення витрат, швидкостей і глибин потоку на моделі, значення шорсткості русла моделі і, при необхідності, в'язкості рідини, що використовувається для дослідження.

Слід також встановити правила перенесення отриманих на моделі результатів на умови роботи споруди і натурі. Всіма цими питаннями займається теорія моделювання гідравлічних явищ.

•Гідроенергетичне моделювання можливе як математичне, так і фізичне. Математичне моделювання досить часто передбачає вивчення інших, відмінних від натурних, фізичних явищ, але описуваних аналогічними математичними залежностями. Прикладом такого моделювання є метод електро-гідродинамічних аналогій, використаний при вивченні фільтрації. Однак можливе й безпосереднє рішення математичних залежностей фізичних процесів та дії присроїв, що дозволяють одержати потрібні дані.

При фізичному моделюванні на моделі відтворюється те ж явище, що і в натурі, але в іншому масштабі. Важливою умовою вдалого моделювання є забезпечення його адекватності.

Розглянемо особливості забезпечення метрологічних якостей саме гідроенергетичного моделювання.

Геометрична, кінематична і динамічна подібність.  Для того, щоб модель була фізично (механічно) подібна до реальної споруди в дійсності, повинні дотримуватися геометрична, кінематична і динамічна подібність.

Геометричну подібність передбачає умова, що всі лінійні розміри споруди lн повинні відноситися до відповідних розмірів моделі lм як

lн/ lм = а = const,                        (2.12)

де а — лінійний масштаб або масштаб довжин.

Очевидно, що для геометричної подібності важливе відношення площ

ωн/ ωм  = а 2 = const                      (2.13)

і відношення об'ємів

Wн/ Wм =  а3 = const.                       (2.14)

Однак, тільки геометричної подібності недостатньо для гідравлічної подібності. Так, в натурі може існувати турбулентний режим, а на геометрично подібній моделі — ламінарний, тобто явища в натурі будуть якісно і кількісно (наприклад, відносно втрат натиску) відрізнятися між собою. У відкритих потоках при невідповідності певних умов в натурі і на моделі можуть встановитися різні стани потоку (бурхливий і спокійний), що теж протирічить вимозі гідравлічної подібності. Тому, щонайменше, потрібно враховувати й механічні властивості рідини.

Кінематична подібність передбачає, що для сталого руху лінії струмів в подібних точках натури і моделі займатимуть однакове положення, а відношення швидкостей в цих вузлах і співвідношення середніх швидкостей у відповідних перетинах є постійним:

Vн/ Vм =  а υ = const,                     (2.15)

де  а υ — масштаб швидкостей.

Відношення прискорень в натурі і на моделі називають масштабом прискорень:

ωн/ ωм =  а ω = const.                        (2.16)

Прискорення може бути представлене як приріст швидкості dV за одиницю часу dt. З урахуванням цього

ωн =  dVн /dtн = d2Sн /dt2н                      (2. 17)

та

ωм = d2Sм /dt2м                                 (2.18)

де dSн і dSм — шляхи, що пройдені частинками на натурі і на моделі за відповідні проміжки часу dtн і dtм. 

Підставляючи значення ωн і ωм в (2.16), отримаємо

а ω = 
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де аt — масштаб часу, тобто відношення часу якого-небудь процесу (наприклад, проходження частинкою деякого шляху) на натурній споруді до часу подібного процесу на моделі

at = tн /tм = const.                     (2.20)

Час проходження частинкою шляху ds при швидкості dV може бути представлений як

t = dS/dV.                          (2.21)

Тоді
at = 
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• Динамічна подібність передбачає дотримання наступних умов: у будь-якій точці моделі діє сила, аналогічна за своєю природою і по напряму силі у відповідній точці натури; така ж умова дотримується і для сил, що діють на елементи конструкції споруд; відношення сил в натурі Fн і на моделі Fм Для всіх подібних точок потоку називається масштабом сил аF, який є постійним для всіх точок:

аF = Fн / Fм = const.                       (2.23)

Таким чином, існує достатній рівень масштабування гідравлічних явищ з дотриманням крітеріїв подібності за основними їх видами.

Закон подібності Ньютона

Якщо гідравлічні явища задовольняють геометричній, кінематичній і динамічній подібності, то можливо говорити про гідравлічну, або гідродинамічну, подібності. 
Для цього необхідно встановити зв'язок між вказаними вище видами подібності, тобто між масштабами а, а υ, аF, що характеризують геометричну, кінематичну і динамічну подібність, Цей зв'язок не довільний, а підкоряється певній закономірності. Дійсно, силу F можливо виразити як добуток маси на прискорення:

F = m ω =  ρWω ,               (2.24)

де р — щільність рідини.

• З урахуванням виразу (2.24) залежність (2.23) можливо представити у вигляді

аF = 
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де ар — масштаб щільності

ар = ρн / ρм .                          (2.26)

З урахуванням (2.19) і (2.22) залежність (2.25) може бути перетворена наступним чином:

аF =  ap a2 a2υ                         (2.27)

• Цей вираз називають законом подібності Ньютона в масштабних множниках. 
При деяких заданих або вибраних масштабах із залежності (2.27) може бути знайдено невідомий масштаб, а потім по приведених вище залежностях і інші масштаби.

Цю умову можливо також трактувати таким чином. При русі рідини в ній виявляються сили інерції I. Як і для всяких інших сил, їх масштаб визначиться за формулою (2.27) і тоді аF = aI. 
Це означає, що для виконання умови динамічної подібності необхідно, щоб масштаб сил, що визначають гідравлічне явище, і масштаб сил інерції були б однакові.

Виражаючи масштабні множники в рівнянні (2.27) як відношення відповідних величин в натурі і на моделі, отримаємо

Fн / Fм = 
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Критерій Ne = 
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, носить назву критерію Ньютона.

Із залежності (2.28) виходить, що для будь-яких подібних точок при подібних явищах на натурі і моделі критерії Ньютона повинні бути однакові:

Neн = Neм.                     (2.29)

Іноді критерій Ньютона записується дещо в іншому вигляді. Помноживши чисельник і знаменник виразу (2.28) на l, отримаємо

Ne = 
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де М = ρ l3 — маса рідини в даному об'ємі. Звідси закон подібності Ньютона у фізичних величинах
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Таким чином існує об'єктивний критерій визначення й адекватного масштабування моделі.

Основні критерії гідравлічної подібності. 

Умови моделювання гідравлічних явищ для повної подібності вимагають дотримання рівності (2.31) або (2.28) для всіх сил, під дією яких відбувається дане явище (сил тяжіння, тиску, тертя, поверхневого натягнення, інерції і т. п.). Аналіз залежностей величин, що входять в цю рівність, показує, що одночасне виконання цих умов для всіх сил практично неможливо.

В той же час можливо отримати часткові критерії для випадків, коли деякі з діючих сил мають переважаюче значення в порівнянні з іншими. Наприклад, при дослідженні руху рідини в трубопроводах найважливішу роль грають сили тертя.

Відповідно сила тертя

Fтр = τ0 l2,                         (2.32)

де τ0 — дотична напруга на стінці труби.

Підставляючи цей вираз в обидві частини рівності (2.28), отримаємо
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або, з урахуванням того, що дотична напруга на стінці труби i τ0 = ρ λ /8 V2,

λн = λм ,                               (2.34)

тобто потоки рідини в трубопроводах будуть гідравлічно подібними, якщо гідравлічні коефіцієнти тертя в натурі і на моделі рівні між собою.

При ламінарному режимі руху або при турбулентному режимі в  гідравлічно гладких трубах гідравлічний коефіціент тертя відповідно залежить тільки від числа Рейнольдса. Тому для цих окремих випадків можна замість рівності (2.34) записати

Reн = Reм,                     (2.35)

або
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де лінійний розмір l в даному випадку може бути діаметром або радіусом труби. 

Вираз
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називається критерієм Рейнольдса.

Таким чином, при переважаючому впливі сил тертя і русі рідини при ламінарному режимі або в гідравлічно гладких трубах при турбулентному режимі потоки будуть подібні, якщо для подібних точок або подібних перетинів натури і моделі числа (критерії) Рейнольдса будуть однаковими.

Якщо на натурі і на моделі використовуються однакові рідини (νн = νм), то, згідно залежності (2.36) маємо

Vм = Vн∙  lн/l м = Vн  а.                (2.38)

З цього виходить, що при моделюванні за критерієм Рейнольдса швидкість на моделі повинна бути в a раз більше дійсної швидкості на натурі.

•• Якщо в модельованих гідравлічних явищах переважають сили тиску, які можна представити як добуток тиску на площу їх дії (F р = р ω), то вираз (2.28) в цьому випадку має бути приведений до вигляду
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або, з урахуванням виразів (2.12) і (2.13)
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де Eu — критерій Ейлера, який повинен бути однаковим для натури і моделі при переважаючому значенні сил тиску. 

Рух рідини в трубопроводі характеризується не абсолютним тиском, а різницею тиску Δp у розрахункових перетинах. Тому критерій Ейлера Eu іноді виражають також у наступному вигляді

Eu = 
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Слід зазначити, що при дотриманні критерію Рейнольдса критерій Ейлера виконується автоматично. Дійсно, втрати тиску по довжині

Δp = ρ g hl =  ρ g λ∙  l/D ∙ V2/2g =  ρg∙  l/D ∙ V2/2 .         (2.42)

Тоді

Eu = λ∙  l/2D,                     (2.43) 

або

λм∙  lм/Dм = λн∙  lн/Dн.                     (2.44)

Оскільки при моделюванні має дотримуватися геометрична подібність, то lм/Dм = lн/Dн, отже, λн = λм, тобто має місце умова (2.34), яка при ламінарному режимі або русі в гідравлічно гладких трубах при турбулентному режимі відповідає рівності критеріїв Рейнольдса на натурі й моделі (2.35).

При вивченні питань протікання води через водозливи, сполучення б'єфів, роботи гасителів енергії переважаючою силою є сила тяжіння (FG = g M). В цьому випадку рівняння (2.31) приводиться до вигляду
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або

Fr н = Fr м.                      (2.46)

Вираз (2.45) називають критерієм Фруда. 

Якщо рух відбувається при переважаючому впливі сили тяжіння, то Крітерії Фруда на натурі і на моделі повинні бути однаковими. Оскільки зазвичай gн = gм, то з рівняння (2.45) отримаємо

Vм = Vн 
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• Порівнюючи (2.47) і (2.38), видно, що вони несумісні. Це оначає, що неможливо одночасно моделювати явища за критеріями Фруда і Рейнольдса, якщо на моделі використовується та ж рідина, яка і в натурі. 

Якщо ж відійти від останньої умови, то із залежності (2.36) одержимо

Vм = Vн 
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де aν = νн/ νм — масштаб кінематичних в’язкостей.

Прирівнюючи вирази (2.47) і (2.48), отримаємо

aν = a 3/2 ,                        (2.49) 

або

νм = 
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тобто для одночасного виконання критеріїв Рейнольдса і Фруда необхідно, щоб кінематична в'язкість рідини, використаної на моделі, була менше кінематичної в'язкості рідини, що протікає в натурній споруді, в a 3/2 разів (де а — лінійний масштаб моделі).

На практиці таку умову виконати майже неможливо, оскільки якщо в натурних спорудах протікає вода, то важко знайти рідину з кінематичною в'язкістю значно меншою, ніж в'язкість води. Проте можливо діяти навпаки, тобто на зменшених моделях за допомогою води моделювати явища, пов'язані з рухом рідин з великою в'язкістю.

Окрім розглянутих вище критеріїв Рейнольдса, Ейлера, Фруда існують також і критерії Вебера (при переважаючому впливі сил поверхневого натягнення), Маху (при моделюванні руху рідини, що стискається, — повітря), Струхаля (при моделюванні несталого руху) і ін.

Основні правила гідравлічного моделювання 

При виборі масштабу моделі необхідно дотримувати низки умов, витікаючих із загальних законів подібності. Зокрема, якщо потік в натурі турбулентний, то він повинен бути турбулентним і на моделі. Тому мінімальний розмір моделі вибирається так, щоб було забезпечено дотримання цієї умови.

Необхідно дотримуватися також умови, яка полягає в тому, що стан перебування потоку (бурхливий або спокійний) на моделі має бути таким же, як і в натурі. При моделюванні слід прагнути до геометричної подібності шорсткості, проте в більшості випадків це нездійсненно. Тому необхідно забезпечити подібність опорів на моделі і в натурі, щоб виконати умову (2.34).

При моделюванні деяких явищ виникають серйозні труднощі. Так, не може моделюватися аерація на швидкотоках, консольних водоскидах і т. п. Великі труднощі викликає моделювання кавітації, При моделюванні вакууму перенесення отриманих результатів на натурну споруду можливе тільки за умови, що вакуум в натурі не перевищить граничної величини.

В деяких випадках при моделюванні доводиться умисно спотворювати масштабні характеристики моделі. За умовами можливостей побудови моделі можуть бути прийняті різні горизонтальні і вертикальні масштаби. 
Також різні масштаби застосовуються тоді, коли неможливо на моделі отримати шорсткість, подібну натурній. У такому разі подібність гідравлічних опорів можливо отримати за рахунок зміни величини гідравлічного радіусу, тобто за рахунок спотворення вертикального масштабу. Приклади моделювання із спотвореним масштабом наводяться в спеціальній літературі [24].

Особливості дослідження законів гідомеханіки
В деяких випадках не вдається отримати теоретичні залежності, що характеризують ті або інші гідравлічні явища. Проте фізичні чинники, що характеризують дані явища, можна вважати відомими на підставі дослідів і логічних міркувань. Метод аналізу розмірностей дозволяє встановити структуру формули, яка пов'язує вказані чинники, що необхідне для обробки досліджених даних і подальших узагальнень.

Метод аналізу розмірностей заснований на відомій Пі-теоремі, яка формулюється так: рівняння, що зв'язує між собою п розмірних фізичних величин, що характеризують дане явище, серед яких k мають незалежні розмірності, може бути перетворене в n — k безрозмірних комплексів, складених з вказаних фізичних величин.

Фізичне рівняння, тобто залежність між величинами А1, А2, А3, ..., Аn, може бути записано у вигляді

f ( А1, А2, А3, ..., Аn) = 0.          (2.51)

Відповідно до Пі-теореми це рівняння можливо замінити таким:

Ф ( П1, П2, П3, ..., П n - k) = 0,           (2.52)

де кожне число П є безрозмірний добуток декількох А. При цьому число членів у фізичному рівнянні (2.51) п скоротилося до n — k в рівнянні (2.52). '

У завданнях гідравліки (технічної механіки рідини) є зазвичай три незалежні фізичні величини, що мають розмірності: маса [М], час [Т] і довжина [L], тобто слід приймати в цих завданнях k = 3.

Пі-теорема встановлює зв'язок між теорією подібності і теорією розмірностей. Група явищі однакової фізичної природи, що мають однакові безрозмірні числа П, відноситься до подібних явищ, оскільки всі ці явища відповідають рівнянню (2.51) і, отже, рівнянню (2.52).

Розглянемо також можливості застосування Пі-теореми при встановленні залежності для критичного числа Рейнольдса Rек, що характеризує межу між ламінарним і турбулентними режимами руху рідини.

Дослідження показують, що ця межа залежить від чотирьох фізичних величин: діаметру труби D, динамічної в'язкості рідини μ, її щільності ρ і критичній швидкості Vк в перетині труби. Ці фізичні величини мають такі розмірності:

[D] = [L]; [μ] = [М L-1 Т-1] ; [ρ] = [M L-3]; [Vк] = [L T -1]. (2.53)

Отже, в даному випадку лише одна фізична величина — діаметр трубопроводу — характеризується незалежною розмірністю довжини [L], а решта фізичних величин μ, ρ і V характеризуються похідними розмірностями, що включають в себе три незалежні розмірності [M], [ T] і [L]. Таким чином, число безрозмірних комплексів n—k =  4—3 = 1.

Дана залежність може бути виражена в узагальненому вигляді:

П =DXμy ρz Vj ,                     (2.54)

де х, у, z і j — невідомі показники ступеня.

Виразимо фізичні величини в рівнянні (2.54) через їх розмірності, а оскільки величина П є безрозмірною, то виразимо її через незалежні розмірності в нульовому ступені:

M0 T0 L0 = L x M y L-y T –y M z L-3z L j T-j         (2.55)

Прирівнюючи показники ступеня в лівій і правій частинах у однакових основ, отримаємо;
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Вирішуючи цю систему рівнянь і виражаючи через j все інші невідомі, знайдемо, що у = — j, z = j, х = j. Тоді шуканий безрозмірний комплекс прийме наступний вигляд
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де невідомий показник ступеня j може бути будь-яким числом, відмінним від нуля (j ≠ 0), оскільки безрозмірне число в будь-якому ступені є безрозмірним числом. Приймаючи j = 1, отримаємо відомий вираз для критичного числа Рейнольдса:

П = 
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Рівняння (2.52) часто записують в іншому вигляді, а саме, одну з фізичних величин (зазвичай шукану) переносять в ліву частину, а безрозмірний комплекс П — в праву, як коефіцієнт пропорційності. Але і у такому разі необхідно дотримувати правило: розмірності фізичних величин в лівій і правій частинах рівняння, виражені через розмірності незалежних величин маси [M], часу [T]  довжини [L] повинні відповідати один одному.

Наприклад, розглянемо залежність для дотичної напруги на стінках труби і пов'язані з нею залежності для втрат натиску по довжині hl і гідравлічного коефіцієнта тертя λ.

Вважаємо, що дотична напруга на стінках труби τ0 залежить від діаметру труби D, середній швидкості V в живому перетині, щільність рідини ρ і її динамічній в'язкості μ т. ч. і в цьому випадку п = 4, а k = 3, і ми повинні отримати один (n — k = 4 — 3 = 1) безрозмірний комплекс П. З урахуванням викладеного

τ0 = П D x V y ρ z μ j .                    (2.59) 

Розмірність [τ0] = [F L-2] = [M L T -2 L -2] = [М L -1 Т -2] а розмірності інших величин у формулі (2.59) визначаються по залежності (2.53).Для безрозмірного комплексу П, як коефіцієнта пропорційності, розмірності вхідних в нього величин проставляти не будемо.

Тоді
M L-1 T-2 = П [L x L y T –y M z L -3z M j L –j T -j].      (2.60)

• Прирівнюючи показники ступенів у однакових основ, отримаємо
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Звідси j = 2 — у, z = y — 1, х = у — 2 і рівняння (2.59) може бути представлене у вигляді

τ0 = П D y-2 V y ρ y-1 μ 2-y.                 (2.62)

Помноживши і розділивши праву частину цього рівняння на V 2-y ρ, отримаємо

τ0 = П  
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або з урахуванням того, що μ = pv, а V D/ν = Rе

τ0 = П  
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• Підставляючи це значення в формулу втрат натиску, отримаємо
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або, позначаючи

λ = 
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отримаємо розглянуту раніше формулу для втрат тиску

h l = λ 
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Залежність (2.66) є узагальненим виразом для гідравлічного коефіцієнта тертя. Дійсно, при ламінарному режимі руху у = 1 і, рахуючи коефіцієнт пропорційності П = 8, маємо 

λ = 
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При турбулентному режимі і квадратичній області опору у = 2, і формула (2.66) визначає λ в залежності від відносної шорсткості, яку теж слід рахувати залежною від коефіцієнта пропорційності П.

Особливості моделювання єлементів гідротехнічних споруд

Моделювання напірних водоводів. Вище зазначено, що при сталому русі рідини подібність гідравлічних явищ вимагає постійності критеріїв Рейнольдса, Ейлера і Фруда.

У трубопроводах визначальним є критерій Рейнольдса оскільки пропускна спроможність їх і втрати натиску залежать від сил тертя, що виникають при русі рідини. Критерій Ейлера для горизонтального трубопроводу визначається за формулою (2.32), тобто він залежить від гідравлічного коефіцієнта тертя λ, який, у свою чергу, в загальному випадку залежить від числа Рейнольдса, а також і відносної шорсткості труби.

Проте гідравлічний коефіцієнт тертя може і не залежати від числа Рейнольдса в широкому діапазоні зміни його значень. Це відноситься до області гідравлічно шорстких труб, інакше званою областю квадратичного опору, що характеризується великими числами Рейнольдса Re. Раніше показано, що при великих значеннях Re їх вплив на величину коефіцієнта місцевих опорів і коефіцієнтів опорів при обтіканні тіл стає незначним. 

Це означає, що в таких випадках єдиною умовою, що забезпечує подібність гідравлічних явищ, є подібність умов однозначності, тобто геометрична подібність виступів шорсткості, конфігурації місцевих опорів і обтічних тіл. Звідси витікає, що при великих значеннях числа Рейнольдса зміна цього числа не впливає на характер явища.

Такі явища, а також області зміни чисел Рейнольдса називають автомодельними. В межах автомодельної області при зменшенні розмірів моделі в порівнянні з розмірами натури явище якісно не змінюється, не зважаючи на зменшення чисел Рейнольдса.

Необхідно відзначити, що умова автомодельності при геометричній подібності шорсткості і місцевих опорів еквівалентна дотриманню критерію Ейлера. В цьому випадку число Ейлера не залежить від числа Рейнольдса, а умовою подібності є рівність λн = λм (2.34). 

Правда, останню вимогу не завжди просто здійснити, оскільки важко забезпечити повну геометричну подібність виступів шорсткості в трубах різного діаметру при різній технології їх виготовлення. В цьому випадку критерій Ейлера (2.41) є строгішим, ніж критерій рівності гідравлічних коефіцієнтів тертя (2. 34).

Із наведеного виходить, що якщо в натурі потік знаходиться в автомодельній області, то на моделі число Рейнольдса повинне перевищувати величину, відповідну нижній межі зони квадратичного опору Reгp . Для труб з рівнозернистою шорсткістю Reгp може бути визначено наступним чином:

Reгp =  
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де Dм — діаметр труби; 

Δм — висота виступів шорсткості; 

λм — гідравлічний коефіцієнт тертя.

Дослідження показують, що зміна гідравлічного коефіцієнта тертя в перехідній області опору порівняно невелика. Тому граничне число Рейнольдса може бути зменшене без істотних погрішностей в моделюванні. Тоді, замість Reгp по формулі (2.67) приймається

Reд =  
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але при цьому слід дотримувати умови λн = λм. 

З викладеного вище можна встановити граничне зменшення лінійних розмірів моделі, тобто масштаб довжин а. Відношення допустимого на моделі Reд і натурного Reн чисел Рейнольдса наступне

Reд / Reн = 
[image: image123.wmf]м

н

н

н

м

м

D

V

D

V

n

n

 =
[image: image124.wmf]a

a

a

u

n

 .                (2.69)

Звідси при однаковій рідині на моделі і на натурі (aλ = 1)

а = 
[image: image125.wmf]д

н

a

Re

Re

1

u

 .                      (2.70)

• Часто масштабом моделі наперед задаються за умови моделювання шорсткості. Тоді з формули (2.70) можливо знайти необхідний масштаб швидкостей

аυ = 
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З урахуванням того, що Q = Vω, масштаб витрати

аQ = а υ а2 = а 
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При моделюванні слід мати також на увазі те, що турбулентний потік навіть при одних і тих же значеннях визначальних критеріїв подібності (Re, Fr) може бути неоднозначним і залежно від умов входу в трубу або проходження місцевих опорів може мати різні характеристики турбулентності і, отже, різний опір руху. Проте досліди показують, що турбулентна течія має властивоість стабілізації. На деякій відстані від сходу або іншого місцевого опору характеристики турбулентності стають такими які властиві для даної форми перетину русла і його шорсткості. Довжина ділянки стабілізації може бути визначена за формулою, що визначає мінімальну відстань, при якій не позначається взаємний вплив місцевих опорів.

У практиці зустрічаються трубопроводи, що працюють як гідравлічно гладкі труби, наприклад, поліетиленові, скляні, дерев'яні, іноді сталеві, бетонні і ін. Як відомо, в цьому випадку λ = f (Re), і подібність може бути досягнута при рівності чисел Рейнольдса на натурі і моделі. При застосуванні на такій моделі тієї ж рідини, що і в натурі (aν = 1 і a ρ = 1), зв'язок між масштабами різних величин з урахуванням залежностей (2.38) і (2.41) виходить наступним:
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Ці вимоги при малих розмірах моделей здійснити дость важко. Тому в практиці моделювання набув поширення метод, що враховує масштабний ефект сил в'язкості, суть якого полягає в дослідженні даного явища в декількох масштабах при достатньо широкому діапазоні зміни чисел Рейнольдса. 

Це дозволяє побудувати емпіричні залежності між досліджуваними характеристиками і числами Рейнольдса, наприклад λ = f (Re) або ξ = f (Re). Ці залежності дозволяють внести відповідні корективи в дані модельних досліджень. Слід мати на увазі. що питання про вплив числа Рейкольдса на різні характеристики руху рідини достатньо висвітлене в літературі, що дозволяє часто визначати масштабний ефект в'язкості і без додаткових різномаштабних досліджень.

Моделювання відкритих русел. У відкритому руслі рідина рухається під дією сил тяжіння і тертя. При рівномірному русі складова сили тяжіння врівноважується силами тертя, і завдання моделювання має вигляд, аналогічний завданню в напірному трубопроводі.

При моделюванні природних і штучних русел в більшості випадків доводиться мати справу з нерівномірним рухом.

Визначальними критеріями при цьому є критерії Фруда і Рейнольдса. З урахуванням формули (2.47) масштаб швидкостей

aυ = 
[image: image129.wmf]a
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Якщо в натурі потік знаходиться в автомодельній області, то для задоволення критерію Рейнольдса необхідно, щоб на моделі число Reм перевищувало його допустиме значення, при якому не буде істотної погрішності в моделюванні. По аналогії з формулою (2.68)

Reд =  
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де ReR = V R/ ν — число Рейнольдса, підраховане по гідравлічному радіусу.

Відношення допустимого на моделі і натурного чисел Рейнольдса для однакової рідини (aν = 1) з урахуванням залежності (2.63) наступне
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Звідси максимальний лінійний масштаб

a = (
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При досить малій шорсткості русла в натурних умовах зазвичай на моделі не вдається виконати умову(2.23) рівності гідравлічних коефіцієнтів тертя на натурі і моделі. В цьому випадку вдаються до спотворення вертикального і горизонтального масштабів моделей і допускають збільшення гідравлічного коефіцієнта тертя λм > λн. Опускаючи докладні викладення, вкажемо, що масштаб витрати в цьому випадку приймається

aq = al  ah  aυ = al аh 3/2 ,               (2.78)

де аl — масштаб довжин; 

ah = aυ 2 — масштаб глибин. 

Масштаб ухилів дна

аi = ah / al .                         (2.79)

При широких руслах масштаб гідравлічних коефіцієнтів тертя

аλ = ah / al .                         (2.80)

Встановлено також, що можливо допускати такі спотворення вертикального і горизонтального масштабів моделі, які призводить до співвідношення між шириною і глибиною потоку на моделі не меншого 6.

При великому спотворенні вертикальних і горизонтальних масштабів моделей застосовується моделювання відкритих потоків на легко-напірних моделях, де вільна поверхня замінюється жорсткою горизонтальною поверхнею. 

Моделювання гідротехнічних споруд. При проектуванні гідротехнічних споруд велике значення приділяється експериментальному дослідженню коефіцієнтів швидкості, витрати, бічного і вертикального стиснення потоків (струменів), умов сполучення б'єфів, роботи гасителів енергії, а також вивченню характеристик турбулентності в зоні гідравлічного стрибка і на післястрибковій ділянці.

Явища, пов'язані з вказаними чинниками, відбуваються на порівняно короткій ділянці потоку, на якому роль сил тертя невелика і переважаюче значення має сила тяжіння. Тому визначальним критерієм подібності є критерій Фруда. 

В деяких випадках руху води через гідроспоруду доводиться враховувати також вплив сил тертя, наприклад, при русі по швидкотоку, по водозливній поверхні дамби великої висоти і т. п.

У разі моделювання при переважаючому значенні сили тяжіння масштаб швидкості приймається відповідно до залежності (2.74), а швидкість на натурі

Vн = аυ Vм = Vм 
[image: image139.wmf]a

 .                (2.81)

Витрата потоку в натурі

Qн = Vн ωн = Vм 
[image: image140.wmf]a

ωм a2 = Qм a 2,5 .             (2.82)

Формули (2.81) і (2.82) наочно доводять зручність моделювання за критерієм Фруда, при якому на моделях можуть бути значно зменшені в порівнянні з натурою швидкості потоку і особливо витрати, що важливо для фізичної моделі.

При моделюванні гідравлічних явищ в гідротехнічних спорудах важливо встановити допустиме значення числа Рейнольдса Rед, при перевищенні якого для забезпечення подібності проявів досить виконати геометричну подібність. Для водозливів число Рейнольдса може бути підраховане по натиску перед водозливом;

Reн = V H /ν  = q /ν ,                        (2.83) 

де q = V H — питома витрата на одиницю ширини водозливу.

Дослідження показують, що коефіцієнти витрат водозливів залежно від їх типів стають незалежними від числа Рейнольдса при його значеннях Reд > 5000... 10000. Така ж умова може бути прийнята для моделювання перепадів і витоку з-під щита.

Максимальне зменшення розмірів моделі можливо визначити за допомогою відношення числа Рейнольдса в натурі до допустимого на моделі.

При νm = νh
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звідки, з врахуванням (2.83)
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• Результати підрахунків за формулою (2.85) показують, що при питомих витратах q = 3...40 м3/с і при допустимих на моделі числах Рейнольдса Rед = 5000... 10000 максимальні лінійні масштаби моделювання коливаються в межах а ≈ 45... 450.

Приклад. Водоскидну споруду у вигляді водозливу практичного профілю з отвором bн = 20 м розраховано на витрату 100 м3/с і намічено до перевірки на моделі, зменшеній в 70 разів в порівнянні з натурою. Встановити можливість використання такого масштабу моделювання і визначити необхідну витрату на моделі.

Прийнявши кінематичну в'язкість ν = 1 ∙ l0 -6 м2/с, по формулі (2.74) визначимо лінійний масштаб моделювання
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Таким чином, моделювати водоскид із зменшенням в 70 разів неприпустимо. 

Приймаємо лінійний масштаб моделі а = 63. Витрата на моделі відповідно до формули (2.82)

Qм = 
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Отвір водозливу на моделі

bм = bн /a = 20 /63 =  0,317 м =31,7 см.

При моделюванні гідротехнічних споруд слід уникати спотворення впливу сил тертя на моделі в порівнянні з впливом сил тертя на натурі.

Як зазначено, це особливо може позначитися при дослідженні високих дамб або довгих швидкотоків і водоспусків. 

Дослідження показують, що при лінійному масштабі а < 60 модель водозливу може бути виконана з гладкою цементною штукатуркою, а при а > 60 слід переходити до гладших поверхонь.

При моделюванні також слід враховувати загасання підвищеної турбулентності після водозливу на після стрибковій ділянці, інакше модель може давати швидший розвиток процесів загасання, чим є в натурі.

Існують також і інші практичні випадки, що вимагають додаткових досліджень можливостей коректного й адекватного опису моделі. Так, наприклад, дослідження характеристик захисних решіток проточного тракту гідротурбіни можливо реалізувати на фізичній моделі в потоці повітря.

Тому слід погодитися з тим відомим твердженням, що мистецтвом моделювання в достатній мірі можливо оволодіти тільки розробляючи конкретну модель, але ознайомитися з ним можливо також розглядаючи вже створені й існуючі моделі.

Контрольні запитання 

2. 1. Технологія побудови математичної моделі

2. 2. В чому полягає підготовка досліджень моделі

2. 3. Характеристика стратегії та технології досліджень моделі

2. 4. Особливості обробки та використання результатів моделювання

2. 5. Основні шляжи вдосконалення моделі.

2. 6. Особливості гідроенергетичного моделювання.

2. 7. Основні умови вибору масштабів.

2. 8. Чого досягають спотворенням масштабів.

3. ОСНОВИ ОПТИМІЗАЦІЇ ТЕХНІЧНИХ ОБ’ЄКТІВ

Оптимізація є важливою самостійною задачею моделювання, інструментом створення ефективних технічних пристроїв та систем. Вона забезпечує досягнення потрібних показників та якостей обладнання шляхом вдосконалення технологій, процесів, конструкцій тощо. 

Застосування такого потужного інструменту вимагає специфічних знань та врахування особливостей.

3. 1. Поняття оптимізації

Одними з найважливіших застосувань сучасної інформатики є машинне управління і проектування. Застосування комп’ютера в цих галузях дозволяє перейти від добрих рішень до пошуку найкращих або, як прийнято говорити, оптимальних рішень. Процес вироблення таких рішень називають оптимізацією. 

Математичні методи оптимізації існували й розроблялись ще до ери комп’ютерів. Проте раніше вони могли застосовуватися на практиці обмежено, лише в найпростіших випадках. Широкий перехід до машинних методів розробки технічних рішень викликав бурхливий розвиток теорії оптимізації і забезпечив її широке практичне використання. Персональні комп’ютери розширили коло застосувань оптимізації.

У сучасній теорії оптимізації найчастіше зупиняються на завданні знаходження мінімуму, або, що те ж саме, на завданні мінімізації функцій. Всі результати цього завдання очевидним чином переносяться і на завдання знаходження максимуму. 

Відмітимо, що хоча термін «мінімізація функцій» досить широко поширений, він не цілком точно відображає істоту процесу мінімізації. Адже в такому процесі сама функція f(x) залишається незмінною.

Йдеться не про мінімізацію функції, а про мінімізацію її значення (в результаті вибору відповідної точки в допустимій множині значень її аргументу).

Задачі оптимізації з точки зору математичного спрямовані на пошук екстремуму функцій.

Класична постановка задачі оптимізації 

Звичайна постановка завдання оптимізації, яку можливо вважати класичною, полягає в наступному. 

У деякому просторі S тим або іншим способом виділяється деяка непорожня множина М точок цього простору, звана допустимою множиною. Далі фіксується деяка речовинна функція f(x), задана в усіх точках х допустимої множини. Її називають цільовою функцією. Завдання оптимізації полягає в тому, щоб знайти точку x0 в множині М, для якої функція f(х) приймає екстремальне — максимальне або мінімальне значення. У першому випадку для всіх точок х множини M задовольняється нерівність f(x0) ≥ f(x), в іншому випадку —  f(x0) ≤ f(x).

Відмітимо перш за все, що як при максимізації, так і при мінімізації завдання оптимізації може не мати рішення. Наприклад, якщо допустима множина М складається зі всіх позитивних дійсних чисел (x > 0), то для цільової функції f(x) = x2 в множині М не існує ні точки максимуму, ні точки мінімуму. Дійсно, для будь-якого x0 > 0 завжди знайдуться позитивні числа x1 і x2, що задовольняють нерівностям x1 < x0 і x2 > х0.

Навпаки, може статися й так, що екстремум досягається не в одній, а в цілій множині точок. Наприклад, в області, заданій нерівностями —1 ≤ x ≤ 1, —l ≤ у ≤ 1, функція f(x, у) = x2 + у2 досягає максимуму (рівного двом) в чотирьох точках з координатами (—1, —1), (—1, 1), (1 —1), (1, 1). Функція f(x), задана співвідношеннями f(x) = 1 при х ≤ 1/2 і f(х ) = 2х при х > 1/2, до області, визначеної нерівністю х ≤ 0, приймає мінімальне значення (рівне одиниці) в усіх точках відрізка [0, 1/2].

Слід також розрізняти абсолютний і локальний екстремуми. У разі досягнення функцією f(x) в точці х0 абсолютного екстремуму, скажімо, максимуму, нерівність f(x0) ≥ f(x) має місце для всіх точок допустимої області М. У разі ж локального екстремуму (в даному випадку максимуму) ця нерівність виконується тільки для всіх достатньо близьких до точки x0 точок області М. Наприклад, f(x0) ≥ f(x) для всіх х таких, що відстань r( x, x0) точки x від точки х0 менше деякого (зазвичай достатньо малого) позитивного числа ε.
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Рис. 3.1 Екстремуми функції.

На рис. 3.1 наведено функцію f(x), задану на відрізкі [a, b], що має абсолютний максимум в точці b і два відносних максимума в точках a і d. В точці с ця функція досягає локального мінімума, а в точці е — абсолютного мінімума.

При зміні знаку цільової функції f(x) всі точки її максимума перетворюються, очевидно, в точки мінімума й навпаки. Тому часто достатньо розглянути лише будь-який один з видів оптимума (максимум або мінімум).

3. 2. Основні види оптимізації

Оптимізація функцій і оптимізація функціоналів. У практичних оптимізаційних задачах доводиться мати справу з двома основними видами їх постановок.

У першому випадку завдання ставиться в звичайному евклідовому просторі кінцевої розмірності. Точками х допустимої множини будуть кортежі х = < x1, x2 ..., xn> дійсних чисел, цільовою ж функцією f(x) = F(x1, ..., xn) буде звичайна речовинна функція від n речовинних аргументів (n — розмірність простору). Таке завдання надалі іменуватимемо завданням оптимізації функцій.

У другому випадку постановки оптимізаційного завдання як допустима множина виступає деяка множина М функцій речовинних змінних у(x1, ..., хm), а цільова функція є деякий функціонал F, що зіставляє кожній функції y = y(x1, ..., xm) деяке дійсне число F(у). Таке завдання називатимемо завданням оптимізації функціоналів або варіаційним завданням.

З абстрактної точки зору обидві вказані вище постановки абсолютно ідентичні: у обох випадках йдеться про вибір точки в деякому просторі, що оптимізує значення цільової функції. 

Відмінність полягає лише в природі самого простору, проте цього досить, щоб викликати досить істотні відмінності в практичних методах оптимізації, вживаних в цих двох випадках. 

Зазначимо, що в принципі друга постановка може бути з певними допусками зведена до першої. Це можливо, якщо кожна функція у(х1 ..., xm), складова допустима множина, може бути з достатнім для практики ступенем точності апроксимована множиною своїх значень на деякій кінцевій множині точок. Втім, в більшості випадків число таких точок має бути настільки велике, що зведення варіаційного завдання до завдання оптимізації звичайних функцій стає мало практичним.

Багатокритерійна оптимізація

У практиці оптимізації часто доводиться зустрічатися з випадком, коли замість однієї цільової функції f(х) задано декілька цільових функцій (критеріїв) f1(x) ..., fk(x). Завдання багатокритерійної оптимізації, що виникає в цьому випадку, має декілька постановок. 

• У одній з них потрібно оптимізувати один з критеріїв, скажемо f1(х), утримуючи решта критеріїв в заданих межах: ai ≤ fi(x) ≤ bi (i = 2, 3 ..., k). В цьому випадку фактично йдеться про звичайну однокритерійну оптимізацію. Що ж до нерівностей, що обмежують інші критерії, то їх можливо розглядати як додаткові обмеження на допустиму область М. Правда, на практиці в ряді випадків подібне завдання вирішується декілька іншими методами, чим звичайне однокритерійне завдання.

• Друга постановка полягає у впорядкуванні заданої множини критеріїв і в послідовній оптимізації за кожним з них. Іншими словами, провівши оптимізацію за першим критерієм f1(x) ми отримуємо деяку множину М1 [image: image152.wmf]Ì

 М, на якому функція f (х) приймає оптимальне (екстремальне) значення. Приймаючи його за нову допустиму множину, проводимо оптимізацію за другим критерієм, отримуючи в результаті нову допустиму множину M2 [image: image153.wmf]Ì

 M1. Продовжуючи цей процес, отримаємо після оптимізації за останнім критерієм fk(x) множину Mk, яка і буде кінцевим результатом багатокритерійної оптимізації. Ясно, що якщо на деякому кроці i (i < k)  множина Мi зведеться до однієї точки, то процес оптимізації можна закінчити, оскільки Mi = М i+1 = ... = Mk. He виключено, що, як і у разі звичайної однокритерійної оптимізації, завдання може взагалі не мати рішення.

• Третя постановка застосовує процес зведення багатьох критеріїв до одного за рахунок введення апріорних вагових коефіцієнтів λi для кожного з критеріїв fi(x). В якості таких коефіцієнтів можуть бути в принципі вибрані будь-які дійсні числа. Їх значення вибираються виходячи з інтуїтивного уявлення про ступінь важливості різних критеріїв: важливіші критерії отримують ваги з великими абсолютними значеннями. Після встановлення вагів λi багатокритерійне завдання зводиться до однокритерійного з цільовою функцією f(x) = λ1f1(x)+ ...+ λk fk(x).

Замість простої лінійної комбінації початкових критеріїв можуть використовуватися і складніші методи формування з них нового критерію для однокритерійної оптимізації. Існує й інший шлях багатокритерійної оптимізації в рамках так званої системної оптимізації.

3. 3. Стандартні форми завдань оптимізації функцій

У стандартних формах об'єктом оптимізації є безперервна функція f(x) речовинних змінних х = <x1 ..., xn>, допустима область М задається кінцевою системою рівностей і нерівностей виду p(x) = 0, q(x) ≥ 0, r(x) ≤ 0 з безперервними лівими частинами. Якщо при цьому область М обмежена, то в ній обов'язково існує принаймні одна точка абсолютного максимуму і принаймні одна точка абсолютного мінімуму функції f(х).

Оскільки зміна знаку лівих частин нерівностей q (х) ≥ 0 і r(x) ≤ 0 міняє знаки цих нерівностей на протилежні, можливо обмежитися одним з цих двох типів нерівностей. Зазвичай при максимізації користуються нерівностями виду q (х) ≥ 0, а при мінімізації — нерівностями виду r(x) ≤ 0. Таким чином, виникають дві стандартні форми постановки завдання оптимізації функції.

У завданні максимізації потрібно знайти максимум функції f(x) в області М, заданою системою рівності рi (х)= 0 (i = 1, 2 ..., l) і нерівностей рi(х) ≥ 0 (i = l + 1 ..., m).

У завданні мінімізації потрібно знайти мінімум функції f(x) в області M, заданою системою рівності pi(x)= 0  (i = 1, 2 ...,l) і нерівностей рi(х) ≤ 0 (i = l + 1 ..., m).

Очевидно, що при одночасній зміні знаків у функцій f(x) і pi(x) (i = 1 ..., m) завдання максимізації переходить в завдання мінімізації і навпаки. Тому розробку методів оптимізації досить вести застосовно лише до однієї з цих постановок.

Відмітимо також, що обмеження типу нерівностей можливо замінити обмеженнями типа рівності і простими координатними нерівностями, вводячи додаткові (речовинні) змінні zi. При цьому обмеження виду pi(x) ≥ 0 заміниться парою обмежень pi (x) — zi = 0, zi ≥ 0, а обмеження рi(х) ≤ 0 — парою обмежень pi (x) + zi = 0, xi ≥ 0. 

Цей прийом надалі іменуватиметься стандартним прийомом елімінації нетривіалъних нерівностей. Його особливо зручно застосовувати у тому випадку, коли по сенсу завдання всі точки допустимої області мають ненегативні координати. В результаті його застосування за цих умов виникає третя стандартна форма постановки завдання, оптимізації функцій:

Знайти оптимум (максимум або мінімум) функції f(x) в області М, заданою системою рівності pi(x) = 0 (i = l ..., m) і простих (координатних) нерівностей Хj ≥ 0 (j = 1 ..., п).

У всіх перерахованих постановках може бути присутньою додаткова вимога про те, щоб всі координати точки оптимуму були цілими числами. Ця вимога перетворює завдання безперервної оптимізації на завдання цілочисельною, оптимізації. 

У разі, коли допустима область М обмежена, в ній може розташовуватися лише кінцева множина точок з цілочисельними координатами. Тому задача цілочисельної оптимізації в обмеженій області в принципі може бути вирішена простим методом перебору тобто обчислення значення цільової функції (критерію) f(x) у всіх допустимих точках і вибору з них точки (або точок) з оптимальними значеннями критерію.

Загальна структура моделі оптимізації

У найзагальнішому випадку оптимізаційна математична модель має наступний вигляд: максимізувати

E = f (x, у), (3. 1)

при обмеженнях

Gi (x, у) < bi, i = 1, m (3. 2),

де E – цільова функція (показник якості, ефективності) об'єкту;

X – вектор керованих змінних;

Y – вектор некерованих змінних;

Gi – функція зміни i – го показника;

Bi – величина i – го показника.

При виборі кращого варіанту з числа працездатних, вибирається той, у якого максимальне значення критерію ефективності.

Найбільш загальним і складним завданням є оптимізація системи: потрібно знайти таке поєднання значень змінних параметрів системи або робочого навантаження з множини допустимих, таких, що максимізували значення критерію ефективності.

Eopt = max (min) E(y)

При дотриманні наступних обмежень на все n - характеристик

у i min ≤ yi ≤ у i max, i = 1 ..., n

Якщо вихідна характеристика yi є випадковою величиною з деякою вірогідністю розподілу f(yi), доцільно в завдання оптимізації ввести стохастичне обмеження вигляду

P(у i min ≤ yi ≤ у i max) = 
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  f(yi)dyi ≥ βi,

де βi – мінімальна допустима вірогідність того, що yi не вийде за встановлені межі.

Для нестаціонарних систем вихідна характеристика yi часто є випадковою функцією з щільністю розподілу, що змінюється в часі f(yi, t). В цьому випадку обмеження прийме вигляд

P(у i min ≤ yi ≤ у i max) = 1/T 
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 f(yi, t) dyi dt ≥ βi,

де T – тривалість аналізованого періоду.

Приведена постановка завдання оптимізації стохастичних систем допускає вихід за встановлені межі не тільки окремих значень характеристики yi але і її математичного очікування M [yi, t] в пікові моменти навіть при βi, близьких до одиниці.

При реалізації статистичної моделі обчислення наведеного подвійного інтеграла часто виявляється нездійсненним завданням. При інших методах дослідження можливо обмежиться імовірнісною оцінкою.

При великій кількості змінних і їх поєднань пошук оптимального варіанту вимагає спеціальних процедур, заснованих на методах математичного програмування (градієнтні, найшвидшого спуску і ін.). Залежні експерименти істотно скорочують витрати на моделювання.

3. 4. Задачі і методи оптимізації

Оскільки оптимізацією називають процес вибору якнайкращого варіанту зі всіх можливих, мають бути розробені інструменти. З погляду інженерних розрахунків методи оптимізації дозволяють вибрати якнайкращий варіант конструкції, розподілу, використання ресурсів і т.п. 

В процесі рішення таких задач знаходять оптимальні значення деяких параметрів, що визначають конкретне завдання. Їх називають проектними параметрами. Розмірність завдання визначається числом вказаних параметрів.

Вибір оптимального рішення або порівняння альтернативних рішень проводиться за допомогою деякої, залежної від проектних параметрів величини (функції). Вона носить назву цільової функції або критерію якості.

В процесі рішення задачі оптимізації знаходяться такі значення проектних параметрів, при яких цільова функція має мінімум або максимум.

Таким чином цільова функція - це глобальний критерій оптимальності в математичних моделях, за допомогою яких описуються інженерні завдання.

Цільова функція в загальному випадку має вигляд:

U = f (x1, x2, ..., xn)

Прикладами цільових функцій в інженерних задачах можуть бути міцність або маса конструкції, співвідношення потужності і габаритів установки, якість регулювання і т.п.

Якщо проектний параметр один (n = 1) – цільова функція є функцією однієї змінної і виражається кривий на площині. При n = 2 її графіком буде поверхня. Слід враховувати, що цільова функція не завжди може бути представлена аналітично. Вона може приймати тільки деякі дискретні значення, задаватися у вигляді таблиці і т.п. Але у всіх випадках вона повинна бути однозначною функцією проектних параметрів. Цільових функцій може бути декілька, коли одночасно необхідно забезпечити оптимальність по декількох критеріях. У тих випадках коли цільові функції виявляються несумісні використовують їх пріоритети.

3. 4. 1. Види завдань оптимізації

Існує два основні види завдань оптимізації – безумовні і умовні.

Завдання безумовної оптимізації полягають у відшуканні максимуму або мінімуму дійсної цільової функції від n дійсних змінних і визначення відповідних значень аргументів на деякій множині n-мірного простору.

Завдання умовної оптимізації (завдання з обмеженнями) – це такі, при формулюванні яких задаються певні умови (обмеження) у вигляді деяких функцій, що задовольняють рівнянням або нерівностям. Обмеження зазвичай відображають фізичну суть завдання і можуть істотно зменшувати область проектування. Число обмежень може бути довільним. Вони можуть виражатися як рівністю, так і нерівностями.

Обмеження у вигляді рівності мають вигляд:

g1 (x1, x2 ..., xn) = 0

g2 (x1, x2 ..., xn) = 0

 . . . . . . . . 

gm (x1, x2 ..., xn) = 0

У ряді випадків ці співвідношення дозволяють виражати одні проектні параметри через інші і тим самим виключити їх з процесу оптимізації, що полегшує рішення задачі за рахунок зменшення її розмірності.

Обмеження нерівності мають вигляд:

a1 ≤ φ1 (x1, x2 ..., xn) ≤ b1

a2 ≤ φ2 (x1, x2 ..., xn) ≤ b2

. . . . . . . . . . .

ak ≤ φk (x1, x2 ..., xn) ≤ bk.

За наявності обмежень існують особливості відшукання рішення.Оптимальне рішення може відповідати локальному екстремуму усередині області проектування, або значенню цільової функції на межі області. Якщо обмеження відсутні визначається глобальний екстремум.

Теорія і методи рішення задач оптимізації складають предмет математичного програмування.

3. 4. 2. Постановка задач оптимізації

Хай є функція φ(x), x  D  Rn.

x = (x1, x2 ... xn). Потрібно визначити

x*  D  (x*) = min(x)

max (x) = – (x)

Представлене завдання відноситься до математичного програмування, якщо множина D має певну структуру – множину рішень системи рівності або нерівностей.

D = { x: x  Rh, 
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Це завдання оптимізації. φ(x) – цільова функція. Вони поділяються на:

1. Задачі нелінійного програмування

φ(x), fi(x), h(x) – хоть одна нелінійна

2. Задачі лінійного програмування 
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φ, hi, hk – лінійні

Лінійне програмування найбільш розроблена тема.

Якщо цільова функція залежить від одного аргументу задача оптимізації одновиміра, інакше – багатовимірна.

Контрольні запитання 

3. 1. Основні поняття й сутністьоптимізації;

3. 2. Характеристика завдань оптимізації;

3. 3. Основні види оптимізації;

3. 4. Основні види завдань оптимізації;

3. 5. Загальний вигляд й постановка задач оптимізації;

3. 6. Основні види обмежень;

3. 7. Особливості цільової функції.

4. Безумовна оптимізація

Задачі безумовної оптимізації, як зазначено вище, полягають у пошушку екстремуму цільової функції від n дійсних змінних і визначення відповідних значень аргументів на деякій множині n-мірного простору. З точки зору математичного це пошук глобального екстремуму. Розрізняють одно та багатовимірну оптимізацію.

4. 1. Одновимірна оптимізація

Завдання на екстремум

Постановка завдання.

Знайти найменше (найбільше) значення цільової функції y = f (x), заданою на множині σ і визначити значення проектного параметра x  σ, при якому цільова функція має екстремальне значення.

Теорема Вейерштрасса: Всяка функція f(x), безперервна на відрізку [а, b], приймає на цьому відрізку найменше і найбільше значення, тобто на відрізку [а, b] існують x1 і x2, що для будь-якого x  [а, b] справедливі нерівності

f(x1)  f(x)  f(x2).

Слід зазначити, що для функцій, що диференціюються, методи знаходження екстремуму відомі з курсу вищої матемаики.

У інших випадках слід обчислювати значення функції у всіх критичних точках і їх околицях в межах заданого інтервалу. Такі методи носять назву методів пошуку.

Ідея методу полягає в послідовному звуженні інтервалу застосування проектного параметра – інтервалу невизначеності. 

Важливо, щоб функція була унімодальна – мала один максимум.

[b, а] довжина b – a

інтервал невизначеності [xn, xn+1](xn+1 – xn < ε), де ε – задане допустиме значення.

Найбільш простій спосіб звуження інтервалу невизначеності є ділення його на декілька рівних частин з пронаступним обчисленням значень цільової функції в точках розбиття. Очевидно, що із збільшенням числа точок розбиття погрішність визначення мінімуму прагне до нуля.
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Але можна поступити інакше. Визначити інтервал невизначеності а потім ділити тільки його. Такий підхід істотно скорочує об'єм обчислень.

Існує ряд спеціальних методів пошуку оптимальних рішень, що відрізняються системами поділу відрізків і звуження інтервалу невизначеності. Найбільш відомі: метод ділення відрізка навпіл, метод золотого перетину, метод Фібоначчі і т. д. Всі вони спрямовані на скорочення обсягу обчислень і часу пошуку рішень. Це методи пошуку глобального екстремуму функції.

Метод золотого перетину.

Один з найбільш ефективних, в якому при обмеженій кількості обчислень f(x) досягається найвища точність. Він полягає в послідовній побудові відрізків [а0, b0] [a1, b1] ..., функції, що стягуються до точки мінімуму.

На кожному кроці, окрім першого, обчислення значення функції проводиться один раз в точці золотого перетину.

Золотий перетин інтервалу невизначеності вибирається так, щоб співвідношення довжини більшого відрізка до довжини всього інтервалу дорівнювало відношенню довжини меншого відрізка до довжини більшого.

Якщо yk – золотий перетин [ak, bk], то 

(bk – ak)/(bk – yk) = (bk – yk)/(yk – ak)

**Золотий перетин один з найбільш фундаментальних методів, що сягає витоками до епохи математичної школи піфагорійців. Вони першими вирішили задачу ділення відрізка в співвідношенні А і В, що задовольняє співвідношенню

(А+В)/А = A/B

При рішенні такого квадратного рівняння виходить два корені:

X1 = 1,618

X2 = 0,618

Ці корені, зважаючи на їх особливі, навіть чудові властивості, названо золотими. Вони дозволяють відчути гармонію практично в будь-якому застосуванні – розмірах, кольорі, звуці і т. п.

Їх роль величезна в архітектурі, живопису, техніці і ін. Музичний звукоряд побудований за законом співвідношення частот за вказаним принципом.

Вірогідно, що золотий перетин, – один з фундаментальних принципів самоорганізації матерії.

Послідовність відрізків, що стягуються до точки x* мінімуму функції f(x) можливо отримати й за допомогою методу Фібоначі.

F1 = F2 = 1, Fk+1 = Fk + Fk-1, k = 2, 3 . – числа Фібоначі

Таким чином: F3 = 2, F4 =3, F5 = 5, F6 = 8, F7 = 13, F8 = 21, F9 = 34, F10 = 55, F11 = 89, F12 = 144 і т. д.

Такі числа мають низку цінних властивостей, що дозволяють швидко виявити точку екстремуму.

**Італійський математик XVI століття Фібоначі побудував математичний ряд: 0, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, що відтворює біологічний процес (розмноження кроликів).

Закон формування такого ряду наступний – кожен подальший його член дорівнює сумі попередніх. Якщо в такому ряду розглядати відношення наступного члена до попереднього або навпаки, то отримаємо знайомі числа (1,618 і 0,618). Причому, чим більше порядкові номери чисел, тим точніше виконується умова золотого перетину.

Через 100 років Кеплер, створюючи модель Сонячної системи, визначив основні розміри планет, періоди обертання і взаємні відстані. До його подиву всі ці величини виявилися числами Фібоначчі. Виявилось, що найближчий Космос організований по законах музичної гармонії. Кеплер «Музика Сфер».

Далі виявилось, що золоті числа тісно пов'язані з живою природою і присутні в тілах тих, що мають п'ять осей симетрії – «пентасистемах». Причому, в неживій природі спостерігається будь-яке число осей симетрії, окрім п'яти. Жива матерія побудована за принципом пентасистем. Вона доповнює мир каменів і кристалів.

П'ятикутна зірка – модель живої системи, має відношення всіх відрізків що дає золотий перетин. Людина і багато вірусів – типові пентасистемы.

Гравітаційне биття Землі теж є гармонійним музичним акордом.

Дельта ритми мозку людини (реакції на подразники) теж затухають згідно закону золотого перетину. Органи чуття мають логарифмічний закон чутливості. Завдяки цьому забезпечується широкий динамічний діапазон сприйняття світла, звуку і ін.

Однак в традиційній математиці обчислення логарифма є досить важким завданням. Проте, якщо створити «золоту математику» – на основі 1,618, результат буде вражаючий. Обчислення логарифма виявиться елементарною арифметичною операцією.

Це підтверджує думку про те, що світ живої матерії створений за принципами і на математиці золотого перетину.

Ймовірно, що це є один з фундаментальних принципів самоорганізації матерії. Наша планета також пентасистема. Земля – це кристал, що має форму додекаедра, вкладеного в косаедр (футбольний м'яч).

Обидва методи будуються за єдиною алгоритмічною схемою. Вона наступна.

Крок 1. (нестандартний). Вибирають [а0, b0], що містить x* точку мінімуму f(x). Задають точність ε. Обчислюють: 

Δ0 = b0 – а0, Δ1 = λ Δ0, ½ < λ < 1, Δ2 = Δ0 - Δ1

у0 = а0 + Δ2, z0 = b0 – Δ2, φ(у0), φ(z0)

Вважають k = 1.

Крок 2. а) Якщо φ(у k-1) ≤ φ(zk-1)

Вважають: ak = а k-1, bk = zk-1, yk-1 = zk.

Обчислюють: yk = ak + Δk+2, φ(yk) Перехід до кроку 3.

б) Якщо φ(у k-1) > φ(zk-1)

Вважають: ak = yk-1, bk = bk-1, yk = zk-1.

Обчислюють: Δk+2 = Δk – Δk+1, zk = bk – Δk+2, φ(zk)

Перехід до кроку 3.

Крок 3. Якщо Δk ≤ ε.

Вважають: x*~xk = arg min {φ(yk), φ(zk)}

Якщо Δk > ε.

Вважають: k = k + 1, перехід до кроку 2.

Достатньо часто, коли виділена ділянка достатньо малої довжини, використовують апроксимуючі методи: парабол, кубічної апроксимації, дотичних та т і.

4. 2. Багатовимірні завдання оптимізації

Це завдання в яких цільова функція залежить від багатьох проектних параметрів.

Мінімум функції, що диференціюється U = f (x1, x2 ... xn) можливо знайти, використовуючи її значення в критичних точках, визначених з рішення системи диференційних рівнянь.
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Такий метод загального пошуку прийнятний й для функції однієї змінної. У багатовимірних завданнях оптимізації він дуже трудомісткий. 

Так, нецілеспрямований пошук при рішенні задач оптимізації функції п'яти змінних, з урахуванням необхідного об'єму обчислень для кожної її точки, може вимагати наступних витрат:

- кожна точка вимагає щонайменше 100 арифметичних операцій (на практиці це значення може досягати декількох тисяч);

- область проектування розділимо на 100 частин в кожному з п'яти напрямів (число розрахункових точок досягає значення ≈ 1010);

- число арифметичних операцій складе 1012;

- швидкодія обчислювальної системи 2 млн. оп/c.

За таких умов потрібний обсяг машинного часу становить понад 5 діб. Таким чином методи загального пошуку з використанням суцільного перебору для вирішення багатовимірних завдань оптимізації не годяться.

Найбільш ефективний цілеспрямований пошук.

Метод покоординатного спуску
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Рис. 3. 14. Графічна реалізація методу покоординатного спуску

Ідея методу показана графічно. Практично такий рух досягається за рахунок фіксації координат цільової функції U. Причому фіксація здійснюється за координатами по черзі.

Схема реалізації даного методу представлена на рис. 3. 14.

Потрібно знайти найменше значення цільової функції U = f (x1, x2 ...xn). Як перше (початкове) наближення обираємо в n-мірному просторі т. M з координатами x1(0), x2(0) ...xn(0).

Фіксуємо всі координати функції U, окрім першої

U = f (x1, x2(o) ...xn(o)) – функція однієї змінної

Вирішуємо одновимірну задачу оптимізації для цієї функції, від т. М0 переходимо до т. M1 (x1(1), x2(0) ...xn(0)), в якій функція U приймає найменше значення по координаті x1 (спуск по x1).

Потім фіксуємо всі координати окрім x2 і розглядаємо функцію цієї змінної

U = f (x1(1), x2, x3(0) ...xn(0))
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Знову вирішуємо одновимірну задачу оптимізації при x2 = x2(1), визначаємо точку M2 (x1(1), x2(1), x3(0) ...xn(0)).

Аналогічно проводиться спуск по координатах x3, x4...xn, а потім процедура знову повторюється від x1 до xn. 

В результаті отримуємо послідовність точок М0, M1 ...Mn, в яких значення цільової функції монотонно убувають

F(М0) ≥ f(M1) ≥ ... ≥ f(Mn)

Алгоритмічна схема методу наведена на мал. 3. 15.

У даного методу існує досить важлива, вельми корисна якість. На будь-якому k-тому кроці цей процес можливо перервати і f(Mk) в цьому разі буде найменшим значенням цільової функції в даній області (умовним екстремумом).

Таким чином, метод покоординатного спуску зводить завдання знаходження найменшого значення функції багатьох змінних до багатократного рішення одновимірних задач оптимізації за кожним проектним параметром.

Збіжність даного методу істотно залежить від виду функції і вибору початкового наближення.

Метод непридатний за наявності зламів в лініях рівня (функції ярів).

Рис. 3.15. Схема алгоритму методу покоординатного спуску

До переваг відносять можливість застосування простих алгоритмів одновимірної оптимізації.

Даний метод розглянутий вище в розділі мінімізації функцій декількох змінних. Тому розглянуті тільки його практичні аспекти в плані оптимізації.

Метод градієнтного спуску

У природі часто спостерігаються явища аналогічні рішенню задачі на знаходження мінімуму. Наприклад, стікання води по будь-якому руслу. У разі коли береги гладкі (унімодальні) вода прагне до низу у напрямі найбільшої крутизни в кожній крапці.

На математичній мові це означає, що напрям найшвидшого спуску відповідає напряму найбільшого убування функції.

Найбільше зростання функції U = f(x, у); характеризується її градієнтом 

grad U = 
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де l1 і l2 – одиничні вектори за координатами.

Отже, напрям протилежний градієнтному, вкаже крутий спуск.

Ідея методу. Вибирають початкову точку і обчислюють в ній градієнт функції. Роблять крок в напрямі зворотному градієнтному і знаходять точку з меншим значенням функції. Якщо значення функції не змінилося або зросло, необхідно зменшити крок. У знайденій новій точці процедура повторюється (градієнт і крок у зворотному напрямі). Процес триває до набуття найменшого значення цільової функції. 

Закінчення пошуку наступає тоді, коли рух з отриманої точки з будь-яким кроком приводить до зростання значення цільової функції. Якщо мінімум функції розташований усередині даної області, то в цій точці

grad U = 0

Це також є сигналом закінчення пошуку.

При даному підході на кожному кроці оптимізації необхідно обчислювати градієнт цільової функції f (x1, x2 ...xn)

grad f = {
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Щоб отримати часткові похідні в явному вигляді, цільова функція повинна бути задана аналітично. Інакше її можна обчислити шляхом чисельного диференціювання, наприклад:
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 [f(x1 ..., xi+Δ, xi ...xn) – f(x1 ..., xi ...xn)], i = 1, 2 ...n

Основний об'єм обчислень доводиться на визначення градієнта функції в кожній точці траєкторії спуску.

Метод найкорішого спуску також зводить багатовимірну задачу до послідовності одновимірних. Є модифікацією попереднього. Дозволяє зменшити число точок без погіршення якості рішення.

Грунтується на тому, що після визначення напряму градієнта в початковій точці, в протилежному - здійснюється не крок, а рух до мінімуму цільової функції (одновимірна оптимізація на кожному кроці). Напрям одновимірній оптимізації визначається градієнтом цільової функції. Але спуск відбувається більшими кроками.

У ряді випадків доцільніше обирати в якості напряму спуску не антиградієнт функції φ(x), а

– Sk = – Ak φ’(xk),

де матриця Ak – симетрична, позитивно визначена k = 0, 1...

Послідовність множини { xk }будують за формулою

x k+1 = xk – βk Ak φ’(xk), k = 0, 1... 

Це узагальнений метод градієнтного спуску

Числа β обирають за певними умовами.

При Ak = E (одинична матриця), якщо βk обрана точкою одновимірного мінімуму функції φ(β)= φ (xk – βSk) процесу релаксації називають методом найскорішого спуску

x k+1 = xk – βk φ’(xk)

βk = arg min { φ (β) = φ(xk – βSk): β ≥ 0}

Болок схеми реалізації градієнтних методів труднощів не представляють, їх пропонується побудувати самостійно.

Контрольні запитання 

4. 1. Особливості безумовної оптимізації;

4. 2. Можливості одновимірної оптимізації;

4. 3. Основні методи одновимірної оптимізації;

4. 4. Багатовимірна оптимізація, її сутнісь;

4. 5. Методи багатовимірної оптимізації;

4. 6. Основні схеми реализації градієнтних методів;

4. 7. Особивості алгоритмів безумовної оптимізації.

5. Особливості умовної оптимізації

Умовна оптимізація (завдання з обмеженнями) – це такі, при формулюванні яких задаються певні умови (обмеження) у вигляді деяких функцій, що задовольняють рівнянням або нерівностям. З точки зору математичного це пошук локального екстремуму. Обмеження зазвичай відображають фізичну суть завдання і можуть істотно зменшувати область проектування. Число обмежень може бути довільним. Вони можуть виражатися як рівністями, так і нерівностями.

5. 1. Завдання умовної оптимізації 

Вище розглянуті основні можливості і умови використання методів безумовної оптимізації, а також класифікація завдань і види обмежень.

У більшості практичних завдань оптимізації частіше потрібно визначити умовний екстремум критерію оптимальності замість абсолютного.

Арсенал засобів безумовної оптимізації повною мірою може бути безпосередньо застосований лише в тих виняткових випадках, коли достовірно відомо, що оптимум x* знаходиться усередині області рішень і шлях з точки початкового наближення x0 до точки xs ≈ x* проходить також усередині цієї області, не перетинаючи її меж.

Завдання оптимізації можуть бути сформульовані і у разі, коли вид функції f(x) невідомий, але її значення може бути визначене для будь-якого аргументу x  Ώ або експериментально, або чисельним шляхом, або імітаційним методом

x* = argmin f(x)

x  Ώ x

Множина допустимих значень Ώ визначається за допомогою різних обмежень на значення, які можуть приймати керовані параметри x. Ці обмеження, як правило, виражають умови, пов'язані з фізичною суттю конкретного завдання. Виділяють три групи обмежень, які можуть мати місце як окремо, так і в поєднаннях один з одним:

1. Прямі (факторні) обмеження

xнi ≤ xi ≤ xki, (i = 1, k)

де xнi і xвi – відповідно найменше (нижнє) і найбільше (верхнє) можливі значення i змінної.

Часто для реальних об'єктів xнi > 0.

2. Функціональні обмеження рівності

h (x1, x2, ..., xi, ...xk) = 0

Відображають об'єктивно існуючі взаємозв'язки між параметрами. Якщо вказані співвідношення вдається вирішити щодо однієї із змінних xi, то її можна виключити із завдання, зменшивши відповідно розмірність простору параметрів з k до k-1.

3. Функціональні обмеження нерівності

g (x1, x2, ..., xi, ...xk) ≤ 0,

як правило відображають вимоги до функціонування системи, що оптимізується, не враховані цільовою функцією f(x).

Іноді завдання оптимізації формулюються таким чином, що елементи вектора до приймають дискретні (цілочисельні) значення, а область визначення цільової функції Ω є дискретною множиною точок.

Проте в більшості завдань розглядаються неперервні параметри і Ω – безперервна область в k – мірному просторі дійсних чисел Rk.

Існує щонайменше два підходи до умовної оптимізації.

Перший припускає використання методів пошуку безумовного екстремуму після того, як поставлене завдання за допомогою тих або інших перетворень зведене до завдання безумовної оптимізації в просторі Rk без обмежень.

Другий підхід заснований на використання методів, зорієнтованих на оптимізацію з обмеженнями.

Завдання оптимізації реалізується за схемою:

f (x) → min, x  Ω

у вигляді задачі математичного програмування в загальному випадку може бути представлена, як

f (x) → min, f = (x1, ..., xk )T  Ω 
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Серед завдань даного класу розрізняють завдання з обмеженнями: типу нерівностей (p = 0), з обмеженнями типу рівностей (q = 0), із змішаними обмеженнями (p ≠ 0, q ≠ 0). Функції h і g узагальнюють прямі і функціональні обмеження значень керованих параметрів.

Звести завдання умовної оптимізації до безумовної означає – усунути прямі і функціональні обмеження, але так, щоб визначуваний безумовний екстремум однозначно відповідав шуканому умовному екстремуму.

Прямі обмеження можна усунути за рахунок нормування параметрів, що оптимізуються. 

Приклад: Маємо а < xi < b. Обмежений параметр xi перетворюємо в необмежений zi у вигляді zi = f(xi),

zi = tg {π [xi – (b + a)/2 ]/(b – a)}.

Функціональні обмеження в загальному випадку усуваються з постановки завдання, що оптимізується, за рахунок введення нової, розширеної цільової функції, яка конструюється з урахуванням типу обмежень.

Кожне обмеження рівність зменшує на одиницю число незалежних змінних, тобто число ступеней свободи системи, що оптимізується. Число p залежностей hj буде менше загального числа k параметрів, що оптимізуються.Тоді число незалежних змінних 

k – p ≠ 0.

Якщо p = k то оптимізувати нічого – значення всіх змінних можливо визначити з сумісного рішення системи рівнянь

hi = 0 (j = 1, p).

Якщо всі p < k залежні змінні можливо виразити через k–p незалежні змінні, то обмеження рівності з умови задачі виключаються, зменшується розмірність простору пошуку.

У завданнях з обмеженнями типу рівності, коли q = 0, а рівність виключити не вдається, p ≠ 0, як розширена цільова функція використовується функція Лагранжа

L(x, λ) = f(x)+ λ1h1(x)+ λ2h2(x)+ ... +λphp(x),

де λj – множники Лагранжа.

Приведена функція є функцією k+p змінних. Її стаціонарні точки отримують, прирівнюючи нулю приватні похідні по λj (j = 1, p) і по xi (i = 1, k)
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Тоді приведені рівняння співпадають із заданими обмеженнями і при їх виконанні L(x, λ) = f (x).

Тому, якщо в стаціонарній точці x*, λ* функція L(x, λ) досягне мінімуму, то x* забезпечить мінімум функції f (x). Отже, пошук безумовного оптимуму функції Лагранжа еквівалентний пошуку умовного оптимуму цільової функції.

5. 2. Основні методи реалізації обмежень

Основними методами практичної реализації обмежень є штрафи й бар'єри. Розглянемо їх властивості та осбливості.

Існує ціла група досить ефективних методів реалізації обмежень, що мають назву методи штрафних функцій. Вони засновані на заміні критерію оптимальності f(x) початкового завдання, допоміжним критерієм F(x), значення якого співпадають із значеннями початкового критерію усередині допустимої області, але різко зростають при виході з неї, за рахунок функцій, залежних від gj(x) (j = 1, q) → G|g(x)|
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λj hj(x) – доповнення до основної функції f(x). Іншими словами це штраф, що накладається на значення x, які не задовольняють умові завдання – системі рівнянь обмежень 

hj(x) = 0 (j = 1, p).

Це призводить до зниження рівня розширеного допоміжного критерію оптимальності зовні Ω. 

Всередині і на межах області G(x) → 0, але G(x) >> 0, якщо не виконується лише одне з обмежень gj(x) ≤ 0. При цьому дане завдання зводиться до послідовності завдань безумовної мінімізації штрафних функцій.

Fn(x) = f(x) + rn G(x) → min, x  Rk,

де rn ≥ 0 – параметр штрафу.

Межею рішення вказаної задачі при n → ∞ буде шукана точка умовного мінімуму.

Прикладом штрафної функції може бути наступна

G1(x) = 
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 [1/2 (gj(x)+ |gj(x)|)]2.

Такий вираз при пошуку x* = argmin Fn(x) забезпечує швидке повернення точки x в допустиму область.

У ряді випадків на межі області споруджують своєрідну «стіну» за допомогою бар'єрних функцій наступного вигляду

G2(x) = 
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 [1/gj(x)].

При цьому робоча точка x вже примусово утримується в області Ω.

Успішне застосування вказаних методів вимагає глибокого знання математичного аналізу і теорії чисельних методів.

5. 3. Методи оптимізації з обмеженнями

Грунтуються на лінійному програмуванні (лінійному плануванні). Застосовні до завдань оптимізації, в яких цільова функція є лінійною функцією проектних параметрів, а обмеження задаються у вигляді лінійних рівнянь і нерівностей.

Постановка завдання: визначити x1, x2, ... xn які:

1. Задовольняють системі лінійних рівнянь
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2. Є ненегативними

xj ≥ 0

3. Забезпечують найменше значення лінійної цільової функції

f (x1, x2, ... xn) = c0 + c1x1 + c2x2 + ... + cnxn.

Всяке рішення, що задовольняє системі нерівностей, називають допустимим. Допустиме рішення, яке мінімізує цільову функцію вважають оптимальним.

Цільову функцію f(x) = n(с, x) називають критерієм (функціоналом) задачі лінійного програмування. З прикладних завдань даного напряму найбільш розроблені задачі планування:

- вибір оптимального плану;

- завантаження устаткування;

- транспортне завдання.

Для невеликого числа змінних достатньо ефективні геометричні методи рішення.

У реальних умовах кількість проектних параметрів може досягати сотень, а іноді і тисяч. Перебір таких масивів значень з метою пошуку оптимального стає неможливим. Тоді необхідні методи, що зменшують число опереацій.

Симплекс метод

Симплексом називають простий опуклий багатогранник при даному числі вимірювань. При n = 2 – це довільний трикутник, при n = 3 – тетраедр і т. д.

Ідея методу. Як початкове наближення приймають координати однієї з його верхівок і визначають всі ребра, що виходять з цієї верхівки. Рухаються уздовж того ребра, уздовж якого лінійна цільова функція убуває. Досягають нової верхівки, повторюють вказані операції. Врешті-решт досягають такої верхівки, рух з якої уздовж будь-якого ребра приводить до зростання цільової функції. Це і є ознака мінімуму. Координати верхівки приймаються як оптимальні значення для даних проектних параметрів.

Оскільки f(x) лінійна, а многогранник опуклий, даний обчислювальний процес сходиться за кінцеве число кроків k (k ≤ n). При простому переборі k ≈ 2n.

Розглянемо реалізацію загальної схеми рішення задач вигляду:

Max (c’ x’ + ... cn xn)

a11x1 + ... + a1n xn = bn

   .  .  .  .  .

am1x1 + ... + amnxn = bm

x1 ≥ 0 ... xm ≥ 0

Завдання невироджене. Алгоритм побудований на основі симплекс таблиць. Рівняння вирішувані щодо базисних змінних x1 .. xn.

xi = μi – 
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де μi, zik – деякі параметри.

Ця рівність повинна виконуватися для базисних рішень x отримаємо

xi = xi – 
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 zik xk, i = 1 ..., m.

Парметри zik в даному виразі можливо обчислити методом виключення Гауса, як коефіцієнти розкладання небазисних стовпців по базисних.

(с, x) = 
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Величину σk = 
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 ci zik – ck, k = m+1 ..., n називають оцінкою заміщення, а zik – коефіцієнтом заміщення.

Формують симплекс таблицю розширенням матриці системи рівнянь.

Зліва приписують стовпець xi, зверху оцінки заміщення, у верхньому лівому кутку значення критерію в точці x. Стовпці відповідні базисним критеріям можуть складати одиничну підматрицю.

Алгоритм перебору допустимих базисних рішень на кожному кроці має наступні операції:

1. Визначення ведучих стовпця і рядка. Проглядаються оцінки заміщення σk. Якщо всі вони ненегативні, то поточна верхівка оптимальна. Якщо ні, то за будь-якою ознакою (частіше min σk) вибирають провідний стовпець k з оцінкою σk<0. Далі перебором значень, для яких індекс zik > 0 визначають номер S, при якому
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де ls і li – номери базисних координат.

Далі слідує перехід на верхівку, відповідну новому базису, що досягається п. 2.

2. Перерахунок симплекс таблиці.

Визначають новий S рядок шляхом ділення старої на провідний елемент zsk > 0. Для кожного i ≠ s обчислюється новий рядок.

Zij = 
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zij – (zsj zik/ zsk)

Zoi = x li, i = 1 ...m, при чому ls = k, li = ls для i ≠ s і z01 = (c, x), де x – нова верхівка.

Цілочисельне програмування

Для багатьох практичних додатків великий інтерес представляє завдання цілочисельного лінійного програмування, в якому задана система лінійних нерівностей і лінійна форма.

ai1 x1 + ai2 x2 + ... + ain xn ≤ bi, i = 1 .. n

xj ≥ 0, j = 1, ...m
F = d0 + d1 x1 + ... + dm xm .

Всі коефіцієнти aij, bj і ci – цілі числа. i = 1, n; j = 1, m; l = 1, k.

Один з методів рішення задачі цілочисельного програмування запропонований Р. Е. Гоморі. Він заснований на симплекс методі з додатковим лінійним обмеженням

a1 x1 + ... + am xm ≤ b

Дане обмеження відсікає від многогранника частину, безперспективну для пошуку рішення цілочисельного програмування.Доведено, що кінцеве число подібних кроків приводить до такого завдання, рішення якого буде цілочисельним.

Існує і ряд інших методів. Метод гілок і меж, наближені методи.

Окремо розглядаються методи нелінійного програмування (теорема Куна-Такера і ін.)

Існує також ряд функцій з послідовним включенням змінних, аддитивних функцій. До них застосовні схеми динамічного програмування.

Детальніше з питаннями оптимізації можна ознайомитися в наступних джерелах:

Приведеними теоретичними відомостями, завданнями і прикладами можливості використання математичних моделей далеко не вичерпуються. Вони дозволяють творчо вирішувати задачі, що виникають на практиці, і тим самим підвищувати ефективність інженерних рішень.

Не менш самобутньою і привабливою в даному відношенні є й область фізичного моделювання, чиї засоби, методи і можливості можуть успішно доповнювати математичну частину рішень у сфері інженерної і наукової діяльності.

Контрольні запитання 

5. 1. Особливості умовної оптимізації;

5. 2. Характеристика обмежень;

5. 3. Методи реалізації обмежень;

5. 4. Методи оптимізації з обмеженнями;

5. 5. Характеристика штрафних обмежень;

5. 6. Можливості бар'єрних обмежень;

5. 7. Характеристика математичного забезпечення умовної оптимізації.

ВИСНОВКИ

Навчальний посібник містить основні положення теорії моделювання, технологію побудови й дослідження моделей потрібної якості, інструменти налагодження, математичних досліджень та оптимізації.
Зазначений підхід є особливо актуальним для досліджень громіздких та недосяжних за різних причин об’єктів. Тому практичне засвоєння його студентами суттєво підвищує їх фахові можливості.

Викладені відомості зорієнтовані на забезпечення не тільки навчальних потреб, а й дипломного проектування та магістерських досліджень. Тому має сенс одразу починати розробляти відповідні моделі згідно обраної теми.
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