Короткі теоретичні відомості 
Відомо, що передача інформації від об'єкту до адресата проводиться за допомогою сигналів. Для того, щоб сигнали були однозначно зрозумілі, їх необхідно складати за правилом, яке строго фіксоване протягом всього часу передачі даної групи повідомлень.

Визначення. Повідомленням називається скінченна або нескінченна послідовність букв в деякому алфавіті.

Повідомлення породжуються деякими джерелами. Розглядаються джерела двох типів — комбінаторні та імовірнісні.


Комбінаторне джерело здатне породити тільки деякі повідомлення. Скажімо, припустимо вважати, що речення російської або української мови створені деяким комбінаторним джерелом. Імовірнісні джерела породжують в принципі будь-яке повідомлення, але різні повідомлення мають різні ймовірності.


Комбінаторним джерелом називається деяка скінченна множина S. В якості таких джерел, як правило, будемо розглядати множини слів деякого алфавіту (словники).


Скінченним імовірнісним джерелом назвемо довільну скінченну множину S із визначеним на ній розподілом ймовірностей. Цю множину будемо називати алфавітом (абстрактним алфавітом), а його елементи — буквами.
В подальшому розглядатимемо імовірнісне джерело, що створює повідомлення, в яких послідовні букви з'являються незалежно із заданою ймовірністю.

Визначення. Правило (алгоритм), що зіставляє кожному конкретному повідомленню строго певну комбінацію різних символів (або відповідних їм сигналів), називається кодом, а процес перетворення повідомлення в послідовність кодів — кодуванням. Послідовність символів, яка в процесі кодування привласнюється кожному з множини передаваних повідомлень, називається кодовим словом. Символи, за допомогою яких записано передаване повідомлення, складають первинний алфавіт, а символи, за допомогою яких повідомлення трансформується в кодові слова, — вторинний алфавіт.

Для вторинного алфавіту по основі d=2 кодом називають скінченну послідовність двійкових цифр у вторинному алфавіті, що складається з нуля і одиниці. 

Кодова система є спосіб зв'язування коду з кожною буквою алфавіту, або, строгіше, функція, яка пов'язує код з кожною буквою алфавіту. Кодова система має властивість префікса, якщо жоден код не являється префіксом якого-небудь іншого коду тієї ж кодової системи. Це полегшує розшифровку повідомлення, оскільки для того, щоб знайти першу букву повідомлення, що дешифрується, потрібно лише прочитати послідовність двійкових цифр, поки вона не співпаде з одним з кодів.

Кодова система Хаффмена єє системою зз мінімальною надмірністю, тобто із всіх двійкових кодових систем змінної довжини, що мають властивість префікса, вона має найменшу вартість.


Визначення. Розбиттям A множини S (не обов’язково скінченної) називається сукупність попарно непересічних множин A1, A2, …, Ak, k(1, які дають в об’єднанні множину S. Множини Ai, 1( i (k, називають атомами розбиття А.


Найменш інформативним є розбиття, єдиним атомом якого служить сама множина S. Найбільш інформативним є розбиття, атомами якого служать одноелементні множини, тобто множини {A1}, {A2}, …, {Ak}.
Вартість C(S) визначається як середнє число двійкових цифр на букву первинного повідомлення в припущенні, що повідомлення складене з букв, вибраних незалежно одна від одної, кожна із заданою ймовірністю. 

Ентропією H(S) скінченного імовірнісного джерела називається ентропія його найбільш інформативного розбиття:


де Ai — елементи множини S, S={A1, ..., Am}.

Нехай S — скінченне імовірнісне джерело S={a1, a2, ..., ak}, p(ai) — ймовірність, з якою породжується буква ai, i=1, ... , k.

Кодування f ставить у відповідність букві ai слово f(ai) довжини |f(ai)|=L(ai). При цьому вартістю кодування f на джерелі S називається середня довжина кодового слова, тобто
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Надмірність R(f, S)= C(f, S) – H(S) 

де C(f, S) — вартість кодування, H(S) — ентропія джерела.

Стиск інформації полягає в кодуванні з невеликою надмірністю. Представляє інтерес розгляд тих кодувань, що дешифруються, префіксних, взаємно однозначних кодувань.

Таблиця 1. 

	Буква
	Ймовірність
	Код Хаффмена
	Алфавітний код
	Спеціальний код

	пробіл|
	0,1859
	000
	00
	00

	A
	0,0642
	0100
	0100
	0100

	B
	0,0127
	011111
	010100
	010100

	C
	0,0218
	11111
	010101
	010101

	D
	0,0317
	01011
	01011
	01011

	E
	0,1031
	101
	0110
	0110

	F
	0,0208
	001100
	011100
	011100

	G
	0,0152
	011101
	011101
	011101

	H
	0,0467
	1110
	01111
	01111

	I
	0,0575
	1000
	1000
	1000

	J
	0,0008
	0111001110
	1001000
	10001111111

	K
	0,0049
	01110010
	1001001
	100100

	L
	0,0321
	01010
	100101
	100101

	M
	0,0198
	001101
	10011
	10011

	N
	0,0574
	1001
	1010
	1010

	O
	0,0632
	0110
	1011
	1011

	P
	0,0152
	011110
	110000
	11000

	Q
	0,0008
	0111001101
	110001
	110001111111

	R
	0,0484
	1101
	11001
	11001

	S
	0,0514
	1100
	1101
	1101

	T
	0,0796
	0010
	1110
	1110

	U
	0,0228
	11110
	111100
	111100

	V
	0,0083
	0111000
	111101
	111101

	W
	0,0175
	001110
	111110
	111110

	X
	0,0013
	0111001100
	1111110
	1111101111111

	Y
	0,0164
	001111
	11111110
	1111110

	Z
	0,0005
	0111001111
	11111111
	11111101111111

	Вар-тість
	 
	4,1195
	4,1978
	4,1801


Приведена в алгоритмі для алфавітної кодової системи проста побудова не призводить до найкращої кодової системи, тобто системі із найменшою вартістю. Приведемо декілька прийомів, за допомогою яких можна спростити, а в деяких випадках і розв'язати задачу відшукання найкращої алфавітної кодової системи.

Опишемо ці результати на мові кодування окремих букв в двійкову форму; проте потрібно мати на увазі, що блоки з N букв можна завжди розглядати як окремі букви більшого алфавіту.

Префіксна множина

Префіксною множиною кодової системи ми називатимемо множину всіх букв алфавіту, які мають коди, що починаються з даного префікса. Наприклад, в кодовій алфавітній системі всяка префіксна множина повинна складатися зі всіх букв, що знаходяться між двома даними буквами алфавіту.

Прийоми, описані нижче, дозволяють доводити, що деякі сукупності букв повинні бути префіксними множинами в будь-якій найкращій алфавітній кодовій системі. Якщо відома яка-небудь префіксна множина, то задачу кодування можна звести до задачі кодування для меншого алфавіту.

Теорема 2. Нехайехай в найкращій алфавітній кодовій системі множина букв S є префіксна множина для деякого префікса (Побудуємо скорочений алфавіт, замінивши букви множини S на одну нову букву L1, що займає їх місце в алфавітному порядку і що має ймовірність рівну сумі ймовірності колишніх букв. Тоді існує найкраща кодова система для нового алфавіту, в якій буква L1 має код , а всяка інша буква має свій колишній код.

У схемі кодування Хаффмена використовується припущення|гадка|, аналогічне теоремі 2, але|та| для неалфавітних кодових систем. Згодні йому дві букви|літери| з|із| найменшою ймовірністю повинні складати префіксну множину|безліч|. Ця пропозиція|речення| застосовується багато разів, поки|доки| не залишаться лише дві букви|літери|, і задача не буде розв'язана. Якщо кодова система повинна бути алфавітною, то префіксну множину|безліч| не завжди легко знайти.

Коди з|із| мінімальною надмірністю

Число елементів множини повідомлень|сполучень| позначимо через N. Нехай ехай P(i) — імовірністймовірність i-го повідомлення|сполучення|. Тоді 
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Довжина L(i) i-го повідомлення|сполучення| є число кодових цифр, що зіставляються|співставляються| йому. Тому середня довжина повідомлення|сполучення| рівна 
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Накладемо наступні|слідуючі| основні обмеження на код множини|безлічі|: 

а) ніякі|жодні| два коди повідомлень|сполучень| не складаються з однакових послідовностей кодових цифр;

б) для будь-якої послідовності з|із| L(N) –1 цифр, що не є|з'являється,являється| префіксом кодів повідомлень|сполучень|, або вона сама, або один з її префіксів використовуються як код якого-небудь повідомлення|сполучення|.

Метод оптимального кодування

Оптимальне кодування множини повідомлень|сполучень| за допомогою трьох або більшого числа цифр аналогічно процедурі двійкового кодування. Потрібно користуватися таблицею допоміжної множини повідомлень, подібній таблиці 1. Дужки, що відзначають повідомлення|сполучення|, які комбінуються в складені|складові|, використовуються таким же чином|так само|, як це робилося|чинилося| в таблиці 1. Проте|однак| для задоволення умови б) потрібно зажадати, щоб всі ці дужки, окрім|крім|, мабуть, однієї комбінації найменше ймовірних повідомлень|сполучень| початкової|вихідної| множини|безлічі|, об'єднували завжди D повідомлень|сполучень| (D – число символів вторинного|повторного| алфавіту). 

Необхідно відзначити, що остання допоміжна множина|безліч| завжди має одне повідомлення|сполучення| з|із| імовірністюймовірністю, рівною 1. Число елементів в кожній попередній множині|безлічі| збільшується на D–1, поки|доки| ми не приходимо до першої допоміжної множини|безлічі|. Тому, якщо число повідомлень|сполучень| в першій допоміжній множині|безлічі| дорівнює N1, то число 

(N1–1)/(D–1) 
повинно бути цілим числом. Проте|однак| 
N1=N – n0+1,
де 
n0 – число найменше ймовірних повідомлень|сполучень|, що об'єднуються дужкою в початковій|вихідній| множині|безлічі|. Тому n0, яке щонайменше рівне 2 і не перевищує D, повинно мати таке значення, щоб число 
(N–n0)/(D–1)
було цілим. 

Таблиця 2. Результати оптимального кодування. 

	i
	P(i)
	l(i)
	P(i) l(i)
	Код

	1
	0.20
	2
	0.40
	10

	2
	0.18
	3
	0.54
	000

	3
	0.10
	3
	0.30
	011

	4
	0.10
	3
	0.30
	110

	5
	0.10
	3
	0.30
	111

	6
	0.06
	4
	0.24
	0101

	7
	0.06
	5
	0.30
	00100

	8
	0.04
	5
	0.20
	00101

	9
	0.04
	5
	0.20
	01000

	10
	0.04
	5
	0.20
	01001

	11
	0.04
	5
	0.20
	00110

	12
	0.03
	6
	0.18
	001110

	13
	0.01
	6
	0.06
	001111

	 
	 
	 
	Lср=3,42
	 


У таблиці 3 розглянуто|розгледіти| приклад|зразок| множини|безлічі| з|із| 8 повідомлень|сполучень|, яку потрібно закодувати за допомогою чотирьох цифр; при цьому n0 виявилося рівним 2. Код, виписаний в таблиці, одержаний|отриманий| зіставленням кожній дужці чотирьох цифр 0, 1, 2, 3 по порядку. 

Таблиця 3. Процедура оптимального кодування для D=4. 
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Повна|цілковита| кодова система

Кодова система називається повною|цілковитою|, якщо вона кодує алфавіт з|із| двох або більшого числа букв|літер| чином, що однозначно дешифрується, і для всякої|усякої| нескінченної|безконечної| послідовності x=x1x2x3... двійкових цифр існує повідомлення|сполучення|, яке може бути зашифроване як x, або якщо вона кодує алфавіт з|із| однієї букви|літери| за допомогою порожньої|пустої| послідовності.

Теорема 3. Всяка|усяка| найкраща|щонайкраща,найкраща| алфавітна кодова система є|з'являється,являється| повною|цілковитою|.

Лема 1. Нехай|нехай| Якщо в найкращій|щонайкращій,найкращій| алфавітній кодовій системі є|наявний| код з|із| префіксом то є|наявний| код з|із| префіксом  Навпаки, якщо є|наявний| код з|із| префіксом 1, то є|наявний| код з|із| префіксом 0.

Лема 2. Хай|нехай| La – буква|літера| алфавіту з|із| найменшою вірогідністю|ймовірністю|. Тоді в будь-якій найкращій|щонайкращій,найкращій| алфавітній кодовій системі буква|літера| La разом з однією з букв|літер| La+1 або La-1 утворює префіксну множину|безліч|.

Зауваження. Лема 2 і теорема 4 справедливі, коли буква|літера| La є|з'являється,являється| єдиною буквою|літерою| з|із| найменшою вірогідністю|ймовірністю|.

Якщо найменше вірогідна буква|літера| знаходиться|перебуває| в кінці|у кінці,наприкінці| алфавіту, як це має місце для вірогідності|ймовірності| таблиці 1, то ця буква|літера| має лише одну сусідню букву|літеру| і повинна складати разом з нею префіксну множину|безліч|. Таким чином, як перший крок при складанні таблиці 1 ми можемо написати:

C(Y)=(Y,Z)0

C(Z)=(Y,Z)1

де (Y,Z) – якийсь|деякий| невідомий префікс. Тоді за допомогою теореми 2 завдання|задача| приводиться|призводиться,наводиться| до складання кодової системи для алфавіту з|із| 26 букв|літер|, в якому Y і Z замінені однією буквою|літерою| L(Y,Z) з|із| вірогідністю|ймовірністю| 0,0169, рівній сумі вірогідності|ймовірності| букв|літер| Y і Z відповідно. Вирішивши|розв'язавши| це нове завдання|задачу|, ми знайдемо (Y,Z) як код для L(Y,Z). Тепер найменше вірогідними буквами|літерами| є|з'являються,являються| J або Q, що мають одну і ту ж вірогідність|ймовірність| 0,0008; J, наприклад, може бути в одній префіксній множині|безлічі| з I або K, але|та| лема 2 не дає вказівок для вибору між ними.

Теорема 4. Хай|нехай| La – буква|літера| з|із| найменшою вірогідністю|ймовірністю|. Якщо pa+1> pa+ pa-1, то букви|літери| La і La-1 у будь-якій якнайкращій|щонайкращій,найкращій| алфавітній кодовій системі повинні складати префіксну множину|безліч|. Аналогічно, якщо pa-1>pa+pa+1, то букви|літери| La і La+1 повинні утворити префіксну множину|безліч|. 

Загальний|спільний| алгоритм алфавітного кодування

У методі, який застосовуватиметься в загальному|спільному| випадку, ми будуємо найкращу|щонайкращу,найкращу| алфавітну кодову систему для всього алфавіту, складаючи спочатку найкращі|щонайкращі,найкращі| алфавітні кодові системи для деяких підалфавітів. Зокрема, ми розглядатимемо|розглядуватимемо| лише такі підалфавіти, які можуть утворювати множини|безліч| в деякій алфавітній двійковій кодовій системі для всього алфавіту.

Оскільки префіксною множиною|безліччю| може бути лише множина букв|літер|, що складається зі всіх тих букв|літер|, які знаходяться|перебувають| між деякими двома буквами|літерами| алфавіту (), то таку множину|безліч| ми називатимемо допустимим підалфавітом.
Позначимо допустимий підалфавіт, що складається зі всіх букв|літер|, наступних|слідуючих| за Li в алфавіті (включаючи саму Li) і передуючих Lj (включаючи саму Lj) через (Li, Lj). Так, (А, А) позначає|значить| підалфавіт, що містить|утримує| лише букву|літеру| А.

Якщо потрібно знайти оптимальну кодову систему що задовольняє обмеженням, відмінним|іншим| від алфавітного, то можна використовувати інші допустимі підалфавіти, причому в іншому алгоритм не змінюється.

Термін вартість кодової системи застосовується для середнього числа двійкових цифр на букву|літеру| переданого повідомлення|сполучення|, тобто для 

[image: image5.png] pid(4)



.

Оскільки в алгоритмі, який описуватиметься, ми будуватимемо кодову систему для кожного допустимого підалфавіту, то ми також застосовуватимемо відповідну суму для кожного підалфавіту. Але|та| оскільки|тому що| вірогідність|ймовірність| pi для відповідних підалфавітів не складає в сумі 1, то 

[image: image6.png] pid(4)




не відповідає в точності вартості передаваних повідомлень|сполучень|, і тому відповідна сума називатиметься частковою вартістю pч. 

Алгоритм складається з n кроків|рівнів|, де n — число букв|літер| алфавіту. На k-му| кроці|рівні| будується найкраща|щонайкраща,найкраща| алфавітна кодова система для кожного допустимого підалфавіту з|із| k букв|літер| і обчислюється|обчисляється,вичисляє| її часткова вартість. При k=1 кожен підалфавіт вигляду|виду| (Li, Li) кодується тривіальною кодовою системою, в якій кодом Li є|з'являється,являється| порожня|пуста| послідовність; вона має вартість 

pч = 0 (позначимо її pLi , Li)

оскільки число цифр в порожній|пустій| послідовності рівне 0. При k=2 кожен підалфавіт вигляду|виду| (Li , Li+1) кодується кодовою системою, в якій кодом Li буде символ ‘0’, а кодом Li+1 буде символ ‘1’. Часткова вартість pч (позначимо її pLi , Li+1) цієї кодової системи дорівнює pi+ pi+1. Взагалі на k-му| кроці|рівні| алгоритму, на якому відшукується найкраща|щонайкраща,найкраща| алфавітна двійкова кодова система для кожного підалфавіту вигляду|виду| (Li , Li+k-1) і її часткова вартість pч (позначимо її pLi , Li+k–1), використовуються коди і часткові вартості, знайдені на попередніх кроках|рівнях|.

Для кожного j між (i+1) та (i+k–1) можна визначити двійкову алфавітну кодову систему таким чином.

Хай|нехай| існують Ci , Ci+1, ... Cj–1 — коди для букв|літер| Li , Li+1, ..., Lj–1 відповідно, вказані раніше побудованою|спорудженою| янайкращою|щонайкращою,найкращою| алфавітною кодовою системою для підалфавіту (Li , Lj–1), і хай|нехай| Cj, Cj+1, ..., Ci+k–1 — коди для букв|літер| Lj, Lj+1, ..., Li+k–1 відповідно, вказані раніше побудованою|спорудженою| найкращою|щонайкращою,найкращою| алфавітною кодовою системою для підалфавіту (Lj, Li+k–1). Тоді нова кодова система для повідомлення|сполучення|
Li, Li+1, ..., Lj–1, Lj, Lj+1, ..., Li+k–1
буде

0Ci, 0Ci+1, ..., 0Cj–1, 1Cj, 1Cj+1, ..., Ci+k–1, 
тобто одержана|отримана| шляхом приписування до кодів всіх букв|літер| підалфавіту (Li, Lj–1) зліва|ліворуч| нуля, а до кодів всіх букв|літер| підалфавіту (Lj, Li+k–1) — зліва|ліворуч| одиниці і конкатенації (склеювання) одержаних|отриманих| кодових підсистем.

Таким чином, можна визначити кодову систему для кожного j, і ця кодова система є|з'являється,являється| повною|цілковитою|. З|із| теореми 2 витікає, що найкраща|щонайкраща,найкраща| кодова система для цього підалфавіту буде однією з k–1 таких кодових систем, які можна одержати|отримати| при k–1 різних значеннях j. Часткова вартість pLi , Li+k–1 такої кодової системи, що складається з двох кодових підсистем, дорівнює сумі часткових вартостей двох підсистем плюс сума імовірністей|ймовірність| всіх букв|літер| підалфавіту (Lj, Li+k-1), тобто

pLi , Li+k–1 = pLi , Lj–1 + pLj , Li+k–1 + pi + pi+1 + … + pj–1 + pj + pj+1 + ... + pi+k–1.

Для здійснення алгоритму не потрібно будувати всі ці кодові системи, а досить лише провести обчислення|підрахунки|, щоб вирішити|розв'язати| яка з k–1 різних кодових систем має найменшу часткову вартість. Для цього беруть суми часткових вартостей кожної з k–1 пар кодових систем і вибирають найкращу|щонайкращу,найкращу| кодову систему. 

Виконавши k-й| крок|рівень| цього алгоритму для k=1, 2, ..., n, одержують|отримують| врешті-решт|кінець кінцем,зрештою,урешті-решт| кодову систему, яка є|з'являється,являється| найкращою|щонайкращою,найкращою| алфавітною кодовою системою для всього первинного алфавіту, причому остання одержана|отримана| часткова вартість буде дорівнювати вартості цієї найкращої|щонайкращої,найкращої| алфавітної кодової системи.
Розглянемо|розгледимо| приклад|зразок|. Хай|нехай| задане скінченне|скінченне| імовірнісне джерело, що є латинським алфавітом (включаючи пробіл|прогалину|) з|із| визначеним на ньому розподілом вірогідності|ймовірності| появи окремих букв|літер| в тексті (дивися таблицю 1).

Застосуємо описаний вище алгоритм побудови|шикування| якнайкращої|щонайкращої,найкращої| алфавітної кодової системи до цього алфавіту на прикладі|зразку| перших п'яти кроків для підалфавітів довжини від 1 до 5 з|із| букв|літер| A, B, C, D, E. Для цього складемо допустимі підалфавіти довжини від 1 до 5 і знайдемо їх часткові вартості. У таблиці 4 представлені|уявлені| дані букви|літери| і їх вірогідність|ймовірність|.

Таблиця 4

	Буква|літера|
	Вірогідність|ймовірність|

	A
	0,0642

	B
	0,0127

	C
	0,0218

	D
	0,0317

	E
	0,1031


Крок 1. k=1. Будуємо допустимі підалфавіти (Li, Li) довжини 1 (їх буде 5):

(A, A), (B, B), (C, C), (D, D), (E, E).

Такі підалфавіти кодуються порожньою|пустою| послідовністю, а часткові вартості рівні нулю:

pA, A = 0, pB, B = 0, pC, C = 0, pD, D = 0, pE, E = 0.

Крок 2. k=2.Строим допустимі підалфавіти (Li Li+1) довжини 2 (їх буде 4):

(A, B), (B, C), (C, D), (D, E).

Їх часткові вартості знайдемо шляхом підсумовування вірогідності|ймовірності| букв|літер|, що входять в підалфавіт:

pA, B = pA + pB = 0.0642 + 0.0127 = 0.0769;

pB, C = pB + pC = 0.0127 + 0.0218 = 0.0345;

pC, D = pC + pD = 0.0218 + 0.0317 = 0.0535;

pD, E = pD + pE = 0.0317 + 0.1031 = 0.1348.

Код першої букви|літери| в кожному підалфавіті дорівнює 0, а другої – 1, тобто коди всіх підалфавітів будуть (0, 1).

Складемо таблицю 5, в якій будуть представлені|уявлені| підалфавіти, їх часткові вартості і кодові підсистеми.

Таблиця 5

	Підалфавіт
	Часткова вартість
	Кодова підсистема

	A,B
	0,0769
	(0, 1)

	B, C
	0,0345
	(0, 1)

	C, D
	0,0535
	(0, 1)

	D, E
	0,1348
	(0, 1)


Крок 3. k=3.Строим допустимі підалфавіти (Li Li+2) довжини 3 (їх буде три):

(A, B, C), (B, C, D), (C, D, E).

Для знаходження відповідних кодових підсистем використовуватимемо коди і часткові вартості, одержані|отримані| на перших двох кроках. Для цього виконаємо розбиття допустимих підалфавітів довжини 3 на підалфавіти меншої довжини (такого розбиття буде два):


(A, B, C): 
(A, A), (B, C); 

(A, B), (C, C).

Знайдемо часткові вартості 
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 і, відповідні розбиттю (A, B, C):
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= pA,A + pB,C + pA + pB + pC = 0+0.0345+0.0642+0.0127+0.0218=0.1332;
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= pA,B + pC,C + pA + pB + pC = 0.0769+0+0.0642+0.0127+0.0218=0.1756.

Менша часткова вартість відповідає розбиттю (A, A), (B, C), по якому і побудуємо|спорудимо| код для (A, B, C): кодом для (A, A) є|з'являється,являється| порожня|пуста| послідовність, до якої припишемо зліва|ліворуч| 0 і одержимо|отримаємо| 0; кодом для (B, C) є|з'являється,являється| (0, 1), до кожної цифри якого припишемо зліва|ліворуч| 1 і одержимо|отримаємо| (10, 11). Таким чином, кодом для (A, B, C) буде двійкова підсистема (0, 10, 11) з|із| вартістю =
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0,1332.


Аналогічно виконаємо розбиття підалфавітів (B, C, D), (C, D, E) і побудуємо|спорудимо| коди.


(B, C, D): 
(B, B), (C, D); 

(B, C), (D, D).

Знайдемо часткові вартості 
[image: image12.wmf]1
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 і, відповідні розбиттю (B, C, D):


[image: image13.wmf]1
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= pB,B + pC,D + pB + pC + pD = 0+0.0535+0.0127+0.0218+0.0317=0.1197;


[image: image14.wmf]2
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= pB,C + pD,D + pB + pC + pD = 0.0345+0+0.0127+0.0218+0.0317=0.1007;

По розбиттю (B, C), (D, D) побудуємо|спорудимо| код для (B, C, D): кодом (B, C) є|з'являється,являється| (0, 1), тому до кожної цифри коду припишемо зліва|ліворуч| 0 і одержимо|отримаємо| (00, 10); кодом (D, D) є|з'являється,являється| порожня|пуста| послідовність, до якої припишемо зліва|ліворуч| 1 і одержимо|отримаємо| 1. Таким чином, кодом для (B, C, D) буде підсистема (00, 01, 1) з|із| вартістю 
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(C, D, E): 
(C, C), (D, E); 

(C, D), (E, E).

Знайдемо часткові вартості 
[image: image17.wmf]1
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 і, відповідні розбиттю (C, D, E):
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= pC,C + pD,E + pC + pD + pE = 0+0.1348+0.0218+0.0317+0.1031=0.2914;
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= pC,D + pE,E + pC + pD + pE =0.535+0+0.0218+0.0317+0.1031=0.2001.

Меншу вартість має друге розбиття, тому кодом для (C, D, E) буде двійкова підсистема (00, 01, 1), вартість 
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 якої дорівнює 
[image: image21.wmf]2
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=0,2001.
Складемо таблицю 6, в якій будуть представлені|уявлені| підалфавіти довжини 3, їх розбиття, відповідні часткові вартості і кодові підсистеми.

Таблиця 6

	Підалфавіт
	Розбиття
	Часткова вартість
	Кодова підсистема

	A, B, C
	(A, A)(B,C)
	0.1332
	(0, 10, 11)

	
	(A,B)(C, C)
	0.1756
	

	B, C, D
	(B,B)(C,D)
	0,1197
	(00, 01, 1)

	
	(B,C)(D,D)
	0.1007
	

	C, D, E
	(C, C)(D,E)
	0,2914
	(00, 01, 1)

	
	(C,D)(E,E)
	0,2001
	


Крок 4. k=4.Строим допустимі підалфавіти (Li, Li+3) довжини 4 (їх буде два):

(A, B, C, D), (B, C, D, E).

Для знаходження відповідних кодових підсистем використовуватимемо коди і часткові вартості, одержані|отримані| на перших трьох кроках. Для цього виконаємо розбиття допустимих підалфавітів довжини 4 на підалфавіти меншої довжини (такого розбиття буде три):


(A, B, C, D): 
(A, A), (B, C, D); 

(A, B), (C, D);

(A, B, C), (D, D).

Знайдемо часткові вартості, 
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 і, відповідні розбиттю (A, B, C, D):


[image: image23.wmf]1

D

,

A

p

= pA,A + pB,D + pA + pB + pC + pD = 

= 0+0.1007+0.0642+0.0127+0.0218+0.0317 = 0.2311;
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= pA,B + pC,D + pA + pB + pC + pD = 

= 0.0769+0.535+0.0642+0.0127+0.0218+0.0317=0.2608.
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= pA,C + pD,D + pA + pB + pC + pD = 

= 0.1332+0+0.0642+0.0127+0.0218+0.0317=0.2636.

Найменшу вартість має перше розбиття, тому кодом для підалфавіту (A, B, C, D) буде двійкова підсистема (0, 100, 101, 11), часткова вартість 
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 якої рівна 
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(B, C, D, E): 
(B, B), (C, D, E); 

(B,C), (D, E);

(B, C, D), (E, E).

Знайдемо часткові вартості, 
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 і, відповідні розбиттю (B, C, D, E):
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= pB,B + pC,E + pB + pC + pD + pE = 

= 0+0.2001+0.0127+0.0218+0.0317+0.1031 = 0.3694;
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= pB,C + pD,E +pB + pC + pD + pE = 

= 0.0345+0.1348+0.0127+0.0218+0.0317+0.1031 =0.3386;
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= pB,D + pE,E + pB + pC + pD + pE = 

= 0.1007+0+0.0127+0.0218+0.0317+0.1031=0.27.

Найменшу вартість має третє розбиття, тому кодом для підалфавіту (B, C, D, E) буде двійкова підсистема (000, 001, 01, 1), часткова вартість 
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 якої рівна 
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Складемо таблицю 7, в якій будуть представлені|уявлені| підалфавіти довжини 4, їх розбиття, відповідні часткові вартості і кодові підсистеми.

Таблиця 7

	Підалфавіт
	Розбиття
	Часткова вартість
	Кодова підсистема

	A, B, C, D
	(A, A)(B,C,D)
	0.2311
	(0, 100, 101, 11)

	
	(A,B)(C,D)
	0.2608
	

	
	(A,B,C),(D,D)
	0.2636
	

	B, C, D, E
	(B,B)(C,D,E)
	0,3694
	(000, 001, 01, 1)

	
	(B,C)(D,E)
	0.3386
	

	
	(B,C,D)(E,E)
	0.27
	


Крок 5. k=5.Строим допустимий підалфавіт (Li Li+4) довжини 5 (він буде один):

(A, B, C, D, E).

Для знаходження відповідної кодової підсистеми використовуватимемо коди і часткові вартості, одержані|отримані| на перших чотирьох кроках. Для цього виконаємо розбиття допустимого підалфавіту довжини 5 на підалфавіти меншої довжини (такого розбиття буде чотири):


(A, B, C, D, E): 
(A, A), (B, C, D, E); 

(A, B), (C, D, E);

(A, B, C), (D, E);

(A, B, C, D), (E, E).

Знайдемо часткові вартості,, 
[image: image36.wmf]3
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 і, відповідні розбиттю (A, B, C, D, E):
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= pA,A + pB,E + pA + pB + pC + pD + pE = 

= 0+0.27+0.0642+0.0127+0.0218+0.0317+0.1031 = 0.5035;
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E

,
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p

= pA,B + pC,E + pA + pB + pC + pD + pE = 

= 0.0769+0.2001+0.0642+0.0127+0.0218+0.0317+0.1031=0.5105;
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= pA,C + pD,E + pA + pB + pC + pD + pE = 

= 0.1332+0.1348+0.0642+0.0127+0.0218+0.0317+0.1031=0.5015;
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= pA,D + pE,E + pA + pB + pC + pD + pE = 

= 0.1332+0.1348+0.0642+0.0127+0.0218+0.0317+0.1031=0.4646 .

Найменшу вартість 
[image: image41.wmf]4
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= 0.4646 має четверте розбиття, тому кодом для підалфавіту (A, B, C, D, E) буде двійкова підсистема, одержана|отримана| з|із| кодової підсистеми (0, 100, 101, 11) підалфавіту (A, B, C, D) і порожнього|пустого| коду підалфавіту (E, E) за вказаним вище правилом: (00, 0100, 0101, 011, 1). Часткова вартість 
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 побудованої|спорудженої| кодової підсистеми рівна вартості всієї системи алфавіту з|із| п'яти букв|літер| (A, B, C, D, E) і рівна 
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Складемо таблицю 8, в якій буде представлений|уявлений| підалфавіт довжини 5, його розбиття і відповідні їм часткові вартості, а також кодова підсистема.

Таблиця 8

	Підалфавіт
	Розбиття
	Часткова вартість
	Кодова підсистема

	A, B, C, D, E
	(A, A)(B,C,D,E)
	0.5035
	(0, 100, 101, 11)

	
	(A,B)(C,D,E)
	0.5105
	

	
	(A,B,C),(D,E)
	0.5015
	

	
	
	0.4646
	



Таким чином, одержана|отримана| двійкова підсистема (00, 0100, 0101, 011, 1) є|з'являється,являється| якнайкращою|щонайкращою,найкращою| алфавітною кодовою системою для алфавіту з|із| п'яти букв|літер| A, B, C, D, E.


Продовжуючи описані побудови|шикування| для підалфавітів більшої довжини, можна одержати|отримати| якнайкращі|щонайкращі,найкращі| алфавітні кодові системи для будь-якого алфавіту довільної довжини.

Геометрична інтерпретація кодових систем

Порядкове число

Порядковим числом i-й кодової комбінації (позначення B(i)) називатимемо число, d-значним представленням якого є|з'являється,являється| дана кодова комбінація, що читається від початку до кінця, зліва направо.

За визначенням
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де 

(iN — значення (з|із| підстави|основи,заснування| d) кодового знаку, номер якого від початку i-й кодової комбінації є N (Nmax=l(i));

f(N)=dN–1 — функція, що зважує|важить|.

На відміну від загальноприйнятого запису ряду|лави,низки| натуральних чисел тут використовується запис натуральних чисел в d-значному представленні|виставі,поданні,представленні| зліва направо, тобто запис у бік вищих розрядів числа від початку кодової комбінації. Таким чином, додавання|добавка| нулів справа, в кінці|у кінці,наприкінці| кодової комбінації не міняє|змінює,замінює| числа, d-значним представленням якого є|з'являється,являється| дана кодова комбінація. 

Теорема 9. Ні у якому коді не існує двох різних кодових комбінацій i та j (ij), довжини яких є L(i) і L(j) і порядкові числа B(i) і B(j) яких були б попарно рівні. 

Справедливість теореми виходить з визначення коду і чисел l(i) і B(i), записуваних співвідношеннями (7) і (8) 
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де 

lk(i) – число кодових знаків k з|із| основи|основи,заснування| коду d в i-й кодовій комбінації. 

Кодова площина|плоскість|
Отже, кожну таблицю m різних послідовностей кодових знаків (кодових комбінацій), можна однозначно охарактеризувати таблицею m пар чисел l(i) і B(i). Оскільки|тому що| положення|становище| крапки|точки| на площині|плоскості| також однозначно задається парою чисел - координат, то кодові комбінації будь-якої підстави|основи,заснування| d ( вторинного|повторного| алфавіту довжини d) можуть бути представлені|уявлені| як відповідні точки площини|плоскості|, званою надалі кодовою площиною|плоскістю|. Різні коди в такій моделі відрізняються один від одного розташуванням (кодових комбінацій) крапок|точок| на кодовій площині|плоскості|. 

Інверсні коди

Введемо|запровадимо| ще одне поняття — інверсні коди. Під кодом, інверсним (зворотним) даному розумітимемо код, в якому змінений на зворотний порядок|лад| написання його кодових комбінацій. У таблиці 6 приведені прямою і інверсний йому коди. Там же дані числові параметри інверсного коду (із|із| зірочкою). 

За визначенням інверсного коду l(i)=l*(i), а префікс інверсного коду відповідає інверсному доповненню початкового|вихідного| прямого коду, і навпаки. 

Геометрична модель цифрових кодів. Кодове дерево 

Введення|вступ| понять довжини і порядкового числа кодових комбінацій дозволяє ввести|запровадити| числове (таблиця m пар чисел l(i) і B(i)) і геометричне (розташування крапок|точок| на кодовій площині|плоскості|) представлення кодів будь-якої підстави|основи,заснування|. 

У таблиці 9 дане числове представлення записаного в цій же таблиці коду, а на рис.1 зображена|змальована| геометрична модель цього коду на кодовій площині|плоскості|.
Кожна кодова комбінація будь-якого цифрового коду з|із| підставою|основою,заснуванням| d однозначно визначається парою чисел — завдовжки l(i) і порядкове число B(i), а отже, кожна кодова комбінація може бути однозначно задана положенням|становищем| крапки|точки| на площині|плоскості|, горизонтальна і вертикальна координати якої суть довжина і порядкове число цієї кодової комбінації. Зворотне твердження|затвердження|, тобто твердження|затвердження| про те, що кожної точки площини|плоскості| XY, координати якої xi і yi (цілі числа), відповідає якась кодова комбінація коду з|із| підставою|основою,заснуванням| d, взагалі кажучи, несправедливо. 
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Таблиця 9. 

	№ символу
	Код
	l(i)
	B(i)
	Інверсний код
	l*(i)
	B*(i)

	1
	00
	2
	0
	00
	2
	0

	2
	01
	2
	2
	10
	2
	1

	3
	101
	3
	5
	101
	3
	5

	4
	100
	3
	1
	001
	3
	4

	5
	111
	3
	7
	111
	3
	7

	6
	1100
	4
	3
	0011
	4
	12

	7
	11011
	5
	27
	11011
	5
	27

	8
	11010
	5
	11
	01011
	5
	26


Порядкове число yi коду підстави|основи,заснування| d, довжина якої рівна xi повинно задовольнити умові: 
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а отже, точки площини|плоскості|, координати яких (xi,yi) не задовольняють умові (9), не відповідають кодовим комбінаціям.  

Геометричне місце крапок|точок|, що задовольняють співвідношенню (9), назвемо|накликатимемо| кодовою областю площини|плоскості|. 
Називатимемо лінію, що сполучає|поєднує,з'єднує| нульову ("кореневу") точку (з|із| координатами 0,0) кодової області зі|із| всіма точками префіксів даної кодової комбінації і з|із| точкою самої кодової комбінації, кодовим стовбуром|стволом|. Поєднання всіх кодових стовбурів|стволів| для всіх кодових комбінацій даної кодової системи назвемо|накликатимемо| кодовим (генетичним) деревом.
Всі точки кодової області, за винятком кореневої крапки|точки| і точок (вершин) кодів, лежачі на якому-небудь|будь-якому| стовбурі|стволі| кодового дерева, тобто крапки|точки|, відповідні префіксам кодових комбінацій, назвемо|накликатимемо| вузлами кодового дерева. 

Частини|частки| кодових стовбурів|стволів|, лежачі між вершинами і найближчими вузлами, назвемо|накликатимемо| кодовими гілками.

Приклад|зразок|. Побудуємо|спорудимо| кодове дерево для оптимальної нерівномірної кодової системи, представленої|уявленої| в таблиці 10: 

Таблиця 10.

	№п/п
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Кодова комбінація
	10
	11
	000
	001
	011
	0100
	01010
	01011


Для кожної кодової комбінації знайдемо всі префікси і обчислимо|обчислятимемо,вичислимо| відповідні довжини li і порядкові числа Bi . Одержана|отримана| інформація представлена|уявлена| в таблиці 11. У ній напівжирним шрифтом виділені префікси, співпадаючі з|із| кодовими послідовностями. Їх довжини li і порядкові числа Bi є|з'являються,являються| відповідно абсцисами і ординатами (координатами) вершин на кодовому дереві.

Таблиця 11.

	№п/п
	Кодова комбінація
	Префікс
	Довжина li
	Порядкове число Bi

	1
	10
	1
	1
	1

	
	
	10
	2
	1

	2
	11
	1
	1
	1

	
	
	11
	2
	3

	3
	000
	0
	1
	0

	
	
	00
	2
	0

	
	
	000
	3
	0

	4
	001
	0
	1
	0

	
	
	00
	2
	0

	
	
	001
	3
	4

	5
	011
	0
	1
	0

	
	
	01
	2
	2

	
	
	011
	3
	6

	6
	0100
	0
	1
	0

	
	
	01
	2
	2

	
	
	010
	3
	2

	
	
	0100
	4
	2

	7
	01010
	0
	1
	0

	
	
	01
	2
	2

	
	
	010
	3
	2

	
	
	0101
	4
	10

	
	
	01010
	5
	10

	8
	01011
	0
	1
	0

	
	
	01
	2
	2

	
	
	010
	3
	2

	
	
	0101
	4
	10

	
	
	01011
	5
	26


Нанісши|завдавши| на кодову площину|плоскість| всі точки|точки| з|із| координатами li і Bi з|із| таблиці 11, одержимо|отримаємо| кодове дерево, представлене|уявлене| на рисунку 2.
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Рис. 2 Кодове дерево кодової системи з|із| таблиці 10

З|із| рисунка видно|показно|, що жоден вузол не є|з'являється,являється| вершиною, звідки слідує|прямує| властивість префікса даної кодової системи. Крім того, з|із| кожного вузла виходить рівно дві гілки. Це відповідає тому, що кодова система двійкова. Вершини кодового дерева мають різні абсциси, що говорить про нерівномірність кодової системи.

Часто кодове дерево зображають|змальовують| в так званій пірамідальній формі. Нижче на малюнку зображено|змальовано| кодове дерево пірамідального вигляду|виду|. Принцип побудови|шикування| такого кодового дерева полягає в наступному|слідуючому|. Дерево має стільки поверхів, скільки кодових знаків міститься|утримується| в коді максимальної довжини l(A). Число можливих вузлів в кожному наступному|такому| (i+1) -му поверсі в d раз більше, ніж число можливих вузлів в попередньому i-м поверсі піраміди. З|із| кожного вузла даного поверху може виходити d різних по напряму|направленню| гілок. Кожному даному напряму|направленню| ставиться у відповідність кодовий знак k з|із| основи|основи,заснування| коду d, наприклад, для пірамідального дерева на рисунку кодовий знак 0 означає крок вліво, кодовий знак 1 — крок вправо|вправо|. 
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Геометрична інтерпретація властивостей префіксних кодів

Префіксом коду називається його початкова частина|частка|.

Доповненням (суфіксом) коду називається та його частина|частка|, яка доповнює префікс до всього коду. Іншими словами, кожен код можна розбити на префікс і відповідне йому доповнення.

Наприклад, для коду 1000101 доповненням є|з'являються,являються| 

000101, 00101, 0101, 101, 01, 1.

Твердження|затвердження|, що приводяться|призводяться,наводяться| нижче, справедливі при визначенні порядкового числа кодових комбінацій для будь-яких цифрових кодів підстави|основи,заснування| d за допомогою рівності:
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Якщо даний код задовольняє властивості префікса, то це означає, що по-перше, жоден вузол даного кодового дерева, і, по-друге, що не існує двох вершин кодового дерева префіксного коду, лежачих на одній "висоті", тобто що мають одну і ту ж вертикальну координату yi=B(i). 

Для першого твердження справедливо і зворотне: якщо жоден вузол кодового дерева не є|з'являється,являється| його вершиною, то відповідний код — префіксний, що ж до другого твердження|затвердження|, то для нього зворотне твердження|затвердження| несправедливо. Дійсно, в коді, кодове дерево якого зображене|змальоване| на рисуюнку, не існує кодових комбінацій рівних порядкових чисел, проте|тим не менше| даний код не є|з'являється,являється| префіксним. 

Необхідна умова Крафта, якій повинні задовольняти будь-які коди 
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в термінах геометричної моделі двійкових кодів означає, що загальне|спільне| число Q вузлів (у тому числі і коренева точка|точка|) і вершин кодових дерев двійкових кодів задовольняє наступній|слідуючій| умові: 

Q[image: image53.png]
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(11),

де знак рівності справедливий для повних|цілковитих| двійкових кодів, що задовольняють властивості префікса.

Зупинимося|зупинятимемося| на геометричній ілюстрації властивостей класу оптимальних нерівномірних кодів (ОНК|). Властивість повноти ОНК| підстави|основи,заснування| d означає, що не існує таких вузлів їх кодових дерев, які не є|з'являються,являються| загальною|спільною| точкою d кодових гілок.

При заданому алфавіті сигналу m і вибраній підставі|основі,заснуванні| коду d кодові комбінації всіх ОНК| з|із| набору P(m,a), тобто всі кодові дерева цих ОНК|, їх вузли і вершини лежать в частині|частці| кодової площини|плоскості|, обмеженою віссю абсцис (довжини), ступінчастої|східчастої| прямої (9) і вертикальної прямої, визначуваної рівнянням:
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,

оскільки|тому що| серед lp(i) набору ОНК| P(m,d) не може бути кодової комбінації, довжина якої була б більше величини, визначуваної рівністю (12).

Завдання|задавання| до контрольної роботи
Тема 1. Побудова|шикування| кодової системи із застосуванням загального|спільного| алгоритму алфавітного кодування.
Завдання|задавання|. Заданий алфавіт, що згенерував імовірнісним джерелом, з|із| деяким розподілом вірогідності|ймовірності| появи букв|літер|. Написати програму, що реалізовує побудову|шикування| якнайкращої|щонайкращої,найкращої| алфавітної кодової системи для заданого алфавіту за допомогою загального|спільного| алгоритму алфавітного кодування, тобто для кожної букви|літери| алфавіту побудувати|спорудити| якнайкращий|щонайкращий,найкращий| алфавітний код. Для побудованої|спорудженої| кодової системи знайти числові характеристики: ентропію, вартість і надмірність. Показати роботу загального|спільного| кроку алгоритму, тобто вивести на екран по кроках розбиття підалфавітів на підсистеми, кодові підсистеми і їх часткові вартості.

Тема 2. Геометрична інтерпретація кодових систем.

Завдання|задавання|. Написати програму, що реалізує побудову|шикування| кодового дерева для заданої кодової системи по будь-якій підставі|основі,заснуванню| d(2, тобто для кожної букви|літери| введеного|запровадженого| алфавіту із|із| заданою вірогідністю|ймовірністю| побудувати|спорудити| кодовий стовбур|ствол| (вершину і всі відповідні їй вузли). Проаналізувати побудоване|споруджене| кодове дерево і зробити висновки|виведення| щодо|відносно| заданої кодової системи: чи є|з'являється,являється| вона рівномірної, повної|цілковитої|, алфавітної, префіксної, оптимальної нерівномірної, якнайкращої|щонайкращої,найкращої| алфавітної, однозначно декодованої).
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