Лекція №1
Група (алгебраїчна структура з однією алгебраїчною операцією)

Означення. Алгебраїчною операцією на множині [image: image1.wmf]A

 називається відображення [image: image2.wmf]A
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, при якому кожній впорядкованій парі [image: image3.wmf](
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 елементів із [image: image4.wmf]A

 відповідає елемент цієї ж множини. Цей елемент зазвичай позначають через [image: image5.wmf]b
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 (або [image: image6.wmf]b
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, або [image: image7.wmf]ab

 і т.ін.). В цьому випадку говорять, що множина [image: image8.wmf]A

 є замкнутою відносно операції [image: image9.wmf]*

.

Означення. Групою називається непуста множина [image: image10.wmf]G

 разом із заданою на ній алгебраїчною операцією [image: image11.wmf]*

, для якої виконуються аксіоми:

1) Для будь-яких трьох елементів [image: image12.wmf]c
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 множини [image: image13.wmf]G
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 (асоціативність операції [image: image15.wmf]*
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2) Існує такий елемент [image: image16.wmf]e

 множини [image: image17.wmf]G

, що для будь-якого елемента [image: image18.wmf]a

 цієї ж множини 
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 (існування нейтрального елемента).
3) Для кожного елемента [image: image20.wmf]a

 множини [image: image21.wmf]G

 існує такий елемент [image: image22.wmf]a
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 цієї ж множини, що 
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 (існування симетричного елемента).
Групу позначають символом [image: image24.wmf](
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Означення. Група [image: image25.wmf](
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 називається абелевою (або комутативною), якщо для будь-яких її елементів [image: image26.wmf]b
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 виконується умова [image: image27.wmf]a
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Якщо група [image: image28.wmf](
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 містить скінченну кількість елементів, то вона називається скінченною, а число елементів в ній називається порядком групи та позначається символом [image: image29.wmf]G

. Група з нескінченою кількістю елементів називається нескінченною. Скінчена група [image: image30.wmf](
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 називається [image: image31.wmf]p

 - групою, якщо [image: image32.wmf]k

p

G

=
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 - просте число, а [image: image34.wmf]k

 - натуральне.

Запис результату бінарної операції в групі у вигляді [image: image35.wmf]xy
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 називають мультиплікативним, а саму групу називають мультиплікативною. Нейтральний елемент мультиплікативної групи прийнято називати одиничним, а симетричний елемент – оберненим. Іноді зручніше використовувати адитивний запис [image: image36.wmf]y

x

y

x

+

®

)

,

(

 і називати групу адитивною. В такій групі нейтральний елемент називають нульовим, а симетричний – протилежним.
В мультиплікативній групі замість запису [image: image37.wmf]4
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 пишуть [image: image38.wmf]n
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, а в адитивній групі замість [image: image39.wmf]4
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 прийняте позначення [image: image40.wmf]nx
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Означення. Нехай [image: image41.wmf]x

 - елемент мультиплікативної групи. Найменше натуральне число [image: image42.wmf]n

 таке, що [image: image43.wmf]e
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 називається порядком елемента [image: image44.wmf]x

. Позначають [image: image45.wmf]x

 або [image: image46.wmf]x
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. Якщо такого [image: image47.wmf]n

 не існує то говорять, що [image: image48.wmf]x

 - елемент нескінченного порядку.
Означення. Підмножина [image: image49.wmf]H

 групи [image: image50.wmf]G

 називається її підгрупою, якщо вона є групою відносно алгебраїчної операції в групі. Позначають [image: image51.wmf]G
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. Підгрупи [image: image52.wmf]{
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 і [image: image53.wmf]G
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 називаються невласними або тривіальними, всі інші підгрупи називаються власними.
Завдання:

1. Чи є групами відносно вказаних операцій наступні числові множини: [image: image54.wmf]C
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 відносно операції додавання, [image: image55.wmf]{
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 відносно операції множення?

2. Чи є групою множина всіх невироджених матриць [image: image58.wmf]n

 - го порядку з дійсними елементами відносно операції множення матриць?

3. Довести, що [image: image59.wmf](
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 тоді і лише тоді, коли [image: image60.wmf]a
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Теорема (критерій підгрупи) Непуста підмножина [image: image61.wmf]H

 групи [image: image62.wmf](
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 буде підгрупою тоді і тільки тоді, коли 

1) для всіх [image: image63.wmf]b
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 також належить множині [image: image66.wmf]H
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2) для будь-якого [image: image67.wmf]a

 із [image: image68.wmf]H

 елемент [image: image69.wmf]a
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 теж належить [image: image70.wmf]H
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Зауваження. Для скінченних підмножин у групі достатньо перевіряти лише першу умову, тобто має місце 

Теорема Якщо скінченна підмножина [image: image71.wmf]H

 групи [image: image72.wmf]G

 замкнута відносно операції в групі, то вона є її підгрупою.

Доведення. Нехай [image: image73.wmf]e
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 елемента [image: image75.wmf]a

 належать [image: image76.wmf]H

, оскільки [image: image77.wmf]H

 замкнута відносно операції. Множина [image: image78.wmf]H

 скінченна, тому серед степенів обов’язково є однакові. Нехай [image: image79.wmf]n
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, а це і означає, що для елемента [image: image86.wmf]a
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Приклади: 1) Множини [image: image89.wmf]C
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 є адитивними групами. Крім того, [image: image90.wmf]C
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. 2) Множина [image: image91.wmf]{
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є групою. Крім того, [image: image92.wmf]{
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Теорема (Лагранжа) Порядок скінченної групи ділиться на порядок будь-якої її підгрупи.

Наслідок. Група простого порядку не має власних підгруп.
Наприклад, 
[image: image94.wmf]{
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Ізоморфізми груп
Означення. Нехай 
[image: image97.wmf](
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 групи. Відображення 
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 називається ізоморфізмом цих груп, якщо воно бієктивне і 
[image: image100.wmf](
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[image: image101.wmf]G
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. Якщо такий ізоморфізм існує, то групи називають ізоморфними і позначають 
[image: image102.wmf]H
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Ізоморфні групи мають одні і ті ж властивості. 
Властивості ізоморфізмів. Нехай 
[image: image103.wmf]H
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 - ізоморфізм. Тоді:
1) Образом нейтрального елемента групи 
[image: image104.wmf]G

 є нейтральний елемент групи 
[image: image105.wmf]H

, тобто 
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2) Образом елемента 
[image: image107.wmf]a
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, який є симетричним до елемента 
[image: image108.wmf]G
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, є елемент групи 
[image: image109.wmf]H

, симетричний до образа елемента 
[image: image110.wmf]a
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[image: image111.wmf](
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3) Відображення, обернене до ізоморфізму, є ізоморфізмом.

4) Якщо 
[image: image112.wmf](
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[image: image113.wmf]g
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[image: image114.wmf]h

 однакові.

5) Якщо 
[image: image115.wmf]H
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 - ізоморфізми, то композиція 
[image: image117.wmf](
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Означення. Ізоморфізм групи 
[image: image118.wmf]G

 на себе називається її автоморфізмом.

Прикладом автоморфізму в адитивній групі 
[image: image119.wmf]Z

 є відображення 
[image: image120.wmf]a
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. Прикладом автоморфізму в адитивній групі 
[image: image121.wmf]n
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 є відображення 
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Множина всіх автоморфізмів даної групи відносно операції композиції є групою, яка позначається 
[image: image123.wmf](
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