Лекція 2. Бінарні відношення та алгоритми перевірки їх властивостей

1. Основні поняття та теореми
Означення  Говорять, що елементи а та в утворюють упорядковану пару (а,в), якщо порядок їх запису важливий, тобто, (а,в) і (в,а) – різні упорядковані пари при умов, що а і в різні.
Означення Декартовим добутком двох множин А та В називається множина упорядкованих пар, в яких перший елемент належить множині А, а другий - множині В:

.
Означення Нехай задано дві множини А та В. Бінарним відношенням R з множини А в множину В називається будь-яка підмножина декартового добутку множин А та В:

.
Якщо пара (а,в) належить бінарному відношенню R, то використовують запис аRв.
Якщо А=В, то говорять, що R є бінарним відношенням на множині А.




Приклади. 1) 


 така, що  - бінарне відношення з множини А в множину В.
2) 


 - множина натуральних чисел,  - бінарне відношення на множині  .
Означення Нехай R є бінарним відношенням на множині А. Відношення
· 
 називається оберненим;
· 
 називається доповненням;
· 
 називається тотожнім або діагоналлю;
· 
 називається універсальним.
Зауваження. Багатомісні відношення конструюються з бінарних, використовуються в теорії баз даних, «реляційних» баз данних. (Relation – відношення).





Означення Нехай  - відношення з А в С,  - відношення з С в В. Композицією відношень  та  називається відношення  з А в В, яке визначається так:

.
Задача 1. Знайти композицію відношень


 та , заданих на множині натуральних чисел.
Властивості відношень

Означення Відношення  називається
· 
Рефлексивним,                                якщо ;
· 
Антирефлексивним,                       якщо ;
· 
Симетричним,                                якщо ;
· 
Антисиметричним,                        якщо ;
· 
Транзитивним,                               якщо ;
· 
Повним або лінійним,                    якщо .

Теорема Відношення  
· 

Рефлексивне                                  ;
· 

Антирефлексивне                           ;
· 

Симетричне                                    ;
· 

Антисиметричне                            ;
· 

Транзитивне                                  ;
· 

Повним або лінійним                    .


[bookmark: _GoBack]Задача 2. Користуючись теоремою, перевірити виконання властивостей відношення  на множині 

2. Представлення відношень в ЕОМ



Нехай  і . Перенумеруємо елементи множини А. Тоді відношення R можна представити марицею  за правилом



Теорема .
Наслідок Матриця к-того степеня відношення R дорівнює к-тому степеню матриці цього відношення.
Задача 3. Знайти матрицю композиії відношень з задачі 1

Теорема. 1) ,

2) ,



3) Якщо  , то .

Задача 4. Який вигляд має матриця відношення:
· Рефлексивного,
· Антирефлексивного,
· Симетричного,
· Антисиметричного,
· Транзитивного, 
· Повного.



3. Замикання відношень. Алгоритм Уоршала
Якщо відношення на множині не має ту чи іншу властивість, то це відношення можна продовжити (додати нові пари) до нового відношення, яке буде мати потрібну властивість. 


Означення Бінарне відношення  називається замиканням відношення  відносно властивості Р, якщо
· 
 має властивість Р;
· 
;
· 

 є підмножиною будь-якого іншого відношення, що містить  і має властивість Р.
Наприклад, якщо у якості властивості Р розглянути транзитивність, то матимемо транзитивне замикання.
[image: ]
Алгоритм Уоршалла (знаходження транзитивного замикання)
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Зауваження. Задача знаходження транзитивного замикання відношення рівносильна задачі знаходження матриці досяжності орієнтованого графу.

В ході роботи алгоритму будується послідовність матриць , остання є матрицею транзитивного замикання відношення.

При обчислені матриці  треба:
1) 
Взяти к-тий стовпець матриці ;
2) 

Рядок з номером , в якому на к-тому місці стоїть 0, переписати в і-тий рядок матриці ;
3) 

Знайти диз’юнкцію рядка з номером , в якому на к-тому місці стоїть 1,  з к-тим рядком і результат записати і-тим рядком мариці .
[image: ]

4. Відношення еквівалентності та порядку


Означення. Бінарне відношення на множині  називається відношенням еквівалентності, якщо воно рефлексивне, симетричне і транзитивне.
Приклади: 1) відношення рівності на будь-якій числовій множині.
Дійсно, для будь-яких чисел [image: ]:
а) [image: ]; б) [image: ]; в) [image: ].
2) відношення паралельності на множині прямих площини, оскільки для будь-яких прямих [image: ]:
а) [image: ]||[image: ];	б) якщо [image: ]||[image: ], то [image: ]||[image: ];	в) якщо [image: ]||[image: ] і [image: ]||[image: ], то [image: ]||[image: ].
3) відношення подібності на множині всіх трикутників.










Означення. Нехай на множині  задано відношення , що є відношенням еквівалентності. Класом, породженим елементом , називається підмножина елементів множини , що перебувають із елементом  у відношенні . Позначається , тобто . Сукупність класів еквівалентності називається фактор-множиною даної множини за даним відношенням еквівалентності. Позначається .




Означення. Говорять, що задано розбиття множини , якщо , причому  для будь-яких .
Теорема Нехай [image: ], [image: ] - відношення еквівалентності на множині [image: ], тоді фактор-множина [image: ] є розбиттям множини [image: ].

Алгоритм побудови розбиття Ф множини
1) обираємо будь-який елемент а множини М,
2) будуємо його клас еквівалентності А,
3) знаходимо різницю множин М та А,
4) обираємо будь-який елемент в з різниці,
5) будуємо його клас еквівалентності В,
6) і т.д., поки різниця не стане порожньою множиною.
Ф є об’єднанням класів А, В, …
Задача. Показати, що відношення рівнопотужності множин на булеані є відношенням еквівалентності та побудувати фактор-множину.



Означення. Бінарне відношення  на множині  називається відношенням порядку, якщо воно транзитивне й антисиметричне. Множина, на якій задано відношення порядку, називається впорядкованою.



Приклад. Нехай  – довільна множина, – її булеан. Відношення  є відношенням порядку.

Означення. Відношення порядку називається:
· відношенням часткового порядку, якщо воно неповне;
· відношенням лінійного порядку, якщо воно повне.
Відношення часткового порядку називається:
· відношенням строгого часткового порядку, якщо воно антирефлексивне, 
· відношенням нестрогого часткового порядку, якщо рефлексивне 
Відношення лінійного порядку називається:
· відношенням строгого лінійного порядку, якщо воно антирефлексивне, 
· відношенням нестрогого лінійного порядку, якщо воно рефлексивне.
Приклади. 
· 
відношення «» (бути власною підмножиною) на булеані деякої множини є відношенням строгого часткового порядку,
· 

відношення «» на множині  є відношенням строгого лінійного порядку, 
· 
відношення «» (бути підмножиною) на булеані деякої множини є відношенням нестрогого часткового порядку,
· 

відношення «» на множині  є відношенням нестрогого лінійного порядку. 

5. Алгоритм топологічного сортування

Доведено, що будь-який частковий порядок може бути продовжений до лінійного порядку, тобто може бути включений до лінійного порядку (в сенсі включення бінарних відношень). Доведенням є існування алгоритму його побудови. Він називається алгоритмом топологічного сортування.

[image: ]
Нехай студент має намір визначити порядок, в якому він буде вивчати предмети, враховуючи їх залежність один від одного. Це можна зробити за допомогою алгоритму топологічного сортування.
Алгоритм створює послідовність узгоджених міток для вершин безконтурного орграфу таким чином, що коли 1,2,3,…,п – мітки вершин і uv – дуга орграфа з вершини u з міткою і до вершини v з міткою j, то i<j.
Розв’язання.
Крок 0 Відношення складається з пар
(B,A),(C,B),(H,C),(C,D),(D,E),(G,E),(E,F),(C,G),(0,H)
Крок 1 Призначаємо мітку 1 елементу Н (бо є пара (0,Н)), замінюємо Н на 0 у всіх інших парах. Маємо (B,A),(C,B),(0,C),(C,D),(D,E),(G,E),(E,F),(C,G)
Крок2 Призначаємо мітку 2 елементу С і в решті пар робимо заміну С на 0:
(B,A),(0,B),(0,D),(D,E),(G,E),(E,F),(0,G)
Крок 3 Наступна мітка 3 може бути призначена або елементу В, або G, або D. Нехай ми вибрали В.
(0,A), (0,D),(D,E),(G,E),(E,F),(0,G)
Крок 4 Мітку 4 призначимо елементу А:  (0,D),(D,E),(G,E),(E,F),(0,G)
Крок 5 Мітку 5 призначимо елементу D:  (0,E),(G,E),(E,F),(0,G)
Крок 6 Мітку 6 призначимо елементу G:  (0,E),(0,E),(E,F)
Крок 7 Мітку 7 призначимо елементу Е:  (0,F)
Крок 8 Мітку 8 призначимо елементу F.
Отже, один із можливих списків курсів має вигляд:
Н,С,В,А,D,G,E,F.

Реалізація алгоритму у випадку матричного представлення відношення

1) Знайти в матриці відношення перший рядок з усіма нулями. 
2) Присвоїти елементу, який відповідає цьому рядку, №1, а всі 1 у відповідному стовпці замінити на 0. Більше цей рядок не розглядати.
3) На настуному кроці знову шукати рядок лише з нулями. Алгоритм закінчує роботу, коли всі елементи множини отримають номери. Шуканий лінійний порядок являє собою послідовність елементів множини, виписану в порядку спадання їх номерів.

Зауваження. Якщо вихідне відношення було нестрогим, то при складанні його матриці діагональні елементи ігноруємо.
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IIpumep 4.9. ITycre A = {1, 2, 3}, a orHOIIenue R Ha A 3a1aHO yno-
PASOYEHHBIMU HapaMM:

R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (3, 1), (2, 3)}.

OHO He pedIEeKCHMBHO, HE CMMMETPHMYHO U He TpaH3uTuBHO. Hanagure
COOTBETCTBYIOUINE 3aMbIKAHWA.

Pemrenme. 3aMbIKaHNE OTHOCUTEIABHO PEe@IEKCUBHOCTHU HJOJJXKHO CO-
AepxkaTh Bce napsl Buaa (xz, ). IlosroMy, mckoMoe 3aMbIKAHUE HMMeEeT
BHU:

r* = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (3, 1), (2,3); (2,2), (3,3)},

rae moGaBJI€HHBIE IAaPbl OTAEJEHBbI OT MCXOAHBIX TOYKON C 3aIlATON.
3aMbIKAHUE OTHOCUTEIBHO CUMMETPUYHOCTH AOJXKHO COAEPXAThH BCE
mapbl, CAHMMETPHUYHbIE MCXOAHBIM. 3HAYUT,

R = {1, 1), (1, 2), (1, 3), (3, 1), (2,3); (2,1), (3, 2)}.

YITOo6BI HAUTHU 3AMBIKAHUE OTHOCUTENBLHO TPAH3UTUBHOCTHU, HEOOXO-
AMMO BBIMIOJHNUTE HECKOJABLKO Haros. Tak kak R comepxwuT napsr (3, 1)
n (1, 2), samMbpikanue 06iA3aHO BKJIIOYATH B ceba m napy (3, 2). Anxano-
ruaHo, napbsl (2, 3) u (3, 1) mobasasaror napy (2, 1), a nmapst (3, 1) n
(1, 3) napy (3, 3). [Jo6apumM cHax1aaa DTH IapPBI:

Rr* 5 {1, 1), (1, 2), (1, 3), (3,1), (2,3); (3,2), (2, 1), (3, 3)}.

Tenepb y HaC BO3HHMKJO codeTraHme (2, 1) m (1, 2). Crano 6bITH, 3aMbI-
xkanue R* nonxkxHO comepxaThb napy (2, 2). Tenepbs MOXHO yBUAETH, ITO
BCe HEO6GXOAMMBIE Napbl MbI JO6aABUIN (XOTA GBI IOTOMY, YTO IepebpaJyiu
Bce maper uz A2). CrexzoBaTensHo,

R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (3, 1), (2, 3); (3, 2), (2, 1), (3, 3), (2, 2)}.

MeTO,E(, KOTOPBIM MBI HAIIVIM 3aMbIKaHHME 110 TPAH3UNTHUBHOCTHU B IIpU-
Mmepe 4.9, goBoasHO crnemudmndeH. B ramaBe 8 MmMber o6cyanMm 6oJiee cucTe-
MaTHUYECKUMN IMOAXOL, MCIIOJB3YIOIMNH aJropMTM, KOTOPBIM 10 MaTpHUIe
OTHOIIEHUA BbhIYUCAAEST MAaTPpUIy 3aMbIKAHUA OTHOCUTEJIBHO TPAH3UTUB-
HOCTH.

3aMbIKAHWE IO TPAH3MTHUBHOCTH MMeEET MAacCCy OpwioXeHunwu. /lomy-
CTUM, HAM AaH OPUEHTUPOBAHHBLIN I'pad, OTPAXKAIOWINAN KOMMYHUKAII-
OHHYIO CeTh. B 3TOM CJay¥ae MaTpulla 3aMbIKaHMA 10 TPaAaH3MUMTHUBHOCTH
IIO3BOJMAT HaAM OolIIpeaeJimTh, CyumecTrByeT JJU BO3MOXHOCTSE II€epenpaBUThb
coobiueHmne U3 OAHOI'O MecTa B aApyroe.
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1.9.3. Anroputm Yoplwuanna

PaccMoTpuM airopuT™ BbIYMC/IEHHMS TPaH3MTHBHOTO 3aMBIKAHHMS OTHOMIEHMS R Ha
MHOXectBe M, |M| = n, uMelomuii cnoxHocts O(n?).

Anroputm 1.8. Anropurm Yopwanna

Bxoa: oTHomeHue, 3anaHHoe MaTpuueii R.

Boixox: TpaH3MTHBHOe 3aMbikaHMe OTHOUIEHMS, 3aaHHOe MatpHueil T
S:=R :
for i from 1 to n do




image52.png
for j from ¥ ton do
for k from 1 to n do
T, k) : = S[j, k] V S[j, 1) & S[i, K]
end for
end for
$§:=T
end for
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OBOCHOBAHME

Ha ka)[oM Illare OCHOBHOTO LMK/ (M0 i) B TPaH3HTHBHOE 3aMbiKaHHe K06aBisioTCs
TaKHe Napbl 3JIeMeHTOB ¢ HoMmepaMH j U k (To ectb T'[j, k] : =1), AnA KoTopbix cynule-
CTBYET I10CJIEZOBATENBHOCTb IPOMEXYTOYHBIX 3JIEMEHTOB C HOMepaMH B JHana3oHe
or 1 o i, cBA3aHHBIX oTHomeHHeM R. [leficTBUTENBHO, MOCIEA0BATENBHOCTD IPOME-
JKYTOYHBIX 3IEMEHTOB C HOMEPaMH B JHaiasoHe OT 1 10 4, CBA3aHHbIX OTHOWIEHHEM
R, 151 3/1eMeHTOB ¢ HOMepaMH j H k CylieCTBYeT B OXHOM M3 ABYX CJIy4aes: ubo yxe
CYLIECTBYET MOCJIe[0BATEIbHOCTb IPOMEXYTOYHBIX 2/IEMEHTOB C HOMEpaMH B JHaiia-
30He OT 1 110 i — 1 A/ NMaphl 3/IeMEHTOB C HoMepaMH j U k, 6o cywiecTsyloT dee
NOCA€I0BATEIBHOCTH 3JIEMEHTOB C HOMEpaMH B JHanasoHe ot 1 o i — 1 — ofHa s
Nnapbl 371IEMEHTOB C HOMepaMH j H i U Bropas JUIsl Napbl 3JIeMEHTOB C HOMepaMH i U k.
ViMenno ato otpaxeHo B oneparope T'[j, k] : = S[j, k} V Slj, 7] & S|i, k]. Ilocnie oxonya-
HHSI OCHOBHOTO HMKJIa B KayeCTBE IMPOMEXKYTOUHBIX PACCMOTPEHDBI BCE 3JIEMEHTH, H,
TakuM 06pa3oM, IIOCTPOEHO TPaH3UTHBHOE 3aMbIKaHHUE. ]
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IIpumMmep 8.4. C NOMOIIBIO AJArOPMTMA YOPIIEAaIa BHIYMHUCIMTE MATPWILY
JOCTHXMMOCTH oprpada, Mm306paxKeHHOro Ha puc. 8.4.

3

2

Pucyuox 8.4.

Pemxernme. Marpuna Wy coBrnagaeT ¢ MATPHIIEM CMEXHOCTH JAHHOLO

oprpada.
- JI JI M JI JI

Wo = n Jr JI1 M1 JI -

JL Jr Jr Jri JI
n JI 1 Jr JIi

Teneprs BEIYUCAAEeM Wi. YuuTbiBasg NEePBHLIM LIATr, MBI pacCMaTpHBaeM
1-p1#a cToOoabern; maTpuabl Wio. Craenysna ykKasaHMAM I1ara 2, CKOIMpyemM
cTpokM MaTpuibsl Wy ¢ HOMepamMm 1, 2 m 4 B maTpuiny W, Ha Te xe

MecTa. TakumMm o6pa3omM,

Wy =

wEwEE
NESEE
SESEE
NENES
wEwEE

[danxee, corjacHO mary 3, crpokKa ¢ HOMepoM 3 mMmaTpwuner W; moay-

HaeTcsa C HOMOIIBLIO JOIMYECKOM OIepaluu ¥MaM m3 l-o¥ m 3-e¥ cTpPpOok
MmaTrpuabl Wo. ITosToMy
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I
EENEE
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NHESH
EENEE
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IIpmaMmep 8.1. /lasa ODOAyYEeHMsa CTEHEHM MAarmcTpa OGHMOJOrMHM CTYOEHTY
YHHBEPpCHUTETA, B IaACTHOCTH, HEOOGXOAMMO MNPOCAYyIIATE BOCEMb KYPCOB,
KOTOPBIE HEKOTOPBIM O6pa3OoM 3aBHCAT APYr OT aApyra. 2DTa 3aBHCH-
MOCTE mpexcTasiaeHa B Tabna. 8.1. Mzsobpasumre cucremy ITEPT, manro-
CTPUMPYOIULYIO IPHOPUTETHYIO CTPYKTYPY KyPpPCOB.

TaGamnixa 8.1

ITpeanBapuTeabHbIE KYPCHI

A Buorexnonormsa B

(B) Ha4YanbHBIN Ky PC 6MOTEXHOIOT I C

<) ITunromorws H

(D) Crpyxkrypa JHK C

(E) ODH3MMOJIOT MA D, G

(F) dneroaornsa E

(&) I'enHasa MH>XEHEPWA C

(HLD) Buonorma zeanoBekxa Hukaxkux TpeSoBaHMMA
Pemenme. Cucrema ITEPT (cm. prc. 8.2) — 3TO mpocTo oprpad, apen-
CTABAAOIIUN JAHHYIO IPUMOPHUTETHYIO CTPYKTYPY. Bepmuusr oprpada B
AAHHOM CJyYae — BOCEMBb KyPCOB. /A KpaTKOCTH CCBLIOK MbI O0O3HA-

MMM KYPChI Oy KBAMM JATMHCKOro anadasura or A mo H. Ayrm oprpada
OoOTpaXXarT NpeacTaBI€eHHBIE B Tabuile TpeboOBaHUsA, HEOOXO AMBbIE OJIA
YCBOEHHMsA AAHHOI'O KypPcCa.
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