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Я вдяч на всім своїм уч ням за спіль ний 
по шук шляхів відкрит тя світу, за те, що 
ра зом раділи й ди ву ва ли ся красі та гар-
монійності йо го ма те ма тич ної мо делі. 
У ць о му підруч ни ку є час точ ка від зустрі-
чі з кож ним із вас.

Ша нов ні друзі!

Цим підруч ни ком за вер шуєть ся вив чен ня кур су шкіль-
ної планіметрії, про те це не  ос танні ваші зустрічі з ца-
ри цею ма те ма ти ки – Ге о метрією. У стар ших кла сах ви 
вив ча тимете сте ре о метрію – ге о метрію фігур у прос то-
рі. Під час досліджен ня влас ти вос тей прос торо вих фігур 
ви бу де те розг ля да ти пло щи ни, в яких до ве ден ня й об чис-
лен ня спи ра ють ся на за ко ни планіметрії, бо на пло щині 
ви ко ну ють ся всі аксіоми і те о ре ми планіметрії. 

Ідеї ге о метрії втілені в усіх сфе рах нав ко лишнь о го 
світу, во ни з успіхом ви ко рис то ву ють ся у при род ни чих і 
технічних на у ках, у то му числі й у найрізно манітніших 
розділах ма те ма ти ки. Пе ре ко на ти ся в ць о му вам до-
по можуть влас ний досвід і ос танній розділ підруч ни ка 
«Цікаві до дат ки».

Про місце ге о метрії у роз вит ку лю ди ни важ ко ска-
за ти кра ще за ірландсь ко го філо со фа Дж. Берклі: «Дав-
но підміче но, що ге о метрія – це чу до ва логіка... На бу-
ваєть ся звич ка мірку ва ти точ но, послідов но і ме то-
дич но; ця звич ка по си лює й за го ст рює ро зум і стає в 
нагоді під час по шуків істи ни в інших га лу зях».

Ос таннє стає особ ли во ак ту аль ним, як що пра цю ва-
ти за підруч ни ком так, як відзна чив відо мий пси хо лог 
Д. Юнг: «Де сять сторінок ма те ма ти ки, які ти зро зу-
мів, кра ще за сто сторінок, вив че них на пам’ять і не-
засвоєних, а од на са мостійно оп раць о ва на сторінка 
краще, ніж де сять сторінок, зас воєних чітко, але па-
сивно».

Ба жаю вам успішно го нав чан ня за по ра дою Юн га, 
самостійних по шуків і відкриттів, от ри мати ес те тич-
не за до во лен ня від вив чен ня ге о метрії.

Автор
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Інформація для учнів

Перш ніж розпочати роботу за підручником, уважно прочитайте 
вступ, у якому узагальнюється вже вивчене вами, і зверніть увагу 
на форзаци і схеми наприкінці підручника – на них представлено 
основні опорні факти геометрії за курс сьомого і восьмого класів.

До маш ню ро бо ту доціль но по чи на ти з оп ра цю ван ня прак тич них 
робіт, по да них після кож но го па раг ра фа. Це до по мо же вам «відчу-
ти» ге о метрію, по лег шить зас воєння і за пам’ято ву ван ня вив че но го.

На по ля підруч ни ка ви не се но го лов ну (опор ну) інфор мацію, а на-
прикінці підруч ни ка на во дять ся уза галь ню ючі опорні конс пек ти з 
ок ре мих тем. Ко рис туй те ся ни ми під час підго тов ки до уро ку та під 
час розв’язу ван ня за дач.

Обов’яз ко вий (мінімаль ний) об сяг інфор мації поз на че но вер-
ти каль ною коль о ро вою рис кою. До нього відносяться завдання з 
нуликами біля номерів.

Зав дан ня за складністю поділе но на чо ти ри рівні: зав дан ня з ну-
ли ком біля но ме ра – найп ростіші, зав дан ня без поз нач ки біля но ме-
ра – де що складніші, зав дан ня із зіроч кою біля но ме ра ви ма га ють 
більш гли бо ких мірку вань, зав дан ня з дво ма зіроч ка ми – най склад-
ніші, їх ви ко нан ня ви ма гає твор чих зу силь.

Завдання «Для повторення» та «Готуємося до тематичного 
оцінювання» допоможуть вам повторити вивчене, підготуватися до 
підсумкової атестаційної роботи.

Окрім того, наприкінці підручника пропонуються завдання в те с-
товій формі «Перевір себе». Їхня мета – визначити рівень ваших умінь 
і знань та допомогти вам адаптуватися до майбутнього тестування.

«Відповіді і поради» допоможуть вам переконатися у правиль-
ності виконання завдань, а інколи вкажуть шлях до розв’язування.

Завдання рубрики «Для допитливих», параграфи з такою самою 
піктограмою та останній розділ «Цікаві додатки» призначені для 
ширшого і глибшого ознайомлення з геометрією, ніж це вимагається 
за програмою загальноосвітньої школи.

Наприкінці підручника на вас чекає «Словничок» термінів і не-
знайомих слів (із посиланнями на сторінки, де вони обговорю ють ся).

Піктограми в підручнику позначають: 

 
– оз на чен ня;    – те оре ма;    – наслідок; 

 

  
– ма теріал для оз найом лен ня;   

 
– до датко вий ма теріал.

Не че кай те вказівок учи те ля, пра цюй те са мостійно – підруч ник 
на дає вам та ку мож ливість. Пам’ятай те, що го ту ва ти ся до зовніш-
ньо го тес ту ван ня, до вступ них іспитів у ВНЗ із пев них тем тре ба 
тоді, ко ли ці те ми вив ча ють ся. 

Той, хто вчиться самостійно, 
досягне в сім разів більше, ніж 
той, кому все роз’яснюється.

Артур Гітерман (поет)
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Інформація для вчителів і батьків
Заз ви чай у під руч ни ку об сяг нав чаль но го ма те ріалу стро го об ме же ний – 

усе, що в ньо му на во дить ся, вчи тель по ви нен оп ра цю ва ти з кла сом. То му 
й ство рюють ся під руч ники ок ре мо для ЗОН З та для кла сів з пог либ ле ним 
ви в чен ням ма тема ти ки. А як бу ти уч ню, кот рий мо же і хо че зна ти біль ше? 
Як йо му го ту ва ти ся до ма тема тичних зма гань чи вступ них іс пи тів (тес ту-
вання)? Зро зу мі ло, що за та ко го під хо ду біль ше мож ли вос тей мають ді ти в 
мега по лі сах, де є спе ціалі зо ва ні нав чаль ні зак ла ди. Го лов на ме та цьо го під-
руч ника – на да ти рів ні мож ли вос ті всім уч ням, не за леж но від міс ця їхньо-
го про живан ня та нав чан ня, а вчи телю до по мог ти здійсни ти ди фе рен ці йо-
ва ний під хід до кож ної ок ре мої осо бис тос ті в кла сі, при род но про дов жи ти й 
пог либи ти вив чен ня геомет рії на по зак лас них за нят тях (або запро по нува ти 
де кот рим уч ням зроби ти це самос тійно).

Цей під руч ник є дво рів не вим – за ним мож на пра цю ва ти як за за галь но-
освітньою прог ра мою, так і в кла сах з пог либ ле ним вив чен ням ма тема ти ки 
(МК). Мож на ска за ти, що він є ба га торів не вим за фор мою, спектром і об сягом 
ди дак тич но го й теоре тич но го ма те ріалу. Це на дає змо гу пев ним уч ням плав но 
йти вго ру, а де кому, за пот ре би, «спус ти ти ся» й за ла та ти «про га ли ни».

Теоре тичний ма те ріал про по нує: 
• па раг ра фи, обов’ яз ко ві для вив чен ня, – за прог ра мою ЗОН З, ос нов ний 

ма те ріал (мі ні мум за держстан дар том) поз на че но вер ти каль ною кольо ро вою 
рис кою; 

• параг ра фи для оз на йомлен ня – не обов’ яз ко ві для оці нюван ня в ЗОН З; 
• параг ра фи, не обов’ яз ко ві для вив чен ня в ЗОН З; 
• ін фор ма цію руб ри ки «Для допит ли вих», яка до повнює параг ра фи іс то-

рич ною та ма тема тич ною ін фор ма цією; 
• ін фор ма цію роз ді лу «Ці ка ві до дат ки» для МК, гур тко вої та само-

стійної по зак ласної ро бо ти, під го тов ки до олім піад, ре фе ра тив них роз ро бок 
(міс тить спи сок лі те ра ту ри до кож ної з представле них тем).

Дидак тичний ма те ріал: 
• прак тичні ро бо ти (на во дять ся піс ля кож но го параг рафа); за да чі чо-

тирьо х рів нів складнос ті, за да чі пер ших трьо х рів нів з кольо рови ми но ме-
ра ми про по нують ся для до машньої ро бо ти в ЗОН З; 

• зав дан ня руб ри ки «Для допит ли вих» міс тять до датко ві за да чі під-
вищеної складнос ті і не тіль ки за прог рамним ма те ріалом; 

• зав дан ня роз ді лу «Ці ка ві до дат ки» – зав дан ня під вищеної складнос ті 
із про понова них у роз ділі тем; 

• зав дан ня для пов торен ня на во дять ся нап ри кін ці роз ділів і нап ри кін ці 
під руч ника (у тестовій фор мі); 

• «Го туємо ся до те ма тич но го оці нюван ня» – орієн тов ні зав дан ня те ма-
тич ної атес та ції (для ЗОН З). 

По лег шить зас воєн ня, пов торен ня, уза гальнен ня й ви ко ристан ня на-
вчаль но го ма те ріалу при роз в’язу ван ні за дач і по сіб ник «Геомет рія в опор-
них схе мах і ма люн ках. Ро бо чий зо шит уч ня 9 кла су». Він міс тить опор ні 
схе ми до теоре тич но го ма те ріалу під руч ника, уза галь нюючі опор ні схе ми й 
зав дан ня на го тових креслен нях. Вико ристан ня та ко го по сіб ника дас ть змо-
гу уч ням не но си ти під руч ник до шко ли (пра цю ва ти за ним ли ше вдо ма).

Наостанок варто підкреслити, що неможливо і не треба опрацьовувати 
в класі весь навчальний матеріал підручника, розв’язувати всі наведені 
завдання. Достатньо обрати рівень вашого класу, і завжди залишиться 
«запас» – комусь для повторення, а комусь для поглиблення або для 
опрацювання на факультативі чи для самостійної роботи учня. 

Під руч ник про по нує «мож ли вос ті», а от які саме й нас кіль ки во ни бу-
дуть реалі зо ва ні – це вже за ле жить від Вас осо бис то і Ва ших ді тей.

Талану вам, друзі!
 З повагою, автор
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По бу до ва ге о метрії: 
1) ос новні по нят тя; 
2) аксіоми; 
3) оз на чен ня інших 
фігур та до ве ден ня 
тверд жень про їхні 
влас ти вості.

На га даємо: 
тверд жен ням на зи -
ваєть ся ре чен ня, про 
яке мож на сказати 
або «так», або «ні», 
тоб то во но мо же бу-
ти або істин ним, або 
хиб ним.

Логічний крок до ве-
ден ня: 
1. Вихідне твер-
джен  ня (кіль ка 
твер     джень).
2. «Тоді».
3. Тверд жен ня-вис-
но вок.

Ге о метрія – це не прос то зібран ня пев них фактів 
і мірку вань, а стро га, цілісна й ес те тич на у своїй 
логічності на у ка. Ге о метрія як ма те ма тич на на у-
ка про прос то рові фор ми спи раєть ся на де дук тив ний 
метод – лан цю жок логічних пе ре ходів (кроків) від 
тверд жен ня-умо ви до тверд жен ня-вис нов ку. То му так 
важ ли во уза галь ни ти вже вив че не і виділи ти у ць о-
му ма теріалі ос новні опорні фак ти. До по мо жуть вам у 
цьо му «За пи тан ня для пов то рен ня», ма люн ки-схе ми 
на фор за цах і наприкінці підруч ника, «Словничок» та 
інфор мація, яка роз міще на на полі вступ но го розділу. 

За пи тан ня для пов то рен ня
1. Яку бу до ву має плані метрія? 
2. Яку бу до ву має логічний крок до ве ден ня? 
3. По ясніть, який вираз називають тверд жен ням. По ясніть, 

що та ке: а) ак сіо ма; б) те о ре ма; в) наслідок; г) оз на чен ня; 
д) оз на ка; е) влас тивість; є*) те о ре ма, обер не на до да ної; 
ж**) не об хід на і дос тат ня умо ви.

4. Що та ке «спосіб до ве ден ня від суп ро тив но го»? На ведіть 
прик лад до ве ден ня яко гось тверд жен ня цим спо со бом.

5. Які ку ти на зи ва ють ся: а) суміжни ми; б) вер ти каль ни ми?
 Які влас ти вості цих кутів ви знаєте? 

6

Вступаючи в геометрію 9-го класу, варто спочатку зупинитися й 
озирнутися на те, що було раніше. Роздивіться той «краєвид», відчуйте 
його логічність та цілісність, красу маленьких сюжетів опорних задач.  
Це допоможе вам опанувати нові простори Геометрії у 9-му класі.
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Оз на чен ня – наз ва 
(з по яс нен ням, що 
са ме так на зи ваєть-
ся).

Аксіома – прий ма-
єть ся без до ве ден-
ня.

Те о ре ма  –  до во-
дить ся пев ним ло-
гічним мірку ван-
ням (до ве ден ням).

До ве ден ня спи ра-
єть ся на аксіоми і 
тверд жен ня, до ве-
дені раніше (скла-
даєть ся з логічних 
кроків).

Наслідок – без по се-
редній вис но вок з 
те о ре ми або аксіо-
ми.

Пря ма й обер не на 
те о ре ми – міня ють-
ся місця ми умо ва і 
вис но вок.

ОБЕР НЕ НА ТЕ О-
РЕ МА ВИ МА ГАЄ 
ДО ВЕ ДЕН НЯ!

Мно жи на  –  су-
купність об’єктів, 
які ми уяв ляємо як 
єди не ціле.
Нап рик лад: мно -
жина ву са тих, мно-
жи на три кут ників.

7

6.  Дай те оз на чен ня па ра лель ності двох пря мих і сфор му-
люй те їхні: а) влас ти вості; б) оз на ки.

7.  Яка фігу ра на зи ваєть ся три кут ни ком? Які влас ти вості 
кутів три кут ни ка (внутрішніх і зовнішніх) та нерівності 
для сторін і кутів три кут ни ка ви знаєте? 

8.  Які три кут ни ки на зи ва ють ся рівно бед ре ни ми? Сфор му-
люй те влас ти вості й оз на ки рівно бед ре но го три кут ни ка.

9.  Які влас ти вості ви сот (бісект рис, медіан) три кут ни ка ви 
знаєте? 

10.  Яке ко ло на зи ва ють: а) впи са ним у три кут ник; б) опи са-
ним нав ко ло три кут ни ка; в**) зовнівпи са ним для да но го 
три кут ни ка? Які влас ти вості цих кіл ви знаєте? 

11*. Що та ке «ге о мет рич не місце то чок (ГМТ), яке за до воль-
няє пев ну умо ву»? Сфор му люй те влас ти вості бісект ри-
си ку та й се ре дин но го пер пен ди ку ля ра до від різ ка як 
відповідних ГМТ. Які ще ГМТ ви знаєте? 

12.  Яка фігу ра на зи ваєть ся ко лом? Які влас ти вості хорд кола 
ви знаєте? 

13.  Сфор му люй те оз на чен ня пря мої, до тич ної до ко ла, й при-
га дай те її влас ти вості.

14.  Які ви ди до ти ку двох кіл ви знаєте? Сформулюйте влас-
ти вості таких кіл. 

15.  Сфор му люй те оз на чен ня впи са но го та цент раль но го кутів 
ко ла. Які влас ти вості цих кутів і кутів, ут во ре них хор да-
ми, січни ми й до тич ни ми до кола, ви знаєте? 

16.  Сфор му люй те: а) те о ре му Фа ле са та те о ре му, обер не ну до 
неї; б) уза галь не ну те о ре му Фа ле са та те о ре му, обер не ну 
до неї.

17.  Які три кут ни ки на зи ва ють ся: а) рівни ми; б) по діб ни ми? 
18.  Сфор му люй те оз на ки й властивості: а) рівних три кут-

ників; б) по діб них три кут ників; в) рівних пря мо кут них 
три кут ни ків; г) подібних пря мо кут них три кут ників.

19.  Які влас ти вості пря мо кут них три кут ників ви знаєте? 
(При га дай те й мет ричні співвідно шен ня у пря мо кут но му 
три кут ни ку.)

20.  Яка фігу ра на зи ваєть ся: а) ба га то кут ни ком; б) опук лим 
ба га то кут ни ком; в) пра виль ним ба га то кут ни ком; г) впи-
са ним ба га то кут ни ком; д) опи са ним ба га то кут ни ком? 
Які влас ти вості ба га то кут ників ви знаєте? 

21*. а) У який ба га то кут ник мож на впи са ти ко ло? б) Нав ко ло 
яко го ба га то кут ни ка мож на опи са ти ко ло? 

22*. При га дай те влас ти вості й оз на ки впи са но го та опи са но го 
чо ти ри кут ників.

23.  Які ви ди чо ти ри кут ників ви знаєте? Сфор му люй те їхні 
оз на чен ня, влас ти вості й оз на ки.

24**. Яку фігу ру ут во рю ють бісект ри си: а) па ра ле ло гра ма; 
б) пря мо кут ни ка; в) ром ба; г) зовнішніх кутів пря мо кут-
ни ка? 

При міт ка для вчи те ля. Зі роч кою поз на че но дещо склад ні-
ші для уч нів пи тан ня, а дво ма – необов’язкові для вивчення 
у класах загальноосвітньої підготовки (при значені для 
маткласів). Біль шість з на ве де них пи тань сфор мульо ва-
но так, що ви маєте змо гу уточ ни ти ви мо ги щодо їхньо го 
зміс тов но го на пов нен ня опор ни ми фак та ми.
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Оз на ка – те о ре ма, 
яка за вис но вок має 
на лежність фігур 
певній мно жині 
(оз на чен ня якій бу-
ло да но раніше).

Влас тивість – те о-
ре ма, яка за вис но-
вок має ви ко нан ня 
пев них умов, як що 
фігу ра на ле жить 
да ній мно жині.

До ве ден ня від су-
про тив но го 
1. Чітко сфор му лю-
ва ти тверд жен ня, 
що са ме тре ба до-
вес ти. 
2. Сфор му лю ва ти 
тверд жен ня, обер-
не не до (1). 
3. Зро би ти при пу-
щен ня, що (2) ви-
ко нуєть ся. 
4. Прий ти логічни-
ми кро ка ми до про-
тиріччя.
5. Вис но вок: (2) є 
хиб ним і ви ко ну-
єть  ся (1).

Щоб вста но ви ти 
хиб ність яко гось 
твер д жен ня, до-
стат  ньо на вес ти 
один конт рпри-
клад.

Як що на вес ти при-
к ла ди (навіть ду-
же ба га то), ко ли 
твер джен ня ви ко-
нуєть ся, – це не є 
йо го до ве ден ням.

25*. Виз на чте вид чо ти ри кут ни ка, що має за вер ши ни се ре ди-
ни сторін: а) довіль но го чо ти ри кут ни ка; б) па ра ле лог ра ма; 
в) рівно бед ре ної тра пеції; г) ром ба. 

26.  Що та ке: а) се ред ня лінія три кут ни ка; б) се ред ня лінія 
тра пеції? Які влас ти вості цих відрізків вам відомі? 

27*. Які опорні за дачі тра пеції ви знаєте? 
28*. Які опорні за дачі рівно бед ре ної тра пеції ви знаєте? 
29.  а) Яким влас ти вос тям фігу ри відповідає по нят тя площі 

фігу ри? б) Які фігу ри на зи ва ють ся рівно ве ли ки ми? 
в**) Які багатокутники на зи ва ють ся рівноскла де ни ми? 

30.  За яки ми фор му ла ми об чис лю ють пло щу: а) квад ра-
та; б) пря мо кут ни ка; в) па ра ле лог ра ма; г) три кут ни ка; 
д) пря мо кут но го три кут ни ка; е) тра пеції; є**) рівно бед-
ре ної тра пеції, діаго налі якої взаємно пер пен ди ку лярні? 

31*. Як відно сять ся площі: а) три кут ників з рівни ми ос но-
вами; б) три кут ників з рівни ми ви со та ми; в) подібних 
три кут ників; г) па ра ле лог рамів, по дві сто ро ни яких 
містять ся на спіль них па ра лель них пря мих; д) тра пецій 
з відповідно рівни ми ос но ва ми; е) тра пецій, ос но ви яких 
містять ся на спіль них па ра лель них пря мих? 

32.  До ведіть ме то дом подібності опорні фак ти: а*) про від-
різки, на які бісект ри са три кут ни ка поділяє йо го сто ро-
ну; б**) фор му лу Лаг ран жа для дов жи ни бісект ри си три-
кут ни ка; в*) про до бу ток відрізків хорд ко ла, на які во ни 
поділя ють ся при пе ре тині; г**) про відстань між цент ром 
ко ла і точ кою на хорді ко ла (наслідок з факту в)); д*) про 
співвідно шен ня між відрізка ми до тич ної і січ ної, про ве-
де ни ми з однієї точ ки до ко ла; е**) те о ре му Пто ле мея.

33.  Які опорні за дачі ви вмієте до во ди ти ме то дом: а*) подіб-
ності; б**) допоміжного кола; в**) площ? 

34**. На сто роні АС три кут ни ка АВС взя то точ ку М, а на сто-
роні ВС – точ ку K так, що АМ : МС = m : n, BK : KC = p : t. 
У яко му відно шенні АK поділяє відрізок ВМ? 

35**. На сто роні АВ три кут ни ка АВС взя то точ ку М, а на сто-
роні ВС – точ ку K так, що СK : KВ = m : n, а точ ка пе ре ти-
ну АK і СМ поділяє СМ у відно шенні p : t. У яко му відно-
шенні точ ка М поділяє сто ро ну АВ? 

36.  Сфор му люй те оз на чен ня си ну са, ко си ну са, тан ген са і 
ко тан ген са гост ро го ку та пря мо кут но го три кут ни ка. Чи 
за ле жить зна чен ня цих три го но мет рич них функцій від 
розміщен ня і розмірів пря мо кут но го три кут ни ка? 

37.  За пишіть співвідно шен ня між три го но мет рич ни ми функ-
ціями: а) од но го і то го са мо го ку та; б) до пов няль них кутів 
(кутів, що в сумі ста нов лять 90°).

38*. Як змінюєть ся зна чен ня си ну са (ко си ну са, тан ген са, ко-
тан ген са) при зміні гра дус ної міри ку та від 0° до 90°? 

39.  За пишіть таб лич ку зна чень три го но мет рич них функ  цій 
для кутів гра дус ної міри: 0°; 30°; 45°; 60°; 90°.

40.  При га дай те за дачі на розв’язу ван ня пря мо кут них три-
кут ників: а) як за гра дус ною мірою од но го з гост рих кутів 
і довжиною однієї зі сторін знай ти другий гост рий кут та 
інші йо го сто ро ни; б) як за дов жи на ми двох сторін знай ти 
дов жи ну третьої сто ро ни й міри гост рих кутів.

41.  Що оз на чає «розв’яза ти за да чу на по бу до ву»? Які опор ні 
за дачі на по бу до ву ви знаєте?

8
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У ць о му розділі ви дізнаєте ся, у чо му по ля гає відкрит тя фран цузь ко го 
вче но го Де кар та і як во но дає змо гу пе рек ла да ти ге о мет ричні за дачі на мо-
ву ал геб ри, а ал геб раїчним за да чам на да ва ти ге о мет рич но го тлу ма чен ня. 
Зав дя ки са ме ць о му відкрит тю ми з ва ми, зок ре ма, маємо змо гу виз на чи ти 
три го но мет ричні функції ту пих кутів, знач но спрос ти ти розв’язу ван ня пев-
них ге о мет рич них за дач, зок ре ма – розв’язу ван ня три кут ників. Уза галі, 
сучас на ма те ма ти ка, ма буть, не існу ва ла б без ць о го відкрит тя Де кар та. 

   Де кар то ва сис те ма ко ор ди нат. 
Відстань між дво ма точ ка ми 
на ко ор ди натній пло щині і рівнян ня 
ко ла. Ко ор ди на ти се ре ди ни відрізка

У чо му по ля гає відкрит тя Де кар та (1596–1650)? 
Ми на зи ваємо йо го аналітич ною ге о метрією. Як і все 
геніаль не, во но геніаль но прос те. Де карт зму сив ал геб-
ру пра цю ва ти на ге о метрію.

Ба зо вим по нят тям аналі тич ної 
ге о метрії є по нят тя си с те ми ко ор-
ди нат. Найп рості шою сис те мою ко-
ор ди нат є так зва на де кар то ва пря-
мо кут на сис те ма. Її за да ють так: 
на пло щині ви би ра ють дві взаємно 
пер пен ди ку лярні числові осі – осі 
ко ор ди нат, які пе ре ти на ють ся 
в точці О – по чат ку ко ор ди нат 
(мал. 1.1). Мал. 1.1
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Осі ко ор ди нат на зи ва ють: го ри зон тальну – віссю 
абс цис (по зна чають як Оx), вер ти к аль ну – віссю ор ди-
нат (позначають як Оy). Для довіль ної точ ки пло щи ни 
М зна хо ди мо відстані від осей ко ор ди нат. Чис ла x і y – 
абсциса й ордината точки М – за мо ду ля ми дорівню-
ють цим відста ням (див. мал. 1.1 і мал. на полі). При 
ць о му, як що точ ки ле жать (мал. 1.2):
• пра во руч від осі ор ди нат – їхні абс ци си до датні;
• ліворуч від осі ор ди нат – їхні абс ци си від’ємні;
• над віссю абс цис – їхні ор ди на ти до датні;
• ниж че від осі абс цис – їхні ор ди на ти від’ємні.

Чис ла x і y саме у такій послідов ності і є де кар-
товими ко ор ди на тами точ ки М: x – її абс ци са; 
y – ор ди на та. Пи ше мо так: М(x; y). 

Пло щи ну, на якій уве де но де кар то ву сис те му ко ор-
ди нат, на зи ва ють ко ор ди нат ною пло щи ною, де кар то-
вою пло щи ною, або пло щи ною xy, і поз на ча ють (xОy) 
або прос то (xy). 

Осі ко ор ди нат роз би ва ють ко ор ди нат ну пло щи ну 
на чо ти ри час ти ни – чверті (мал. 1.2). Інко ли їх на зи-
ва ють ко ор ди нат ни ми ку та ми. У ме жах однієї коор-
динатної чверті зна ки обох ко ор ди нат зберіга ють ся.

За у ва жен ня. Точ ки на ко ор ди нат них осях відно-
ся ть до відповідних ко ор ди нат них чвер тей.

Точ ки, які ле жать на осі Оx, ма ють ор ди на ти, що 
дорівню ють ну лю (y = 0), а точ ки осі Оy ма ють абс ци си, 
що дорівню ють ну лю (х = 0) (мал. 1.3).

Кожній точці пло щи ни відповідає певна пара чисел, 
і навпаки – кожній парі чисел відповідає певна точка 
площини. Са ме ця взаємно однозначна відповідність і 
є пря мо кут ною сис те мою ко ор ди нат Де кар та.

Для допитливих
Доведіть методом від су про тив ного (спираючись на ознаки рівності прямо-
кут них три кутників й аксіоми геометрії) взаємно однозначну відповід ність 
між точкою координатної площини і парою чисел – її координат (необхідну й 
достатню умови).

На ща док ста ровинно го фран цузь ко го дво рянсь ко го ро ду Ре не Де карт 
(1596–1650) був справжнім улюб лен цем долі. Про та ко го го во рять, що при 
на род женні йо го поцілу ва ли всі му зи. Уда ча суп ро во ди ла йо го не тіль ки 
в на уці. Сміли вий і безстраш ний, він пе ре ма гав не лише інте лек том, а й 
інко ли зі зброєю в ру ках. Так, якось йо му вда ло ся за до-
по мо гою шпа ги, якою він во лодів з д’ар таньянівсь кою 
майс терністю, зму си ти піратів прис та ти до бе ре га і да ти 
мож ливість ви са ди ти ся йо му са мо му та йо го слузі.

Не має, ма буть, точ ної за ко номірності у співвідно-
шенні між сміливістю на у ко во го мис лен ня й осо бис тою 
мужністю вче но го. Про те поєднан ня цих рис ми ба чи мо в 
пе ре важній біль шості відо мих дослідників (Фалес, Піфа-
гор, Архімед, Ей лер, Ло ба че вс ький, Декарт...).
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Для допитливих
Ма ти Де кар та по мер ла від ту бер куль о зу че рез кіль ка днів після йо го на ро-
д жен ня, а з 8-ми років він пов ністю ут ри мувався ви хо ва телями єзуїтсь кої 
шко ли, зас но ва ної у той час за особ ли вого сприяння Генріха IV.

Щас ли вий ви па док спря му вав інте ре си Де кар та в бік ма те ма ти ки. Під 
час гарнізон ної служ би в гол ла ндсь ко му містеч ку якось ува гу йо го при вер-
ну ло ого ло шен ня, нак леєне на стіні. Про те на пи са не во но бу ло фла ма нд-
ською мо вою, якої Де карт не знав. З про хан ням пе рек лас ти текст він звер-
нув ся до найб лиж чо го з пе ре хо жих, який також заціка вив ся цим ого ло-
шен ням. Нез найо мець, до яко го звер нув ся Де карт, ви я вив ся про фе со ром 
ма те ма ти ки Бек ма ном, який не без іронії на ціка вість мо ло до го сол да та 
відповів, що це публічний вик лик до розв’язуван ня ге о мет рич ної за дачі і 
він пе рек ла де зміст за дачі, як що юнак візь меть ся розв’яза ти її. Дру го го ж 
дня Де карт приніс розв’язан ня, і це пок ла ло по ча ток йо го за нят тям ма те-
ма ти кою під керівницт вом Бек ма на, що три ва ли два ро ки.

Мал. 1.2 Мал. 1.3

А що мож на по ста ви ти у відповідність лінії на 
пло щині? Де карт про по нує у відповідність лініям 
пло щи ни ста ви ти рівнян ня з дво ма невідо ми ми x і y 
так, що: 
• ко ор ди на ти довіль ної точ ки, яка ле жить на цій 

лінії, за до воль ня ти муть це рівнян ня;
• ко ор ди на ти то чок, що не ле жать на цій лінії, не за-

до воль ня ти муть йо го.
Нап рик лад, для то чок пря мої лінії і тіль ки для 

то чок цієї лінії спра вед ли ва рівність y = kx + l (як що 
k і l – фіксо вані сталі). Цю рівність на зи ва ють рівнян-
ням пря мої.

А як за да ти рівнян ням ко ло? Ми знаємо з кур су гео -
метрії 7-го кла су, що ко ло – це ге о мет рич не місце то-
чок пло щи ни, рівновідда ле них від пев ної точ ки цієї 
пло щи ни – йо го цент ра. (Для будь-якої точ ки пло щи-
ни, що не на ле жить ко лу, ця відстань бу де мен шою або 
біль шою за радіус ко ла.) Тоді щоб знай ти рівнян ня ко-
ла, спо чат ку тре ба ви ра зи ти відстань між дво ма точ ка-
ми пло щи ни че рез їхні ко ор ди на ти. 

11
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Для допитливих
Де карт – ма те ма тик, за ко ха ний у по езію, пи сав: «У віль ний час зимою, 
порівню ючи таємниці при ро ди із за ко на ми ма те матики, я насмілю юсь 
сподіва тися, що знай шов ос но ву див ної на у ки». Уся літе ра тур на діяльність 
Де кар та роз ви ва ла ся про тя гом ли ше 12 ро ків; во на про май ну ла, як ме те ор, 
але за ли ши ла блис кучі й міцні сліди в усій конструкції су час ної ма те ма-
ти ки. Основи відкритої аналітичної гео мет рії Декарт опублікував у 1637 р. 
в книзі «Геометрія».

ВІДСТАНЬ  МІЖ  ДВО МА  ТОЧ КА МИ
Не хай маємо дві точ ки пло щи ни М1(x1; y1) і М2(x2; y2). 

Знай де мо дов жи ну відрізка М1М2 (мал. 1.4). 

Мал. 1.4

Відстані між про екціями да них то чок М1 і М2 на 
осі абс цис і ор ди нат дорівню ють |x1 − x2| і |y1 − y2| від-
повідно. Ка те ти пря мо кут но го три кут ни ка М1СМ2 ма-
ють такі самі дов жи ни (як сто ро ни ут во ре них пря мо-
кут ників). 

За те о ре мою Піфа го ра зна хо ди мо дов жи ну гіпо-
те ну зи три кут ни ка М1СМ2 – відстань між точ ка ми 
М1(x1; y1) і М2(x2; y2):

За у ва жен ня. Як що відрізок M1M2 па ра лель ний од-
ній з ко ор ди нат них осей, то або |x1 – x2| = 0, або |y1 – y2| = 0 
і на ве де на фор му ла для обчислення довжини M1M2 теж 
є правильною.

РІВНЯН НЯ  КО ЛА
Те пер мож на за пи са ти рівнян ня ко ла, як геометрич-

не місце точок М(x; y), відстань від яких до цент ра ко-
ла – точ ки O(а; b) є ста лою і дорівнює 
радіусу ко ла r:

.

Тоді рівнян ня ко ла з цент ром О(а; b) 
і радіусом r має виг ляд

(x − a)2 + (y − b)2 = r2.
Нап рик лад, на малюн ку 1.5 зоб ра-

же но ко ло, за да не рівнян ням
(x − 1)2 + (y − 3)2 = 22.

12

Мал. 1.5
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Для допитливих
1. По лем про хо дить пря молінійна до ро га. Лю ди на, яка стоїть на цій до-
розі в точці А, мо же ру ха ти ся: по лем зі швидкістю не більш як 3 км/год; 
до ро гою – не більш як 6 км/год. Знайдіть мно жи ну то чок, у які во на мо же 
діста ти ся за 1 год.
2. У селі Се ми хат ки сім хат – для довільних трьох ха т відстань хо ча б між 
дво ма з них дорівнює 50 м. Нак ресліть план розташування хат у ць о му селі.

КО ОР ДИ НА ТИ  СЕ РЕ ДИ НИ  ВІДРІЗКА
Ко рис но зна ти ще й ви раз для об чис лен ня ко ор ди-

нат точ ки, що є се ре ди ною відрізка, за ко ор ди на та ми 
йо го кінців.

1) Не хай відрізок з кінцями А(х1; y1), В(х2; y2) не па ра-
лельний осям координат, тобто х1 � х2, y1 � y2. Знай де мо 
ко ор ди на ти його се ре ди ни – точ ки С(хC; yC) (мал. 1.6). 

Проведемо: 
АK ⊥ Ох, СM ⊥ Ох, ВN ⊥ Ох.
Тоді АK || ВN || СM. Звідси, 

враховуючи, що АС = СВ, 
отримаємо KM = MN, тоб то 
|x1 − xC| = |x2 − xC|. 

Тоді (x1 − xC) = (x2 − xC), або 
(x1 − xC) = − (x2 − xC).

За умовою x1 ≠ x2  і вико-
нується лише друга рівність, з якої маємо:

. Ана логічно  .

2) Якщо АB || Ох, то y1 = y2 = yC,  а  . 

Якщо АВ || Оy, то x1 = x2 = xC,  а  .

Тобто отримані раніше співвідношення також є пра-
виль ними.

Та ким чи ном, ко ор ди на ти се ре ди ни відрізка, кінця-
ми яко го є точ ки (х1; y1) і (х2; y2), об чис лю ють за фор-
му ла ми:

,   .

За у ва жен ня. При розв’язу ванні ге о мет рич ної за-
дачі ме то дом ко ор ди нат тре ба не ли ше «пе рек лас ти» 
мо вою ал геб ри її умову і розв’яза ти ал геб раїчну за да-
чу, а ще й да ти ге о мет рич не тлу ма чен ня от ри ма но го 
ал геб раїчно го ре зуль та ту. Розглянемо приклади.

1. Рівнян ня x2 + y2 = c2 опи сує ко ло, цент ром яко го є 
по ча ток ко ор ди нат О(0; 0), а радіус r = |c|.

2. Рівнян ня x2 + y2 + nx + my + p = 0 виз на чає: 
або ко ло, або точ ку, або по рож ню мно жи ну. 
Щоб визначити, який са ме ви па док має місце, 

13

Нагадаємо 
позна чення:

� – «не збі га є ться»,
«не є тотожністю»;
∈ – «належи ть»;
[AB] – відрізок AB.

Мал. 1.6
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Для допитливих
Термін ко ор ди на та по хо дить з ла тині й оз на чає «впо ряд ко ваність». 

Співтворцем аналітичної геометрії Декарта вважають любителя мате ма-
тики, автора численних блискучих відкриттів французького юриста П’єра 
Ферма (1601–1665).

у рівнян ні тре ба виділи ти квад ра ти двоч ленів віднос но 
x та y:

Як що пра ва час ти на о триман о го співвідношен ня:
• дод ат на – це рівнян ня ко ла;
• дорівнює нулю – це точ ка;
• від’ємна – це по рож ня мно жи на.
Нап рик лад, x2 + y2 − 2x + 4y + 1 = 0 пе рет во рюємо так:

(x2 − 2x + 1) + (y2 + 4y + 4) − 1 − 4 + 1 = 0, 
(x − 1)2 + (y + 2)2 = 22.

Розг ля ну те рівнян ня за дає ко ло з цент ром О(1; −2), 
радіус якого дорівнює 2.

3. З аксіоми про вимірювання відрізків і не рів-
ності для сторін трикутника маємо таке. Якщо на 
пло щині за да но три точ ки А, В, С і для відста ней 

між ни ми ви ко нуєть ся співвідно шен ня |AB| = |AC| + |CB|, 
то ці точ ки ле жать на одній прямій (при чо му точ ка С 
ле жить між точ ка ми А і В). Правильним є й обернене 
твердження.

КО ОР ДИ НА ТИ  ТОЧ КИ,  ЯКА  ДІЛИТЬ 
   ВІДРІЗОК  У  ЗА ДА НО МУ  ВІДНО ШЕННІ

Не хай точ ка С(x; y) ле жить на відрізку з кінця ми у 
точ ках А(x1; y1) та В(x2; y2) і ділить цей відрізок у відно-
шенні |AC| : |CB| = n : m (мал. 1.7). Знай де мо ко ор ди на ти 
точ ки С.

Мал. 1.7

14

x2 + y2 + nx + 
+ my + p = 0
визначає:

або 
коло − r2 > 0,

або 
точку − r2 = 0,

або 
порожню 

множину − r2 < 0,

x2 + y2 = c2

O(0; 0); r = |c|

|AB| = |AC| + |CB|

8
A, B, C на одній 

прямій і C ∈ [AB]
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Для допитливих
ПРА ВИ ЛО  МНО ЖЕН НЯ

Про а налізуємо та ку уяв ну си ту ацію, яка зреш тою мо же ви я ви тись і 
цілком ре аль ною. Не хай із пунк ту А до пунк ту В прок ла де но 2 турис тичні 
марш ру ти, а з пунк ту В до пунк ту С – 3 маршрути. Запитується: скіль ко ма 
спо со ба ми мож на здійсни ти туристичну по до рож із пунк ту А до пунк ту С? 

Оскільки після по до лан ня кож но го з двох марш рутів, що сполучають 
пунк ти А і В, за ли шаєть ся по три мож ли вості діста ти ся з В до С, то всь о  го з 
А до С мож на дістатися 2�3 = 6 спо со ба ми. 

Уза галь нен ня цієї прос тої за дачі є ос нов ним пра ви лом комбіна то ри-
ки, яке ще на зи ва ють пра ви лом мно жен ня. Як що об’єкт Х мож на об ра ти 
m спо со ба ми, а об’єкт Y – n спо со ба ми (не за леж но від ви бо ру Х), то па ру Х 
і Y мож на об ра ти m �  n спо со ба ми.

Прямі АА1, СС1 і ВВ1 пер пен ди ку лярні до осі Оx, от-
же, во ни па ра лельні між со бою. Тоді, за те о ре мою Фа-
ле са, маємо:

Мож ливі два ви пад ки: x2 > x > x1; x1 > x > x2. В обох 
ви пад ках вираз під знаком модуля додатний. Тоді:

.

Ана логічно маємо, що

.

Та ким чи ном, ко ор ди на ти точ ки С, яка ділить 
відрізок з кінця ми в точ ках А(x1; y1) і В(x2; y2) у відно-
шенні |AC| : |CB| = n : m, дорівню ють

;  .

ПРИК ЛА ДИ  РОЗВ’ЯЗУ ВАН НЯ  ЗА ДАЧ

Прик лад 1. Знайдіть усі точ ки (x; y) ко ор ди нат-
ної пло щи ни, які за до воль ня ють 
умо ву xy > 0.

Розв’язан ня
Умо ва xy > 0 рівно силь на то-

му, що чис ла x і y ма ють од на-
ко ві зна ки, тоб то x > 0 і y > 0 або 
x < 0 і y < 0. Тоді розв’яз ком за-
дачі буде мно жи на то чок, які 
ле жать у І або ІІІ ко ор ди натній 
чверті, але не на ко ор ди нат них 
осях (мал. 1.8).

15

Мал. 1.8
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Для допитливих
Розв’язування геометричних задач інколи пов’язано з комбіна то рним 
перебором варіан тів конфігурацій (див. с. 15). Цілесп ря мо ва ний пе ребір 
різних мож ли вих варіантів потрібний і для скла дан ня розк ла ду ру ху 
транс пор ту, занять у школі, шиф ру ван ня та де шиф ру ван ня пись мо вої 
інфор мації, у то му числі ко ду ван ня то що. Нап рик лад, ко да ми є дер жавні 
но мерні знаки для транс пор ту, то варні зна ки (штрих-ко ди) тощо.

Прик лад 2. До ведіть, що се ре ди на відрізка з кінця-
ми в точ ках А(5; 7) і В(8; −7) ле жить на осі Ох.

Доведен ня
Не хай С(x0; y0) – се ре ди на відрізка АВ. Тоді 

Щ. в. д.

Прик лад 3. За пишіть рівнян ня ко ла з цент ром у 
точці (−1; 3), яке про хо дить че рез по ча ток ко ор ди нат.

Розв’язан ня
1) Точ ка (−1; 3) – центр ко ла, тоді йо го рівнян ня має 

виг ляд:
(x − (−1))2 + (y − 3)2 = r2,    (x + 1)2 + (y − 3)2 = r2.

2) Ко ло про хо дить че рез точ ку О(0; 0), тому зна чен-
ня х = 0 і y = 0 за до воль ня ють рівнян ня цього ко ла: 

(0 + 1)2 + (0 − 3)2 = r2,   r2 = 10.
3) Вис но вок: рівнян ня шу ка но го ко ла має виг ляд:

(x + 1)2 + (y − 3)2 = 10.
Відповідь: (x + 1)2 + (y − 3)2 = 10.
За у ва жен ня. Відповідь до ос тан ньої за дачі мож на 

за пи са ти й інак ше, наприклад (як що розк ри ти дуж ки 
і звес ти по дібні до дан ки) x2 + y2 + 2x − 6y = 0.

Прик лад 4. Знайдіть точ ку на осі ор ди нат, рів но -
від да ле ну від по чат ку ко ор ди нат і точ ки А(3; −1).

Розв’язан ня
1) Шу ка на точ ка М ле жить на осі Оy, то му М(0; yM) і 

|MO| = yM, 

2) |MO|2 = |AM|2, тоді yM
2 = 9 + (1 + yM)2,  yM = −5.

Відповідь: (0; −5).
Прик лад 5. Знайдіть точ ку, яка на ле жить ко лу 
(x − 2)2 + (y − 3)2 = 3 і рівновідда ле на від осей ко ор-
ди нат.

Розв’язан ня
Точ ки C(xC; yC), які рівновідда лені від осей ко ор ди нат, 

ле жать на бісект ри сах кутів, ут во ре  них ко ор ди нат ни ми 
ося ми, тобто за до воль  ня ють умо ву xC = yC або xC = −yC.  

Коло з цент  ром О(2; 3) і радіусом  містить ся в І чвер-
ті коор  ди нат ної пло щи ни (бо ). 

16
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Для допитливих
1. Із села C до міста М веде 6 доріг, а з міста М до міста В – 
4 дороги (див. мал. А). Скількома способами можна про-
їха ти із села C до міста В?
2. Недалеко від пунктів C, М і В попередньої задачі по бу-
дували селище Р і кілька нових доріг (див. мал. Б). Скіль-
кома способами тепер можна дістатися із села C до міста В?
3. Скіль ки існує відрізків, довжини яких (в метрах) є дво-
цифровими цілими числами з різни ми циф ра ми? 
4. Кожну клітинку квадратної таблиці 5�5 можна по фар-
бувати в жовтий або синій колір. Скільки існує різних 
варіантів розфарбування цієї таблиці?

Тоді шу ка на точ ка мо же на ле жа ти тіль ки бісект рисі 
І чвер ті ко ор ди нат ної пло щи ни і xC = yC. Маємо:

(xC − 2)2 + (хC − 3)2 = 3,     2xC
2 − 10хС + 13 = 3, 

xC
2 − 5хС + 5 = 0.

Ко ре ня ми ос тан нь о го рівнян ня є до датні чис ла 

Відповідь: 

Прик лад 6. Знайдіть точ ку, рівновідда ле ну від 
осей ко ор ди нат і точ ки А(−3; −6).

Розв’язан ня
Ко ор ди на ти то чок C(xC; yC), рівновідда ле них від 

осей Ох і Оy, за до воль ня ють умо ву |xC| = |yC|. Тоб то тре ба 
розг ля ну ти два ви пад ки, ко ли xC = yC; xC = −yC.

1) Не хай xC = yC. Тоді
СА2 = (хС + 3)2 + (хС + 6)2 = xC

2;   xC
2 + 18хС + 45 = 0.

Ос таннє рівнян ня має два розв’яз ки {−3; −15}. Та-
ким чи ном, точ ки (−3; −3) і (−15; −15) рівновідда лені 
від осей ко ор ди нат і точ ки А.

2) Не хай xC = −yC. Тоді
СА2 = (хС + 3)2 + (− хС + 6)2 = xC

2;   xC
2 − 6хС + 45 = 0.

Отримане рівнян ня не має ко ренів.
Відповідь: (−3; −3), (−15; −15).

 

Прик лад 7. До ведіть, що 
су ма квад ратів відста ней 
від довіль ної точ ки ко ла до 

вер шин впи са но го в нь о го пра-
виль но го три кут ни ка не за лежить 
від по ло жен ня точ ки на колі.

До ве ден ня
Че рез центр О ко ла, опи са -

ного нав ко ло рівнос то рон нь о го 
три кут ни ка АВС, і йо го вер ши-
ну В про ве де мо вісь Оy; вісь Ох – 
паралельно АС (мал. 1.9).

17

Точ ки, рівновідда-
лені від осей ко ор-
ди нат, на ле жать 
бі сект ри сам ко ор-
ди нат них кутів і 
нав па ки.

Мал. 1.9
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Ко ор ди на ти довіль ної точ ки ко ла М(х; y) за до воль-
ня ють рівнян ня ко ла x2 + y2 = R2.

Дов жи на сто ро ни три кут ни ка АВС а = , тому ко-

ор ди на ти вер шин три кут ни ка 
 

,

,  мож на за пи са ти у та ко му ви-

г ляді: 

 

Тоді

;  MB2 = x2 + (y − R)2; 

.

Шу ка на су ма має виг ляд: 

MA2 + MB2 + MC2 =
 

 

3(x2 + y2) + 3R2 = 6R2, 

тоб то не за ле жить від по ло жен ня точ ки М на колі.
Щ. в. д.

18

Уміння роз в’я зува -
ти за дачі – та ке ж 
прак тич не мис те-
цт во, як і вміння 
пла ва ти, біга ти чи 
танцювати. Цього 
мож на навчитися 
тіль ки шля хом на-
слі ду ван ня і трену-
ван ня.

Д. Пойя

Прак тич на ро бо та 1

1. Нак ресліть де кар то ву сис те му ко ор ди нат і в ній поз нач те по дві точ ки: а) з абс ци-
са ми, що дорівнюють 3; б) з ор ди на та ми, що дорівнюють −2. За пишіть ко ор ди на-
ти цих точок.

2. Нак ресліть де кар то ву сис те му ко ор ди нат і в ній поз нач те дві точ ки та знайдіть 
їхні ко ор ди на ти. Об числіть відстань між точ ка ми за відповід ною фор му лою. 
Виміряй те відстань між задани ми точками і порівняй те отри мані резуль та ти.

3. Нак ресліть де кар то ву сис те му ко ор ди нат і поз нач те в ній точ ку. Знайдіть її ко ор-
ди на ти і нак ресліть ко ло з цент ром у цій точці. Виміряй те радіус ко ла і за пишіть 
йо го рівнян ня. Поз нач те довіль ну точ ку на колі. За пишіть її ко ор ди на ти. Чи по-
винні ко ор ди на ти цієї точ ки за до воль ня ти рівнян ня ко ла? Пе ревірте відповідь 
відповідним об чис лен ням.

Для допитливих
Опорна задача.  Доведіть, що координати центроїда трикутника дорів-
нюють середньому арифметичному відповідних координат вершин цього 
трикутника.
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4. Нак ресліть де кар то ву систему координат і в ній довільний три кут ник. За пишіть 
ко ор ди на ти йо го вер шин. Ко рис ту ю чись лінійкою, відміть те се ре ди ни йо го сторін 
і знайдіть ко ор ди на ти цих то чок. Об числіть ко ор ди на ти се ре дин йо го сторін за 
відповідною фор му лою. Порівняй те от ри мані ре зуль та ти.

Зав дан ня 1

1°. За пишіть ко ор ди на ти то чок, поз на че них на ко ор ди натній пло щині (ху) 
(мал. 1.10).

Мал. 1.10 Мал. 1.11

2°. Позначте на ко ор ди натній пло щині точ ки M(5; 4), N(−5; 4), K(−5; −4), T(5; −4), 
A(4; 0), B(−4; 0), C(0; 5), D(0; −5).

3°. По бу дуй те чо ти ри кут ник, як що відомі ко ор ди на ти йо го вер шин A(2; 3), B(3; −5), 
C(−4; −1), D(−5; 3).

4°. Не ви ко ну ю чи по бу до ви, вкажіть, у яких координатних чвер тях ле жать точ ки 
M(−0,3; 80), N(100; 200), K(−500; −1000), T(200; −0,1), L(−100; 0,3), S(120; −5).

5. На якій осі декартової системи координат зна хо дять ся точ ки з ко ор ди на та ми: 
а) A(0; 4); б) B(−2; 0); в) C(5; 0); г) D(0; −10)?

6. Че рез точ ку K(−4; 1) про ведіть прямі m і n, па ра лельні осям ко ор динат. 
а) Чи ле жать на пря мих m і n точ ки A(−4; 3), B(4; −3), C(2; 1), 
D(−2; −1)? б) Укажіть на пря мих m і n ко ор ди на ти то чок, які відда лені від точ-
ки K на 2 оди ниці.

7. За малюн ком 1.11 знайдіть ко ор ди на ти вер шин пря мо кут ни ка АВСD, сто ро ни 
яко го па ра лельні осям ко ор ди нат.

8. Три вер ши ни пря мо кут ни ка міс тять   ся в точ ках (−1; 4), (3; 4), (−1; −2). Знай діть 
ко ор ди на ти чет вер тої вер ши ни.

19

Для допитливих
Важ ли ву роль ма ла аналітич на ге ометрія у роз вит ку по нят тя чис ла. 
Від’ємні чис ла, відомі ще індійцям у VI–XI ст., євро пейсь кі ма те ма ти ки 
вва жа ли аб су рд ни ми. Навіть Вієт не виз на вав їх. Тіль ки зав дя ки аналі-
тичній ге о метрії Де кар та (пра ви ло ви бо ру знаків ко ор ди нат точ ки на ко ор-
ди натній пло щині) від’ємні чис ла повністю ут вер ди ли ся в ма те ма тиці.

Ціка во, що відкрит тя де кар то вих ко ор ди нат не на ле жить Де кар ту. 
Так, ста ро давній ма те ма тик Алек сандрійсь кої шко ли Апо ллоній (ІІІ–ІІ ст. 
до н. е.) фак тич но ко рис ту вав ся пря мо кут ною сис те мою ко ор ди нат, але 
замість ал геб раїчної сим воліки (яка ще не існу ва ла тоді) здійсню вав опис 
рівнянь че рез ге о мет ричні по нят тя. 
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Для допитливих
Фран цузь кий ма те ма тик Орезм у XIV ст. ко рис ту вав ся пря мо кут ни ми ко-
ор ди на та ми для графічної ілюстрації за леж ності двох змінних. Замість су-
час них термінів «абс ци са» і «ор ди на та» він ви ко рис то ву вав терміни «дов-
го та» і «ши ро та». Ідеї Орез ма не ма ли поширен ня, бо в ті ча си по нят тя 
функціональ ної за леж ності бу ло ще ду же ту ман ним.

9. Пе ревірте, чи ле жать на лінії y2 − x2 = 7 точ ки A(1; 8), B(3; 16), C(−5; 4).
10. Яка з то чок А(2; −1), В(−1; 3), С(0; −2) на ле жить лінії, рівнян ня якої |x| + 2y2 = 4?
11*. Сто ро на квад ра та дорівнює 6. Од на його вер ши на містить ся в по чат ку ко ор-

ди нат, а дві – на осях і ма ють невід’ємні ко ор ди на ти. Знайдіть ко ор ди на ти 
всіх вер шин квад ра та.

12*. Точ ка пе ре ти ну діаго на лей ром ба збі га єть  ся з по чат ком ко ор ди нат. Діаго налі 
ромба ле жать на осях ко ор ди нат. Дов жи на однієї діаго налі дорівнює 8 оди-
ниць, дру гої – 4 оди ниці. Які ко ор ди на ти мо жуть ма ти вер ши ни ром ба?

13. Да но точ ку A(2; 4). По бу дуй те точ ку, записавши її координати: 
 а) A1, си мет рич ну точці A віднос но осі Ox; 
 б) A2, си мет рич ну точці A віднос но осі Oy; 
 в) A3, си мет рич ну точці A віднос но по чат ку ко ор ди нат; 
 г*) A4, си мет рич ну точці A1 віднос но точ ки A2. 
14. Да но точ ку A(−3; 2). По бу дуй те точ ку: 
 а) A1, си мет рич ну точці A від нос но осі Ox; 
 б) A2, си мет рич ну точці A віднос но осі Oy; 
 в) A3, си мет рич ну точці A віднос но по чат ку ко ор ди нат; 
 г*) A4, си мет рич ну точці A3 віднос но точ ки A1. 
 За пишіть ко ор ди на ти по бу до ва них то чок.
15*. Чи на ле жать точ ки координатної пло щи ни, що за до воль ня ють рівнян ня 

y = x, мно жині то чок, яка за даєть ся рівнян ням |y| + y2 = |x| + x2?

Зав дан ня 2

1°. Знайдіть відстань між точ ка ми: а) A(3; 2) і B(1; −7); б) M(−4; −8) і N(2; 0); 
в) F(2; −1) і D(2; 4); г) G(3; −5) і H(6; −5).

2°. Знайдіть відстань від по чат ку ко ор ди нат до точ ки: а) A(2; 3); б) B(−7; 5); 
в) M(−3; 4); г) N(−4; −3).

3. Знайдіть пе ри метр три кут ни ка ABC, як що A(2; −1), B(−1; 3), C(2; 7).
4. До ведіть, що три кут ник FGH рівно бед ре ний, як що F(4; −2), G(−4; 4), 

H(−12; 10).
5*. До ведіть, що точ ки A, R і T ле жать на одній прямій, як що A(−3; −7), R(2; 3), 

T(0; 1). Яка з то чок ле жить між дво ма інши ми?
6*. Не ви ко ну ю чи по бу до ви то чок, з’ясуй те, чи ле жать точ ки K(0; −4), M(3; −2), 

N(7; 1) на одній прямій.
7. Відстань між точ ка ми А(m; −3) і В(1; 5) дорівнює 10. Знайдіть ко ор ди на ту m.
8*. На осі абс цис знайдіть точ ку, рівновідда ле ну від то чок M(−1; 4) і N(5; −7).
9*. На осях ко ор ди нат знайдіть точ ку, відда лену від точ ки P(6; −8) на: а) 16 оди-

ниць; б) 10 оди ниць; в) 4 оди ниці.
10*. Знайдіть точ ку, рівновідда ле ну від то чок K(4; −5) і T(−7; 8), як що: а) шукана 

точ ка ле жить на осі абс цис; б) шукана точ ка ле жить на осі ор ди нат; в) абс ци-
са й ор ди на та шуканої точ ки рівні.

11*. До ведіть, що чо ти ри кут ник з вер ши на ми А(4; 8), В(7; 3), С(4; −2) і D(1; 3) – 
ромб.

12**. Ко ор ди на ти всіх вер шин три кут ни ка – парні чис ла. До ведіть, що пло ща ць о-
го три кут ни ка ви ра жаєть ся на ту раль ним чис лом.

20
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Для допитливих
1. Чи мо жуть три ли царі, кож ний зі своїм зброє нос цем, пе реп ра ви ти ся че-
рез річку в човні, що вміщує ли ше двох осіб, як що зброє нос ці відмов ля-
ють ся за ли ша ти ся з нез найо ми ми ли ца ря ми без своїх ха зяїв? 
2. Учи тель на уроці ге о метрії за дав «хит ру» за да чу. Чис ло хлопців, які її 
розв’яза ли, дорівнює чис лу дівчат, які ць о го не зро би ли. Ко го в класі біль-
ше – тих, хто розв’язав за да чу, чи дівчат?

13**. Ко ор ди на ти вер шин А і В квад ра та ABCD – цілі чис ла. До ведіть, що ко ор ди-
на ти вер шин C і D – та кож цілі чис ла.

14°. Складіть рівнян ня ко ла з цент ром у точці О, радіус якого дорівнює R, як що: 

а) О(1; 2), R = 3;   г) О(3; 0), R = 4; 
б) О(−3; 4), R = 8;    д) О(0; −2), R = 6;
в) О(−5; −4), R = 1;   е) О(0; 0), R = 3.

15°. Запишіть ко ор ди на ти цент ра та радіус ко ла, за да но го рівнян ням: 

а) (х − 4)2 + (у + 5)2 = 4;  в) (х − 1)2 + у2 = 36;
б) (х + 3)2 + (у − 7)2 = 16; г) х2 + у2 = 100.

16°. На ко ор ди натній пло щині по бу дуй те ко ло, за да не рів  нян ням: 

а) х2 + у2 = 25;  б) (х − 1)2 + (у − 2)2 = 9;   в) х2 + (у + 4)2 = 16.

17°. Які з то чок А(0; 5), В(1; 2), С(5; −1), D(−5; 0), Е(−4; 3), F(−3; −4) ле жать на колі 
х2 + у2 = 25?

18°. Які з то чок A(0; 3), B(1; −4), C(−4; −3) нале жать колу (x − 1)2 + (y + 2)2 = 26?
19°. На ко ор ди натній пло щині по бу дуй те ко ло із цент ром у точ ці В(0; 4), діамет р 

якого дорівнює 4. За пишіть рівнян ня ць о го ко ла.
20. Складіть рівнян ня ко ла, що про хо дить че рез точ ку A(1; 7), як що йо го цент-

ром є точ ка М(−3; 5).
21. На колі х2 + у2 = 25 знайдіть точ ки: 
 а) з ор ди на тою −2; б) з абс ци сою 4; в) такі, що ле жать на осі абс цис; г) такі, 

що ле жать на осі ор ди нат.
22*. Знайдіть центр і радіус ко ла: 

а) x2 + 2x + y2 − 4y = 6; 

б) x2 + y2 − 6x + 8 = 3.

23. Яко му ко лу (мал. 1.12) відповідає рів нян  ня: 

а) (х − 2)2 + (у − 2)2 = 4; 

б) х2 + у2 = 4;

в) (х + 2)2 + (у + 2)2 = 4?
24*. Знайдіть відстань між цент ра ми кіл: 

а) x2 + y2 + 6x + 8y = 0  і  x2 + y2 − 10x − 6y = 2; 

б) x2 + y2 − 2x − 2y = 2  і  x2 + y2 + 6x + 4y = 3.

25*. Ко ло до ти каєть ся до ко ор ди нат них осей. 
Знайдіть ко ор  ди на ти точ ки до ти ку ко ла до 
осі Оy, як що точ ка М(3; 0) – точ ка до ти ку до 
осі Оx. 

26*. За пишіть рівнян ня ко ла, яке до ти каєть ся до ко ор ди нат них осей і про хо дить 
че рез точ ку (0; −1).

27*. Знайдіть ко ор ди на ти цент ра ко ла, радіус яко го дорів нює 2 і яке до ти каєть ся 
до осей ко ор ди нат.

28*. За пишіть рівнян ня ко ла, яке до ти каєть ся до ко ор ди нат них осей і про  хо дить 
че рез точ ку (1; 2).

21

Мал. 1.12
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Для допитливих
1. Декіль ка шахістів у пар ку цілий день гра ли в ша хи. Оскіль ки во ни ма-
ли ли ше один комп лект шахів, то вста но ви ли та кий по ря док гри. Той, хто 
виг рає партію, – про пус кає дві нас тупні. Той, хто прог рає партію, – про-
пус кає чо ти ри нас тупні. У ви пад ку нічиєї – у прог раші за ли шаєть ся той, 
хто грав біли ми фігу ра ми. Скіль ки бу ло шахістів, як що цих пра вил вда ло-
ся дот ри ма ти ся?
2. Існу ють шахівниці, що ма ють бор ти ки для то го, щоб фігу ри не па да ли з 
них під час гри, нап рик лад у поїзді. Спро буй те розмісти ти на такій дошці 
28 плас ти нок доміно, кож на з яких зай має тіль ки дві клітин ки дош ки, 
так, щоб жод ну з плас ти нок не мож на бу ло зру ши ти з місця у пло щині 
шахівниці.

29°. Знайдіть ко ор ди на ти се ре ди ни відрізка AB, як що A(−4; 7), B(12; −5).
30. Точ ка K – се ре ди на відрізка NP, K(5; −7), P(−3; 8). Знай діть ко ор ди на ти точ-

ки N.
31. Знайдіть дов жи ну медіани AM три кут ни ка ABC, як що A(5; 1), B(−3; −2), 

C(−5; −6).
32. Складіть рівнян ня ко ла, діамет р якого дорівнює АВ, як що A(4; −9), B(−6; 5). 
33*. Діагоналі па ра ле лог рама ABCD пе ре ти наються в точці O. Знайдіть ко ор ди на-

ти то чок C і D, якщо відомо ко ор ди на ти точок A(−1; 6), B(8; −3), O(3; −2). 
34*. Чотирикутник MNPK – па ра ле лог рам, причому M(1; −2), N(2; 3), P(5; 6). 

Знайдіть ко ор ди на ти точ ки K.
35**. На осі ор ди нат знайдіть точ ки, з яких відрізок АВ вид но під пря мим ку том, 

як що: 
 а) А(−4; −1), В(12; 1);  б) А(0; 6), В(6; 14).
36**. На осі абс цис знайдіть точ ки, з яких відрізок АВ вид но під пря мим ку том, 

як що: 
 а) А(−4; −1), В(12; 1);  б) А(4; 0), В(6; 14).
37*. Відрізок АВ поділе но на 3 рівні час ти ни: АС = CD = DB. Знайдіть ко ор ди на ти 

то чок C і D, як що А(1; −2), В(4; 4).
38*. Відрізок MN поділе но на 4 рівні час ти ни MP = PT = TK = KN. Знайдіть ко ор-

ди на ти то чок P, K, N, як що M(7; −13) і T(−5; 1).
39**. Не хай A(xA; yA), B(xB; yB), M(xM; yM). Відо мо, що точ ка М на ле жить відріз- 

ку АВ і АМ : МВ = λ. До ведіть, що
 

.

40**. Відрізок АВ поділе но точ кою M у відно шенні 1 : 2. Знайдіть ко ор ди на ти точ-
ки M, як що А(5; 3), В(−1; −3).

41**. За да ни ми вер ши ною три кут ни ка А(3; −2) і се ре ди ною про ти леж ної сто ро ни 
М(−6; 2) знайдіть ко ор ди на ти цент ра мас три кут ни ка.

42**. Знайдіть ко ор ди на ти точ ки пе ре ти ну медіан три кут ни ка АВС, як що відо мо 
ко ор ди на ти: 

 а) йо го вер шин: А(4; 1), В(2; 1), С(4; 3); 
 б) се ре дин сторін три кут ни ка: М1(−3; 2), М2(1; 0), М3(3; 4). 
43**. Доведіть, що AL – бісектриса внутрішнього кута трикутника АВС, якщо: 

а) А(4; 1), В(6; 5), С(2; 7), L(3; 4); 
 б) А(0; 7), В(−4; −1), С(12; 1), L(2,4; −0,2).
44**. Точ ки А(9; 4), В(−3; −1), C(3; 4) є вер ши на ми три кут ни ка АBC, АK – його 

бісект ри са. Знайдіть: 
 а) ко ор ди на ти точ ки K; 
 б) дов жи ну бісектри си АK.
45**. Скільки на площині існує таких точок, сума квадратів відстаней від кожної з 

яких до даних двох точок А(2; 3) і В(−2; −1) дорівнює 5,5?

22
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Для допитливих
1. А чи мо же те ви відповісти на запи тан ня, чо му в ал гебрі лінійну функцію 
не за да ють у виг ляді ax + by + c = 0? По ра да. При га дай те оз на чен ня функції.
2. Якій мно жині то чок на ко ор ди натній пло щині відповідає ви па док а = 0, 
b = 0 і с ≠ 0? А ви па док а = 0, b = 0 і с = 0?

    Рівнян ня  пря мої

  ЗА ГАЛЬ НЕ  РІВНЯН НЯ  ПРЯ МОЇ
З кур су ал геб ри відо мо, що графіком функції y = kx + l 

є пря ма. Цю рівність ще на зи ва ють рівнян ням пря мої.
Ми з’ясуємо, чи будь-якій прямій на ко ор ди натній 

пло щині відповідає рівнян ня y = kx + l. 
З цією метою знай де мо рівнян ня довіль ної пря мої n 

де кар тової площини, спи ра ю чись на влас тивість се-
редин  но го пер пен ди ку ля ра до 
від різка. 

Позначи мо на ко ор ди-
нат ній пло щині дві точ  ки 
А(х1; y1) і В(х2; y2) так, щоб 
пря ма n бу ла се ре дин ним 
пер пен ди ку ля ром до відрізка 
АВ (мал. 1.13). Тоді, за влас-
тивістю се ре дин но го пер пен-
ди ку ля ра до відріз ка, довіль-

на точ ка М(x; y) пря мої n рівновідда ле на від кінців 
від різка АВ, тоб то АМ = ВМ і АМ2 = ВМ2: 

(x − x1)2 + (y − y1)2 = (x − x2)2 + (y − y2)2.
Після розк рит тя ду жок і зве ден ня подібних до дан-

ків от ри маємо: 
2(x1 – x2)x + 2(y1 – y2)y + x2

2 + y2
2 – x1

2 – y1
2 = 0.

У ць о му співвідношенні зна чен ня чи сел x і y мо жуть 
змі ню  ва ти ся (як ко ор ди на ти довіль ної точ ки М пря мої 
n), а чис ла х1, y1, х2, y2 при ць о му не зміню ють ся. 

Звідси ко ор ди на ти x і y довіль ної точ ки пря мої n за-
до воль ня ють рівнян ня

ax + by + c = 0, 
де a = 2(x1 − x2), b = 2(y1 − y2) і c = x2

2 − x1
2 + y2

2 – y1
2 – 

сталі ве ли чи ни для да ної пря мої.
Важливе зауваження. Як що де я ка точ ка K не 

на ле жить за даній прямій n (мал. 1.13), то АK2 ≠ ВK2 (за 
власти вістю серединного перпендикуляра до відрізка), 
і ко ор ди на ти цієї точ ки не за до воль ня ють рівнян ня 
пря мої n.

Рівнян ня ax + by + c = 0 на зи ва ють за галь ним рів-
нян  ням пря мої. Ще ка жуть, що пря му за да но 
рівнян ням за галь но го виг ля ду, або рівняння пря-
мої записано у загальній (канонічній) формі.

23

З усіх мов світу 
найк ра ща – це мо-
ва штуч на, вель ми 
стис ла, мо ва ма те-
ма ти ки.

М. І. Ло ба чевсь кий

ax + by + c = 0
загальне рівняння 

прямої,
або

рівняння прямої 
у загальній 

(канонічній) формі

Точка (x0; y0) 
НАЛЕЖИТЬ пря-
мій ax + by + c = 0 
тоді і тільки тоді, 
ЯКЩО 
ax0 + by0 + c = 0.

K

Мал. 1.13
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Для допитливих
У про цесі на у ко вих досліджень лю ди на праг не з уже відо мих їй знань 
діста ти нові. Ці нові знан ня на зи ва ють вивідни ми. Давньоіндійські логіки 
час то на во ди ли та кий прик лад. Не хай відомо, що «там, де дим, є і во гонь» 
і що «на па горбі є дим». Тоді на ос нові цих відо мос тей діста не мо но ве – 
вивідне знан ня: «на па горбі є во гонь». Як що вихідні дані бу ли істин ни ми, 
то не треба підніматися на па горб, аби пе ре ко на ти ся, що там є вог онь.

Ви ни кає за пи тан ня, чи мож на ска за ти, що за галь не 
рівнян ня пря мої і рівнян ня пря мої y = kx + l, з яким ми 
оз найо ми ли ся в курсі ал геб ри, рівно сильні?

Як що рівнян ня ax + by + c = 0 поділи ти на b, то йо го 
справді мож на предс та ви ти у виг ляді y = kx + l. Але це 
мож на зро би ти ли ше у ви пад ку, ко ли b ≠ 0! 

Нап рик лад, прямій, зоб ра женій на малюн ку 1.14, 
відповіда ють рівно сильні рів нян ня 4x − 2y + 13 = 0 і 
y = 2x + 6,5. (Друге можна отримати з першого, якщо 
його поділити на b = −2 ≠ 0.)

Як що b = 0 і a ≠ 0, рівнян ня прямої можна записати 

у вигляді  . Його за до воль ня ють точ ки з довільною

ор ди на тою і ста лою абс ци сою. Це мо же бу ти тіль ки 
пря ма, па ра лель на осі Оy (мал. 1.15).

Мал. 1.14     Мал. 1.15

Ви пад ок а = 0 і b ≠ 0 відповідає пря мій , точ ки

якої ма ють ста лу ор ди на ту і довіль ну абс ци су. Це пря-
ма, па ра лель на осі Ох (мал. 1.16).

Як що с = 0, то ко ор ди на ти точ ки (0; 0) за до воль ня ють 
рівнян ня пря мої і вона про хо дить че рез по ча ток ко ор ди-
нат. У цьому випадку рівнян ня прямої можна записати 
у вигляді прямої пропорційності y = kx (мал. 1.17). 

Мал. 1.16     Мал. 1.17
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Рівняння 
прямої n:

 

n � Oy
можна записати як

y = kx + l;

n � Oy
має вигляд 

x = const;

n � Ox
має вигляд 

y = const;

має вигляд 
y = kx – пряма 

пропорційність.

Нагадаємо:
(1) ⇔ (2) − 

тверд жен ня рівно-
сильні, (1) ⇒ (2) і 
(2) ⇒ (1).
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Для допитливих
На у ка про за ко ни і фор ми мис лен ня на зи ваєть ся логікою. До триман ня за-
конів логіки – не одмінна умо ва до ка зо вості й істин ності на ших мірку вань. 

За кон то тож ності (один із чо тирь ох ос нов них за конів логіки) ви ма гає, 
щоб од на й та са ма дум ка, яка на во дить ся в да но му умо ви воді, при пов то-
ренні ма ла один і той са мий зміст. 

За кон су пе реч ності по ля гає в то му, що не мо жуть бути од но час но істин-
ни ми два про тилежні твердження. 

За кон вик лю чен ня треть о го (з ла тинсь кої – «треть о го не да но») стве р-
д жує, що з двох су пе реч ли вих вис лов лювань про один і той са мий об’єкт 
одне – обов’яз ко во істин не (пригадайте спосіб доведення від супротивного). 

За кон дос татньої підста ви ви ма гає, щоб кож на істин на дум ка бу ла 
обґ рун то ва на.

Вис но вок.
Загальне рівняння прямої ax + by + c = 0. При 

цьому: 
• тіль ки за умо ви b ≠ 0 рівнян ня пря мої мож на за пи-

са ти у виг ляді y = kx + l; графік пря мої не  па ра лель-
ний осі Оy; 

• при b = 0, a ≠ 0 – пря ма, па ра лель на осі Оy; її 
рівнян ня x = m не мож на предс та ви ти у виг ляді 
y = kx + l;

• при а = 0, b ≠ 0 – пря ма, па ра лель на осі Ох;  її рів-
нян ня y = l;

• при с = 0, a ≠ 0, b ≠ 0 – рівнян ня пря мої про пор-
ційності y = kx.

РІВНЯН НЯ  ПРЯ МОЇ,  ЩО  ПРО ХО ДИТЬ 
ЧЕ РЕЗ  ДВІ  ЗА ДАНІ  ТОЧ КИ

Че рез дві точ ки мож на про вес ти пря му і до того ж 
ли ше од ну – це аксіома геометрії. Знайде мо рівнян ня 
пря мої, яка про хо дить че рез дві за дані точ ки ко ор ди-
нат ної пло щи ни А(х1; y1) і В(х2; y2). 

Мож ливі два ви пад ки: пря ма АВ па ра лель на осі Оy і 
пря ма АВ не па ра лель на осі Оy. 

ВИПАДОК 1.
Як що пря ма па ра лель на осі Оy, то абс ци си всіх 

її то чок од на кові. Тобто це ви пад ок, ко ли х1 = х2  λ. 
Рівнян ня шу ка ної пря мої: x = λ. 

Рівнян ня пря мої, яка про хо дить че рез дві за дані 
точ ки, абс ци си яких од на кові, А( ; y1) та В( ; y2), має 
виг ляд x  .

ВИПАДОК 2. 
Нехай абс ци си заданих точок різні: x1

 ≠ x2.
Шу ка на пря ма не  па ра лель на осі Оy, тоді її рівнян-

ня мож на за пи са ти у виг ляді y = kx + l. 
Точ ки А і В нале жать цій прямій. Тоді їхні ко ор ди-

на ти за до воль ня ють рівнян ня пря мої: 
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– якщо x1 = x2 = n
x = n;

– якщо y1 = y2 = m
y = m;

– якщо x1 ≠ x2

y = kx + l,
де k і l знайдемо з:

.

Шукаємо 
рівняння прямої:

Нагадаємо:
 − «позначили як».
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Для допитливих
Анг лійсь кий ма те ма ти к Чарль з Лютвідж Дод жсо н (1832–1898) дру ку-
вав свої каз ки і збірни ки з ціка вої ма те ма ти ки та логіки під псев донімом 
Льюїса Кер ро ла. Який із законов логіки (с. 25) порушив у його казці 
Чеширський кіт, коли розмовляв з Алісою?

– А звідки Ви знаєте, що Ви не у своєму ро зумі? – спитала Аліса.
– Поч не мо з то го, що Пес у своєму ро зумі. Згод на? – відповів Кіт.
– При пус ти мо, – погодилася Аліса. 
– Далі, – сказав Кіт, – Пес гар чить, ко ли сер дить ся, а ко ли за до во ле-

ний, ви ляє хвос том. Ну а я мур ко чу, ко ли за до во ле ний, і ви ляю хвос том, 
ко ли серд жу ся. То му я не у своєму ро зумі.

Маємо сис те му двох лінійних рівнянь для двох 
невідо мих ко ефіцієнтів k і l. Як що від дру го го рівнян-
ня відня ти пер ше, діста не мо

y2 − y1 = k(x2
 − x1),   

Як що підста ви ти це зна чен ня k в од не з двох вихід-
них рівнянь системи, можна знай ти і зна чен ня ко ефі-
цієнта l.

У ви пад ку, що розг ля даєть ся, пря му на ко ор ди-
натній пло щині мож на зоб ра зи ти так, як предс тав ле но 
на малюн ку 1.18. 

Мал. 1.18

Тоді маємо:  або 

Та ким чи ном, ко ефіцієнт k у рівнянні пря мої 
y = kx + l з точністю до зна ка дорівнює тан ген су ку та, 
під яким ця пря ма перетинає пря му, що збігаєть ся з 
віссю абсцис. То му цей ко ефіцієнт на зи вають  ку то вим 
ко ефіцієнтом пря мої.

НЕ ОБХІДНА  І  ДОС ТАТ НЯ  УМО ВА 
НАЛЕЖНОСТІ  ТРЬ ОХ  ТО ЧОК  ОДНІЙ  ПРЯМІЙ

Те о ре ма. Не обхідною і дос татнь ою умо вою роз-
мі щен ня трь ох то чок С(x; y), А(x1; y1), В(x2; y2) на 
одній прямій є ви ко нан ня співвідно шень

(Тоб то існує та ке чис ло λ, що вка зані співвідно шен ня 
ви ко нують ся.)
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Для допитливих
У казках Льюїса Ке рро ла зна хо ди мо чу дові прик ла ди «до ве день», у про цесі 
яких його ге рої до пус ка ють по ру шен ня за ко ну дос татньої підста ви (с. 25):

– Зніми сво го ка пе лю ха, – ска зав Ко роль Ка пе лю ш нику.
– Він не мій, – відповів Ка пе люшник.
– Кра де ний! – зак ри чав Ко роль і тріумфуюче по вер нув ся до при сяж них, 

які миттю взя ли ся за гри фелі.
– Я їх три маю для про да жу, – по яс нив Ка пе люш ник. – У ме не своїх не-

має, ад же я ка пе лю хо вих справ майс тер.

І. До ве де мо не обхідну умо ву. Як що точ ка С(x; y) на -
лежить прямій, що про хо дить че рез точ ки А(x1; y1) і 
В(x2; y2), то 

До ве ден ня

Мож ливі два випадки: С ∈ [АВ] і С ∉ [АВ].
1  Точ ка С на ле жить відрізку АВ (мал. 1.19-а).
Маємо ви па док, який бу ло розг ля ну то раніше 

(c. 15), ко ли точ ка С поділя ла відрізок АВ у відно шенні 
|AC| : |CB| = n : m. Тоді

Ана логічно  і тверд жен ня умови ви ко-
нуєть ся.

2  Точ ка С не на ле жить відрізку АВ (мал. 1.19-б).

Мал. 1.19

По з на чи мо за те о ре мою Фа ле са |AC| : |CB| = n : m = λ.

Вираз під знаком модуля додатний (див. с. 15), тоді

Ана логічно  і тверд жен ня умови ви ко -

нуєть ся.
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НЕОБХІДНІСТЬ
І

ДОСТАТНІСТЬ

8
Точки (x; y), (x1; y1), 

(x2; y2) лежать 
на одній прямій.

Геометрія є пізнан-
ня всього існую чо-
го.

Платон
(IV ст. до н. е.)

Нагадаємо:
∈ − «належить»;
∉ − «не належить»;
[AB] − відрізок AB.
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Для допитливих
Логіка геометрів, або методи доведення, які Евклід з’ясував і встановив 
щодо теореми, – це поширення загальної логіки.

Г. Лейбніц

По вер не мо ся до за ко ну вик лю чен ня треть о го (див. с. 25). Цей за кон 
співстав ляє два тверд жен ня, од не з яких є за галь но ст ве рд жу валь ним, а 
дру ге – час тково  за пе ре чу валь ним. Нап рик лад: «Нав ко ло будь-яко го чо-
ти ри кут ни ка не мож на опи са ти ко ло» і «Нав ко ло де я ких чо ти ри кут ників 
мож на опи са ти ко ло»; «Усі парні чис ла скла дені» і «Де які парні чис ла не є 
скла де ни ми». 

Зауважимо, як що зістав ля ти два про ти лежні за галь но ст ве рд жу вальні 
вис лов люван ня, то во ни обид ва мо жуть бу ти хиб ни ми. Нап рик лад: «Усі 
парні чис ла скла дені» і «Усі парні чис ла неск ла дені» (існує тре тя мож-
ливість: «Де я ке пар не чис ло є неск ла де ним» – це просте чис ло 2). 

Тоб то з істин ності тверд жен ня А вип ли ває хибність тверд жен ня, про ти-
леж но го до А; з хиб ності тверд жен ня А не вип ли ває істинність тверджен-
ня, про ти леж но го до А (во но мо же бу ти як пра виль ним, так і хиб ним).

ІІ. До ве де мо дос тат ню умо ву (тверд жен ня, обер не-
не до тверджен ня І): як що для то чок С(x; y), А(x1; y1), 
В(x2; y2) ви ко нуєть ся співвідно шен ня 

то ці точ ки на ле жать одній прямій. 
До ве ден ня

Про ве де мо до ве ден ня від суп ро тив но го. Не хай ви ко-
ну ють ся вка зані умо вою співвідно шен ня, але С ∉ (AB). 

Візь ме мо на прямій АВ та ку точ ку Р, для якої: 
|AP| : |CP| = λ. Тоді (за необхідною умовою I) ко ор ди на ти 
точ ки Р дорівню ють:

  і  

– координатам точки C, тоб то точ ки Р і С збіга ють ся, 
що су пе ре чить при пу щен ню. Тоді твердження умови 
виконується.

Те о ре му до ве де но.

Наслідок. Рівнян ня пря мої у відрізках. Рів нян ня 
пря мої, яка про хо дить че рез точ ки А(x1; y1) і 
В(x2; y2) і яка не па ра лель на осям ко ор ди нат (x1 ≠ x2 

і y1 ≠ y2), мож на за пи са ти у виг ляді  

За до ве де ною те о ре мою маємо, що всі точ ки да ної 
пря мої (x; y) і тіль ки во ни за до воль ня ють умо ву

Знайдемо з кожного співвідно шення вирази для λ і 
прирівняємо їх:

28

рівняння прямої 
у відрізках

необхідна й 
достатня умови 

належності трьох 
точок одній прямій
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Для допитливих
Прий няв ши кож не із суд жень за істин не, з’ясуй те, чи є перше з тверд жень 
в кожній парі дос татнь ою підста вою (див. с. 25) для дру го го.
1. «Три кут ник АВС дорівнює три кут ни ку АВD»; «Три кут ни ки АВС і АВD 
рівно ве ликі».
2. «Ця кни жка ціка ва»; «У цій книжці чу дові ма люн ки».
3. «Діаго налі да но го чо ти ри кут ни ка взаємно пер пен ди ку лярні»; «Да ний 
чо ти ри кут ник – ромб».
4. «З А вип ли ває В, і з В вип ли ває С»; «З А вип ли ває С».
5. «Вис ловлення p → q істин не»; «Вис ловлення � q → � p істин не». (Знак 
«�» оз на чає «про ти леж не тверд жен ня».)

Тоді умову належності трьох точок одній прямій 
можна записати у вигляді

ПРИК ЛА ДИ  РОЗВ’ЯЗУ ВАН НЯ  ЗА ДАЧ
Прик лад 1. За пишіть рівнян ня пря мої, яка про хо-

дить че рез точ ку А(− 6; 7) па ра лель но осі ординат.
Розв’язан ня

Шу ка на пря ма па ра лель на осі Оy, тоді абс ци си то-
чок цієї прямої од на кові й дорівню ють абс цисі точ ки А. 
Рівнян ня пря мої х = −6.

Відповідь: х = −6.
Прик лад 2. Да но три точ ки: А(1; −3); В(−5; 4) і 

С(3; 1). За пишіть рівнян ня пря мої, що містить медіану 
AM три кут ни ка АВС.

Розв’язан ня
1) Ко ор ди на ти се ре ди ни від  різ ка ВС – точ ка 

М(xM; yM) (мал. 1.20):

2) Знай де мо рівнян ня пря-
мої АМ. Маємо xM ≠ xA, тоді 
рівнян ня (АМ) мож на шу ка ти 
у виг ляді y = kx + l. Точ ки А і М 
ле жать на цій прямій, тоб то їх 
координати за до воль ня ють шу-
ка не рівнян ня:

   l = −0,25,   k = −2,75.

Відповідь: y = −2,75x − 0,25.

29

Рівняння прямих, 
паралельних осям 
координат:

1)

x = xA

2)

y = yB

Ми ніколи не ста не-
мо матема тика ми, 
на віть знаючи напа-
м’ять усі чужі до ве-
дення, якщо наш 
розум не здат ний са-
мостійно роз  в’я зу-
вати проб леми.

Р. Декарт

Мал. 1.20

Зав дан ня 3

1°. Знайдіть ко ор ди на ти то чок пе ре ти ну з ося ми ко ор ди нат пря мої: 
а) 4х − 3у + 12 = 0; б) y = −4x + 7; в) y = −0,5x − 2,5.
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Для допитливих
Софізм (від грець ко го «хит рий вик ру тас», «ви гад ка», «хибний умо ви від») – 
мірку ван ня, по бу до ва не так, що містить нав мис не до пу ще ну логічну по-
мил ку і при во дить до хиб них вис новків. Першим увів софізми Протагор із 
Абдери (бл. 480–410 рр. до н. е.).

Най частіше софістичні мірку ван ня ґрун ту ють ся: на зовнішній подіб-
ності явищ; на нав мис не неп ра виль но му до борі по си лок; на то му, що пев-
ний факт ви ри ваєть ся із за галь но го зв’яз ку об’єктів; на двоз нач ності слів; 
на підміні по нять то що.

Спро буй те роз га да ти софізм М. Г. Чер ни шевсь ко го, який він зап ро по ну-
вав у 1846 році своєму бра тові Олек са нд ру.

Квад рат будь-якої сто ро ни ту по кут но го три кут ни ка, що ле жить про ти 
ту по го ку та, дорівнює сумі квад ратів двох інших сторін ць о го три кут ни ка.

До ве ден ня
У три кут нику АВС кут В тупий. Прове  де мо перпендикуляр СD до 

прямої AВ. Тоді АС2 = AD2 + CD2 і СD2 = СВ2 − BD2. Підста ви  мо зна че ння CD2 
з дру гої рівності у пер шу: AC2 = AD2 + BC2 − BD2. Звідси AC2 − BC2 = AD2 – 
– BD2. Але AD = AB + BD, то му AD2 – BD2 = АВ2. Тоді AC2 − BC2 = АВ2.

Тверд жен ня до ве де но?!
Чер ни шевсь кий закінчив лист із софізмом сло ва ми: «Десь тут має при-

хо ву ва ти ся об ман; віднайшов ши йо го, ти зро биш ве ли ку пос лу гу люб ля чо-
му те бе бра ту Ми колі Чер ни шевсь ко му».

2°. Пря ма за да на рівнян ням x – 4y + 8 = 0. Які з то чок A(0; 2), B(−1; 1), C(2; 0,5), 
D(8; 0) на ле жать цій прямій, а які не на ле жать?

3°. Пе ревірте, чи про хо дить пря ма y = 7x – 1 че рез точ ки A(1; −1), B(0; −1), C(1; 6), 
D(−3; 2).

4°. По бу дуй те на координатній площині прямі: 

 а) 3x − 6y + 1 = 0; б) x − y = 7; в) y = 5x; г) 
 
д) y = 3; е) x = – 2.

5°. По бу дуй те на координатній площині прямі, які про хо дять че рез точ ку K(−4; 3) 
па ра лель но осям ко ор ди нат. За пишіть їх рівнян ня.

6°. За пишіть рівнян ня пря мої, яка па ра лель на осі ор ди нат і про хо дить че рез точ-
ку (−6; 0).

7. За пишіть рівнян ня пря мої, яка па ра лель на осі абс цис і відсікає на до датній 
півосі ор ди нат відрізок, дов жи на яко го дорівнює 10.

8. За пишіть рівнян ня пря мих, які па ра лельні осі абс цис і кож на з яких відсікає 
на півосі ор ди нат відрізок, дов жи на яко го дорівнює 4.

9. Відо мо, що графік функції y = ax + 5 про хо дить че рез точ ку М(4; 13). Знайдіть 
зна чен ня па ра мет ра а.

10°. Знайдіть точ ки пе ре ти ну з ося ми ко ор ди нат пря мої: 
 а) y = 3x − 1; б) 2x + 3y = 7; в) y = 5; г) x = 3; д) 4x − 3y + 12 = 0; е) 5x = 3y.
11. Од на з вер шин квад ра та зна хо дить ся в по чат ку ко ор ди нат, а про ти леж на вер-

ши на має ко ор ди на ти (−2; 2). За пишіть рівнян ня пря мих, на яких ле жать сто-
ро ни квад ра та.

12. Од на з вер шин пря мо кут ни ка має ко ор ди на ти (0; 0), а про ти леж на вер ши на – 
координати (5; −3). За пишіть рівнян ня пря мих, на яких ле жать сто ро ни пря-
мо кут ни ка, як що во ни па ра лельні осям ко ор ди нат.

13*. Од на з вер шин квад ра та ле жить у точці (5; 5). Точ ка пе ре ти ну діаго на лей має 
ко ор ди на ти (7; 7). 
1) Складіть рівнян ня пря мих, на яких ле жать сто ро ни квад ра та.
2) Знайдіть: а) дов жи ну сто ро ни квад ра та; б) дов жи ни діаго налей квадрата.

14°. За пишіть рівнян ня пря мої у виг ляді y = kx + l і знайдіть її ку то вий 
ко е фіцієнт: 

 а) 2x − 4y = 5; б) 3x + y = 7; в) x − 2y − 3 = 0; г) 3x + 4y − 1 = 0; д) 3x = 5y; е) 5y = 12.

30

Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   30Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   30 7/1/2009   13:07:027/1/2009   13:07:02



15. Складіть рівнян ня пря мої, що про хо дить че рез точ ку M(1; −3) і має куто вий 
ко ефіцієнт: 

 а) −2; б)  в)  г) 

16. Пря ма про хо дить че рез по ча ток ко ор ди нат і має ку то вий ко ефіцієнт, що 
дорівнює 4. За пишіть рівнян ня цієї пря мої. Чи на ле жить їй точ ка М(2; 5)?

17*. Знайдіть рівнян ня пря мої, яка про хо дить че рез точ ки: а) А(−1; 0) і В(0; 2); 
б) А(−5; 16) і В(−5; 12,5); в) А(1; −2) і В(3; 2); г) А(1; −12) і В(23; −12).

18*. Складіть рівнян ня пря мої, графік якої про хо дить че рез точ ки A і B: а) A(4; 0), 
B(0; 5); б) A(1; 1), B(2; 2); в) A(−1; 7), B(−1; 4); г) A(−3; 2), B(−1; 5); д) A(7; −3), 
B(0; 0).

19*. За пишіть рівнян ня кож ної з пря мих, гра фі-
ки яких зоб ра же но на малюн ку 1.21.

20*. Знайдіть ку то вий ко ефіцієнт пря мої, як-
що во на про хо дить че рез точ ки A і B, які 
ма ють такі ко ор ди на ти: а) A(0; 3), B(8; 1); 
б) A(−1; 3), B(4; −5); в) A(1; −4), B(−7; 1); 
г) A(−8; −1), B(−3; −5).

21*. Знайдіть градусні міри кутів, які ут во рює 
з до дат ним нап ря мом осі абс цис пря ма: 

 а) у = х – 2; б) х + у – 3 = 0; в) .
22*. Знайдіть ко ефіцієнти а і b у рівнянні пря-

мої ах + bу = 1, як що во на про хо дить че рез 
точ ки A(1; 2) і B(2; 1).

23*. Складіть рівнян ня пря мої, яка про хо дить 
че рез цент ри двох за да них кіл:
а) x2 + y2 − 4x + 2y = 0  і  x2 + y2 − 10x − 6y = 2; 
б) x2 + y2 + 2x + 2y = 2  і  x2 + y2 − 6x − 4y = 3.

24*. На пишіть рівнян ня пря мої, яка про хо дить че рез точ ку A(8; 2) і ут во рює з до-
дат ним нап ря мом осі абс цис кут: а) 30°; б) 45°; в) 60°; г) 135°.

25*. Дов жи ни діаго на лей ром ба дорівню ють 8 оди ниць і 4 оди ниці. За пишіть 
рівнян ня пря мих, на яких ле жать сто ро ни ром ба, як що йо го біль ша діаго наль 
нале жить осі Ox, а мен ша – осі Oy.

26*. Вер ши ни три кут ни ка ма ють ко ор ди на ти M(2; 6), N(−6; 0), K(−3; −4). Складіть: 
а) рівнян ня пря мих, що містять сто ро ни три кут ни ка; 

 б) рівнян  ня пря мих, що містять медіани три кут ни ка. 
27*. Пе ревірте, чи ле жать на одній прямій точ ки з ко ор ди на та ми: 
 а) (0; −2), (3; 0), (6; 2), (5; 7); б) (1; −2), (4; 1), (0; −5), (3; 0). 
28*. Знайдіть ор ди на ту точ ки M(10; y), яка ле жить на пря мій, що про хо дить че рез 

точ ки (2; 0) і (0; −3).
29*. Знайдіть абс ци су точ ки K(x; 4), яка ле жить на прямій, що про хо дить че рез 

точ ки (5; 0) і (0; 5).
30*. Точ ка K ле жить на одній прямій з точ ка ми A(2; 1) та B(−4; −2) і має рівні між 

со бою ко ор ди на ти. Знайдіть зна чен ня ко ор ди нат точ ки K.
31**. Знайдіть ко ор ди на ти вер ши ни С три кут ни ка АВС і запишіть рівнян ня його 

сторін, як що да но ко ор ди на ти вер шин А(3; 4) і В(−5; 6) і се ре ди ну сто ро-
ни ВС – точ ку М(−5; 3).

31

Мал. 1.21
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  Взаємне  розміщен ня  двох  пря мих 
на  ко ор ди натній  пло щині

Розг ля не мо усі три мож ливі ви пад ки взаємно го роз-
міщен ня двох пря мих на пло щині. 

ПРЯМІ  ЗБІГА ЮТЬ СЯ
Як що прямі збіга ють ся, то 

їхні рівнян ня a1x + b1y + c1 = 0 і 
a2x + b2y + c2 = 0 – рівно сильні, 
тоб то опи су ють од ну й ту са му 
мно жи ну то чок координатної 
пло щи ни. То ді во ни мо жуть 
від різня ти ся ли ше мно жен ням 
на деяке чис ло λ ≠ 0:

Нап рик лад, рівнян ня 2x − 4y + 6 = 0 і x − 2y + 3 = 0 
рівно сильні, бо перше відрізня єть ся від другого м но -

женням на чис ло 
 

Во ни опи су ють од ну 

й ту са му мно жи ну то чок – од ну пря му (мал. 1.22).

Зауваження. Ми розглянули випадок, коли a1,2 ≠ 0, 
b1,2 ≠ 0 і c1,2 ≠ 0.  Зрозуміло, якщо якась з цих пар до-
рів нює нулю, то її не можна включати у наведене 
відношення (ділити на нуль не можна). Наприклад, 
якщо c1,2 = 0, a1,2 ≠ 0 і b1,2 ≠ 0, маємо два рівняння 
прямої пропорційності, що описують одну пряму за 

умови  .

ПРЯМІ  ПА РА ЛЕЛЬНІ
Нехай прямі не паралельні осям координат. Тоді їх 

рівняння можна записати у вигляді y = k1x + l1 і y = k2x + l2. 
Як що ці прямі па ра лельні, то ку ти, ут во рені ними 

з прямою, що містить вісь Ох, рівні (мал. 1.23). Тоді 
зна чен ня тан генсів цих кутів та кож рівні і ку тові 
коефіцієнти у рівнян нях цих пря мих рівні між со бою: 
k1 = k2 (але l1 ≠ l2).

Мал. 1.23
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k1 = k2,  l1 ≠ l2

Мал. 1.22
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Як що такі прямі за да но рівнян ня ми за галь но го ви-
г ля ду a1x + b1y + c1 = 0 і a2x + b2y + c2 = 0, то маємо

Звідси 
 тоб то 

Ці прямі не збігатимуться за умови , 

тобто . 

Тоді прямі бу дуть па ра лель ни ми за умо ви

Нап рик лад, прямі 2x − 4y + 6 = 0 і x − 2y + 1 = 0 па ра-
лельні, бо

Це оз на чає, що сис те ма лінійних рівнянь

не має розв’язків. Справді, як що у цій системі рівнянь 
перенести у праві частини вільні коефіцієнти і поді ли-
ти пер ше рівнян ня на дру ге, от ри маємо 

 тоб то 2 = 6,

чо го бу ти не мо же.
За у ва жен ня. У ви пад ку a1 = a2 = 0 або b1 = b2 = 0 

пря мі па ра лельні одній і тій самій координатній осі, 
от же, па ра лельні од на одній.

33

Для допитливих
Інспек тор Пет рен ко при був на місце події і опитав свідків.

Пер ший із них стве рд жу вав, що по ряд з «Мер се де сом» сто я ла біла ма-
ши на, а тро хи далі від неї – си ня.

Дру гий свідок ска зав, що він учи тель ма те ма ти ки і то му доб ре за пам’я-
тав, що ма шин бу ло чо ти ри. «Но мер однієї з них, – вів він далі, – 23-30, 
і во на не жов та і не си ня. По ряд з ма ши ною 32-30 сто я ла ма ши на 30-23. 
Дру гим у ря ду був «Моск вич», що сто яв по ряд з ма ши ною чер во но го кольо-
ру. А біля ма ши ни 23-30 «Мер се де са» не бу ло».

Третій свідок по ка зав, що но мер білої ма ши ни був 32-30 і що сам він 
сто яв біля дру гої ма ши ни.

Чет вер тий за пам’ятав, що по ряд із «Моск ви чем» сто яв «За по ро жець».
П’ятий свідок, який був ху дож ни ком, доб ре за пам’ятав, що єди на си ня 

ма ши на сто я ла по руч із чер во ною, причо му си ня не бу ла «Моск ви чем».
Зіста вив ши от ри мані дані, інспек тор Пет рен ко вста но вив, яко го коль о-

ру бу ли «Жи гулі» і яка ма ши на ма ла но мер ний знак 30-23.
Спро буй те і ви зро би ти те са ме.

a1, 2 ≠ 0, b1, 2 ≠ 0
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Для допитливих
Діти пус ту ва ли і ви пад ко во роз би ли ва зу. Ко ли бать ки по вер ну ли ся з ро бо ти, 
во ни спи та ли, хто са ме роз бив ва зу. Діти відповіли та ке.
Ган на. Я не роз би ва ла ва зу, я сиділа і чи та ла. Ма руcя знає, хто вин ен.
Ма ру ся. Я ва зу не роз би ва ла, про це знає Бо рис, бо ми з ним у цей час роз-

мов ля ли. Це зро би ла Ган на.
Бо рис. Я не  ви нен. Це Да ни ло, а з Ма ру сею я дав но не то ва ри шую.
Да ни ло. Я не  ви нен. Це Ма ру ся. Бо рис обманув, ко ли го во рив, що ва зу 

роз бив я.
Кож ний з дітей тіль ки двічі ска зав прав ду. То хто роз бив ва зу?

ПРЯМІ  ПЕ РЕ ТИ НА ЮТЬ СЯ

Як що прямі пе ре ти на ють ся (ма ють ли ше од ну спіль-
ну точ ку), то во ни не збіга ють ся і не є па ра лель ни ми 
(мал. 1.24). Тоді ці прямі ут во рю ють різні ку ти із віссю 
Ох, і зна чен ня їхніх кутових коефіцієнтів різні: k1 ≠ k2. 

Для за галь ної фор ми за пи су 
рів нян ня пря мих це виг ля дає так:

 
тоб то 

Для то го щоб знай ти ко ор ди  на-
ти точ ки пе ре ти ну двох пря мих, 
тре ба розв’яза ти сис те му двох лі-
ній них рівнянь, які за да ють ці 
пря мі на ко ор ди натній пло щині. 

ВИСНОВОК

Система двох лінійних рівнянь

а) має безліч розв’язків, як що 

б) не має розв’язків, як що 

в) має єди ний розв’язок, як що 

За у ва жен ня. Для то го щоб знай ти ко ор ди на ти 
спільних то чок пря мої та ко ла, тре ба розв’яза ти сис те-
му рівнянь, од не з яких є рівнян ням да ної пря мої, а дру-
ге – рівнян ням за да но го ко ла. Мож ливі такі ви пад ки:

а) сис те ма має два розв’яз ки – пря ма пе ре ти нає ко ло;
б) сис те ма має один розв’язок – пря ма до ти каєть-

ся до ко ла;
в) сис те ма не має розв’язків – пря ма і ко ло не ма-

ють спіль них то чок.
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Мал. 1.24

y = kx + l

(x − a)2 + (y − b)2 = r2,

(x − a)2 + 
+ (kx + l − b)2 = r2

D > 0 – перетин;
D = 0 – дотик;
D < 0 – немає спіль-

них точок.
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ПРЯМІ  ВЗАЄМНО ПЕР ПЕН ДИ КУ ЛЯРНІ

 Не хай маємо дві взаємно 
пер  пен ди ку лярні прямі, які не 
паралельні ося м ко ор ди нат: 
y = k1x + l1 і y = k2x + l2 (мал. 1.25).

Тан ген си гост рих кутів, які 
ут во рю ють ці прямі з віссю Ох, 
дорівню ють tg α1 = k1 і tg α 2 = − k2 
відповідно (див. с. 26).

Із прямокутного три кут ни ка 
ACB, який ут во ре ний ци ми пря-
ми ми і віссю абс цис, маємо:

От же, як що прямі взаємно пер пен ди ку лярні, то

ПРИК ЛА ДИ  РОЗВ’ЯЗУ ВАН НЯ  ЗА ДАЧ

Прик лад 1. За пишіть рівнян ня пря мої, що про хо-
дить че рез точ ку Р(−1; 1) па ра лель но прямій y = 2x − 3.

Розв’язан ня
1) Шу ка на пря ма па ра лель на прямій з кутовим 

коефіцієнтом 2. Тоді її рівнян ня y = 2x + l.
2) Ця пря ма містить точ ку (−1; 1), тоді: 

1 = 2 · (−1) + l,  l = 3.
Відповідь: y = 2x + 3.

Прик лад 2. На пло щині за да но точ ки А(0; 0), 
В(1; −3), D(−2; 4). Які ко ор ди на ти по вин на ма ти 
точ ка С, щоб чо ти ри кут ник АВСD був па ра ле ло-
гра мом?

Розв’язан ня
Поз на чи мо ко ор ди на ти шу каної точ ки С через x0 і y0 

відповідно.
1) АВСD – па ра ле лог рам. Тоді (АВ) || (CD) і (AD) || (CB).
2) Рівнян ня (АВ) і (AD) – рівнян ня пря мої про пор-

цій ності, тоб то ма ють виг ляд y = kx. Вра ховуючи, що 
В(1; −3) ∈ (АВ), D(−2; 4) ∈ (AD), отримаємо рівнян ня 
(АВ) і (AD): y = −3x і y = −2x відповідно.

3) (CD) || (АВ), а (CB) || (AD). Тоді рівнян ня (CD) і (CB) 
ма ють відповідно виг ляд y = −3x + m  і  y = −2x + n.

4) Вра хуємо, що (CD) про хо дить че рез точ ку D(−2; 4), 
а (СВ) – че рез В (1; −3), маємо:

4 = −3 · (−2) + m  і  −3 = −2 · 1 + n; m = −2  і n = −1.
5) (CD) і (СВ) про хо дять че рез точ ку С(x0; y0). Тоді 

y0 = −3x0 + (−2)  і  y0 = 2x0 + (−1).
З останньої сис те ми рівнянь маємо: x0 = −1, y0 = 1.
Відповідь: С(−1; 1).
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Мал. 1.25

n ⊥ m

n || m

Нагадаємо:
∈ − «належить»;
(AB) − пряма AB.
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Прик лад 3. За пишіть рівнян ня пря мої, що до-
ти каєть ся до ко ла x2 + y2 − 4x − 6y = −8 у точ-
ці K(1; 1).

Розв’язан ня
1) У рівнянні ко ла виділи мо квад ра ти двоч ленів 

віднос но змінних x і y:
(x − 3)2 + (y − 2)2 = 2.

Цент ром за да но го ко ла є точ ка О(3; 2).
2) Абс ци си то чок K і О різні, то му рівнян ня пря мої 

ОK, що містить радіус ко ла [ОK], мож на шу ка ти у ви-
г ляді y = kx + l.

3) Точ ки О(3; 2) і K(1; 1) на ле жать (ОK). Тоді

  і 

4) Шу ка на до тич на пер пен ди ку ляр на до (ОK), рів нян-

 ня якої  Тоді рівнян ня до тич ної має виг ляд 

y = −2x + n. 
5) Точ ка K(1; 1) на ле жить шу каній прямій, то му

1 = −2 · 1 + n   і   n = 3.
Відповідь: y = −2x + 3. 

Прик лад 4. За пишіть рівнян ня пря мої, яка до -
ти каєть ся до ко ла (x − 1)2 + y2 = 1 і про хо дить че-
рез точ ку K(0; 5).

Розв’язан ня
1) Не хай шу ка на пря ма па ра лель на осі Оy або збі-

гаєть ся з нею, тоб то її рівнян ня має виг ляд x = c = 0. 
Підста ви мо зна чен ня x = 0 в рівнян ня ко ла – отри-

ма ємо квадратне рівняння з y. Як що воно має один 
розв’язок, то пря ма x = 0 – до тич на до ко ла. Як що це 
рівнян ня має два розв’яз ки або не має розв’язків, то 
x = 0 не є рівнян ням шу ка ної до тич ної.

Маємо: (0 − 1)2 + y2 = 1, 1 + y2 = 1 і y = 0 – один розв’язок.
Вис но вок: пря ма x = 0 – до тич на до ко ла.
2) Не хай шу ка на пря ма не па ра лель на осі Оy, її рів-

нян ня можна записати у вигляді y = kx + l. Вра хуємо, 
що точ ка K(0; 5) на ле жить цій прямій: 5 = 0 + l, тоб то 
рівнян ням шу ка ної пря мої бу де y = kx + 5.
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Для допитливих
На пишіть співвіднош ен ня, які опи су ють:
1) мно жи ни то чок, рівновідда ле них від осей ко ор ди нат;
2) мно жи ни то чок, рівновідда ле них від осі Оy на 2;
3) усі точки пло щи ни, розміщені ближче до осі Оy, ніж до осі Оx;
4) усі точки зовні квадрата, діагоналі якого перетинаються в початку коор-
ди нат, а довжина сторони дорівнює 4.

Дотична n 
до кола γ через т. K:

K ∈ γ
(n) � Oy шукаємо 

як y = kx + l:

Не забудьте 
проаналізувати 
випадок n || Oy

(n) � Oy шукаємо 
як y = kx + l:

;

(x − a)2 + 
+ (kx + l − b)2 = r2

має один розв’язок 
відносно x:

D = 0.

K ∉ γ
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Для допитливих
На пишіть співвідно шен ня, які опи су ють такі мно жи ни то чок:
1) час ти ну пло щи ни між пря ми ми y = 3x і y = x − 3 (включно з цими 
прямими);
2) усю по ло су між пря ми ми y = 0 і y = 1 (без цих пря мих);
3) усі внутрішні точ ки квад ра та з вер ши на ми (0; 0), (0; 1), (1; 1), (1; 0) (ра-
зом з йо го сто ро на ми).

3) Пря ма y = kx + 5 як до тич на до ко ла має з ним од-
ну спіль ну точ ку – точ ку до ти ку. От же, тре ба знай ти 
такі зна чен ня k, при яких сис те ма рівнянь 

має єди ний розв’язок.
Підста вляємо y з пер шо го рівнян ня сис те ми у дру ге:

(1 + k2)x2 − 2(1 − 5k)x + 25 = 0.
Диск римінант цього рівняння прирівнюємо до нуля: 

, 1 − 10k − 25 = 0, k = −2,4.

Вис но вок: пря ма y = −2,4x + 5 – до тич на до ко ла.
Відповідь: x = 0; y = −2,4x + 5.

Прик лад 5. За пишіть рівнян ня пря мої, яка па-
ра лель на прямій y = x − 3 і до ти каєть ся до ко ла 
(x − 1)2 + y2 = 1.

Розв’язан ня
1) Шу ка на пря ма па ра лель на прямій y = x − 3, тоді її 

рівнян ня y = x + l.
2) Точ ка до ти ку K(xK; yK) – єди на спіль на точ ка шу-

ка ної пря мої і ко ла. От же, тре ба знай ти такі зна чен ня 
l, при яких має єди ний розв’язок сис те ма

3) Ця сис те ма має єди ний розв’язок, ко ли диск-
римінант рівнян ня (xK − 1)2 + (xK + l)2 = 1 дорівнює ну лю:

Маємо дві до тичні: 

Відповідь: 

Прик лад 6. До ведіть самостійно, зас то су вав ши 
фор му лу відста ні між дво ма точ ка ми ко ор ди нат ної 
пло щи ни, та ку тео  ре му. Поміркуй те, як зручніше 

розмісти ти осі ко ор ди нат, чи залежатиме відповідь від 
їх розмі щення.

Те о ре ма. Як що АВСD пря мо кут ник, то для 
будь-якої точ ки М йо го пло щи ни спра вд жуєть ся 
рівність: АМ2 + СМ2 = ВМ2 + DM2.
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⇓

AM2 + CM2 = 
= BM2 + DM2

⇑

Дотична до кола 
n � m

(n) шукаємо як
y = kx + l,

k = k0;

(x − a)2 + 
+ (k0x + l − b)2 = r2

має один роз в’я зок 
відносно x:

D = 0.
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Для допитливих
РІВНЯН НЯ ПРЯ МОЇ У ВІДРІЗКАХ

Те о ре ма. Як що пря ма пе ре ти нає осі координат у точках (а; 0),  a ≠ 0 і (0; b), 

b ≠ 0, то всі точ ки цієї пря мої за до воль ня ють рівнян ня , яке на зи -

ва ють рівнян ням пря мої у відрізках.

До ве ден ня

Пря ма, що розг ля даєть ся, не па ра лель на осі Oy, тоді її 
рівнян ня мож на предс та ви ти у виг ляді y = kx + l.

Ко ор ди на ти то чок А(а; 0) і В(0; b) на ле жать цій прямій 
(див. мал.). Тоді маємо сис те му рівнянь 

     

Рівнян ня за да ної пря мої має виг ляд , тоб то ay + bx = аb. Як що
 

поділи ти ос таннє рівнян ня на до бу ток аb, от ри маємо шу ка не співвідно-

шен ня  .

Зав дан ня 4

1. Як розміщені пря мі (па ра лельні, збіга ють ся чи пе ре ти на ють ся)? Як що прямі 
пе ре ти на ють ся, вкажіть точ ку їх пе ре ти ну. 
а) x + 6y − 1 = 0 і x + 2y − 3 = 0; е) 5x + 1 = 0 і 4x − 3y + 5 = 0;
б) 3x + 6y − 1 = 0 і x − 2y − 1 = 0; є) 2x − 3y + 1 = 0 і x + y − 2 = 0;
в) 3x + 6y − 4 = 0 і 9x + 18y − 3 = 0; ж) y = 5x − 7 і y = 5x + 8;
г) 2x − y = 0 і 4x = 2y; з) y = 3x − 1 і y = 8x + 5;
д) x − 5 = 0 і 4x − 20 = 0; и) y = 4x + 2 і y = 8x + 4.

2**. Чи бу дуть взаємно пер пен ди ку лярні прямі: 
а) y = 5x − 3 і y = 7 − 0,2x; г) 7x + 5y − 1 = 0 і 5x − 7y + 4 = 0;
б) y = 4x + 1 і y = −4x + 1; д) 8x + 7y − 3 = 0 і 7y + 8x + 3 = 0?
в) 2x − 3y = 6 і 3x + 2y = 1;

3*. При яко му зна ченні па ра мет ра m прямі бу дуть па ра лельні: 
 а) y = (m − 1)x + 3 і y = 3x − 7;
 б) mx − 3y = 5 і 4x − (m + 1)y = 15?
4**. Знайдіть зна чен ня па ра мет ра m, при яких прямі, за да ні у по пе редній за дачі, 

бу дуть взаємно пер пен ди ку лярними.
5*. Складіть рівнян ня пря мої, яка па ра лель на за даній прямій і про хо дить че рез 

точ ку A: 
 а) y = 7x − 3, A(−1; 4);     б) 3x − y = 1, A(1; 1);     в) 3x + 2y = 6, A(2; −3). 
6**. Знайдіть рівнян ня пря мої, яка пер пен ди ку ляр на до за да ної пря мої і про хо дить 

че рез точ ку B:
 а) y = 8x − 3, B(3; −1);     б) 4x − y = 6, B(−2; 6);  в) 5x + 35y = 13, B(−4; −3).
7**. Запишіть рівнян ня пря мої, яка про хо дить че рез точ ку M(3; −4):
 а) пер пен ди ку ляр но до пря мої AB, де A(2; 0), B(0; 2);
 б) па ра лель но прямій CD, де C(1; 1), D(5; 0).
8*. Знайдіть рівнян ня пря мих, які про хо дять че рез точ ку пе ре ти ну за да них пря-

мих 2x − 7y = 1 і y = x + 3 па ра лель но осям ко ор ди нат.
9**. Складіть рівнян ня пря мих, на яких ле жать ви со ти три кут ни ка ABC, як що 

A(4; 5), B(0; 0) і C(−6; 1).
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Для допитливих
1. Знайдіть дов жи ни відрізків, які відти нає на осях ко ор ди -

нат пря ма  (ра зом із по чат ком ко ор ди нат). Як ви ду -

маєте, чо му вка за не співвідно шен ня назва ли рівнян ням пря-
мої у відрізках?
2. Назвіть усі ви пад ки, ко ли рівнян ня пря мої не  мож на за-
пи са ти у виг ляді рівнян ня пря мої у відрізках.
3. Ско рис тай те ся рівнян ням пря мої у виг ляді, запро по но ва-
но му на с. 29, для то го, щоб от ри ма ти рівнян ня пря мої, яка 
про хо дить че рез точ ки (а; 0) і (0; b); пе ре тво ріть йо го до ви-

г ля ду  

4. Чо му рівнян ня, на ве де не на с. 29, також на зи ва ють рів-
нян ням у відрізках? 
5. Скориставшись записом рівняння прямої у відрізках, 
розв’яжіть такі задачі.
1) На пишіть рівнян ня кож ної із чо тирь ох пря мих, зоб ра же-
них на ма люн ку А.
2) На пишіть співвідно шен ня, яке за до воль ня ють усі точ ки зафарбованої 
фігу ри на ма люн ку Б.

10**. Знайдіть відстань від точ ки М(4; −2) до пря мої 3x – 4y = 5.
11**. Знайдіть відстань між па ра лель ни ми пря ми ми 3x + 4y − 8 = 0 і 3x + 4y + 

+ 12 = 0.
12**. За пишіть рівнян ня се ре дин но го пер пен ди ку ля ра до відрізка пря мої 4x − 5y = 

=  20, що ле жить між ося ми ко ор ди нат.
13**. Знайдіть ко ор ди на ти точ ки, си мет рич ної точці A(−2; −2) віднос но пря мої 

x + y − 3 = 0.
14**. Знайдіть ко ор ди на ти точ ки пе ре ти ну медіан три кут ни ка АВС, як що 

А(−1; −3), В(1; 3) і С(0; 6).
15*. Да но точ ки M(−7; 3), N(5; 2), P(3; −3), K(−2; −4). По кажіть, що чо ти ри кут ник 

з вер ши на ми, які ле жать на се ре ди нах сторін чоти ри кут ни ка MNPK, − па ра-
ле лог рам.

16*. До ведіть, що чо ти ри кут ник ABCD, де A(−2; 10), B(1; 3), C(−2; −4), 
D(−5; 3), − ромб.

17**. Чи є три кут ник із вер ши на ми в точ ках M(4; −5), N(7; 6), P(−7; −2) пря мо кут-
ним?

18*. У яких точ ках пря ма x − 2y − 4 = 0 пе ре ти нає ко ло x2 + y2 − 14x − 10y = 11?
19*. Дві пря мі пе ре ти нають ко ло x2 + y2 = 25 у точ ках з ор ди на та ми 3 і з ор ди на та-

ми −4 відповідно. За пишіть рівнян ня цих пря мих.
20*. Рівнян ня ко ла (x − 1)2 + (y + 3)2 = 36. Знайдіть дов жи ни хорд, що ле жать на 

осях ко ор ди нат.
21*. За пишіть рівнян ня ко ла, центр яко го зна хо дить ся в по чат ку ко ор ди нат і яке 

до ти каєть ся до пря мої y = x − 3.
22**. Знайдіть ко ор ди на ти центрів кіл, од не з яких впи са не в три кут ник АВС, а 

дру ге – опи са не нав ко ло ць о го три кут ни ка, як що: 
 а) А(0; 0), В(4; 0), С(0; 3);  б) А(1; 2), В(5; 2), С(1; 5). 
23**. Дві вер ши ни три кут ни ка АВС містять ся в точ ках А(0; −2) та В(2; 0), 

а тре тя вер ши на С(x; y) ле жить на прямій y = −x, якщо пло ща три кут ни-
ка АВС дорівнює 8. Виз нач те зна чен ня x і y, як що x < 0.

24**. Скіль ки спіль них то чок ма ють пря ма y = −x і ко ло (x − a)2 + (y + 2)2 = 1 за леж но 
від зна чен ня па ра мет ра a?
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Для допитливих
Термін си нус ла тинсь ко го по ход жен ня і оз на чає «за то ка». Який зв’язок 
має за то ка із си ну сом? 

Ду гу ко ла мож на уподібни ти до зігну то го лу ка, а хор ду, що її стя гує, – 
до тя ти ви ць о го лу ка. Індійсь кий ма те ма тик – скла дач таб лиці си нусів – 
саме і наз вав півхор ду тя ти вою. 

Один з арабсь ких ма те ма тиків, пе рек ла да ю чи індійсь кий текст на 
арабсь ку мо ву, пе рек лав йо го як і тре ба бу ло: півхор ду наз вав тя ти вою. Але 
арабсь ка мо ва має та ку особ ливість, що в ній ви пи су ють ся тіль ки при го-
лосні літери, а го лосні про пус ка ють ся. Те, які са ме го лосні сто ять у слові, 
до во ди ло ся вста нов лю ва ти з кон те кс ту. Сло во «за то ка» арабсь кою має 
од на кові при го лосні із словом «тя ти ва». Пе рек ла дач, який пізніше пе ре-
кла дав арабсь кий текст ла тинсь кою мо вою, умуд рив ся про чи та ти йо го як 
«за то ка», що ла ти нню зву чить як «си нус».

 Три го но мет ричні  функції  кутів 
від  0°до  180°

Досі зна чен ня три го но мет рич них функцій си ну са, 
ко си ну са, тан ген са і ко тан ген са бу ли оз на чені ли ше 
для кутів від 0° до 90°. Розширимо ці поняття.

На ко ор ди натній пло щині з 
цент ром у по чат ку ко ор ди нат 
О(0; 0) по бу дуємо в І і ІІ ко ор ди-
нат них чвертях півко ло оди-
нич но го ра діу са. Поз на чи мо 
через α кут між радіусом ОВ 
ць о го півко ла і до дат ним на пря-
мом осі абс цис (мал. 1.26). 

Як що кут α гост рий, то з 
прямо кут но го три кут ни ка ОСВ 
(мал. 1.26-а) маємо, що 

.

Такі співвідно шен ня ми знає -
мо з 8eго кла су. 

ПРИ R = 1 ЧИ СЕЛЬ НО: 
sin α = BC = y, cos α = OC = x, 

де B(x; y).
Підкрес ли мо, що ос танні рів-

ності ви ко ну ють ся са ме чи сель-
но. Тоб то якщо кут ВОС гост-
рий, то зна чен ня си ну са цьо го 
ку та чисельно дорівнює ор ди-
наті точ ки В(x; y), а ко си ну са – 
її абс цисі:

sin α = y,  cos α = x.
Ана логічно бу де мо виз на ча-

ти си нус і ко си нус для ту по го 
(мал. 1.26-б), пря мо го, роз гор-

40

Мал. 1.26

чисельно 
sin α = y
cos α = x
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Для допитливих
1. Не хай пра виль ни ми є такі тверд жен ня: «Се ред лю дей, які ма ють те левізо-
ри, є такі, які не є ма ля ра ми»; «Лю ди, які щод ня пла ва ють у ба сейні і не є 
ма ля ра ми, не ма ють те ле візорів». Чи пра виль ними бу дуть тоді тверд жен-
ня: а) «Не всі ті, хто ма ють те левізо ри, щод ня пла ва ють у ба сейні»; б) «Не 
всі ті, хто не ма є те левізо ра, щод ня пла ва ють у ба сейні»? 
2. В одній кімнаті три ви ми качі, а в другій – три лам поч ки. Кож ний ви ми-
кач приз на че ний для однієї лам поч ки. Як вста но ви ти, який із ви ми качів 
відповідає кожній із лам по чок, як що в кімна ту з лам поч ка ми мож на зай ти 
ли ше один раз? 
3. Пе ре ми кач має 6 по ло жень, при яких світить ся різна кількість лам по-
чок – від 0 до 5. Кіль ка лам по чок пе ре горіло. Чи мо же лю ди на, не обізна на 
з ро бо тою ць о го пе ре ми ка ча, виз на чи ти, які лам поч ки пе ре горіли? Як?

ну то го кутів і ку та, міра якого дорів нює ну лю 
(мал. 1.26-в).

Розг ля даєть ся кінець радіуса одиничного півко-
ла з цент ром у по ча тку ко ор ди нат (той, що 
міститься на півколі); відповідний кут відкла-
даєть ся від осі Ох про ти го дин ни ко вої стрілки.

Для довіль но го ку та з проміжку від 0° до 180°:
• си нус ку та – ор ди на та (чисельно) кінця радіуса 

оди нич но го півко ла, що відповідає цьому куту;
• ко си нус ку та – абс ци са (чисельно) кінця радіуса 

оди нич но го півко ла, що відповідає ць о му ку ту. 
Ко ор ди на ти (х; y) то чок оди нич но го півко ла зміню-

ють ся в ме жах:
0 � y � 1,  −1 � x � 1.

То му для довіль но го ку та α з проміжку 0° � α � 180° 
ви ко ну ють ся нерівності

0 � sin α � 1,  −1 � cos α � 1.
При ць о му:

• для гост ро го ку та α: sin α = y > 0 і cos α = x > 0;
• для ту по го ку та α: sin α = y > 0 і cos α = x < 0.

Знай де мо зна чен ня си ну са і ко си ну са кутів міри 0°, 
90° і 180°. Для ць о го розг ля не мо про мені ОА, ОK і ОМ, 
що відповіда ють цим ку там (див. мал. 1.26-в). 
Враховуючи, що А(1; 0), K(0; 1) і М(−1; 0), отримаємо:

sin 0°  0,  cos 0°  1;
sin 90°  1,  cos 90°  0;
sin 180°  0,  cos 180°  −1.

Тан ген сом ку та  бу де мо на зи ва ти відно шен ня 
sin  до cos , а ко тан ген сом ку та  – відно шен-
ня cos  до sin . Як відо мо, на нуль діли ти не 

мож на. Тоді це оз на чен ня тре ба до пов ни ти умо вою, що 
чис ло, на яке ділять, не дорівнює ну лю. Тоб то

,  за умо ви  90°; 

,  за умо ви  0° і  180°.

41

,

при α ≠ 90°

,
 

при α ≠ 0°, α ≠ 180°

α 0° 90° 180°

sin α 0 1 0

cos α 1 0 −1

tg α 0 — 0

ctg α — 0 —
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Для допитливих
Знайдіть ге о мет рич не місце то чок, різни ця квад ратів відста ней від яких  до 
двох за да них то чок А і В дорівнює даній ве ли чині с. При яких значеннях с 
за да ча не має розв’язку?

Співвідно шен ня між три го но мет рич ни ми функція-
ми од но го й то го са мо го ку та, які ми вив ча ли у 8eму 
класі для гост рих кутів, пра вильні і для кутів α з 
проміжку 0° � α � 180°. До ве де мо це.

Півко ло, яке ми розг ля да ли, є ду гою оди нич но го 
ко ла, рівнян ня яко го має виг ляд x2 + y2 = 1. Як що 
підста ви ти у це рівнян ня зна чен ня y = sin α і x = cos α, 
от ри маємо відо му нам ос нов ну три го но мет рич ну 
то тожність 

sin2   cos2   1 ,

яка ви ко нуєть ся для довіль но го ку та α з проміжку 
0° � α � 180°.

Пра виль ни ми бу дуть й інші, вже відомі вам фор му ли:

,

при α ≠ 90°

,

при α ∉ {0°; 180°}

tg α ⋅ ctg α = 1,

при α ∉ {0°; 90°; 180°}

Знай де мо співвідно шен ня 
між зна чен ня ми три го но мет рич-
них функцій суміжних ку тів, 
тобто кутів 180° − α і α. 

Розг ля не мо �ОСВ і �ОС1В1 
(мал. 1.27). Вони рівні за гіпо те-
ну зою і гост рим ку том, то му 
y1 = y, а х1 = − х. Тоб то

sin (180° − α) = sin α, 
cos (180° − α) = − cos α,

tg (180° − α) = − tg α (при α ≠ 90°), 
ctg (180° − α) = − ctg α (при α ≠ 0° і α ≠ 180°).

Скориставшись отриманим співвідношенням між 
тангенсами суміжних кутів, твердження про значення 
кутового коефіцієнта прямої (с. 26) можна сформулю-
ва ти так.

Кутовий коефіцієнт k у рівнянні прямої  y  kx  l 
дорів нює тангенсу кута, який утворює ця пря-
ма з додатним напрямом осі абсцис.
За у ва жен ня. 
• При зрос танні ку та від 0° до 90° си  нус ку та 

зрос тає від 0 до 1, а ко си нус спа дає від 1 до 0. 
• При зрос танні кута від 90° до 180° си нус ку та 

спа дає від 1 до 0 (мал. 1.28-а), а ко си нус спа дає 
від 0 до −1 (мал. 1.28-б).

42

sin2 α + cos2 α = 1

tg α · ctg α = 1

sin (90° − α) = cos α
cos (90° − α) = sin α
tg (90° − α) = ctg α
ctg (90° − α) = tg α,

кут α − гострий

sin(180° − α) = sin α
cos(180°−α) = –cos α
tg(180°−α) = − tg α

ctg(180°−α)=−ctg α

Якщо
α ∈ [0; 90°]:

sin α↑   0 � sin α � 1

cos α↓   0 � cos α � 1

Мал. 1.27
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Для допитливих
По ряд з де кар то вою пря мо кут ною сис те мою ко ор ди нат ви ко рис то ву ють й 
інші сис те ми ко ор ди нат на пло щині. На ма люн ку ви ба чи те де кар то ву 
ко со кут ну сис те му ко ор ди нат. Як виз на ча ють ко ор ди на ти точ ки у такій 
сис темі, зро зуміло з ма люн ка. 

Інко ли доціль но оби ра ти по осях ко ор ди нат різ-
ні оди ниці масш та бу (див., наприклад, додаток 2). 

Існу ють системи ко ор ди на т, які більш суттєво 
відрізня ють ся від де кар то вих. Прикла дом є  по ляр на 
сис те ма ко ор ди нат, про яку ви дізнаєте ся пізніше у 
§ 20.

Прак тич на ро бо та 2

1. На роз гор ну то му подвійно му ар куші па пе ру нак ресліть де кар то ву систе му ко ор-
ди нат (за оди ни цю візьміть 10 см). У І і ІІ чвертях по бу дуй те півко ло оди нич но го 
радіуса з цент ром у по чат ку ко ор ди нат. За до по мо гою транс пор ти ра поз нач те на 
півколі точ ки, що ділять йо го на 12 рівних час тин. Підпишіть, яким ку там 
відповіда ють ці точ ки. 

2. Ко рис ту ю чись лінійкою, виз нач те ко ор ди на ти кож ної з поз на че них то чок. 
За пишіть зна чен ня три го но мет рич них функцій кутів, що відповіда ють цим точ-
кам. За повніть таб ли цю.

0° 15° 30° 45° 60° 75° 90° 105° 120° 135° 150° 165° 180°
sin х

cos x

tg x

ctg x

3. Збіль шуєть ся чи змен шуєть ся зна чен ня розг ля ну тих три го но мет рич них функцій 
при зрос танні ку та: а) від 0° до 90° ; б) від 90° до 180°?

4. Ко рис ту ю чись цією таб ли цею, знайдіть наб ли же не зна чен ня: 

а) sin 165° + соs 120°;  в) sin 75° соs 135°; 
б) 2соs 105° – sin 120°; г) tg 150° : sin 135°.

Зав дан ня 5

1°. Гост рим чи ту пим є кут β три кут ни ка, як що значення його: а) ко си нуса від’ємне; 
б) тан генса від’ємне; в) ко тан генса до дат не; г) ко си нуса до дат не?

2°. Відо мо, що 90° < α < 180°. Який знак ма є значення cos α, sin α, tg α, ctg α? 
3°. Спростіть вираз: 
 а) sin (180° − x);  б) cos (180° − x); в) tg (180° − x).

43

Мал. 1.28

Якщо
α ∈ [90°; 180°]:

sin α↓  0�sinα�1

cos α↓  −1�cosα�0
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4°. Спростіть вираз: 
 а) sin (90° − β); б) cos (90° − β); в) tg (90° − β).
5. Спростіть ви раз:
 а) 2sin (90° − α) – cos (180° − α); в) tg (90° − β) + 3ctg (180° − β); 
 б) cos (90° − α) + sin (180° − α);  г) ctg (90° − β) − tg (180° − β). 
6. Спростіть ви раз:
 а) 2sin (90° − β) – sin α + cos (180° − β) + cos (90° − α);
 б) cos (90° − α) + cos (180° − α) + sin α − sin (90° − α);
 в) tg (90° − β) + 3ctg (90° − α) + 2 (tg α + tg β).

7. Спростіть ви раз: 
 а) 1 − cos2 (90° − α);   б) 1 − (cos2 (180° − α) + cos2 (90° − α)).
8*. Спростіть ви раз: 

 а) 
 

б) 
 

в) 

 г) (1 + ctg(90° − β))2 + (1 + tg(180° − β))2;    д) 

9. Ско рис тай те ся фор му ла ми зв’яз ку між зна чен ня ми три го но мет рич них функцій 
суміжних кутів та об числіть:

 а) cos 120°; б) sin 135°; в) tg 150°; г) cos 135°; д) ctg 150°.

10. Знайдіть зна чен ня ви ра зу: 

 а) 2 cos 60° + cos 150°;  г) 3 cos 60° tg 45° tg 60°;
 б) 5 sin 30° + сtg 135°;  д) tg 150° sin 60° сos 40° − ctg 120° cos 150° cos 140°.
 в) (cos 60° + sin 150°)(sin 30° − cos 150°); 

11*. Знайдіть зна чен ня ви ра зу: 
 а) 2 tg2 120° + 4 cos2 150°;   г) tg3 60° sin 120° − ctg2 60° sin 150°;
 б) 3 cos2 150° + 5 sin2 135° − tg3 135°;  д) sin 157° cos 67° + cos 23° sin 113°.
 в) 3 cos2 60° tg 135° tg2 120°;

12*. Відо мо, що 0° < α < 180°. Знайдіть зна чен ня sin α, tg α, ctg α, як що: 

 а) cos α = −0,3; б) cos α = −0,2; в)  г) 

13*. Відо мо, що 0° < β < 180°. Знайдіть зна чен ня sin β, cos β, ctg β, як що:

  а) tg β = −1;    б) tg β = −1,5;   в) tg β = 3.
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Для допитливих
1. З усіх пря мо кут них три кут ників із за да ною гіпо те ну зою знайдіть три-
кут ник з найдовшою бісект ри сою пря мо го ку та.
2. З усіх пря мо кут них три кут ників із за да ною бісект ри сою пря мо го ку та 
знайдіть три кут ник із найменшою гіпо те ну зою.
3. Че рез точ ку М, яка лежить на бісект рисі пря мо го ку та, про ведіть пря му 
так, щоб її відрізок, обмежений сто ро на ми ку та, мав най мен шу дов жи ну.
4. Ка нал зав ши рш ки 6 м має пря мо кут ний по во рот.
а) Якої найбіль шої дов жи ни мож на спла ви ти колоду ци м ка на лом (тов щи-
ною колоди нех туємо)? б) Якої найбіль шої дов жи ни мож на спла ви ти 
колоду, що має діаметр по пе реч но го пе рерізу 40 см? в) Якої найбіль шої 
ши ри ни мож на спла ви ти пліт дов жи ною 5 м?
5. Ко ри дор гур то жит ку зав ши рш ки 2 м і заввишки 3 м має пря мо кут ний 
по во рот. 
а) Якої найбіль шої дов жи ни дош ку завтовшки 4 см мож на про нес ти че рез 
цей ко ри дор? Запи тан ня б) і в) (аналогічно до завдання 4) сфор му люй те 
са мостійно та знайдіть відповіді до них.
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14. Знайдіть зна чен ня tg α, як що sin α = 0,3.
15. Знайдіть зна чен ня cos α, tg α, ctg α, як що: 

а) α – гост рий кут і sin α = 0,2;   в) α – ту пий кут і 

б) α – ту пий кут і sin α = 0,4;

16*. По бу дуй те кут, ко си нус яко го дорівнює: а) −1; б) 

17*. По бу дуй те кут, тан генс яко го дорівнює: а) −1; б) −3.
18*. Порівняй те тупі ку ти α і β, як що: 

а) sin α < sin β;  б) cos α > cos β;  в) tg α > tg β;  г) ctg α < ctg β.
19*. Порівняй те: 

а) sin 130°  і  sin 150°;       в) tg 100°  і  tg 130°;      д) sin 120°  і  sin 50°.
б) cos 100°  і  cos 140°;      г) ctg 50°  і  tg 100°;

20**. Знайдіть співвідно шен ня між три го но мет рич ни ми функ ціями ку тів 90° + α і α, 
ско рис тав шись то тож ністю 90° + α = 180° − (90° − α).

21*. Знайдіть су му квад ратів ко си нусів кутів пря мо кут но го три кут ни ка.
22*. Знайдіть су му квад ратів си нусів кутів пря мо кут но го три кут ни ка.
23**. Спростіть ви раз (кут α − гострий): 

а) sin (90° + α) − cos α sin2 α;   г) (1 + cos (90° + α))(1 + sin α); 
б) сtg2 (180° − α) − cos2 α сtg2 α;   д) (tg2 α + 1) cos2 (180° − α).
в) cos2 (90° − α) + ctg2 α cos2 (90° + α); 

24**. Спростіть ви раз (кут α − гострий): 

а) ;   б) .

25**. Спростіть ви раз (кут α − гострий): 

а)
 

б)
 

26**. Знайдіть значення виразу, якщо tg α = 7: 

а) ;  б) .
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Для допитливих
1. Із пунк ту, разміще но го на бе резі річки, відпли ває до про ти леж но го бе ре-
га ка тер зі швидкістю 40 км/год. Швидкість течії 5 км/год. Під яким кутом 
до бе ре га треба спрямувати ка те р, щоб при бу ти до найб ли ж чої точ ки про ти-
леж но го бе ре га річки? 
2. Під яким ку том до бе ре га тре ба спря му ва ти човен, щоб під час пе ре п ра ви 
че рез річку його якнай мен ше знес ло течією, за умо ви, що течія річки 
6 км/год, а швидкість човна віднос но во ди 3 км/год?
3. У гост ро кут но му три кут ни ку ви со ту, медіану і бісект ри су, про ве дені з 
однієї вер ши ни, про дов жи ли до пе ре ти ну з опи са ним нав ко ло три кут ни ка 
ко лом. Яка з от ри ма них хорд найбіль ша, а яка най мен ша?
4. Че рез да ну точ ку М по за да ним ко лом про ведіть січну до ко ла так, щоб 
су ма відста ней від то чок пе ре ти ну січної з ко лом до да ної точки М бу ла: 
а) найбіль шою; б) най мен шою.
5. Запишіть рівняння прямих, що містять бісектриси трикутника, якщо 
задано координати вершин цього трикутника.
6. Скільки обертів за добу робить бісектриса кута між великою і маленькою 
стрілками годинника?

Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   45Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   45 7/1/2009   13:07:077/1/2009   13:07:07



  Те о ре ма си нусів

Те о ре ма. Пло ща три кут ни ка дорівнює по ло ви ні 
до бут ку двох йо го сторін на си нус ку та між ни ми.

Тре ба до вес ти, що в усіх мож ли вих ви пад ках – ко ли 
кут С три кут ни ка АВС гост рий (мал. 1.29-а), ту пий 
(мал. 1.29-б) або пря мий (мал. 1.29-в) – пло щу три кут-
ни ка АВС мож на об чис ли ти за фор му лою 

До ве ден ня
Ми знаємо, що пло щу довіль но го три кут ни ка АВС 

мож на об чис ли ти за фор му лою  де ha – ви со та 

три кут ни ка, про ве де на до йо го сто ро ни а (мал. 1.29). 
Із пря мо кут но го три кут ни ка АСD маємо: 
ha = bsin C, як що кут С – гост рий (мал. 1.29-а); 
ha = bsin (180° − C) = bsin C, як що кут С – ту пий 

(мал. 1.29-б). 

Тоді , і тверд жен ня те о ре ми ви ко нуєть ся. 

Мал. 1.29

Як що кут С – пря мий (мал. 1.29-в), то 
sin C = sin 90° = 1, 

і пло щу пря мо кут но го три кут ни ка мож на предс та ви ти 
у шу ка но му ви гляді:

Те о ре му до ве де но.

Те о  ре ма си нусів.  У три кут ни ку відно шен ня 
дов жи ни сто ро ни до си ну са про ти леж но го ку та є 
ве ли чи ною ста лою.

У три кут ни ку АВС про ти кутів А, В і С ле жать сто ро-
ни a, b і c. Тре ба до вес ти, що

Доведемо цю теорему двома способами.

46
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Для допитливих
За часів Пас ка ля (XVI ст.) ма те ма ти ку най частіше на зи ва ли ге о метрією. 
Якось 12eрічний Блез Пас каль за пи тав у бать ка, Етьєна Пас ка ля, що та ке 
«ге о метрія». Етьєн Пас каль, не на да ю чи своїм сло вам особ ли во го зна чен ня, 
ска зав, що ге о метрія – це та ка собі те орія, яка вив чає спо со би крес лен ня 
фігур і вка зує співвідно шен ня між їх еле мента ми. Че рез де я кий час бать ко 
по ба чив, що син зо се ред же но розмірко вує над скла де ни ми з па ли чок три кут-
ни ка ми. Як з’ясу ва ло ся, Блез як раз до ду му вав до ве ден ня відкри то го ним 
ціка во го фак ту: у будьeяко му три кут ни ку су ма всіх трь ох кутів ра зом скла-
дає два прямі ку ти. Тоді Етьєн відімкнув ша фу з кни га ми і дав Бле зу «На ча-
ла» Евкліда. 13eрічний Блез опа ну вав її як за хоп люючий ро ман. Нев довзі 
Бле за Пас ка ля до пус ти ли до участі в засідан нях на у ко во го па ризь ко го гурт-
ка (пізніше на базі ць о го гурт ка бу ло ство ре но Па ризь ку ака демію на ук).

СПОСІБ І
За те о ре мою про пло щу три кут ни ка маємо:

Тоді з пер ших двох рівнос тей от ри маємо:

  і  

З ос танніх двох рівнос тей от ри маємо:

  і  

Маємо:

Те о ре му до ве де но.

СПОСІБ ІІ

Опишемо навколо трикутника АВС коло і проведемо 
діаметр СD = 2R (мал. 1.30–1.32). Кут DBC спирається 
на діаметр, отже, є прямим. 

1) Якщо кут А – гострий (мал. 1.30), він спирається 
на ту саму дугу, що і кут СDВ. Тоді  і з 
трикутника СВD  маємо: 

,   .

Мал. 1.30

2) Якщо кут А – тупий (мал. 1.31), то 
 (бо чотири кутник АВСD – вписаний) і 

47

Теорема синусів

Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   47Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   47 7/1/2009   13:07:077/1/2009   13:07:07



Для допитливих
Шахівни цю зак ри ва ють 32 плас тин ки доміно, кож на з яких зак ри ває рівно 
2 кліти н ки. 8 плас ти нок зак ри ва ють 8 кліти нок однієї діаго налі ша хів ниці, 
при чо му деякі плас тин ки зак ри ва ють ще од ну клітин ку ви ще від діаго налі, 
а інші – ще од ну клітин ку ниж че від діаго налі. По кажіть, що при будьeяко му 
пок ритті шахівниці пер шого і дру гого видів плас ти нок бу де порівну.

. З трикутника СВD  маємо: 

,   .

3) Якщо кут А – пря мий (мал. 1.32), маємо:

а = 2R,  sin A = sin 90° = 1  і  

Мал. 1.31         Мал. 1.32

Таким чином, для довільного трикутника ABC 

. 

Аналогічно отримаємо: 

,  .

То  ді

.

Теорему доведено.
Останнє співвід но шен ня, записане у вигляді

,

ще називають розширеною теоремою синусів.

Наслідок. Площа трикутника ABC, вписаного в 

коло радіуса R, дорівнює: , це випливає з 

фор мул:   і  .

Ко рис ту ю чись те о ре мою си нусів, можна до вес ти 
тверд жен ня, відо ме нам ще з 7eго кла су, що про ти 
біль шої сто ро ни у три кут ни ку ле жить біль ший 

кут і нав па ки. Та ке до ве ден ня про по нуємо ви ко на ти 
са мостійно (не за будь те при ць о му розг ля ну ти ви па док 
ту по кут но го три кут ни ка).

48

Розширена 
теорема синусів

∠ A > ∠C

⇔

a > c

Про ти біль шої сто-
ро ни у три кут ни ку 
ле жить біль ший кут 
і нав па ки.
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Прак тич на ро бо та 3

1. Нак ресліть довіль ний три кут ник. Виміряй те дов жи ни сторін три кут ни ка.
2. Виміряй те гра дус ну міру кутів три кут ни ка. Знайдіть зна чен ня си нусів цих 

кутів, ви ко рис то ву ю чи таб лиці Брадіса або каль ку ля тор.
3. Об числіть пло щу три кут ни ка че рез дов жи ни двох йо го сторін і си нус ку та між 

ни ми.
4. Про ведіть од ну з ви сот три кут ни ка. Виміряй те її дов жи ну. Об числіть пло щу 

три кут ни ка че рез дов жи ну цієї ви со ти і порівняй те з от ри ма ним раніше зна чен-
ням площі.

5. Об числіть відно шен ня дов жин сторін три кут ни ка до зна чен ня си нусів про ти-
леж них цим сто ро нам кутів. Зробіть вис но вок.

Зав дан ня 6

1°. Знайдіть пло щу три кут ни ка, як що дві йо го сто ро ни і кут між ни ми дорівню- 

 ють: а)  см, 4 см і 45°; б)  см, 4 см і 135°; в) 6 см, 4 см і 150°; г) 6 см, 4 см і 
30°.

2. Знайдіть пло щу три кут ників за малюн ком 1.33.

3°. Дві сто ро ни три кут ни ка дорівню ють 8 см і  см. 
Знайдіть кут між ни ми, як що пло ща три кут ни ка 

 дорівнює: а) 16 см2 ; б)  см2.
4°. Пло ща три кут ни ка АВС дорівнює 16 см2, сто ро на 

АВ = 8 см, ∠ABC = 150°. Знайдіть сто ро ну ВС.
5. Знайдіть пло щу три кут ни ка за дво ма ку та ми α і β та 

радіусом R опи са но го нав ко ло нь о го ко ла. 
6°. Два ку ти три кут ни ка дорівню ють 45° і 60° відповідно. 

Знайдіть сто ро ну, яка ле жить про ти ку та 45°, як що 
про ти ку та 60° ле жить сто ро на, довжи на якої: 

 а) 3 см; б)  см; в)  см.

7°. Да но три кут ник АВС, у яко го  BC = 1, 
∠ABC = 45°. Знайдіть кут ВАС.

8°. Да но три кут ник АВС, у яко го  BC = 1. Знай-
діть кут АВС, як що: а) ∠BAC = 45°; б) ∠BAC = 30°. 

9. Су ма двох сторін три кут ни ка дорівнює 18 см. Знай діть дов жи ни цих сторін, 
як що про ти них ле жать ку ти: а) 60° і 45°; б) 30° і 135°; в) α і β.

10. Різни ця двох сторін три кут ни ка дорівнює t. Знайдіть дов жи ни цих сторін, 
як що про ти них ле жать ку ти: а) 60° і 45°; б) 30° і 90°; в) α і β.

11. Сто ро на три кут ни ка дорівнює b, а при леглі ку ти дорівню ють α і β. Знайдіть 
пе ри метр три кут ни ка.

12. Знайдіть сто ро ни три кут ни ка, пе ри метр яко го дорівнює Р, а два ку ти – α і β.
13°. Знайдіть радіус опи са но го нав ко ло три кут ни ка ко ла, як що відо мо, що в нь о му 

про ти сто ро ни 2 см ле жить кут: а) 30°; б) 135°; в) 90°.

14°. Радіус опи са но го нав ко ло три кут ни ка ко ла дорівнює  дм. Знайдіть дов жи ну 
сто ро ни, яка ле жить про ти ку та міри: а) 45°; б) 150°; в) 135°.

15.  Знайдіть радіус ко ла, як що відо мо, що в нь о му хор да зав до вж ки 12 см стя гує 
ду гу градусної міри: а) 60°; б) 90°; в) 180°.

16. Радіус опи са но го нав ко ло тра пеції ко ла дорівнює  дм. Знайдіть дов жи ну її 
діаго налі, як що один із кутів тра пеції дорівнює: а) 45°; б) 150°; в) 135°.

17. У ко ло впи са но дві тра пеції з відповідно па ра лель ни ми сто ро на ми. До ведіть, 
що діаго налі тра пецій рівні.

18*. Бічна сто ро на впи са ної тра пеції дорівнює a, се ред ня лінія – b, а один із кутів – 
30°. Знайдіть радіус опи са но го ко ла. 

49

Мал. 1.33
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19*. Од на з бічних сторін тра пеції ут во рює з біль шою ос но вою кут α, а дру га бічна 
сто ро на, дов жи ною a, ут во рює з мен шою ос но вою кут β. Знайдіть се ред ню 
лінію тра пеції, як що дов жи на її мен шої ос но ви дорівнює b. 

20*. У рівнос то ронній три кут ник АВС впи са но рівнос то ронній три кут ник ТРН так, 
що на сто ронах АВ, ВС і АС ле жать відповідно точки Т, Р і Н. Знайдіть відно шен-
ня сторін цих три кут ників, як що ∠CHP = β.

21*. Ка те ти пря мо кут но го три кут ни ка дорівню ють 3 дм і 4 дм. Знайдіть радіус ко ла, 
що про хо дить че рез вер ши ни гост рих кутів ць о го три кут ни ка і се ре ди ну біль шо-
го ка те та. 

22*. У три кут ни ку АВС: ∠A = α, ∠C = γ, AB = c, AD – бісект ри са. Знай діть BD.
23*. Сто ро на три кут ни ка дорівнює b, а при леглі ку ти до рів ню ють α і β. Знайдіть дов-

жи ну бісект ри си треть о го ку та.
24*. Гострі ку ти три кут ни ка дорівню ють α і β. Бісект ри са, про ве де на з вер ши ни 

треть о го ку та, дорівнює l. Знай діть пе ри метр три кут ни ка.
25*. Гострі ку ти три кут ни ка дорівню ють α і β. Бісект ри са, про ве де на з вер ши ни 

треть о го ку та, дорівнює l. Знай діть бісект ри си да них кутів.
26*. У три кут ни ку АВС про ве де но медіану ВМ, дов жи на якої дорівнює m. Знайдіть 

АВ, як що ∠ABM = α, ∠CBM = β.
27**. У три кут ни ку АВС: ВМ – медіана, ∠ABM = α, ∠CBM = β. Знайдіть ВМ, як що 

ВС = а.
28*. Основи рівнобічної трапеції дорівнюють 8 см і 16 см, бічна сторона – 5 см. 

Знайдіть радіус кола, описаного навколо цієї трапеції.
29**. Усе ре дині гост ро го ку та взя то точ ку А. З неї на сто ро ни ку та опу ще но пер пен-

ди ку ля ри. Відстань між ос но ва ми цих пер пен ди ку лярів дорів нює 12 см. 
Знайдіть від стань від точ ки А до вер ши ни ку та, як що гра дус на міра ку та 
дорівнює: а) 30°; б) α.

30**. Усе ре дині гост ро го ку та 30° взя то точ ку А. З цієї точ ки на сто ро ни ку та опу-
ще но пер пен ди ку ля ри. Знайдіть відстань між ос но ва ми цих пер пен ди ку-
лярів, як що точ ка А відда ле на від вер ши ни ку та на 10 см.

31**. Усе ре дині гост ро го ку та взя то точ ку А. З цієї точ ки опу ще но пер пен ди ку ля ри 
 на сто ро ни ку та. Відстань між ос но ва ми пер пен ди ку лярів дорівнює  дм, а 

відстань від точ ки А до вер ши ни ку та – 4 дм. Знай діть гра дус ну міру ку та.
32**. По бу дуй те три кут ник за ку том і радіуса ми впи са но го та опи са но го кіл.
33**. Да но відрізок АВ і точ ку С на нь о му (точ ка С не є се ре ди ною відріз ка АВ). 

Знайдіть ге о мет рич не місце то чок пе ре ти ну двох рівних кіл, од не з яких про-
хо дить че рез точ ки А і С, а дру ге – че рез точ ки В і С.
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Для допитливих
Бле зу Пас ка лю (1623–1662) не бу ло ще й 17 років, ко ли він відкрив тео-
рему, сь о годні відо му як те о ре ма Пас ка ля. Про відкрит тя Пас ка ля ма те-
ма ти ки то го ча су дізна ли ся з афіш, які бу ло над ру ко ва но у кіль кості 
50 примірників і розк леєно на стінах бу динків і церков Па ри жа (на той час 
ще не існу ва ло на у ко вих жур налів). 

Те о ре ма Пас ка ля. Позначимо на колі довіль ним чи ном шість то чок, 
про ну ме руємо їх у довіль но му по ряд ку як 1, 2, 3, 4, 5, 6 (не обов’яз ко во у 
то му, як во ни розміщені на колі). Сполучимо ці точ ки відрізка ми І, ІІ, ІІІ, 
ІV, V у послідов ності ну ме рації то чок 
(див. мал.), а ос таннім відрізком VI спо лу-
чимо шос ту точ ку з пер шою. Три точ ки 
пе ре ти ну пря мих, що містять от ри мані 
відрізки, узя тих че рез два номери (І з ІV, 
II з V, III з VI), ле жа тимуть на одній 
прямій. (Далі див. с. 53).
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  Те о ре ма ко си нусів

Те о ре ма ко си нусів. Квад рат сто ро ни три кут-
ни ка дорівнює сумі квад ратів двох інших сторін 
мінус под воєний до бу ток цих сторін на ко си нус 

ку та між ни ми. 

Доведемо для довільного три кут ни ка АВС: 

c2 = a2 + b2 − 2ab cos C.

До ве ден ня

Вве де мо сис те му ко ор ди нат із по чат ком у точці С 
так, як по ка за но на малюн-
ках 1.34.

Тоді точ ки А і В ма ють ко ор ди-
на ти: 

A(b cos C; b sin C) і В(а; 0).

Запише мо квадрат від стані 
між точ ка ми А і В:
AB2 = (b cos C − a)2 + (b sin C − 0)2 = 
= b2cos2 C − 2abcos C + a2 + b2sin2 C.

Згру пуємо у ць о му ви разі пер-
ший до да нок з ос таннім і вра ху-
ємо, що sin2 α + cos2 α = 1:

c2 = b2(cos2 α + sin2 α) + a2 − 
− 2abcos C = b2 + a2 − 2abcos C.

Те о ре му до ве де но.

Наслідок 1. У па ра-
ле ло грамі су ма квад-
ратів діа го на лей до рів-

нює сумі квад ратів усіх йо го 
сторін.

АВСD – па ра ле лог рам із дов-
жи на ми сторін а і b та гост рим 
ку том α (мал. 1.35). Йо го ту пий 
кут дорівнює 180° − α. 

З три кут ників АВD і АВС за 
тео ре мою ко си нусів маємо: 

ВD2 = a2 + b2 − 2ab cos α; 
AC2 = a2 + b2 − 2ab cos (180° − α) = 

= a2 + b2 − 2ab(−cos α).

Поч лен но до да мо ліві й праві 
час ти ни цих рівнос тей і от ри-
маємо шу ка не співвідно шен ня:

ВD2 + АС2 = 2a2 + 2b2.
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c2 = a2 + b2 − 2abcos C

Теорема 
косинусів

Для паралелограма:

d1
2 + d2

2 = 2(a2 + b2)

Мал. 1.34

Мал. 1.35
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Наслідок 2. Квад рат 
медіани, про ве де ної до 
сто ро ни три кут ни ка, 

дорівнює півсумі квад ратів двох 
інших сторін ць о го три кут ни ка 
мінус чверть квад ра та сто ро ни, до 
якої про ве де но медіану. 

Тоб то для медіани mc три кут-
ника АВС (мал. 1.36) ви ко нуєть ся 

рів ність 

До ве ден ня
Про дов жи мо медіану mc на від різок MK = mc.
Ут во ре ний чо ти ри кут ник ACBK – па ра ле лог рам (бо 

CM = MK, AM = MB). Тоді, за наслід ком 1, маємо:

c2 + (2mc)
2 = 2(a2 + b2),   

За у ва жен ня.  Те о ре му ко си нусів інко ли на зи ва-
ють уза галь не ною те о ре мою Піфа го ра. Це по яс нюєть-
ся тим, що ко ли кут С пря мий, то cosC = cos 90° = 0, і 
для гіпо те ну зи с пря мо кут но го три кут ни ка АВС, із тео-
ре ми ко си нусів, маємо: c2 = b2 + a2 − 2ab cosC = b2 + a2 – 
тверд жен ня те о ре ми Піфа го ра.
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Мал. 1.36

Прак тич на ро бо та 4

1. Нак ресліть довіль ний три кут ник і виміряй те дов жи ни його сторін.

Для допитливих
Те о ре ми си нусів і ко си нусів у за да чах на до ве ден ня

У за да чах, що про по ну ють ся далі, тра диційно поз на чаємо відповідно: сто-
ро ни три кут ни ка АВС, що ле жать про ти кутів А, В, С, як а, b, с; медіани і 
ви со ти, про ве дені до сторін а, b, с, як ma, mb, mc і ha, hb, hc; R і r – радіуси опи-
са но го нав ко ло три кут ни ка і впи са но го у три кут ник кіл; S – йо го пло ща.

1. Опор на за да ча. До ведіть, що для три кут ни ка АВС: ,
 

.

2. Точ ка D ле жить на ос нові АС рівно бед ре но го три кут ни ка АВС. До ведіть, 
що радіуси кіл, опи са них нав ко ло три кут ників АВD і CBD, рівні.
3. У гост ро кут но му три кут ни ку АВС про ве ли ви со ти АР і СМ. Точ ки Р1 і М1 
си мет ричні точ кам Р і М віднос но се ре дин сторін ВС і АВ відповідно. 
До ведіть, що пря ма, яка сполучає вер ши ну В із цент ром О кола, опи са но го 
нав ко ло да но го три кут ни ка, ділить відрізок Р1М1 навпіл.

4. Опор на за да ча. До ведіть, що: .

5. До ведіть, що 

6. Дов жи ни сторін па ра ле лог ра ма дорівню ють а і b, дов жи ни діаго на лей – 
m і n. До ведіть, що a4 + b4 = m2n2 тоді і тіль ки тоді, ко ли гост рий кут па ра ле-
лог ра ма дорівнює 45°.
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2. Виміряй те гра дус ну міру кожного кута три кут ни ка. Знайдіть за таб ли цями Бра ді-
са або використовуючи калькулятор зна чен ня ко си нусів цих кутів і за пишіть їх.

3. За до по мо гою відповідних об чис лень пе ре ко най те ся, що те о ре ма ко си нусів пра-
виль на для ва шо го три кут ни ка.

Зав дан ня 7
1°. Знайдіть невідо му сто ро ну три кут ни ка АВС, як що: 

  а) ∠C = 60°, АС = 25 дм, СВ = 40 дм;  в) ∠B = 60°, ВС = 6 см, АС =  см;

  б) ∠C = 120°, АС = 3,5 м, СВ = 4 м;  г) ∠B = 135°, ВС = 4 см, АС =  см.
2°. Знайдіть дов жи ну діаго налі ВD чо ти ри кут ни ка АВСD, у яко го ∠С = 60°, 

ВС = 50 мм, СD = 35 мм.
3. Залізний стер жень зав до вж ки 5 дм зігну то по се ре дині під ку том 120°. Обчисліть 

відстань між йо го кінця ми (з точністю до 0,1 см).
4. Знайдіть рівнодійну двох сил в 3Н і 2Н, прик ла де них в од ній точці під 

ку том 135°.
5. У па ра ле лог рамі АВСD сто ро ни АВ і ВС дорівню ють 20 см і 12 см відповідно, 

а ∠D = 120°. Знайдіть дов жи ну діаго налі АС.
6. Визначте вид три кут ника (гост ро кут ний, ту по кут ний чи пря мо кут ний), як що йо го 

сто ро ни дорівню ють: а) 3 см, 5 см, 7 см; б) 3 см, 4 см, 3 см; в) 3 см, 4 см, 5 см?
7*. Пе ревірте, чи є три кут ник НРТ ту по кут ним, як що Н(−2; 5), Р(4; 8), Т(10; 6).
8. У три кут ни ку АВС сто ро ни АВ, ВС і АС дорівню ють 15 см, 13 см і 14 см 

відповідно. Знайдіть: а) ко си ну си найбіль шо го і най мен шо го кутів три кут ни-
ка; б) про ек ції сторін АВ і ВС на пряму АС.

9. Не хай AD і BC – ос но ви рівнобічної тра пеції ABCD. До ведіть, що AC2 = 
= AD  ·  BC + AB2.

10. Ос но ви тра пеції дорівню ють 3 см і 8 см. Од на з бічних сторін дорівнює 5 см і ут во-
рює з мен шою ос но вою кут 120°. Знайдіть: а) діаго налі тра пеції; б) площу тра-
пеції.

11. Ос но ви тра пеції дорівню ють 6 см і 16 см. Од на з бічних сторін до рівнює 10 см 
і ут во рює з біль шою ос но вою кут 60°. До ведіть, що тра пеція рівнобічна.

12. Діаго налі па ра ле лог ра ма дорівню ють 17 см і 19 см, а сто ро ни відно сять ся як 
2:3. Знайдіть пе ри метр па ра ле лог ра ма. 

13*. Діаго налі па ра ле лог ра ма дорівню ють 24 см і 28 см, а од на зі сторін мен ша за 
дру гу на 8 см. Знайдіть площу па ра ле лог ра ма. 

14. Сто ро ни па ра ле лог ра ма дорівню ють 6 м і 7 м. Знайдіть йо го діаго налі, як що 
од на з них дов ша за дру гу на 4 м. 

15*. З однієї точ ки ко ла про ве де но дві хор ди зав до вж ки 5 см і 8 см. Кінці цих хорд 
спо лу че но відрізком, що стя гує ду гу 120°. Об числіть дов жи ну ць о го відрізка, 
як що він і задана точ ка ле жать по різні бо ки від цент ра ко ла.

16*. З однієї точ ки ко ла про ве де но дві хор ди зав до вж ки 7 см і 8 см. Кінці цих хорд 
спо лу че но відрізком, що стя гує ду гу 120°. Об числіть дов жи ну ць о го відрізка, 
як що він і задана точ ка ле жать по один бік від цент ра ко ла.
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Для допитливих
1. Спро буй те зро би ти кіль ка дослідів за умо вою те о ре ми Пас ка ля (с. 50) для 
довільного розміщен ня то чок на колі і різних способів їх ну ме рації. Причо-
му мо же ста ти ся, що дві пря мі, точ ку пе ре ти ну яких ми шу каємо, – па ра-
лельні. Тоді те о ре му Пас ка ля тре ба ро зуміти так, що 
пря ма, яка проходить через дві інші задані точ ки, 
па ра лель на вка за ним пря мим (див. мал.). 
2. У коло вписано трапецію MNPQ (MQ || NP). Точка А – 
довільна точка прямої, що містить діаметр, пара лель-
ний основам трапеції. Доведіть, що 

АМ2 + АQ2 = AN2 + AP2.
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Для допитливих
1. У три кут ни ку АВС ви со та АН дорівнює медіані ВМ. Знайдіть кут МВС.
2. Знайдіть за лежність між ку та ми три кут ни ка, в яко му од ну з медіан із 
цент ра ко ла, опи са но го нав ко ло ць о го три кут ни ка, вид но під пря мим 
ку том.

17*. З однієї точ ки ко ла про ве де но хор ди зав до вж ки  см і 6 см. Кінці цих хорд 
спо лу че но відрізком, що стя гує ду гу 90°. Об числіть дов жи ну ць о го відрізка, 
як що він і задана точ ка ле жать: а) по різні бо ки від цент ра ко ла; б) по один бік 
від цент ра ко ла.

18*. Медіана АМ три кут ни ка АВС ут во рює зі сто ро ною ВС кут 60°. Знайдіть сто -

 ро ну АС, як що ВС = 32 см,  см.
19*. Медіана три кут ни ка, що про ве де на до сто ро ни, дов жи на якої дорів нює 20 см, 

 ут во рює з нею кут 60°. Сто ро на, що ле жить про ти ць о го ку та, дорівнює 

  см. Знайдіть тре тю сто ро ну три кут ни ка.
20*. Бісект ри са АР три кут ни ка АВС ут во рює зі сто ро ною ВС кут 60°. Сто ро ни АС 

і АВ дорівню ють 6 см і 8 см відповідно. Знайдіть дов жи ну сто ро ни ВС.
21*. Знайдіть най дов шу медіану три кут ни ка, сто ро ни яко го дорівню ють 7 см, 

 6 см і  см.
22*. Різни ця двох сторін три кут ни ка дорівнює 8 см, тре тя сто ро на – 32 см, 

а медіана, про ве де на до неї, – 28 см. Об числіть пе ри метр три кут ни ка.
23*. Сто ро на три кут ни ка біль ша за медіану, про ве де ну до неї, на 4 см, а дві інші 

сто ро ни дорівню ють 28 см і 36 см. Об числіть пе ри метр три кут ни ка. 
24*. Дві сто ро ни три кут ни ка дорівню ють 6 см і 7 см, а медіана, про ве де на до мен-

шої з них, дорівнює 5 см. Знайдіть тре тю сто ро ну три кут ни ка.

25**. Медіани три кут ни ка дорівню ють 5 см,  см і  см. До ведіть, що цей три-
кут ник пря мо кут ний. 

26**. Усе ре дині ку та міри 60° взя то точ ку А, яка відда ле на від сторін цього ку та на 
2 см і 4 см. Знайдіть відстань від точ ки А до вер ши ни ку та.

27**. До ведіть, що різни ця квад ратів двох сторін три кут ни ка дорівнює: а) різниці 
квад ратів їх про екцій на тре тю сто ро ну; б) под воєно му до бут ку третьої сто ро-
ни і про екції її медіани на цю саму сто ро ну.

28*. У колі з цент ром О хор да АВ пе ре ти нає діаметр у точці М і ут во рює з цим 
діамет ром кут 60°. Знайдіть ОМ, як що АМ = 10 см, ВМ = 4 см.

29**. До ведіть, що медіани три кут ни ка ABC, про ве дені до сторін a і b, взаємно 
перпен ди ку лярні, як що виконується співвідно шен ня a2 + b2 = 5c2.

30*. До ведіть, що в па ра ле лог рамі про ти біль шо го ку та ле жить біль ша діаго наль.
31**. До ведіть, що в будьeяко му три кут ни ку: а) найбіль шій сто ро ні відповідає мен-

ша з медіан; б) біль ша з медіан перетинає мен шу зі сторін.
32**. До ведіть, що у па ра ле лог ра мі з гост рим ку том 45° до бу ток квад ратів діаго на-

лей дорівнює сумі чет вер тих сте пенів двох йо го суміжних сторін.

33**. За да ни ми відрізка ми a і b по бу дуй те відрізок .

34**. Вер ши ни опук ло го чо ти ри кут ни ка ABCD на ле жать ко лу. Відо мо, що 
AB2 + BC2 = AD2 + CD2. До ведіть, що ∠ABC = 90°.

35**. За допомогою теореми косинусів доведіть теорему Птолемея: в чо ти ри кут-
ни ку, впи са но му в ко ло, до бу ток діаго на лей дорівнює сумі до бутків йо го про-
ти леж них сторін.

36**. Для медіан три кут ни ка спра вед ли ва рівність: ma
2 + mb

2 = 5mc
2. Чи пра виль но, 

що три кут ник пря мо кут ний? Відповідь обґрунтуйте.
37**. Для медіан три кут ни ка спра вед ли ва нерівність: ma

2 + mb
2 > 5mc

2. Яким має 
бу ти кут С – ту пим чи гост рим? Відповідь обґрунтуйте.
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Для допитливих
Упер ше аналіз і кла сифікацію софізмів дав Аріс то тель (384–322 рр. до н. е.) 
у трак таті «Про софістичні спрос ту ван ня» (див.: Арис то тель. Соб ра ние 
со чи не ний. В 4e х т. М., 1978, т. 2).

Роз га дай те софізм М. Г. Чер ни шевсь ко го. У будьQяко му ту по кут но му 
три кут ни ку дов жи на сто ро ни, про ти леж ної ту по му ку ту, біль ша від су ми 
дов жин двох інших йо го сторін.

До ве ден ня
1) Нехай у �АВС кут А – ту пий. Тоді ∠A  > ∠B + ∠C.

2) За те о ре мою си нусів маємо: 
 
де R – радіус ко ла,

опи са но го нав ко ло три кут ни ка АВС.
3) Із по пе реднь о го маємо, що sin A : sin B : sin C = a : b : c.
4) Як відо мо, біль шо му ку ту відповідає біль ше зна чен ня йо го си ну са. Тоді 

a > b + c?!

  Розв’язу ван ня три кут ників

Наз ве мо ос нов ни ми еле мен та ми три кут ни ка йо го 
внутрішні ку ти і сто ро ни.

Розв’язу ван ням три кут ника на зи ва ють об чис лен-
ня усіх йо го ос нов ни х еле ментів за значеннями трьох з 
них, як що три кут ник ви з на че ний. (Три кут ник виз на-
че ний, як що за да ни ми еле мен та ми мож на по бу ду ва ти 
конк рет ний трик ут ник.) 

Зауваження. Набір за да них трь ох еле ментів не 
мо же бу ти довіль ним. Нап рик лад, не мож на виз на чи ти 
три кут ник, за дав ши три йо го ку ти.

Ми вже розв’язу ва ли у 8eму класі такі за дачі для 
пря мо кут но го три кут ни ка. Те пер, ко рис ту ю чись те о ре-
ма ми си нусів і ко си нусів, мо же мо зна хо ди ти сто ро ни і 
ку ти довіль них три кут ників.

Розг ля не мо розв’язу ван ня три кут ника на прик ла-
дах. Причому бу де мо ви ко рис то ву ва ти тра диційні 
позна чен ня: у три кут ни ку АВС про ти кутів А, В і С 
ле жать сто ро ни а, b і с.

Прик лад 1.  За дво ма відо ми ми сто ро на ми і ку том 
між ни ми (мал. 1.37) знай ти всі 
інші еле мен ти три кут ни ка.
Да но: а, b, ∠С.
Знай ти: с, ∠A, ∠B.
__________________________________

1) За те о ре мою ко си нусів

2) За те о ре мою ко си нусів

3) ∠B = 180° − ∠A  − ∠C.
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α, β, γ, a, b, c, – 
основні елементи 

трикутника

Трикутник 
визначений,

↑ якщо

за даними елемен-
тами його можна 
однозначно побуду-
вати.

Мал. 1.37
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Для допитливих
Роз га дай те софізм. У будьQяко му три кут ни ку всі ку ти рівні.

До ве ден ня
Не хай АВС – довіль ний три кут ник, ку ти і сто ро ни яко го поз на чи мо, як 

пока за но на ма люн ку. 

�ВЕС і �ВDС:  

за те о ре мою си нусів 

Звідси:  і β = α. 

Ана логічно отримаємо, що α = γ?!

Прик лад 2.  За відо ми ми сто ро ною і при лег ли ми до 
неї ку та ми (мал. 1.38) знай ти всі інші основні еле мен ти 
три кут ни ка.

Да но: а, ∠C, ∠B.
Знай ти: ∠A, b, с.
__________________________________ 

1) ∠A  = 180° − ∠B − ∠C.
2) За те о ре мою си нусів

Прик лад 3.  За трь о ма відо ми ми сто ро на ми знай ти 
всі кути три кут ни ка (мал. 1.39).

Да но: а, b, с.
Знай ти: ∠A, ∠B, ∠C.
__________________________________

1) За те о ре мою ко си нусів

2) ∠C = 180° − ∠A  − ∠B.

За у ва жен ня. Ос танні два прик лади мають роз-
в’язки не при довіль них зна чен нях заданих елементів, 
а ли ше за умови ∠C + ∠B < 180° та a + b > c, a + c > b, 
c + b > a відповідно.

Уміння розв’язу ва ти три кут ни ки мож на ви ко рис то-
ву ва ти і на прак тиці. Нап рик лад, як що тре ба знай ти 
відстань між дво ма пунк та ми А і В, які розділе но пе ре-
ш ко дою, мож на ско рис та ти ся прик ла дом 2. Тоб то об ра-
ти на місце вості точ ку С (див. мал. на полі), виміря ти 
відстань СВ, ку ти С і В та за те о ре мою си нусів об чис ли-
ти дов жи ну відрізка АВ. 
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Мал. 1.38

Мал. 1.39
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Не мож на не розг ля ну ти і чет вер тий ви па док 
розв’я зу вання три кут ни ка за дво ма йо го сто ро на-
ми і ку том не між ни ми.

Да но: a, b, ∠B
Знай ти: c, ∠A, ∠C.
_______________________________ 

За те о ре мою си нусів 

звідси кут A мо же бу ти або гост-
рим, або ту пим, бо sin (180° − α) = sin α – маємо два 
розв’яз ки: A1 = α < 90° або A2 = 180° − α > 90° (мал. 1.40).

Тоді 
∠C1 = 180° − ∠B − α, 
∠C2 = 180° − ∠B − (180° − α) = α − ∠B.
Зро зуміло, що градусна міра кута три кут ни ка не 

мо же бу ти від’єм ною. Тоді дру гий розв’язок існує за 
умо ви α > ∠B, тоб то ко ли a > b (у три кут ни ку про ти 
біль шо го ку та ле жить біль ша сто ро на).

Як що a � b, то маємо один розв’язок, тоб то три кут-
ник ABC ви зна чаєть ся од ноз нач но. 

Зро зуміло, що да на за да ча має один розв’язок та кож 
у ви пад ку, ко ли за да ний кут B – ту пий.
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Мал. 1.40 Як що за да но a, b, 
∠B, то розв’язок 
	ABC єди ний у 
ви пад ках:
1) a � b;
2) ∠B – ту пий.

Зав дан ня 8

1°. У три кут ни ку АВС про ти кутів А, В, С ле жать відповідно сто ро ни a, b, c. Знайдіть 
невідомі сто ро ни та ку ти три кут ни ка, як що: 

 а) ∠A  = 25°, ∠B = 48°, a = 27 см; е) ∠C = 32°, a = 25, b = 40;
 б) ∠C = 30°, ∠B = 48°, b = 70; є) ∠B = 81°, ∠C = 45°, a = 105 см;
 в) ∠A  = 85°, a = 30, b = 9,81; ж) ∠A = 30°, ∠B − ∠C = 60°, c = 38;
 г) ∠C = 17°, c = 5, b = 8;  з) ∠A = 44°, ∠B = 77°, c = 13;
 д) ∠C = 51°, a = 15, b = 17,9; и) a = 7, b = 8, c = 6.

2. Щоб виз на чи ти відстань між дос туп ною точ кою С і не дос туп ною точ кою А 
(мал. 1.41), виб ра ли дру гу дос туп ну точ ку В. Знайдіть АС, як що СВ = 100 м, 
∠C = 82°, ∠B = 61°.

3. Виз нач те ши ри ну річки при та ких да них ге о де зич них вимірів: ∠A = 85°, ∠C = 81°, 
AC = 490 м (мал. 1.42-а). 

4. Виз нач те дов жи ну озе ра (мал. 1.42-б) за та ки ми да ни ми: ∠C = 48°, b = 56,7 м, 
a = 129 м.

 Мал. 1.41   Мал. 1.42
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5*. Три до ро ги ут во рю ють три кут ник АВС: АВ – шо се, АС і СВ – ґрун тові до ро ги. 
По шо се мож на їха ти вдвічі швид ше, ніж ґрун то вою до ро гою. Ав то мобіліст хо че 
швид ше діста ти ся з пунк ту А до пунк ту С. Який марш рут кра ще ви б ра ти ав то-
мобілісту – навп рос тець чи в об’їзд, як що: а) ∠CAB = 20°, ∠ABC = 120°; 
б) ∠ACB = 60°, ∠CAB = 45°?

6*. О 12e00 по руш ник з’їхав з ос нов ної магістралі і пом чав по шо се зі швидкістю 
140 км/год. У цей са мий час інспек тор ДАІ от ри мав повідом лен ня і поїхав 
ґрун то вою до ро гою зі швидкістю 70 км/год на пе реріз по руш ни ку. В яко му 
ви пад ку інспек тор встиг не зу пи ни ти по руш ни ка на пе ре хресті (мал. 1.43)?

Мал. 1.43

7*. До од ної точ ки прик ла дені три си ли: F1 = 10 Н, F2 = 10 Н, F3 = 20 Н. Си ли F1 і F2 
при к ла дені під ку  том 120°, а си ли F2 і F3 – під ку том 90°. Ви зна чте зна чен ня 
рівнодійної си ли.

8. У три кут ни ку АВС про ти кутів А, В і С ле жать сто ро ни a, b, c від повідно. Ви со-
ти і медіани, про ве дені до цих сторін, позначено як ha, hb, hc і ma, mb, mc відпо-
відно; бісект ри си кутів – la, lb, lc. Знайдіть невідомі сто ро ни і ку ти три кут ни ка, 
як що: 

 а) ∠A  = 58°, ∠B = 73°, b − c = 12 см;  є) mc = 8 см, с = 18 см, b = 13 см;
 б) ∠A  = 81°, ∠B = 68°, a + c = 63,4 см; ж) ma = 17 см, a = 24 см, ha = 15 см;
 в) ∠A  = 36°, ∠B = 60°, a + b + c = 94 см; з) ha = 12 см, hb = 15 см, hc = 18 см;
 г) ha = hb = 4 см, hc = 6 см;    и) ∠A  = 38°, ∠B = 63°, lc = 15,6 см;
 д) ∠B = 48°, ∠C = 68°, ha = 32 см;  і) ha = 24 см, hb = 20 см, a = 24 см;
 е) mc = 11 см, a = 9 см, b = 19 см;   ї) a − b = 2 см, a − c = 5 см, ∠B = 60°.
9*. Дов жи на хви лин ної стрілки го дин ни ка дорівнює 

60 мм, а го дин ної – 54 мм. Че рез який час попо луд ні 
відстань між кінця ми стрілок упер ше дорівню ва ти ме 
90 мм?

10*. Щоб знай ти відстань між дво ма не дос туп ни ми точ ка-
ми А і В (мал. 1.44), виб ра ли дві дос тупні точ ки C і D. 
Знайдіть АВ за та ки ми вимірами: CD = 920 м, 
∠ADC = 81°, ∠BDC = 62°, ∠DCB = 88°, ∠ACB = 32°.

11*. Сто ро ни три кут ни ка дорівню ють 1 см і 2 см, а кут між 
ни ми – 60°. Че рез центр впи са но го у цей три кут ник 
кру га і кінці третьої сто ро ни про ве де но ко ло. Знайдіть 
радіус цього кола.
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Мал. 1.44

Для допитливих

1. До ве діть та ку те о ре му. 
Т е  о  р е  м а .  Для кутів А, В, С і бі се кт рис lA, lB, lC три кут ни ка АВС нерівності 
А � В � С і lA 
 lB 
 lC рівно сильні. 
П о  р а  д а .  До веді ть, що з вер ши ни меншо го ку та ви хо дить біль ша бісект-
ри са і навпаки.
2. Да но дов жи ни сторін три кут ни ка АВС. Знайдіть дов жи ни бісект рис ць о-
го три кут ни ка.
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Для допитливих
1. За до по мо гою те о ре ми си нусів до ведіть відо мий факт, що бісект ри са три-
кут ни ка ділить сто ро ну на відрізки, про порційні прилеглим сто ро нам. 
2. Пря ма, що про хо дить че рез вер ши ну пря мо го ку та три кут ни ка, ут во рює 
з мен шим ка те том кут 30° і пе ре ти нає гіпо те ну зу в точці, яка поділяє її у 
відно шен ні 1 : 2. Знайдіть дов жи ну гіпо те ну зи, як що дов жи на мен шо го ка-

те та дорівнює .
3. По бу дуй те пря мо кут ний три кут ник за йо го гіпо те ну зою і бісект ри сою 
гос тро го ку та.
4. По бу дуй те три кут ник за стороною, протилежним кутом і бісектрисою 
цього кута (задача Паппа).
5. По бу дуй те три кут ник ABC за: 
а) ∠A, ma, la; б) ∠A, la, 2p; в) ha, hb, lc; г) ha, ma, la.

12*. У три кут ни ку АВС відо мо, що АС = b і ∠ABC = β. Знайдіть радіус ко ла, що про-
хо дить че рез вер ши ни А і С та центр впи са но го в три кут ник ко ла. 

13. Знайдіть радіус ко ла, опи са но го нав ко ло три кут ни ка зі сто ро на ми 13 см, 
14 см, 15 см.

14**. Ви со ти три кут ни ка пе ре ти на ють ся в точці Н. До ведіть, що радіуси кіл, опи са-
них нав ко ло три кут ників АВС, АВН, ВСН і АСН, рівні між со бою.

15**. У гострокутному три кут ни ку АВС відо мо, що АВ = 2 см, АС = 5 см, ВС = 6 см. 
Знайдіть з точністю до сотих відстань від вер ши ни В до ортоцентра трикутника 
(точ ки пе ре ти ну його ви сот).

16**. У гост ро кут но му три кут ни ку АВС провели ви со ти АР і СН. Пло ща три кут ни-
ка АВС дорівнює 18 см2, пло  ща три кут ни ка ВРН – 2 см2, а РН =  см. 
Знайдіть радіус ко ла, опи са но го нав ко ло три кут ни ка АВС. 

17**. Че рез вер ши ни А і В три кут ни ка  АВС про хо дить ко ло, радіус якого дорівнює 
r, яке пе ре ти нає сто ро ну ВС у точці D. Знайдіть радіус ко ла, що про хо дить 
че рез точ ки А, С і D, як що АВ = с і АС = b. 

18**. Про дов жен ня ви сот АМ і СN гост ро кут но го три кут ни ка АВС пе ре ти на ють 
опи са не навколо цього трикутника ко ло в точ ках Р і Q відповідно. Знайдіть 
радіус вказа но го ко ла, як що АС = а, PQ = 1,2 a.

19**. У пря мо кут но му три кут ни ку бісект ри са пря мо го ку та дорівнює 18 см і ут во-
рює з медіаною, про ве де ною до гіпо те ну зи, кут 10°. Знайдіть гіпо те ну зу.

20**. У три кут ник впи са но три од на кові ко ла так, що кож не з них до ти каєть ся до 
двох сторін три кут ни ка і всі три ко ла ма ють од ну спіль ну точ ку. Знайдіть 
радіуси цих кіл, як що радіуси впи са но го та опи са но го кіл три кут ни ка 
дорівню ють r і R.

21**. Знайдіть радіус опи са но го нав ко ло три кут ни ка АВС ко ла, якщо: АВ = 20, 
АС = 24; через вер ши ну С, інцентр трикутника і точ ку пе ре ти ну бісект ри си 
ку та А з ВС можна провести ко ло, центр яко го нале жить АС. 

22**. До ведіть, що для кутів А, В, С довіль но го три кут ни ка ви ко нуєть ся співвідно-
шен ня: 

 а) cos2 A = cos2 C + sin2 B − 2 sin A sin B cos C;  
 б) sin C = sin A cos B + cos A sin B; 
 в) sin B sin C = cos B cos C + cos A;

 г) .

23**. Доведіть, що sin(α + β) = sin α cos β + cos α sin β, де α і β – кути, сума яких не 
перевищує 180°.
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Для допитливих
Чи існує три кут ник зі сто ро на ми 8 см і 3 см та ви со тою, про ве де ною до 
третьої сто ро ни ць о го три кут ни ка, що дорівнює се реднь о му ге о мет рич но му 
двох інших ви сот?

  Площа три кут ни ка і чо ти ри кут ни ка

Вам уже відомі певні формули для обчислення площ 
трикутника, паралелограма і трапеції. У цьому пара-
графі ми їх повторимо і доведемо ще кілька формул для 
обчислення площ фігур. 

ПЛО ЩА ОПИСАНОГО БАГАТОКУТ НИ КА
Площу описаного багатокутника S можна обчис-

лити, знаючи його півпериметр p і радіус r вписаного 
кола: S = p · r.

Для доведення цієї формули тре-
ба сполучити центр О вписаного у 
багатокутник кола з вершинами 
цього багатокутника (мал. 1.45). 
В утворених трикутниках радіуси 
кола, проведені в точки дотику, є 
висотами. Площа багатокутника 
до рів нює сумі площ цих трикут-
ників: 

.

ПЛО ЩА ТРИ КУТ НИ КА

Для обчислення площі трикутника ви знаєте такі 
формули: 

  
S = pr,

  
  і   

де: p – півпе ри метр три кут ни ка; r і R – радіуси його 
впи са но го й описаного кі л; a і b – дов жи ни двох йо го 
сторін, а ∠C – кут між ци ми сто ро на ми; ha – довжина 
ви со ти, про ве де ної до сто ро ни а. 

До ве де мо ще кіль ка ко рис них фор мул для об чис-
лен ня площі три кут ни ка:

(1) S = 2R2sin A sinB sinC,

(2) 

(3)  – фор му ла Ге ро на, 

де a, b і c – дов жи ни сторін три кут ни ка; А, В і С – міри

йо го відповідних кутів (мал. 1.46); ; R – ра-

діус ко ла, опи са но го нав ко ло ць о го три кут ни ка.
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Описаний 
багатокутник

S = p ⋅ r, 
де p – півпериметр

;

ha : hb = b : a;

;

O

Мал. 1.45
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Для допитливих
1. Да но три кут ник АВС. Знайдіть ге о мет рич не місце та ких то чок М, щоб 
три кут ник АВМ був рівно ве ли кий три кут ни ку АВС.
2. Три ви со ти три кут ни ка менші за оди ни цю. Чи мо же йо го пло ща бу ти 
біль шою за 10 квад рат них оди ниць?
3. Се ред усіх рівно бед ре них три кут ників, опи са них нав ко ло да но го ко ла, 
знайдіть та кий, що має най мен шу пло щу.

До ве ден ня
1. За роз ши ре ною те о ре мою 

си ну сів a = 2R sin A, b = 2RsinB. 
Тоді

2. Після підстанов ки у фор му-
лу (1) зна чен ня R =  от ри -

маємо:

3. Перш ніж пе рей ти до до ве ден ня фор му ли Ге ро-
на, за у ва жи мо, що

ана логічно  і 

Доведемо формулу (3). З те о ре ми ко си нусів маємо, що 

Знай де мо sin C з ос нов ної три го но мет рич ної то тож-
ності, вра хо ву ю чи, що зна чен ня си ну са ку та від 0° до 
180° є ве ли чи ною невід’ємною:

Розг ля не мо пе рет во рен ня кож но го з підко ре не вих 
множ ників ок ре мо:

Тоді

і
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S	 = 
= 2R2 sin A sin Bsin C,

Формула Герона

p = (a + b + c) : 2

Мал. 1.46
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Зауваження. Формулу Герона легко довести, 
скориставшись властивостями зовнівписаного 
кола трикутника. Зробіть це самостійно, скори-

став шись наступною теоремою (або зазирніть на с. 63).

Те о ре ма. Пло щу три кут ни ка АВС мож на 
об чис ли ти за фор му лою 

S = (p − a)ra, 
де ra – радіус зовнівпи са но го ко ла a, яке до ти каєть ся 
до сто ро ни а три кут ни ка АВС, р – півпе ри метр ць о-
го три кут ни ка. 

Доведення
Не хай I і Ia – цент ри впи са но го і зовнівпи са но го кіл 

три кут ни ка АВС відповідно; K і K1 – точ ки до ти ку цих 
кіл до (АС); Ka і K2 – точ ки до ти ку γa до (СВ) і (АВ) 
(мал. 1.47).

Мал. 1.47

1) За опор ною за да чею (див. форзац) АK = p – a.
2) За влас тивістю до тич них до ко ла, проведених з однієї 
точки: 

АK1 = AK2; CK1 = CKa; BKa = BK2. 
Тоді АK1 + AK2 = AC + CKa + AB + BKa = 2p і AK1= AK2 = p.
3) Із три кут ників АKI і AK1Ia маємо:

Звідси:   і  .

4) Вра хуємо, що S = pr. Тоді . 

Те о ре му до ве де но.
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Зовнівписане 
коло

Центр Ia рівновід-
далений від [BC],  
(AB) і (AC).

AK1 = AK2 = p

SABC = (p – a)ra
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ПЛО ЩА ЧО ТИ РИ КУТ НИ КА

Як відомо, діагональ паралело-
грама ділить його на два рівні три-
кут ники. Тоді з того, що площа 
трикутника дорівнює половині 
добутку двох його сторін на синус 
кута між ними, маємо: 

площа пара лелограма дорівнює 
добутку двох його суміжних сторін 
на синус кута між ними.

Наприклад, площа паралело гра ма, зобра женого на 
малюнку 1.48, дорівнює . 

Зауважимо, що за властивістю парале ло грама 
  і  .

Те о ре ма. Як що d1 і d2 – діаго налі довіль но го 
чо ти ри кут ни ка, а  – кут між ни ми, то пло ща цьо-
го чо ти ри кут ни ка дорівнює 

До ве ден ня
Розг ля не мо чо ти ри кут ник АВСD 

(мал. 1.49). Діаго налі АС і ВD по ді-
ля ють йо го на чо ти ри час ти ни – 
три кут ни ки АВK, ВKС, СKD і 
AKD. Тоді пло ща ць о го чо ти ри кут-
ни ка дорівнює сумі площ ука за них 
три кут ників.
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Мал. 1.49

Мал. 1.48

S = absinA

=

absinB

ABCD  – 
ПАРАЛЕЛОГРАМ

Для допитливих
ДОВЕДЕННЯ  ФОРМУЛИ  ГЕРОНА

На ма люн ку зоб ра же но зовнівпи са не ко ло γa три кут ни ка АВС, Ia – центр 
ць о го ко ла, I – інцентр три кут ни ка АВС, K і K1 – точ ки до ти ку впи са но го і 
зовнівпи са но го кіл три кут ни ка АВС до (АС).

. Тоді .

З подібності три кут ників СKI і IaK1C вип ли ває:

, тоб то   і  rra = (p – b)(p – c).

За пи ше мо такі три рівності:
S = pr,  S = (p − a)ra,  rra = (p − b)(p − c).

Пе рем но жи мо перші дві з них і вра хуємо тре тю:
S2 = р(р − а)(р − b)(р − с), 

маємо фор му лу Ге ро на  . 

Доведіть, що площу трикутника ABC можна обчислити за форму лою

.

S = a · ha

=

b · hb
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Вра хуємо, що sin(180° − α) = sin α і ви не се мо спільні 
множ ни ки:

Те о ре му до ве де но.

За у ва жен ня. Ви ве де на 
фор   му ла спра вед ли ва для 

будьeяко го чо ти ри кут ни ка – як 
опук ло го, так і не о пук ло го 
(мал. 1.50). 

До ве ден ня цієї фор му ли для 
неопук ло го чо ти ри кутни ка про-
по нуємо про вес ти са мостійно.
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Для допитливих
1. До ведіть, що пло щу гост ро кут но го три кут ни ка мож на об чис ли ти за 
форму лою S = r ·  pH, де r – радіус ко ла, впи са но го у цей три кут ник, а pH – 
півпе ри метр ор то це нт рич но го три кут ни ка (три кут ни ка, що має за ве рши-
ни ос но ви ви сот за да но го три кут ни ка).
По ра да.  Ско рис тай те ся зовнівпи са ним ко лом за да но го три кут ни ка.
2. До ведіть, що точ ка до ти ку зовнівпи са но го ко ла три кут ни ка до сто ро ни 
ць о го три кут ни ка, се ре ди на ви со ти, про ве де ної до цієї сто ро ни, та інцентр 
ле жать на одній прямій.
3. По бу дуй те три кут ник, як що да но три точ ки, які є цент ра ми зовнівпи-
саних кіл ць о го три кут ни ка.
4. По бу дуй те три кут ник, як що да но радіуси йо го зовнівпи са них кіл.
5. По бу дуй те три кут ник за: стороною; радіусом зовнівписаного кола, що 
дотикається до заданої сторони; бісектрисою кута, прилеглого до цієї 
сторони.

Мал. 1.50

Зав дан ня 9

1°. Знайдіть пло щу три кут ни ка, як що дві сто ро ни і кут між ни ми дорів ню ють від-
 повідно: 

 а) 2 см, 3 см і 30°; б) 5 см, 4 см і 150°; в)  мм, 6 мм і 60°; г) 4 дм, 2 дм і 135°.
2°. Об числіть пло щу па ра ле лог ра ма, як що суміжні сто ро ни па ра ле логра ма і кут 

між ни ми дорівню ють відповідно: 

 а) 6 см, 7 см і 150°; б)  мм, 4 мм і 60°.
3°. Об числіть пло щу па ра ле лог ра ма, як що діаго наль і сто ро на па ра ле логра ма та кут 

між ни ми дорівню ють відповідно: 

 а) 6 см, 8 см і 30°; б)  мм, 8 мм і 60°.
4. Ка те ти пря мо кут но го три кут ни ка відно сять ся як 3 : 4, а гіпо те ну за дорівнює 

45 см. Об числіть пло щу три кут ни ка.
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Для допитливих
Дві вер ши ни три кут ни ка АВС ле жать у точ ках А(2; 2) та В(2; 0), а тре тя 
вер ши на С(x; y) – на прямій x = 5. Знайдіть пло щу три кут ни ка АВС і ко ор-
ди на ти вер ши ни C.

5. Знайдіть пло щу три кут ни ка, як що йо го сторона дорівнює а, а при леглі ку ти: 
а) 30° і 45°; б) 45° і 60°. 

6°. Об числіть пло щу три кут ни ка, як що сто ро ни йо го дорівню ють: 
 а) 13 см, 14 см, 15 см;  в) 9 см, 10 см, 17 см;
 б) 4 см, 13 см, 15 см; г) 13 см, 20 см, 21 см.
7. Знайдіть радіуси впи са но го та опи са но го кіл три кут ни ка, як що сто ро ни йо го 

дорівню ють: а) 13 см, 14 см, 15 см; б) 4 см, 13 см, 15 см; в) 9 см, 10 см, 17 см; 
г) 13 см, 20 см, 21 см.

8*. Впи са не в три кут ник АВС ко ло до ти каєть ся до йо го сторін у точ ках D, E, F. 
Знайдіть пло щу три кут ни ка DEF, як що сто ро ни три кут ни ка АВС дорів ню ють 
6 см, 8 см, 10 см.

9*. Знайдіть пло щу рівно бед ре но го три кут ни ка, у яко го бісект ри са ку та при 
ос нові ділить: а) ви со ту, про ве де ну до ос но ви, на відрізки 15 см і 9 см; б) бічну 
сто ро ну – на відрізки 25 см і 30 см, по чи на ю чи від вер ши ни.

10*. Ви со та, опу ще на на бічну сто рону рівно бед ре но го три кут ни ка, дорів нює 
24 см. Об числіть пло щу три кут ни ка, як що: а) ви со та, опу ще на на ос но ву три-
кут ни ка, дорівнює 20 см; б) бічна сто ро на відно сить ся до ос но ви як 5:6.

11*. Гіпо те ну за пря мо кут но го три кут ни ка відно сить ся до од но го з ка те тів як 5:4. 
Об числіть площі час тин три кут ни ка, на які він поділяєть ся ви  со тою, опу ще-
ною на гіпо те ну зу, як що: а) ви со та, опу ще на на гіпо те  ну зу, ділить її на від-
різки, різни ця яки х дорівнює 7 см; б) бісект ри са пря мо го ку та три кут ни ка 
ділить гіпо те ну зу на відрізки, різни ця яких дорівнює 5 см; в) бісект ри са гост-
ро го ку та три кут ни ка ділить ка тет на відрізки, різни ця яки х 2 см.

12**. Інцентр пря мо кут но го три кут ни ка відда ле ний від вер шин гост рих кутів на 

  см і  см. Знайдіть пло щу три кут ни ка.
13**. У три кут ни ку АВС: АВ = 112 см, АС = 108 см. На АВ взя то та ку точ ку М, що 

АМ = 84 см. Че рез M про ве де но прямі, які поділи ли три кут ник на час ти ни, 
площі яких (ра ху ю чи від вер ши ни А) відно сять ся як 1:2:3:4:5. На які час ти-
ни ці прямі поділяють сто ро ну АС?

14*. На сто ро нах три кут ни ка ABC взя то такі точ ки D, E, F, що AD : DB = BE : EC = 
= CF : FA = 1 : 2. Як відно сять ся між со бою площі три кут ників ABC і DEF?

15*. Сто ро ни три кут ни ка ABC про дов жено так, що AB = BA1, BC = CB1, CA = CA1. 
Як відно сять ся площі три кут ників ABC і A1B1C1?

16*. Точ ка O – центр ко ла, впи са но го в три кут ник ABC, сто ро ни яко го дорівню ють 
15 см, 28 см, 41 см. Знайдіть площі три кут ників ABO, ACO, BCO.

17**. Точка дотику, впи са ного у пря мо кут ний три кут ник ко ла, ділить йо го гіпо те-
ну зу на відрізки, що дорівню ють m і n. Знайдіть пло щу три кут ни ка. 

18**. Впи са не в три кут ник ABC ко ло, радіус яко го дорівнює r, до ти каєть ся до йо го 
сторін у точ ках D, E, F, причому AD = AE = m, BD = BF = n, CE = CF = t. До-

 ведіть, що пло ща три кут ни ка 

19**. Медіана, про ве де на з вер ши ни пря мо го кута три кут ни ка, дорівнює 20 см. 
Се ре дин ний пер пен ди ку ляр до цієї медіани пе ре ти нає біль ший ка тет у точці, 
відда леній від медіани на 7,5 см. Знайдіть пло щу три кут ни ка.

20*. Найбіль ша медіана пря мо кут но го три кут ни ка дорівнює m і на хи ле на до біль-
шо го ка те та під ку том 15°. Знайдіть пло щу три кут ни ка.

21*. Че рез точ ку M на сто роні AB три кут ни ка ABC про ведіть пря му, яка поділяє 
три кут ник на дві рівно ве ликі час ти ни.

65

Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   65Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   65 7/1/2009   13:07:147/1/2009   13:07:14



Для допитливих
На шахівниці розс та ви ли 15 фігур так, що в кож но му го ри зон таль но му 
ряд ку і кож но му вер ти каль но му ряд ку стоїть хо ча б од на фігу ра. До ведіть, 
що із шахівниці мож на заб ра ти од ну фігу ру так, що всі інші зно ву 
за доволь ня тимуть сфор муль о ва не ви ще пра ви ло.
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22*. Че рез точ ку M на сто роні AC три кут ни ка ABC про ведіть дві прямі, які поділя-
ють три кут ник на три рівно ве ликі час ти ни.

23*. Об числіть пло щу тра пеції, як що: а) її ос но ви дорівню ють 8 см і 26 см, а ку ти 
при більшій ос нові – 30° і 60°; б) ос но ви дорівню ють 7 см і 55 см, а бічні сто-
ро ни – 29 см і 35 см; в) ви со та тра пеції дорівнює 18 см, а діаго налі – 30 см і 
82 см; г) ос но ви дорівню ють 10 см і 42 см, а ку ти при меншій ос нові – 105° і 
165°.

24*. Бічна сто ро на рівнобічної тра пеції дорівнює а, кут при більшій основі – 60°. 
Діаго наль є бісект ри сою гост ро го ку та. Знайдіть пло щу тра пеції.

25*. Знайдіть пло щу рівнобічної тра пеції, як що її діаго наль має дов жи ну d і ут во-
рює з більшою ос но вою кут α.

26*. Три менші сто ро ни пря мо кут ної тра пеції дорівню ють 8 см, 8 см і 10 см. 
Знайдіть її пло щу.

27*. Центр ко ла, впи са но го у пря мо кут ну тра пецію, відда ле ний від кінців однієї з 
її бічних сторін на 3 см і 9 см. Знайдіть пло щу тра пеції. 

28*. Бічні сто ро ни і ви со та тра пеції дорівню ють 25 см, 30 см і 24 см відповідно. 
Об числіть пло щу тра пеції, як що: а) бісект ри си гост рих кутів тра пеції пе ре ти-
на ють ся на меншій ос нові; б) бісект ри си ту пих кутів тра пеції пе ре ти на ють ся 
на більшій ос нові.

29. Об числіть пло щу тра пеції, опи са ної нав ко ло ко ла, як що: а) тра пеція пря мо-
кут на, її най мен ша сто ро на дорівнює 6 см, а гост рий кут – 30°; б) тра пеція 
рівнобічна, гост рий кут ста но вить 60°, а радіус впи са но го ко ла – 4 см.

30. Нав ко ло ко ла з радіусом 12 см опи са на рівнобічна тра пеція. Її бічна сто ро на 
ділить ся точ кою до ти ку у відно шенні 4:9. Знайдіть пло щу тра пеції.

31. Пло ща рівнобічної тра пеції, описаної навколо кола, дорівнює 200 см2, а її 
ви со та – по ло вині бічної сто ро ни. Знайдіть радіус даного ко ла.

32. Пло ща рівнобічної тра пеції дорівнює 20 см2, а радіус ко ла, впи са но го в цю 
тра пецію, дорівнює 2 см. Знайдіть усі сто ро ни тра пеції.

33*. Об числіть пло щу тра пеції, як що радіус впи са но го в неї ко ла дорівнює 5 см, а 
радіус опи са но го ко ла – 6 см.

34**. Радіус ко ла, впи са но го в рівнобічну тра пецію, дорівнює R, відстань між точ-
ка ми до ти ку ць о го ко ла до бічних сторін тра пеції дорівнює 8 см. Знайдіть 
пло щу тра пеції.

35**. Дов жи на мен шої ос но ви тра пеції дорівнює 70 см, центр впи са но го у тра пецію 
ко ла відда ле ний від кінців цієї ос но ви на 65 см і 75 см. Знайдіть пло щу тра-
пеції.

36**. Ос но ви тра пеції дорівню ють 89 см і 142 см, а діаго налі – 120 см і 153 см. 
Знайдіть пло щу тра пеції.

37**. Прямі, що містять бічні сто ро ни АВ і СD рівнобічної тра пеції АВСD, пе ре ти-
на ють ся під пря мим ку том. Пло ща тра пеції дорівнює 12 см2, а її ви со та – 
2 см. Знайдіть усі сто ро ни тра пеції.

38**. Ос но ви тра пеції дорівню ють а і b. Знайдіть дов жи ну відрізка, па ралель но го 
ос но вам тра пеції, який поділяє її на дві рівно ве ликі час ти ни.

39**. До ведіть, що пло ща тра пеції дорівнює до бут ку однієї з її бічних сторін на 
відстань від се ре ди ни її дру гої бічної сто ро ни до пер шої. 

40**. Че рез се ре ди ну діаго налі ВD опук ло го чо ти ри кут ни ка АВСD про ве де но пря му, 
па ра лель ну діаго налі АС. Ця пря ма пе ре ти нає сто ро ну АD у точ ці Е. До ведіть, 
що відрізок СЕ поділяє чо ти ри кут ник на рівно ве ликі фігури.
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   Метод пло щ у те о ре мах 
і за да чах

По нят тя площі мож на ви ко рис то ву ва ти для до ве-
ден ня те о рем і розв’язу ван ня за дач. При ць о му в умові 
та ких за дач не о бов’яз ко во йдеть ся про пло щу. То му 
мож на го во ри ти про ме тод площ у ге о метрії.

При зас то су ванні ме то ду площ час то ви ко рис то ву-
ють відомі вам з 8eго кла су фак ти про пло щу три кут-
ників:
• медіана три кут ника поділяє його на два рівно ве ликі 

три кут ни ки;
• як що ви со ти три кут ників рівні, то їхні площі відно-

сять ся як дов жи ни сторін, до яких про ве де ні ці 
ви соти.

З фор му ли для об чис лен ня площі три кут ни ка, че рез 
си нус од но го з йо го кутів, вип ли ває та кий ко рис ний 
опор ний факт:
• площі три кут ників, що ма ють спіль ний кут, відно-

сять ся як до бут ки дов жин сторін три кут ників, що 
містять цей кут.

Ме то дом площ мож на до вес ти вже відо му вам влас-
тивість бісек три си три кут ни ка.

Те о ре ма. Як що АL – бісект ри са три кут ни ка АВС, 
то CL : LB = AC : AB.

До ве ден ня

Не хай ∠A  = 2α (мал. 1.51).
Три кут ни ки АСL і ABL ма ють 

спіль ну ви со ту, про ве де ну з вер-
ши ни А. Тоді 

Те о ре му до ве де но. 

Розг ля не мо до ве ден ня (ме то дом площ) тео ре ми про 
точ ку пе ре ти ну медіан три кут ни ка.

Теорема. Медіани три кут ни ка пе ре ти на ють ся в 
од ній точці і діля ть ся цією точ кою у відно шенні 
2 : 1, як що ра ху ва ти від вер ши ни три кут ни ка.

Не хай АD і BN – медіани три кут ни ка АВС, які пе ре-
ти на ють ся в точці М (мал. 1.52). Тре ба до вес ти, що: 

(1) пря ма СМ ділить сто ро ну АВ навпіл; 
(2) АМ : МD = 2 : 1.
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Мал. 1.51
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Доведення
Поз на чи мо площі три кут ників, на які медіани АD, 

BN і пря ма СМ поділя ють три кут ник АВС так, як зоб ра-
же но на малюн ку 1.52.
1) MD і MN – медіани три кут ників СMВ і СMА, тоді 

S1 = S2 і S3 = S4. 
2) АD і BN – медіани три кут ни ка АВС, тоді

Мал. 1.52

Відніме мо від пер шої рівності дру гу: 
S4 − S1 = S1 − S4 і S1 = S4.

3) Маємо: S1 = S2, S3 = S4, S1 = S4. Звідси:
S2 = S1 = S4 = S3  s.

4) СМ – спіль на сто ро на три кут ників СМВ і СМА, а 
SCMB = 2s = SCMA. Тоді відповідні ви со ти цих три кут ників 
рівні: h = h′.
5) МK – спіль на сто ро на три кут ників АМK і BМK, а 
відповідні ви со ти цих три кут ників рівні (h = h′). Тоді 
SAMK = SBMK, тобто S5 = S6.
6) Три кут ни ки АМK і BМK ма ють спіль ну ви со ту, 
про ве де ну зі спільної вер ши ни М, а SAMK = SBMK. Тоді 
АK = KB. Тверд жен ня (1) те о ре ми до ве де но.
7) Три кут ни ки АМС і СМD ма ють спіль ну ви со ту, про-
ве де ну з вер ши ни C, а SAMC  :  SCMD = 2s :  s = 2  :  1. Тоді 
АM  :  MD = 2  :  1. Тверд жен ня (2) те о ре ми до ве де но.

Те о ре му до ве де но.

Методом площ можна довес ти корисну тео рему, 
твердження якої сфор му лю вав і яку довів італій-
сь кий ма те ма тик Джо ванні Че ва (1648–1734).

Відрізок, який спо лу ча є вер ши ну три кут ни ка з точ-
кою на про ти лежній сто роні ць о го три кут ни ка, на зи ва-
ють  чевіаною (на честь Джо ванні Че ви).
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BM :  MM1 = 
= CM :  MM2 = 
= AM :  MM3 = 2 : 1

Медіани три кут ни-
ка ділять йо го на 
шість рівно ве ли ких 
три кут ників пло-
щею:

AT, BP, CK − 
чевіани.
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Те о ре ма Че ви. На 
сто ро нах ВС, АС і АВ 
три кут ни ка АВС взято 

точки X, Y і Z від повідно 
(мал. 1.53). Для то го щоб чевіани 
АX, ВY і СZ пе ре ти на лися в одній 
точці, не обхідно і до с тат ньо, щоб

.

Доведення
I. НЕОБХІДНІСТЬ
Як що чевіани АX, ВY і СZ пе ре ти на ю ться в одній 

точці, то ви ко нуєть ся співвідно шен ня 

.

У трикутнику АВС (мал. 1.53): 

BX : XC = SABX : SAXC = SPBX : SPXC � t; 

(SABX – SPBX) = t ⋅ (SAXC – SPXC). 
Маємо: 

BX : XC = t = (SABX – SPBX) : (SAXC – SPXC) = SABP : SCAP. 

Ана ло гічно CY : YA = SBCP : SABP і  AZ : ZB = SCAP : SBCP.
Пе рем но жив ши поч лен но три здо буті рівності, ді-

ста  не мо:
  
Щ. в. д.

II. ДОСТАТНІСТЬ
Як що для чевіан АX, ВY і СZ ви ко нуєть ся співвідно- 

шен ня , то во ни пе ре ти на ють ся в одній 

точці.
Не хай АX � ВY = Р � СZ. Про ве де мо че рез точ ку Р 

чевіану СZ1, Z1 � Z. Тоді за до ве де ним: 

тоб то Z1 
≡ Z, що суперечить при пу щен ню. 

Теорему доведено.

Наслідок. Тригонометрична форма тео-
ре ми Чеви. На сто ронах ВС, АС і АВ три-
кутника АВС взято точки X, Y і Z відповід-

но. Для того щоб чевіани AX, BY і CZ перетиналися в 
одній точці, необхідно і достатньо, щоб

.
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Мал. 1.53

Тригонометрич-
на форма 

теореми Чеви:

Теорема Чеви

Чевіа ни AX, BY і 
CZ перетинаються 
в одній точці.

Нагадаємо:
� − «позначили як».
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За теоремою синусів із трикутників АСZ і ZСВ маємо: 

  і  , 

тобто

.

Аналогічно

  і  .

Для завершення доведення залишилося перемно жи-
ти отри мані рівності.

Наслідок. Наслідками тео ре ми Че ви є такі ві до-
мі тео ре ми.

1. Медіани три кут ни ка пе ре ти на ють ся в одній точці.
2. Бісект ри си три кут ни ка пе ре ти на ють ся в одній точці.
3. Ви со ти три кут ни ка пе ре ти на ють ся в одній точці.
4. Прямі, які про хо дять че рез вер ши ни три кут ни ка і 

ділять йо го пе ри метр навпіл, пе ре ти на ють ся в одній 
точці.

5. Прямі, які спо лу ча ють вер ши ни три кут ни ка з точ ка-
ми до ти ку до про ти леж них сторін три кут ни ка впи-
са но го в цей три кут ник ко ла, пе ре ти на ють ся в одній 
точці.

6. Прямі, які спо лу ча ють вер ши ни три кут ни ка з точ-
ка ми до ти ку до про ти леж них сторін зовнівпи са них 
кіл ць о го три кут ни ка, пе ре ти на ють ся в одній точці.
До ве ден ня вка за них наслідків про по нуємо провести 

са мостійно.
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Для допитливих
Фран цузь ким ма те ма ти ком Жер го ном у 1818 р. бу ла до-
ве де на та ка те о ре ма.

Те о ре ма Жер го на. Як що прямі АD, BE, CF про хо-
дять че рез вер ши ни А, В, С три кут ни ка АВС і пе ре ти на-
ють ся в точці О все ре дині три кут ни ка АВС, то ви ко ну-
ють ся співвідно шен ня

До ве ден ня
Площі три кут ників АОС і АВС (див. мал.) відно сять ся як їхні ви со ти, 

а ос танні відно сять ся як ОЕ до ВЕ (як що з точок В і О про вес ти перпенди-

куляри до  AC, от ри маємо подібні трикут ни ки). Тоді 
 
Аналогічно 

 
Якщо додати отримані рівності, дістанемо:

AK1, BK2, CK3 – 
пере тинаються 
в од ній точці.

AKa, BKb, CKc – 
пе ре тинаються 
в од ній точці.
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Для допитливих
1. До ведіть, що для будьeяко го а існує три кут ник зі сто ро на ми ,  

, , пло ща яко го не за ле жить від а. Знайдіть йо го пло щу. 
2. Точ ки Е і F – се ре ди ни сторін BC і AD па ра ле лог ра ма ABCD. Знайдіть 
пло щу чо ти ри кут ни ка, ут во ре но го пря ми ми АЕ, ED, BF і FC, як що пло ща 
па ра ле лог ра ма АВСD дорівнює S.

Опор на за да ча 1 
До ведіть, як що на двох пря мих с 
і b, що пе ре ти на ють ся в точ ці A, 
поз на чи ти по дві точ ки C і C1 та В 
і В1 від по відно (мал. 1.54), то

_________________________

.

Опор на за да ча 2 
До ведіть, що sin2α = 2sinαcosα, кут α – гострий.

Да но: ∠B = 2α.
До вес ти: sin 2α = 2sin α cos α.
____________________________

1) АВ = ВС = 1, BK ≡ lB за по бу до вою 
(мал. 1.55). Тоді BK ⊥ AC і 

AK = AB sin α = sin α, 
BK = AB cos α = cos α.

2) SABC = SABK + SCBK. Звідси:

 

і sin 2α = 2sin α cos α.

Опор на за да ча 3 
До ведіть, що дов жи ну бісек-

три си ку та А три кут ни ка АВС 
(мал. 1.56) мож на об чис ли ти за фор-
му лою

________________________________

1) SABC = SABK + SCAK, тоб то 

.
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sin2α = 2sinα cosα

Мал. 1.54

Мал. 1.55

Мал. 1.56
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Для допитливих
Опор на за да ча. Знайдіть пло щу  три кут ни ка АВС за йо го ви со та ми.
1) Пло ща три кут ни ка АВС дорівнює: 

, тоді 

2) Три кут ник АВС подібний (з ко ефіцієнтом подібно сті k) до три кут ни- 

 ка А1В1С1, що має за сторони відрізки: а1 = hb, b1 = hа і . 

3) Пло щу S1 три кут ни ка А1В1С1 знай де мо за фор му лою Ге ро на. Шу ка на 
пло ща три кут ни ка S = k2S1.

2) Ско рис таємо ся фор му лою sin 2α = 2sin α cos α (О.З.-2):

 2cb sin α cos α = (c + b)lA sin α, звідси 

Опор на за да ча 4
До ведіть, що в довіль но му опук ло му чо ти ри кут ни ку 
АВСD діа гональ АС ділить ся точ кою О пе ре ти ну діаго-
на лей у відно шенні АО : ОС = SABD : SCBD (мал. 1.57).

__________________________

1) За побудовою: АK ⊥ DB, CN ⊥ DB; 
АK � h1, CN � h2.

2) ∠AKO = 90° = ∠ONC, ∠AOK = 
= ∠CON як вер ти кальні. Тоді 
�АОK 
 �CON і АО : ОС = h1: h2.

3) ВD – спіль на сто ро на три кут ни-
ків АВD і СВD. Тоді 
SABD : SCBD = h1: h2 = АО : ОС.

  

 

Опор на за да ча 5
Точ ка K ділить сторону АВ 
три кут ни ка АВС у відно-

шенні AK : KB = 2 : 3 (мал. 1.58). 
У яко му відно шенні медіана AD 
ділить відрізок СK?

Да но: AK : KB = 2 : 3; AD = ma.
Знай ти: СО : ОK.
______________________________

Поз на чи мо пло щу три кут ни-
ка АВС че рез S.
1) У чо ти ри кут ни ку АKDC за О.З.-4: 

СО : ОK = SACD : SAKD.

2) AD – медіана, тоді 

3) AK : KB = 2 : 3, тоді маємо:
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Мал. 1.57

Мал. 1.58

АО : ОС = SABD : SCBD

x : y – ?

Запишіть:
1) x : y = SACD : SAKD.
2) SACD : SADB = ... .
3) SADK : SKDB = ... .
4) Поділіть 
 (2) на (3).
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Для допитливих
1. По бу дуй те три кут ник за йо го трь о ма ви со та ми.
Порада. Див. опорну задачу на с. 72.
2. Ви со ти од но го три кут ни ка дорівню ють відповідно ви со там дру го го. 
До ведіть рівність цих три кут ників.
3. Ви со ти од но го три кут ни ка відповідно пропорційні ви со там дру го го. 
До ведіть подібність цих три кут ників.

SADK : SKDB = 2 : 3 і 

4) 

Відповідь: СО : ОK = 5 : 2.
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Зав дан ня 10

1*. Пло ща пря мо кут но го три кут ни ка в 4 ра зи мен ша від площі квад ра та, по бу до-
ва но го на гіпо те нузі. Знайдіть гострі ку ти три кут ни ка.

2*. До ведіть, що в кож но му три кут ни ку відно шен ня пе ри мет ра до однієї з йо го 
сторін дорівнює відно шен ню ви со ти три кут ни ка, про ве де ної до цієї сто ро ни, 
до радіуса впи са но го ко ла.

3*. До ведіть, що в кож но му три кут ни ку зі сто ро на ми a, b, c і пло щею S вико нуєть-
ся нерівність ab + ac + bc > 6S.

4**. До ведіть, що пло ща чо ти ри кут ни ка не біль ша за до бу ток півсум про ти леж них 
сторін чо ти ри кут ни ка.

5**. У три кут ник впи са но па ра ле лог рам із сто ро на ми 3 см і 5 см та діаго нал лю 6 см. 
Знайдіть сто ро ни три кут ни ка, як що діаго налі па ра ле лог ра ма па ра лельні двом 
йо го сто ро нам, а мен ша із сторін па ра ле лог ра ма ле жить на третій сто роні три-
кут ни ка.

6**. До ведіть, що су ма відста ней від довіль ної внутрішньої точ ки пра виль но го три-
кут ни ка до йо го сторін не за ле жить від її розміщен ня все ре дині три кут ни ка.

7**. До ведіть, що су ма відста ней від довіль ної точ ки ос но ви рівно бед ре но го три кут-
ни ка до його бічних сторін є величиною сталою для даного трикутника.

8**. Да но ∠AOB = 120°, ОС – йо го бісект ри са. Точ ка М містить ся все ре дині ку та 
АОС на відстані a, b, c від ОА, ОВ, ОС відповідно. До ведіть, що b = a + c.

9*. Два ко ла, цент рами яких є точ ки О1 і О2, а радіуси дорівню ють 21 см і 35 см, пе ре-
ти на ють ся в точ ках А і В, при чо му ∠O1AO2 = 120°. Знайдіть АВ.

10**. Діаго налі тра пеції діля ть її на чо ти ри три кут ни ки. До ведіть, що три кут ни ки, 
при леглі до бічних сторін, рівно ве ликі і їхня пло ща дорівнює се реднь о му ге о-
мет рич но му площ три кут ників, при лег лих до основ тра пеції.

11*. Пло ща квад ра та, по бу до ва но го на гіпо те нузі пря мо кут но го три кут ни ка, у 
8 разів біль ша від площі три кут ни ка. Знайдіть гострі ку ти три кут ни ка. 

12*. Як що різни ця двох сторін три кут ни ка дорівнює різниці ви сот, про ве дених до 
цих сторін, то наз вані сто ро ни ле жать про ти гост рих кутів. До ведіть це.

13*. Кожна з двох ви со т три кут ни ка не менша від обох сторін, до яких про ве дено ці 
висоти. Знайдіть ку ти три кут ни ка. 

14*. Кожна з двох ви со т три кут ни ка поділя є йо го на дві рівно ве ли кі час тини. Ви -
знач те ку ти три кут ни ка.

15*. Дов жи ни ка тетів пря мо кут но го три кут ни ка дорівню ють 21 см і 28 см. 
Знайдіть радіус ко ла, з центром на гіпо те нузі цього трикутника, що до ти-
каєть ся до ка тетів.

16*. Центр півко ла, впи са но го в пря мо кут ний три кут ник, ле жить на гіпо те нузі ць о го 
три кут ни ка і ділить її на відрізки 30 см і 40 см. Знайдіть радіус півко ла.

Усе досліджуй, 
на дай розуму 
перше місце.

Піфагор
(VI ст. до н. е.)
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17**. Півко ло, центр яко го ле жить на одній із сторін три кут ни ка, до ти каєть ся до 
двох інших йо го сторін з дов жи нами а і b. Радіуси ць о го півко ла, про ве дені в 
точ ки до ти ку, ут во рю ють між со бою кут α. Знайдіть відстань між точ ка ми 
до ти ку та радіус півко ла.

18**. Точ ка О – центр ко ла, впи са но го в три кут ник АВС. Площі три кут ників ОАВ, 
ОВС і ОАС дорівню ють 30 см2, 52 см2 і 74 см2 відповідно. Знайдіть сто ро ни 
три кут ни ка АВС.

19**. Діаго налі тра пеції діля ть її на чо ти ри три кут ни ки. Площі три кут ників, при-
лег лих до ос нов тра пеції, дорівню ють p2 і q2. До ведіть, що пло ща тра пеції 
дорівнює (p + q)2.

20**. Діагоналі опуклого чотирикутника АВСD при перетині в точці O поділяють 
його на чотири трикутники: AOB, BOC, COD, AOD. Доведіть, що SAOB ·  SCOD = 
= SBOC ·  SAOD.

21**. Діаго налі опуклого чо ти ри кут ни ка АВСD пе ре ти на ють ся в точці О. До ведіть, 
що три кут ни ки АОВ і СОD рівно ве ликі тоді і тіль ки тоді, ко ли ВС || AD.

22**. Не хай K, L, M, N – се ре ди ни сторін АВ, ВС, CD і DA опук ло го чо ти ри кут ни-
ка ABCD відповідно; відрізки KM і LN пе ре ти на ють ся в точці О. До ведіть, що 
SAKON + SCLOM = SBKOL + SDNOM.

23**. Діаго налі опук ло го чо ти ри кут ни ка АВСD пе ре ти на ють ся в точці Р. Відомо 
площі три кут ників АВР, ВСР і СDР. Знайдіть пло щу три кут ни ка АDР.

24**. Діаго налі опук ло го чо ти ри кут ни ка поділя ють йо го на чо ти ри три кут ни ки, 
площі яких ви ра же но ціли ми чис ла ми. До ведіть, що до бу ток цих чи сел є точ-
ним квад ра том.

25**. Діаго налі опуклого чо ти ри кут ни ка АВСD пе ре ти на ють ся в точці Р. При чо му 
S2

ABP + S2
CDP = S2

BCP + S2
ADP. До ведіть, що Р – се ре ди на однієї з діаго на лей.

26**. В опук ло му чо ти ри кут ни ку АВСD позначили три внутрішні точ ки Р1, Р2 і Р3, 
що не на ле жать одній прямій. Причому су ма площ 	АВРn і 	CDPn дорівнює 
сумі площ  	ВCРn і 	ADPn для кожного n ∈ {1; 2; 3}. До ведіть, що АВСD – 
па ра ле ло грам. 
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Для допитливих
1. Знайдіть площу трикутника АВС за його медіанами ma, mb, mc. (Див. с. 68.)
2. У три кут ни ку АВС точ ка Е – се ре ди на сто  ро ни ВС, точ ка D ле жить на 
сто  ро ні АС; АС = 1; ∠BAC = 60°; ∠ABC = 100°; ∠ACB = 20°; ∠DEC = 80° 
(мал. А). Знайдіть су му площі три кут ни ка АВС і подвійної площі три кут-
ни ка CDE.
3. У три кут ник Та = 	А1А2А3 впи са но 
три  кут ник Тb = 	В1В2В3, а в три кут-
ник Тb впи са но три кут ник Тс = 	С1С2С3. 
Сто ро ни три кут ників Та і Тb по пар но 
па ра лельні. Знайдіть пло щу три кут ни-
ка Тb, як що площі три кут ників Та і Тс 
відо мі.
4. На сто ро нах три кут ни ка АВС взя то 
точ ки А1, В1 і С1, при цьому ВА1 : А1С = р, 
СВ1 : В1А = q; AC1 : C1B = t. Точ ки пе ре ти-
ну відрізків АА1, ВВ1 і СС1 розміще но і 
поз на че но так, як по ка за но на ма люн-
ку Б. Знайдіть відно шен ня площ три-
кут ників PQD і АВС.
5. Доведіть, що для довжин сторін a, b, c трикутника АВС, його площі S та 
радіусів r і R вписаного й описаного кіл трикутника виконується не  рів ність
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  Ме тод  ко ор ди нат  як  засіб 
розв’язу ван ня  ге о мет рич них  
за дач

Щоб проілюст ру ва ти ефективність зас то су ван ня ме -
то ду ко ор ди нат, розг ля не мо розв’язу ван ня трь ох за дач. 
У кожній із цих за дач тре ба по бу ду ва ти ко ло, що, з точ-
ки зо ру аналітич ної ге о метрії, рівноз нач не скла дан ню 
рівнян ня шу ка но го ко ла або зна ход жен ню йо го радіуса 
і ко ор ди нат цент ра.

До кож ної за дачі на ве де мо розв’я зан ня дво ма спо со-
ба ми: пер ший – ме то дом ко ор ди нат, дру гий – за со ба ми 
еле мен тар ної ге о метрії. 

Ха рак тер но, що розв’язу ван ня пер шим спо со бом 
про во дять ся за за галь ним пла ном і схо жі за ідеєю, а 
розв’язу ван ня дру гим спо со бом мають мало спіль них 
рис і ґрун тують ся на зас то су ванні різних те о рем. 

Прик лад 1. Че рез довіль ну точ ку P мен шо го з двох 
кон це нт рич них кіл, радіуси яких – R і r, про ве ли пря-

му, яка пе ре ти нає біль ше ко ло в точ-
ках В і С. Пер пен ди ку ляр до (ВС), 
про ве де ний че рез точ ку Р, пе ре ти-
нає мен ше ко ло в точці А. Знайдіть 
|PA|2 + |PB|2 + |PC|2.

Пер ший спосіб
Че рез центр О да них кіл про ве де-

мо осі Ох || ВС і Оy (мал. 1.59-а). 
В об раній сис темі ко ор ди нат маємо:
P(x1; y1), A(x1; –y1), C(x2; y1), B(–x2; y1).

Знай де мо шу ка ну су му:
|PA|2 + |PB|2 + |PC|2 = (2y1)2 + (x1 + x2)2 + 
+ (x1 – x2)2 = 2(x1

2 + y1
2) + 2(x2

2 + y1
2) = 

= 2r2 + 2R2.
Дру гий спосіб

Про ве де мо че рез центр кіл прямі 
FO || BC і OK ⊥ BC (мал. 1.59-б). Тоді 
маємо: MK = KP, BK = KC, PF = FA і 
PB = BK + KP, PC = BK – KP, OK2 + 
+ KP2 = r2, OK2 + BK2 = R2.

Шу ка на су ма дорівнює:
(BK + KP)2 + (BK – KP)2 + (2OK)2 = 4OK2 + 2BK2 + 
+ 2KP2 = 2(OK2 + BK2) + 2(OK2 + KP2) = 2r2 + 2R2.

Прик лад 2. Че рез точ ки А(4; 1) і В(11; 8) про ведіть 
ко ло, яке до ти каєть ся до осі Ох.

Пер ший спосіб
Оче вид но, що шу ка не ко ло ле жить над віссю Ох. 

При ць о му во но до ти каєть ся до осі Ох. Тоді ор ди на та 
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Що саме ти не 
ви вчав би, – ти 
на вчаєшся для 
себе.

Гай Петроній

Мал. 1.59

Суть ко ор ди нат но-
го ме то ду – ви ра зи-
ти за леж ності між 
еле мен та ми ге о мет-
рич ної фігу ри за 
до по мо гою ал геб-
раїчних співвідно-
шень.
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цент ра ко ла дорівнює йо го радіусу: b = r. То му рівнян ня 
шу ка но го ко ла має виг ляд:

(х − а)2 + (y − r)2 = r2, або (х − а)2 + y2 − 2ry = 0.
Підстав ля ю чи в це рівнян ня послідов но ко ор ди на ти 

то чок А і В, діста не мо рівності
(4 − а)2 + 1 − 2r = 0,    (11 − а)2 + 64 − 16r = 0.

Звідси: а1 = 7; а2 = −1; b1 = r1 = 5; b2 = r2 = 13.
От же, існує два ко ла, що за до воль ня ють умо ву за дачі:

(х − 7)2 + (y − 5)2 = 25   і   (х + 1)2 + (y − 13)2 = 169.

Дру гий спосіб

Аналіз
Не хай пря ма АВ пе ре ти нає вісь Ох у точці С, а ко ло 

до ти каєть ся до цієї осі в точці D. 
Дов жи на відрізка СD є се реднім ге о мет рич ним (про-

пор цій ним) відрізків січної СВ та СА. 
Шу ка не ко ло про хо дить че рез три точ ки: А, В і D.

План по бу до ви
1. Про во ди мо пря му АВ. Точ ку пе ре ти ну її з віссю Ох 

поз на чи мо че рез С (мал. 1.60).
2. Маємо відрізки СВ і СА, бу дуємо відрізок  

(як се реднє пропорційне).
3. Відкла даємо на осі Ох по різні бо ки від точ ки С 

відрізок t: маємо точ ки D1 і D2.
4. Бу дуємо два ко ла γ1 і γ2, кож не з яких про хо дить 

че рез три точ ки А, В, D1 і В, А, D2 відповідно.

Мал. 1.60
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Розв’язу ван ня за -
дач ко ор ди нат ним 
ме то дом:

1) бу дуємо пря мо-
кут ну сис те му ко -
ор  ди нат;

2) зна хо ди мо ко ор-
ди на ти то чок;

3) виз на чаємо від-
стані між точ ка ми, 
скла даємо рівнян-
ня пря мих то що;

4) аналізуємо от ри-
мані співвідно шен-
ня.

Пря мо кут ну сис те-
му ко ор ди нат мож-
на вво ди ти довіль-
но – ре зуль тат не 
за ле жить від ви бо-
ру сис те ми ко ор ди-
нат. Про те від вда ло-
го її ви бо ру за ле жить 
раціональність шля-
ху розв’язу ван ня, 
швидкість і лег-
кість одер жан ня 
шу кано го ре зуль та-
ту.

Для допитливих
На прямій n дано три точки А, В і С,  В ∈ [AC]. З одного боку від пря мої n 
побудовано рівносторонні трикутники АМВ і ВNC. Доведіть, що середини 
відрізків МС і NА та точка В – вершини рівностороннього трикутника.
Порада. Оберіть точку В за початок координат, а пряму n – за вісь 
абсцис.
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До ве ден ня

Маємо за по бу до вою:  ко ла γ1 
і γ2 про хо дять че рез три точ ки А, В, D1 і А, В, D2 від-
повідно.

До вес ти: D1 і D2 – точ ки до ти ку кіл до осі Ох.
За вер ши ти до ве ден ня про по нуємо са мостійно.

Прик лад 3. Дано дві взаємно перпендикулярні 
пря мі та точка A, відстань від якої до однієї з цих пря-
мих удвічі більша, ніж до іншої. Че рез точ ку А про-
ведіть ко ло, яке до ти каєть ся до заданих прямих.

Пер ший спосіб
Спрямуємо осі Ох і Оy вздовж заданих прямих. Тоді: 

A(2; 1); шу ка не ко ло ле жить у першій чверті ко ор ди нат-
ної пло щи ни; ко ор ди на ти цент ра ць о го ко ла дорівню ють 
йо го радіусу: а = b = r. То му рівнян ня шу ка но го ко ла має 
виг ляд:

(х − r)2 + (y − r)2 = r2.
Підста вив ши в це рівнян ня ко ор ди на ти точ ки А, 

діста не мо:
(2 − r)2 + (1 − r)2 = r2, або r2 − 6r + 5 = 0.

Звідси: r1 = 1; r2 = 5. От же, маємо два ко ла, які за до-
воль ня ють умо ву за дачі: 

(х − 1)2 + (y − 1)2 = 1   і   (х − 5)2 + (y − 5)2 = 25.

Дру гий спосіб

Аналіз 
Як що по бу ду ва ти в першій чверті довіль не ко ло, яке 

до ти каєть ся до осей Ох і Оy, то во но бу де го мо те тич ним 
шу ка но му ко лу з цент ром го мо тетії О.

План по бу до ви
1. Бу дуємо довіль не ко ло γ0, до тич не до осей Ох і Оy 
(мал. 1.61) (йо  го центр K ле жить на бісект рисі ОL ко ор-
 динатно го ку та).

Мал. 1.61
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Зас то су ван ня ко ор-
ди нат но го ме то ду не 
пот ре бує розг ля ду 
склад них ге о мет-
рич них конфігу-
рацій, ви ко нан ня 
до дат ко вих по бу дов 
і їх обґрун ту ван ня.

К о о р д и н а т н и й 
ме тод доз во ляє ал -
го ритмізу ва ти роз -
в’я зу ван ня ге о мет-
рич них за дач.

Кож на розв’яза на 
мною за да ча ста ва-
ла взірцем, який 
на далі слу гу вав для 
розв’язу ван ня ін -
ших за дач.

Ре не Де карт,
«Роз ду ми про 

метод»
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Для допитливих
Ви, бе зу мов но, знаєте, що точ ка, яка ру хаєть ся по пло щині і прито му за ли-
шаєть ся рівновідда ле ною від двох не ру хо мих то чок А і В, опи сує пря му 
(се ре дин ний пер пен ди ку ляр до [AB]). А от яку кри ву опи ше точ ка, як що 
відстань від неї до А бу де в пев не число разів пе ре ви щу ва ти відстань до В? 
Виявляєть ся, що це бу де ко ло (коло Аполлонія). Спро буй те це до вес ти. 
Якщо вам це не вдасть ся, скористайтеся додатком 1.

2. Про во ди мо пря му ОА – во на пе ре ти нає ко ло γ0 в точ ках М і N. 
3. Че рез точ ку А про во ди мо прямі па ра лель но пря мим KN і KM – во ни 
пе ре ти на ють бісект ри су ОL у точ ках T і P відповідно.

Точ ки Р і Т – цент ри шу ка них кіл γ1 і γ2, радіуси яких дорівню ють РА і 
ТА відповідно.

До ве ден ня
Маємо за по бу до вою: ОL – бісект ри са ку та О; K – центр ко ла γ0, яке 

до ти каєть ся до Ох і Оy; АТ  || KN; АР  || KМ; r1 = PA; r2 = TA.
До вес ти: ко ла γ1 і γ2 до ти ка ють ся до Ох і Оy.
Спра вед ливість по бу до ви вип ли ває з те о рем про подібність фігур. Про по-

нуємо до ве ден ня про вес ти са мостійно.

Опор на за да ча
Ка те ти пря мо кут но го три кут ни ка дорівню ють а і b. Знайдіть відстань 

між цент ра ми впи са но го і опи са но го кіл ць о го три кут ника.
Як відо мо, цент ром впи са но го в три кут ник ко ла є 

точ ка пе ре ти ну йо го бісект рис I (інцентр), а центр 
опи са но го нав ко ло пря мо кут но го три кут ни ка ко ла O 
збігаєть ся із се ре ди ною гіпо те ну зи. Тоді маємо та ку 
за да чу (мал. 1.62).

Да но: ∠C = 90°, СВ = а, АС = b, АО = ОВ, I – інцентр. 
Знай ти: ОI.
______________________________________________________________
Розмісти мо по ча ток ко ор ди нат у точці С, а осі коор-

динат спря муємо вздовж ка тетів три кут ни ка. Тоді: 
А(0; b), В(а; 0), С(0; 0), I(r; r). 

О(хO; yO) – се ре ди на відрізка  AB, тоді: 

Вра хо ву ю чи, що в прямокутному трикутнику , 

знай де мо від стань між точ ка ми I(r; r) і О(хО; yO):

ОI2 = (r − xO)2 + (r − yO)2 = 2r2 − 2r(xO + yO) + xO
2 + yO

2 = 2r (r − xO − yO) + xO
2 + yO

2 =

= (a + b − c)

Відповідь: 

Для порівнян ня спро буй те розв’яза ти цю за да чу без ви ко рис тан ня ме то-
ду ко ор ди нат. (Як що з точ ки I опусти ти пер пен ди ку ляр IK до CB, то він 
поділить ка тет на відрізки, дов жи ни яких дорівню ють r і a − r. З прямо-  
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Для допитливих
У нас туп них за да чах ви ко рис та но традиційні поз на чен ня елементів для 
трикутника АВС. 
1. До ведіть, що се ред усіх три кут ників з фіксо ва ни ми ку том А і пло щею S 
най мен шу дов жи ну сто ро ни а має рівно бед ре ний три кут ник з ос но вою а.
2. До ведіть, що се ред усіх три кут ників з фіксо ва ними ку том А і півпе ри мет-
ром р найбіль шу пло щу має рівно бед ре ний три кут ник з ос но вою а. 
По ра да.  При га дай те опорні за дачі зовнівпи са но го ко ла.
3. Розг лянь те множину всіх гост ро кутних три кут ни ків із за да ни ми сто ро-
ною а і ку том А. Знайдіть найбільше значення су ми квад ратів дов жин сто-
рін b і с.
4. Не хай О – центр ко ла, опи са но го нав ко ло три кут ни ка АВС, а точка М – 
йо го цент роїд. До ведіть, що пря ма ОМ пер пен ди ку ляр на до медіани СK 
тоді і тіль ки тоді, ко ли а2 + b2 = 2c2.

 кут но го три кут ни ка IKB мож на знай ти IB та . Те пер з �BOI, за теоре-

мою косинусів, мож на отримати OI, як що ви ра зи ти  че рез )

Зав дан ня 11
1. До ведіть методом координат, що се ре ди на гіпо те ну зи пря мо кут но го три кут ни-

ка рівно від да ле на від усіх йо го вер шин.
2*. Зас то со ву ю чи ме тод ко ор ди нат, до ведіть те о ре му про се ред ню лінію три кут ни ка.
3*. До ведіть, що в тра пеції: а) відрізок, який спо лу чає се ре ди ни діаго на лей тра-

пеції, па ра лель ний ос но вам і дорівнює піврізниці ос нов; б) су ма квад ратів діаго-
на лей дорівнює сумі квад ратів бічних сторін плюс по двоєний до бу ток ос нов.

4*. У ромб АВСD з ку том 45° впи са но ко ло, радіус яко го дорівнює R. До ведіть, що 

 для довіль ної точ ки ко ла М має місце рівність MA2 + MB2 + MC2 + MD2 = 
 
AB2.

5*. Пло ща пря мо кут ни ка АВСD дорівнює 48, а дов жи на його діаго налі – 10. На 
пло щині, в якій розміще но пря мо кут ник, виб ра но точ ку K так, що KВ = KD = 13. 
Знайдіть відстань від точ ки K до найбільш відда ле ної від неї вер ши ни пря мо-
кут ни ка.

6**. До ведіть, що в опуклому чо ти ри кут ни ку: а) су ма квад ратів діаго на лей дорівнює 
под воєній сумі квад ратів відрізків, що спо лу ча ють се ре ди ни про ти леж них 
сторін; б) су ма квад ратів сторін дорівнює сумі квад ратів йо го діаго на лей плюс 
квад рат под воєної відстані між се ре ди на ми діаго на лей.

7*. До ведіть, що су ми квад ратів відста ней від довіль ної точ ки пло щи ни до про ти-
леж них одна одній вер шин пря мо кут ни ка рівні між со бою.

8°. Нав ко ло ко ла оди нич но го радіуса опи са но квад рат АВСD. До ведіть, що відстані а, 
b, c і d від довіль ної точ ки ко ла до вер шин квад ра та пов’язані співвідно шен ням: 

 а) а2 + b2 + с2 + d2 = 12;  б) а2с2 + b2d2 = 10.
9**. У ко ло з цент ром О впи са но чо ти ри кут ник АВСD з пер пен ди куляр ни ми діаго-

на ля ми, які пе ре ти на ють ся в точці Р. До ведіть, що се ре ди ни сторін АВ і СD, 
точ ки О і Р, є вер ши на ми па ра ле ло гра ма.

10*. Знайдіть ге о мет рич не місце то чок пло щи ни: а) су ма відста ней від яких до двох 
за да них то чок А і В є ве ли чи ною ста лою і дорівнює дов жині відріз ка АВ; 
б) мо дуль різниці відста ней від яких до двох за да них то чок А і В є ве ли чи ною 
ста лою і дорівнює дов жині відрізка АВ.

11*. Знайдіть (методом координат) ге о мет рич не місце то чок, для кож ної з яких 
відстані до двох за да них то чок рівні.

12*. Знайдіть ге о мет рич не місце то чок, су ма квад ратів відста ней від яких до двох 
да них то чок є ве ли чи ною ста лою.
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13**. Да но рівнос то ронній три кут ник АВС. Знайдіть ге о мет рич не місце то чок М, 
для яких МС2 = МА2 + МВ2.

14**. Да но точ ки А і В. Знайдіть ге о мет рич не місце всіх то чок М, для кож ної 
з яких:  а) МВ2 − МА2 = 2АВ2;  б) 2АМ2 − ВМ2 = 2АВ2;   в) АМ2 + 2ВМ2 = 6АВ2.

15**. Да но квад рат зі сто ро ною 2а. Знайдіть ге о мет рич не місце то чок, су ма квад-
ратів відста ней від яких до вер шин ць о го квад ра та є ве ли чи ною ста лою і 
дорівнює 12a2.

16*. Знайдіть ге о мет рич не місце то чок, су ма квад ратів відста ней від яких до 
да них двох то чок А(2; −3) і В(2; −1) є ве ли чи ною ста лою і дорівнює 6.

17**. Да но дві точ ки А і В. Знайдіть ге о мет рич не місце та ких то чок М, для яких 
AM : MB = k, k ≠ 0.

18**. По бу дуй те ге о мет рич не місце то чок пло щи ни, ко ор ди на ти яких за до воль ня-
ють співвідно шен ня:

 а) ;  г) ;

 б) ;   д) ;

 в) ; е) .

Зав дан ня для пов то рен ня розділу І
1°. Якій чверті на ле жить точ ка М(х; у), як що: а) x > 0; y > 0; б) x < 0; y > 0; 

в) x < 0; y < 0?
2°. За пишіть фор му ли для об чис лен ня відстані між точ ка ми: а) A(xA; yA) і B(xB; yB); 

б) A(xA; yA) і по чат ком ко ор ди нат.
3°. За пишіть рівнян ня ко ла, радіус яко го дорівнює r, з цент ром у: а) точ ці Q(a; b); 

б) по чат ку ко ор ди нат.
4°. За пишіть коор ди на ти се ре ди ни відрізка АВ, як що: а) A(xA; yA) і B(xB; yB); 

б) A(xA; yA) і B(0; 0).
5°. За пишіть за галь не рівнян ня пря мої.
6°. За пишіть умо ву па ра лель ності пря мих: а) a1x + b1y + c1 = 0  і  a2x + b2y + c2 = 0; 

б) y = k1x + b1 і y = k2x + b2.
7°. Дай те оз на чен ня си ну са, ко си ну са, тан ген са і ко тан ген са ку та від 0° до 180°.
8°. За пишіть основні співвідно шен ня між три го но мет рич ни ми функціями одного 

і того самого кута.
9°. За пишіть співвідно шен ня між три го но мет рич ни ми функціями кутів: а) 90° − α 

і α; б) 180° − α і α.
10°. Сфор му люй те те о ре му: а) си нусів; б) ко си нусів.
11. До ведіть те о ре му: а) си нусів; б) ко си нусів.
12. Сфор му люй те: а) роз ши ре ну те о ре му си нусів; б) наслідки з те о ре ми ко си нусів.
13°. Запишіть формули для обчислення площі трикутника: а) Герона; б) за двома 

сторонами і кутом між ними; в) через радіус вписаного кола; г) через радіус 
описаного кола.

14*. Запишіть відношення площ двох трикутників, що мають: а) одну спільну 
сторону; б) одну спільну висоту; в) один спільний кут.

15. Запишіть відношення площ двох частин трикутника, на які його поділяє: 
а) медіана; б*) пряма, що проходить через вершину трикутника і ділить його 
сторону у відношенні m : n.

16°. За да но ко ор ди на ти вер шин три кут ни ка: A(−7; 1), B(5; −4), C(5; 1). Знай  діть: 
а) ко ор ди на ти се ре ди ни сто ро ни АB; б) дов жи ну сто ро ни АВ; в) рів нян ня ко ла, 
діамет ром яко го є сто ро на AB; г) пе ревірте, чи на ле жить вер ши на С ць о му 
ко лу.

17. Відомі рівнян ня двох кіл: x2 + 2x + y2 – 4y = 20 і x2 + y2 − 2x = 0. а) Знайдіть ко ор-
ди на ти центрів да них кіл; б) виз нач те радіуси цих кіл; в) за пи шіть рівнян ня 
ко ла, цент ром яко го є се ре ди на відрізка, що спо лу чає цент ри двох да них кіл, 

80

Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   80Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   80 7/1/2009   13:07:187/1/2009   13:07:18



а радіус – се реднє ариф ме тич не радіусів двох да них кіл; г) з’ясуйте, чи пе ре ти-
на ють ся дані ко ла. 

18*. Як за пи са ти рівнян ня пря мої, що про хо дить че рез дві точ ки, ні абс ци си, ні 
ор ди на ти яких не збіга ють ся? 

19. Як за пи са ти рівнян ня пря мої, яка про хо дить че рез дві точ ки, що мають рівні: 
а) ор ди на ти; б) абсциси?

20°. По бу дуй те на координатній площині пряму, за дану рівнян ня м: 
 а) у = 4; в) x + 3 = 0;   д) 3х + 2у = 0; є) 3y − 2x = 1;
 б) х = −1; г) y = 2x − 3;  е) 4у – 3х = 0; ж) х + у = 0.
21*. Знайдіть координати точок перетину кола x2 + y2 = 1 і прямої y = ax.
22. При яких зна чен нях па ра мет ра a ко ло x2 + у2 = 4 до ти каєть ся до пря мої: 
 а*) y = 2a;  б*) x = −4a;  в**) y = ax + 2;  г) ax + (a − 2)y + 4 = 0?
23. Складіть рівнян ня пря мої, що про хо дить че рез точ ку В(2; 3) і:
 а) па ра лель на осі ор ди нат; в) через по ча ток ко ор ди нат;
 б) па ра лель на осі абс цис; г*) через точ ку А(1; 4). 
24. Складіть рівнян ня пря мих, зоб ра же них на малюн ку 1.63.

Мал. 1.63
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25. Складіть рівнян ня пря мої, яка про хо дить че рез точ ку А(3; 5) і ут во рює з до дат-
ним нап ря мом осі абс цис кут: а) 45°; б) 135°.

26. Складіть рівнян ня пря мої, яка про хо дить че рез точ ку А(−1; 5) і: а) па ра лель на 
осі абс цис; б) па ра лель на осі ор ди нат; в*) па ра лель на бісект рисі пер шо го і 
третьо го ко ор ди нат них кутів; г*) па ра лель на прямій у = 2х; д*) па ра лель на 
прямій у = 1 − 3х; е**) пер пен ди ку ляр на до пря мої у = 2х.

27. По бу дуй те три кут ник АВС за ко ор ди на тами йо го вер шин: А(5; 5), В(−5; 6), 
С(1; −4). Знайдіть: а) дов жи ну сто ро ни АС; б) рівнян ня пря мої АС; в*) пло щу 
три кут ни ка АВС; г) ко ор ди на ти се ре ди ни сто ро ни АС; д*) рівнян ня медіа-
ни ВМ; е**) рівнян ня пря мої, що містить ви со ту ВН; ж**) ко ор ди на ти точ-
ки Н – ос но ви ви со ти ВН; з**) дов жи ну ви со ти ВН. 

28. Знайдіть ко ор ди на ти то чок пе ре ти ну ко ла x2 + (y − 2)2 = 4 з віссю ор ди нат.
29*. Не бу ду ю чи кіл, вкажіть, чи пе ре ти на ють ся ко ла: (x − 1)2 + (y + 2)2 = 4 і 
 x2 + (y − 2)2 = 4.
30**. При яких зна чен нях па ра мет ра a ко ла (x − a)2 + (y + 2)2 = 4 і x2 + (y − 2)2 = 4 

до ти катимуть ся одне до одного? 
31. Сто ро ни па ра ле лог ра ма дорівню ють  см і 4 см. Один з йо го кутів дорівнює 

30°. Знайдіть діаго налі па ра ле лог ра ма.
32. З’ясуй те, чи є три кут ник зі сто ро на ми 30 см, 26 см і 28 см ту по кут ним.
33**. Бісект ри са три кут ника перетинає про ти леж ну сто ро ну під кутом 60° і ділить 

її на відрізки 3 см і 4 см. Знайдіть цю бісект ри су.
34*. Медіана три кут ни ка, про ве де на до сто ро ни, дов жи на якої 32 см, ут во рює з нею 

 кут 120°. Сто ро на, що ле жить про ти вказано го ку та, дорівнює  см. Знайдіть 
тре тю сто ро ну три кут ни ка.

35*. Сто ро на три кут ни ка дорівнює a, а при леглі до неї ку ти – α і β. Знайдіть ви со ту 
три кут ни ка, проведену до да ної сто ро ни.

36**. За да ним пе ри мет ром P знайдіть сто ро ни три кут ни ка, як що йо го гострі ку ти 
дорівню ють α і β.

37. Знайдіть радіус опи са но го ко ла, невідомі сто ро ни і невідомі ку ти три кут ни-
ка АВС, як що АВ = 3 см, ∠C = 45°, ∠B = 30°.

38*. До ведіть, що медіани три кут ни ка пе ре ти на ють ся в одній точці і ділять ся нею 
у відно шенні 2:1, по чи на ю чи від вер шини.

39*. Ви ведіть фор му лу для об чис лен ня площі чо ти ри кут ни ка через довжини його 
діагоналей.

40**. Діагональ BD поділяє опуклий чотирикутник ABCD на два трикутники, 
площі яких відносяться як 2 : 3. У якому відношенні ця діагональ поділяє 
відрі зок AC?

41. Об числіть пло щу три кут ни ка, як що: 
 а) дві його сто ро ни дорівню ють 2 см і 6 см, а кут між ни ми – 150°; 
 б) сто ро ни три кут ни ка дорівню ють 15 см, 26 см і 37 см;
 в*) дві сто ро ни дорівню ють 25 см і 40 см, а ви со та, проведе на до тре тьої – 

24 см; 
 г) два ку ти три кут ни ка дорівню ють α і β, а ви со та, проведе на з вершини тре тього 

кута, – h;
 д*) два ку ти три кут ни ка дорівню ють α і β, а бісект ри са треть о го ку та – l; 

 е*) дві сто ро ни три кут ни ка дорівню ють 1 і , а медіана, про ве де на до третьої 
сто ро ни, – 2.

42. Об числіть пло щу пря мо кут но го три кут ни ка, як що: 
 а) ви со та, проведе на до гіпо те ну зи, ділить її на відрізки завдовжки 4 см і 

16 см; 
 б) ка те ти відно сять ся як 3 : 4, а гіпо те ну за дорівнює 25 см; 
 в) різни ця ка тетів дорівнює 2 см, а гіпо те ну за – 10 см; 
 г*) бісект ри са пря мо го ку та ділить гіпо те ну зу на відрізки завдовжки 15 см і 

20 см; 
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 д*) ви со та, проведе на до гіпо те ну зи, дорівнює 12 см і ділить її на відрізки, 
різни ця яких – 7 см; 

 е*) бісект ри са гост ро го ку та ділить ка тет на відрізки завдовжки 20 см і 
16 см.

43. Об числіть пло щу па ра ле лог ра ма, як що: 
 а) діаго налі па ра ле лог ра ма дорівню ють 15 см і 20 см, а кут між ни ми – 30°; 
 б) сто ро ни і діаго наль дорівню ють 13 см, 14 см і 15 см відповідно;
 в*) дві ви со ти, про ве дені з вер ши ни ту по го ку та, дорівню ють 12 дм і 15 дм, 

а кут між ни ми – 30°.
44*. Об числіть пло щу ром ба, як що: 
 а) пер пен ди ку ляр, проведе ний з вер ши ни ту по го ку та ром ба на сто ро ну, ділить 

її на відрізки 7 см і 18 см, по чи на ю чи від вер ши ни гост ро го ку та; 
 б) су ма йо го діаго на лей дорівнює 34 см, а сто ро на – 13 см; 
 в) різни ця діаго на лей дорівнює 14 см, а сто ро на – 13 см; 
 г) ви со та дорівнює 24 мм, а діаго налі відно сять ся як 3 : 4.
45. Об числіть пло щу тра пеції, як що: 
 а) її ос но ви дорівню ють 18 см і 13 см, а бічні сто ро ни – 3 см і 4 см; 
 б) її ос но ви дорівню ють 11 мм і 4 мм, а діаго налі – 9 мм і 12 мм.
46*. Об числіть пло щу рівнобічної тра пеції, як що в неї: 
 а) ос но ви дорівню ють 40 дм і 24 дм, а діаго налі – взаємно пер пен ди ку лярні; 
 б) ос но ви дорівню ють 50 см і 14 см, а діаго наль – 40 см; 
 в) ос но ви дорівню ють 39 см і 15 см, а діаго налі – пер пен ди ку лярні до бічних 

сторін; 
 г) ос но ви дорівню ють 50 см і 30 см, а бічна сто ро на – 26 см; 
 д) ос но ви дорівню ють 11 см і 25 см, а діаго налі є бісект ри са ми ту пих кутів.
47*. Об числіть пло щу пря мо кут ної тра пеції, як що: 
 а) різни ця її ос нов дорівнює 7 см, біль ша бічна сто ро на – 25 см, а мен ша діаго-

наль є бісект ри сою пря мо го ку та; 
 б) один з її кутів дорівнює 135°, а ос но ви – 2 см і 4 см.
48*. У па ра ле лог рамі ABCD кут BAD дорівнює 60°, а сто ро на АВ – 3 см. Бісект ри са 

ку та А пе ре ти нає сто ро ну ВС у точці Е. Об числіть пло щу три кут ни ка АВЕ.
49**. Медіани AN і BM три кут ни ка ABC, що дорівню ють 6 см і 9 см відповідно, 

пере ти на ють ся в точці K, причому кут AKB дорівнює 30°. Знайдіть пло щу 
три кут ни ка ABC.

50**. У три кут ник впи са но ко ло, радіус яко го дорівнює 4 дм. Од на із сторін три кут ни-
ка точ кою до ти ку ділить ся на відрізки 6 дм і 8 дм. Знайдіть дві інші сто ро ни.
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Для допитливих
У нас туп них за да чах ви ко рис та но традиційні поз на чен ня для елементів 
трикутника АВС. 

1. До ведіть, що 

2. На сто ро нах три кут ни ка АВС (SАВС  S) зовні по бу до ва но квад ра ти 
з цент ра ми А1, В1, С1. Не хай а1, b1, с1 – дов жи ни сторін трикутника А1В1С1, а 
S1 – йо го площа.
До ведіть: а) а1

2 + b1
2 + с1

2 = а2 + b2 + с2 + 6S; б) S1 − S = (a2 + b2 + c2) : 8.
3. Один із па пуг А, В, С завж ди ка же прав ду, інший завж ди бре ше, а третій 
хит рує: інко ли ка же прав ду, а інко ли – ні. На за пи тан ня: «Хто ви?» – во ни 
відповіли:

А: – Я бре хун!
В: – Я хит рун!
С: – Я чес ний па пу га!
Хто з па пуг бре хун, а хто хит ру н?

Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   83Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   83 7/1/2009   13:07:197/1/2009   13:07:19



51**. Вер ши ни три кут ни ка спо лу че но із цент ром впи са но го ко ла. Про ве дені від-
різки поділи ли три кут ник на три час ти ни, площі яких дорівню ють 28, 60 і 
80 квадратних одиниць. Знайдіть сто ро ни три кут ни ка.

52**. До ведіть, що ко ли діаго налі опук ло го чо ти ри кут ни ка рівні, то йо го пло ща 
дорівнює до бут ку дов жин відрізків, що спо лу ча ють се ре ди ни про ти леж них 
сторін.

53**. До ведіть, що ко ли відрізки, які спо лу ча ють се ре ди ни про ти леж них сторін опук-
ло го чо ти ри кут ни ка рівні, то йо го пло ща дорівнює по ло вині до бут ку діаго на лей.

Го туємо ся до те ма тич но го оціню ван ня № 1
Варіант І

1. Знайдіть ко ор ди на ти се ре ди ни відрізка АВ, як що А(−7; 2), В(−3; 4).
2. За пишіть рівнян ня ко ла з цент ром у точці А(−3; 4), радіус яко го дорівнює 5 см.
3. Які з точ ок А(3; 6), В(2; 4), С(0; 7), D(2; 0), K(–5; 5) на ле жать прямій 

5x + 3y – 22 = 0?
4. Знайдіть ко ор ди на ти цент ра і радіус ко ла, що за да не рівнян ням 
 х2 + y2 – 4х + 6у + 9 = 0.
5. Сто ро ни три кут ни ка дорівню ють 13 см, 14 см і 15 см. Об числіть найбільшу 

висоту три кут ни ка.

Варіант ІІ

1. Знайдіть дов жи ну відрізка АВ, як що А(−7; 9), В(−4; 5).
2. Точ ка С(0; 1) – се ре ди на відрізка АВ. Знайдіть ко ор ди на ти точ ки В, як що А(−2; −1).
3. Які з то чок A(1; 2), B(3; 4), C(−4; 3), D(0; 5), K(5; −1) ле жать на колі, що задане 

рівнян ням х2 + у2 = 25?
4. Складіть рівнян ня пря мої, що про хо дить че рез точ ку K(−2; 5) і па ра лель на 

прямій у = 4х – 2.
5. Знайдіть най мен шу ви со ту три кут ни ка, сто ро ни яко го дорівню ють 7 м, 8 м і 

9 м.

Го туємо ся до те ма тич но го оціню ван ня № 2

Варіант І

1. По бу дуй те кут α, як що tg α = −0,4.
2. Сто ро ни три кут ни ка дорівню ють 16 см, 6 см і 14 см. Об числіть кут між найбіль-

шою і най мен шою сто ро на ми три кут ни ка.
3. У три кут ни ку од на сто ро на дорівнює 32 см і ут во рює з другою кут 45°, а третя 

має довжину 28 см. Знайдіть невідому сторону три кут ни ка.

4. Сто ро на три кут ни ка дорівнює 9  см, а про ти леж ний до неї кут – 60°. Знайдіть 
радіус ко ла, опи са но го нав ко ло три кут ни ка.

Варіант ІІ

1. Об числіть sin α і tg α, як що cos α = −0,8.
2. Чи існує три кут ник АВС, в якого: ВС = 0,3; АС = 0,8; sin А = 0,4?
3. Виз нач те вид три кут ни ка, як що його сто ро ни дорівню ють 8 см, 4 см і 5 см.
4. Діаго налі па ра ле лог ра ма дорівню ють 7 см і 11 см, а сто ро ни відно сять ся як 6 : 7. 

Об числіть пе ри метр па ра ле лог ра ма.
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  Ос новні  влас ти вості  пра виль них 
ба га то кут ників*  та  об чис лен ня  їх  
еле ментів 

На га даємо: пра виль ним на зи ваєть ся опук лий ба га-
то кут ник, в яко го всі ку ти рівні і всі сто ро ни рівні. 
Найп ростіши ми прик ла да ми пра виль них ба га то кут-
ників є рівнос то ронній три кут ник і квад рат. 
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У ць о му розділі по вер не мо ся до вже відо мо го вам ба га то кут ни ка – 
бу де мо вив ча ти влас ти вості пра виль них ба га то кут ників, ви корис то ву ва-
ти влас ти вості ба га то кут ників під час розв’язу ван ня ге о мет рич них за дач. 
Крім то го, ви дізнаєте ся про од ну з най важ ливіших у на уці і техніці ста-
лих – чис ло π (чис ло «пі»), яке пов’яза не з вимірю ван ням дов жи ни ко ла 
і площі кру га. Чу до вим чи ном чис ло π з’яв ляєть ся та кож у найрізно-
манітніших ма те ма тич них і не ма те ма тич них досліджен нях, які на пер-
ший пог ляд ду же да лекі від ге о метрії. Цей факт ще раз підкрес лює 
цілісність і єдність на ук, що вив ча ють нав ко лишній світ.

A1 ... An – пра виль-
ний
 ⇑

* У перекладі з російської: «многоугольник» – «багато кут-
ник» (Гей чен ко В. В. та ін. Російськоeукраїнський словник 
наукової термі но ло гії. – К.: Наук. думка, 1998. – 892 с.). 
У деяких підручниках вживається термін «многокутник», 
що є русизмом.

Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   85Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   85 7/1/2009   13:07:197/1/2009   13:07:19



З на ве де но го оз на чен ня вип ли ває: два од ной менні 
пра вильні ба га то кут ни ки з рівни ми сто ро на ми – рівні, 
тобто їх можна сумістити накладанням. 

Ба га то кут ник на зи ваєть ся впи са ним у ко ло, як що 
всі йо го вер ши ни ле жать на колі. 

Ба га то кут ник на зи ваєть ся опи са ним нав ко ло ко ла, 
як що всі йо го сто ро ни до ти ка ють ся до ко ла.  

Те о ре ма. Пра виль ний ба га то кут ник є впи са ним 
у ко ло й опи са ним нав ко ло ко ла.

До ве ден ня
Не хай гра дус на міра ку та пра виль-

ного ба га то кут ни ка А1А2 ... Аn – α. 
Розг ля не мо три послідовні вер ши-
ни А1, А2 і А3 цьо го ба га то кут ни ка 
(мал. 2.1). Точ ку пе ре ти ну бісект  рис 
кутів А1 і А2 поз на чи мо че рез О. 

Маємо:
∠OA1A2 = ∠OA2A1 = α : 2.

Тоді три кут ник А1ОА2 рівно бед ре ний і ОА2 = ОА1.
У три кут ників А1ОА2 і А2ОА3: сто ро на ОА2 – спіль на, 

 А1А2 = А2А3. Тоді ці три кут ни ки 

рівні і 

ОА3 = ОА2 = ОА1,   

Звідси: 
– точ ка О рівно відда ле на від вер шин А1, А2, А3; 
– точ ка О є точ кою пе ре ти ну бісект рис ку тів А1, А2 і А3. 

Якщо про ве де мо ана логічні мірку ван ня для трійки 
вер шин А2, А3, А4 ць о го ба га то кут ни ка і т. д., то в ре зуль-
таті діста не мо, що точ ка О рівно від да ле на від усіх вер-
шин ба га то кут ни ка і є точ кою пе рети ну бісект рис усіх 
йо го кутів (тобто рів новіддалена від усіх його сторін). 

Тоді точ ка О – центр опи са но го і 
впи са но го кіл пра виль но го ба га то-
кут ни ка. 

Те о ре му до ве де но.
Зауваження. Радіус опи са но го 

ко ла – бічна сто рона ут во ре них рів-
но бед ре них три кут ників. Радіус впи-
са но го ко ла – ви сота, про ве дена до 
ос но ви цих три кут ників (мал. 2.2). 

86

Мал. 2.1

Мал. 2.2

 ⇓
A1 ... An = B1 ... Bn

Правильний бага то-
кутник є вписа ним 
у коло і описаним 
навколо кола.

Для правильного 
ба гатокутника цен-
три вписаного й 
опи саного кіл збі га-
ються.

Для допитливих
Квад рат ний ар куш па пе ру розріза ли на 6 час тин, кож на з яких має фор му 
опук ло го ба га то кут ни ка. П’ять із цих час тин за гу би ли ся, а та, що за ли ши-
ла ся, має фор му пра виль но го вось ми кут ни ка. Чи мож на за цією час ти ною 
вста но ви ти по чат кові розміри квад ра та? 

Однойменні 
багатокутники – 
число сторін 
однакове.
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Наслідок 1. Впи са не й опи са не ко ла пра виль но-
го ба га то кут ни ка ма ють один і той са мий центр.

Йо го на зи ва ють цент ром пра виль но го ба га то кут-
ни ка.

Відрізок, що сполучає цент р пра виль но го ба га то кут-
ни ка та середину йо го сто ро ни, ще на зи ва ють апо фе мою 
пра виль но го ба га то кут ни ка. Во на дорівнює радіусу 
впи са но го у цей ба га то кут ник ко ла.

Наслідок 2.  Із цент ра пра виль но го ба га то кут-
ни ка всі йо го сто ро ни вид но під од ним і тим са мим 

ку том, градус на міра яко го дорівнює , де n – число 

сторін (вер шин) ць о го ба га то кут ни ка.
Кут, під яким вид но сто ро ну пра виль но го ба га то кут-

ни ка з йо го цент ра, на зи ва ють цент раль ним ку том 
ць о го ба га то кут ни ка. 

Знай де мо радіус R опи са но го ко ла і 
радіус r впи са но го ко ла для пра виль но-
го nQкут ни ка зі сто ро ною а.

Не хай А і В – дві сусідні вер ши ни пра-
виль но го ба га то кут ни ка (мал. 2.3). 

Тоді АВ = a,  ОА ≡ R і 

ОВ ≡ R, а апофема ОK ≡ r.
У рівно бед ре но му три кут ни ку АОВ ви со та OK є йо го 

ме діаною і бісект ри сою, то му

АK = KB = , 

З пря мо кут но го три кут ни ка АKО (∠K = 90°):

Знайдемо площу пра виль но го nQкут ни ка. Шу ка на 
пло ща S = n ⋅ SAOB. 

Тоді:

Тут Pn – пе ри метр правильно го ба га то кут ни ка.
Зокрема, при n  = 3, n = 4, n = 6 маємо таке.
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Для допитливих
А1... An – пра виль ний ба га то кут ник. Точ ка М – точ ка ко ла, опи са но го нав-
ко ло нього. До ведіть, що МА1

2 + МА2
2 + ... + МAn

2 не за ле жить від розміщен ня 
точки М на колі.

Мал. 2.3

A1A2 ... An – 
ПРАВИЛЬНИЙ

Нагадаємо:
� − «тотожна 

рівність».
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Для пра виль но го три кут ни ка n = 3:

Для пра виль но го чо ти ри кут ни ка (квад ра та) n = 4:

Для пра виль но го шес ти кут ни ка n = 6:

За у ва жен ня. При розв’язу ванні за дач, зок ре ма на 
по бу до ву, варто пам’ята ти співвідно шен ня:  

.

Заз на чи мо ще та ку влас тивість пра виль них ба га то-
кут ників з од на ко вим чис лом сторін, яка вип ли ває з 
подібності рівнобедрених трикутників, що за основи 
мають відповідні сторони багатокутників, а за верши-
ни – їхні центри. Всі відповідні лінійні еле мен ти подіб-
них три кут ників про порційні (ко ефіцієнт про порцій-
ності дорівнює ко ефіцієнту подібності). Тоді для двох 
пра виль них од ной мен них ба га то кут ників: 
• відно шен ня радіусів опи са них кіл дорівнює відно шен-

ню радіусів впи са них кіл, відно шен ню сто рін цих ба -
гато кут ників і відно шен ню їхніх пе ри метрів;

• відношення площ дорівнює квадрату відношення, 
про яке йшлося в попередньому пункті.

Для пра виль но го п’яти кут ни ка n = 5:

Знай де мо зна чен ня три го но мет рич них функцій ку та 
міри 36°. Для ць о го ско рис таємо ся фор му лами 

sin2α = 2sinα cosα (с. 71) та  (форзац). 

Маємо:
sin 36° = 2sin 18° cos 18°;
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Правиль ні:
A1 ... An і B1 ... Bn:

A1 ... An – 
ПРАВИЛЬНИЙ

Пам’ятаймо
для спільного 
описа ного кола 
ра діу са R:

n = 3
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Тоді для пра виль но го п’яти кут ни ка:

 

Те о ре ма. Як що аn і a2n – сто ро ни пра виль-
них nQкут ни ка і 2nQкут ни ка, впи са них у 
ко ло радіуса R, то ви ко нуєть ся співвідно-
шен ня

Доведення
Не хай АВ – сто ро на пра виль но го 

neкут ни ка, а точ ка С ділить ду гу АВ 
навпіл (мал. 2.4). Сполучимо точки 
А і С, B і С. Відрізки АС і BС – 
сторо ни пра виль но го 2neкут ни ка, 

89

n = 4

n = 6

Мал. 2.4

Для допитливих
Теорема. НЕРІВНІСТЬ ПТОЛЕМЕЯ. Для довіль но го опук ло го чо ти ри кут-
ни ка АВСD ви ко нуєть ся нерівність  AC · BD � AB · CD + BC · AD.

Доведення

Позначи мо на про ме нях АВ, АС і АD відрізки АВ′, АС′ і АD′, дов жи ни 
яких дорівнюють l2 : АВ, l2 : АС і l2 : АD відповідно.
1) Маємо: АВ : АС = АС′ : АВ′, ∠САВ – спіль ний, тоді 	АВС 
 	АС′В′. 
2) Ко ефіцієнт подібності три кут ників АВС і АС′В′ 

дорівнює . Тому . 

Аналогічно   і  .

3) Для сторін три кут ни ка АD′B′ маємо: 
В′D′ � В′С′ + С′D′.

4) Пом но жи мо ос тан ню нерівність на AB · AC · AD 
і ви ко рис та ємо ви рази, знайдені для В′С′, С′D′, 
В′D′ – от ри маємо шу ка ну нерівність.

n = 5
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впи са но го в те са ме ко ло, радіус яко го дорівнює R. 
Маємо: 

ОА = ОС = ОВ = R, АВ = аn, ОМ = rn, АС = a2n. 
З три кут ни ка АОС знай де мо за теоремою косинусів 

AC2 і вра хуємо, що  та 

:

.

Те о ре му до ве де но.
Ко рис ту ю чись цією те о ре мою, нап рик лад, мож на 

ви ра зи ти че рез радіус описаного кола R дов жи ни 
сторін пра виль них 8eкут ни ка і 12eкут ни ка.

; , тоді 
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Якщо R – спільний:

Для допитливих

БА ГА ТО КУТ НИ КИ З ВЕР ШИ НА МИ У ВУЗ ЛАХ 
ЦІЛО ЧИС ЛО ВОЇ РЕШІТКИ

Розг ля не мо на координатній пло щині сис те му пря мих, за да них рівнян ня-
ми х = m і y = n, де m і n – цілі чис ла. Ці прямі ут во рю ють решітку квад ратів 
або ціло чис ло ву решітку. Вер ши ни цих квад ратів – точ ки, ко ор ди на ти 
яких є ціли ми чис ла ми, на зи ва ють вуз ла ми ціло чис ло вої решітки.
1. Чи існує пра виль ний три кут ник з вер ши на ми у вуз лах ціло чис ло вої 
решітки?
2. До ведіть, що при n ≠ 4 пра виль ний neкут ник не мож на розмісти ти так, 
щоб усі йо го вер ши ни були у вуз лах ціло чис ло вої решітки.
3. Чи мож на пря мо кут ний три кут ник, дов жи ни сторін яко го є ціли ми чис ла-
ми, розмісти ти так, щоб йо го вер ши ни сумісти ли ся з вуз ла ми ціло чис ло вої 
решітки, але щоб жод на з йо го сторін не про хо ди ла по лініях решітки?
4. До ведіть те о ре му, яку на зи ва ють фор му лою Піка.
Те о ре ма. Як що вер ши ни ба га то кут ни ка (не обов’яз ко во опук ло го) роз-
міще но у вуз лах ціло чис ло вої решітки, при чо му все ре дині ць о го ба га то-
кут ни ка містить ся n вузлів решітки, а на його сторонах – m, то пло ща ць о-
го ба га то кут ни ка дорівнює n + 0,5m − 1.
5. Вер ши ни три кут ни ка містять ся у вуз лах ціло чис ло вої решітки, при чо му 
на сто ро нах три кут ни ка інших вузлів не має, а все ре дині є лише один 
ву зол – точ ка М. До ведіть, що М – цент роїд за да но го три кут ни ка.
По ра да. Ско рис тай те ся фор му лою Піка.
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ПО БУ ДО ВА  ПРА ВИЛЬ НИХ  БА ГА ТО КУТ НИКІВ

По бу до ву бу де мо здійсню ва ти за до по мо гою цир ку-
ля (мож на крес ли ти ко ла і відкла да ти рівні відрізки) і 
лінійки без поз на чок (мож на про во ди ти пря му че рез 
дві за дані точ ки). При га дай те, які опорні по бу до ви за 
цих умов ви вже ви вча ли раніше (див. с. 277–278).

По бу до ва пра виль но го три кут ни ка

Ви ко нуєть ся за опор ною за да чею по бу до ви три кут-
ни ка за трь о ма йо го сто ро на ми – тре ба спо лу чи ти дві 
довільні точ ки пло щи ни і взя ти ут во ре-
ний відрізок за сто ро ну пра виль но го 
три кут ни ка.

Зауваження. Пра виль ний три кут-
ник, впи са ний у за да не ко  ло, можна 
по бу ду ва ти, ско ристав шись співвід но-

шен ням  (мал. 2.5).

По бу до ва пра виль но го чо ти ри кут ни ка – квад ра та
Аналіз

Діаго налі квад ра та є взаємно пер пен ди ку ляр ни ми 
діамет ра ми опи са но го навколо ньо го ко ла.

План по бу до ви
1. Крес ли мо ко ло з цент ром О, про во-

димо діаметр АВ (мал. 2.6). 
2. Бу дуємо пря му, пер пен ди ку ляр ну 

до АВ у точці О, – маємо діаметр 
СD. Чо ти ри кут ник АСВD – шу ка-
ний.

До ве ден ня
За по бу до вою маємо: АВ і СD – діамет ри, AB ⊥ CD. 
До вес ти: АСВD – квад рат.

1) Ку ти чо ти ри кут ни ка прямі, бо спи ра ють ся на діамет-
ри. Тоді АСВD – пря мо кут ник.

2) Гра дусні міри дуг АС і СВ рівні (ста нов лять по 90°). 
Тоді хор ди АС і СВ рівні і АСВD – квад рат. Щ. в. д.
А які ще способи побудови квадрата ви можете 

запропонувати?

По бу до ва пра виль но го шес ти кут ни ка

Спосіб І
Аналіз 

Вра хуємо, що а6 = R.
План по бу до ви

1. Крес ли мо ко ло з цент  ром О (мал. 2.7). 
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Задано коло – 
будуємо вписані 
правильні:

ТРИКУТНИК

1) OD → OK = KD;
2) AC ⊥ OD у т. K;
3) (OD) � γ = B.

AB ⊥ CD у т. O.

Нагадаємо:
(OD) – пряма OD;
� – перетинає.

КВАДРАТ

Мал. 2.5

Мал. 2.6

Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   91Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   91 7/1/2009   13:07:217/1/2009   13:07:21



2. З довіль ної точ ки ко ла А1 ро би мо 
засічку на колі роз хи лом цир ку ля, 
що дорівнює радіусу ко ла, – маємо 
точ ку А2.

3. Ана логічно бу дуємо точ ки А3, А4, 
А5, А6. Шес ти кут ник А1А2А3А4А5А6 – 
шу ка ний.

До ве ден ня
За по бу до вою маємо: 
А1А2= А2А3= А3А4= А4А5= А5А6= R.

До вес ти: (1) А7 ≡ А1; (2) А1А2А3А4А5А6 – пра виль ний.
1) Три кут ни ки ОА1А2, ОА2А3, ..., ОА5А6 – рівносторонні 

за по  бу до вою, їхні ку ти дорівню ють по 60°. Тобто �А1А2 = �А2А3 = ... = �А5А6 = �А6А7 = 60°. Тоді 
∠A1OA7 = 6 ⋅ 60° = 360°. Тверд жен ня (1) до ве дено. 

2) Сто ро ни ут во ре но го шес ти кут ни ка рівні за по бу до-
вою. Його ку ти рівні між со бою, бо �ОА1А2 = ... =  
= �ОА6А1. Тоді шес ти кут ник А1А2А3А4А5А6 – пра виль-
ний. Твер джен ня (2) до ве де но.

Спосіб ІІ
План  побудови

1. Крес ли мо ко ло радіуса R  із центром O (мал. 2.8).
2. Про во ди мо діаметр АВ і бу дуємо діаметр СD ⊥  АВ та 

серединний перпендикуляр KM до радіу са AO.
3. Бу дуємо точ ки K1 і М1, си мет ричні точ кам K і М 

віднос    но СD. 
AMM1BK1K – шу ка ний шес  ти кут ник.
До ве ден ня проведіть са мостійно (вра  хуй те, що 

а6 = R = 2r3, AK = AM = R).

За у ва жен ня. Як що по бу до ва-
но пра виль ний neкут ник, то лег-

ко по бу ду ва ти пра виль ний 2neкут ник 
(наприклад, за до по мо гою середин-
них пер пен ди ку лярів до сторін neкут-
ни ка і опи са но го нав ко ло нь о го ко ла – 
див. мал. 2.8). 

По бу дуйте пра виль ний вось ми кут-
ник і пра виль ний два над ця ти кут ник 
са мостійно.
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Задано коло – 
будуємо вписаний 
правильний

ШЕСТИКУТНИК

1) R → γ;
2) CD ⊥  AB через O;
3) KM – серед. пер. 

до AO;
4) KK1 ⊥  CD, 
 MM1 ⊥  CD.

Від довіль ної точ-
ки ко ла A ро би мо 
засічки роз хи лом 
цир ку ля R.

Спосіб ІІ

Спосіб І
Мал. 2.7

Мал. 2.8

Для допитливих
1. До ведіть, що в пра виль но му п’яти кут ни ку: а) дві діаго налі, які не ви хо-
дять з однієї вер ши ни, ділять ся точ кою пе ре ти ну в крайнь о му і се редньо му 
відно шенні (див. с. 224); б) один з відрізків, що утворилися при перетині 
діаго на лей, дорівнює сто роні п’яти кут ни ка.
2. До ведіть, що a5

2 = a10
2 + a6

2, де an – сто ро на пра виль но го neкут ни ка, впи са-
но го в ко ло радіуса R.
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По бу до ва пра виль но го де ся ти кут ни ка

Аналіз
1. Сто ро на пра виль но го де ся ти кут ни ка, впи са но го в ко -

ло, радіус яко го R, дорівнює

2. Відрізок, дов жи на яко го  є гі по  -

 те ну зою пря мо кут но го три кут ни ка з ка те та ми R і .

План по бу до ви

1. Кресли мо ко ло довіль но го радіуса R із цент ром О.
2. На довільній прямій відкла даємо відрізок, рівний R, 

 і діли мо йо го навпіл – маємо відрізок .

3. Бу дуємо пря мо кут ний три кут ник за ка те та ми R і  

  – маємо йо го гіпо те ну зу t = 

4.
 
Бу дуємо відрізок 

5. На колі від довіль ної йо го точ ки А1 ро би мо засічки роз-
 хи лом цир ку ля a10 – от ри муємо точ ки А2, А3, ..., А10 

(точ ка А11 – збігаєть ся з точ кою А1).
 Ба га то кут ник А1А2 ... А10 – шу ка ний.

До ведіть це са мостійно (що А11 ≡ А1). 

По бу до ва пра виль но го п’яти кут ни ка

Зро зуміло, як що по бу до ва но пра виль ний де ся ти-
кут ник, то, послідов но спо лу чив ши вер ши ни ць о го 
ба га то кут ни ка че рез од ну, от ри маємо пра виль ний п’я-
ти кут ник. 

Про те мож на знай ти по бу до ву пра виль но го п’яти кут-
ни ка й іншим способом, ви хо дя чи з уже відомої вам фор-
му ли: 

Справді, бу ду ва ти відрізок t = , 

як що за да но від різок R, ми вже вміємо; за ли ши ло ся 
при га да ти, як бу дуєть ся се реднє ге о метрич не  
двох за да них відрізків (див. с. 278).
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Дано коло – 

будуємо вписаний 
правильний:

ДЕСЯТИКУТНИК

1) R → ;

2) 

3) .

П’ЯТИКУТНИК

1) R → ; n = ;

2) m =  – R;

3) .
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Прак тич на ро бо та 5
1. По бу дуй те ко ло. Про ведіть хор ду ко ла АВ, що дорівнює йо го радіусу, хор ду 

ВС = АВ, хор ду CD = АВ і т. д. Скіль ки та ких хорд ви змог ли про вес ти? Чи збігся 
кінець ос тан ньої хор ди з точ кою А? Виміряй те сто ро ни і внутрішні ку ти ут во ре-
но го ба га то кут ни ка. Чи є він пра виль ним? 

2. По бу дуй те ко ло і про ведіть у нь о му два взаємно пер пен ди ку лярні діамет ри АС і 
BD. Поділіть кож ну з дуг AB, BC, CD, AD навпіл. Се ре ди ну кож ної ду ги спо-
лучіть з її кінця ми. Виміряй те ку ти і сто ро ни ут во ре но го ба га то кут ни ка. Чи є він 
пра виль ним? 

Прак тич на ро бо та 6
1. За допомогою транспортира і лінійки ви ко най те по бу до ву опук ло го ба га то кут ни ка 

з рівни ми сто ро на ми і рівними внутрішніми ку та ми по 108°. Поз нач те йо го вер ши-
ни А1, А2, А3, ... . Скіль ки вер шин має цей ба га то кут ник? Чи є він правильним?

2. Чи мож на бу ло виз на чи ти до по бу до ви, скіль ки вер шин ма ти ме та кий ба га то кут-
ник? Зробіть відповідні об чис лен ня.

3. По бу дуй те се ре динні пер пен ди ку ля ри до двох сторін ба га то кут ни ка. Точ ку пе ре-
ти ну цих пер пен ди ку лярів поз нач те через О. 

4. По бу дуй те ко ло з цент ром О, радіус яко го дорівнює ОА1. Чи ле жать вер ши ни 
ба га то кут ни ка на ць о му колі? 

5. По бу дуй те бісект ри си двох внутрішніх кутів ба га то кут ни ка. Що мож на ска за ти 
про точ ку їх пе ре ти ну І? 

6. Опустіть з точ ки О пер пен ди ку ляр ОМ на сто ро ну АВ. По бу дуй те ко ло з цент ром 
у точці О, радіус яко го дорівнює ОМ. Яким є ба га то кут ник віднос но по бу до ва но-
го ко ла? 

Зав дан ня 12
1°. Знайдіть ку ти при вер ши нах і цент ральні ку ти пра виль но го: а) вось ми кут ни ка; 

б) два над ця ти кут ни ка; в) шістнад ця ти кут ни ка.
2°. Скіль ки вер шин має пра виль ний ба га то кут ник, у яко го цент раль ний кут 

дорівнює: а) 30°; б) 12°; в) 24°?
3°. Скіль ки вер шин має пра виль ний ба га то кут ник, у яко го внутрішній кут дорівнює: 

а) 150°; б) 135°; в) 140°?
4°. Скіль ки вер шин має пра виль ний ба га то кут ник, у яко го зовнішній кут дорівнює: 

а) 36°; б) 24°; в) 60°?
5. Чи мо же пра виль ний ба га то кут ник ма ти внутрішні ку ти гра дус ної міри: а) 20°; 

б) 48°?
6. Впишіть у ко ло пра виль ний: а) шес ти кут ник; б) вось ми кут ник; в) два над ця ти-

кут ник.
7. Опишіть нав ко ло за да но го ко ла пра виль ний: а) три кут ник; б) шес ти кут ник; 

в) квад рат; г) вось ми кут ник.
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Для допитливих
1. Тріан гу ляцією ба га то кут ни ка на зи ва ють йо го поділ на три кут ни ки, що 
ма ють таку влас тивість. Ці три кут ни ки або ма ють спіль ну сто ро ну або 
спіль ну вер ши ну, або не ма ють спіль них то чок (тоб то вер ши на од но го три-
кут ни ка не мо же ле жа ти на сто роні іншо го). До ведіть, що для довільного 
багатокутника три кут ни ки тріан гу ляції мож на по фар бу ва ти у три коль о ри 
так, що три кут ни ки, які ма ють спіль ну сто ро ну, бу дуть різно го коль о ру.
По ра да.  Ви ко рис тай те ме тод індукції (див. с. 246).
2. Ба га то кут ник поділе но йо го діаго на ля ми, що не пе ре ти на ють ся, на три-
кут ни ки. До ведіть, що вер ши ни ба га то кут ни ка мож на по фар бу ва ти у три 
коль о ри так, що всі вер ши ни кож но го з от ри ма них три кут ників бу дуть 
різно го коль о ру.
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8. За да ною сто ро ною а по бу дуй те пра виль ний: а) вось ми кут ник; б) два над ця ти-
кут ник; в) квад рат; г) вось ми кут ник.

У завданнях 9–14 поз на чен о: n – чис ло сторін пра виль но го ба га то кут ни ка (ngкут-
ни ка); an – сто ро на впи са но го пра виль но го ngкут ни ка; bn – сто  ро на опи са но го пра-
виль но го ngкут ни ка; R або Rn – радіус ко ла, опи са но го нав ко ло пра виль но го ngкут-
ни ка; r або rn – радіус ко ла, впи са но го в пра виль ний neкут ник (йо го апо фе ма).

9. Знайдіть сто ро ну пра виль но го neкут ни ка, як що: 
 а) n = 3; R = 12;  в) n = 6; R = 3; д) n = 4; R = 8;
 б) n = 3; r = 2; г) n = 6; r = 2; е) n = 4; r = 2.
10. За да ною сто ро ною an = a знайдіть R для: 
 а) n = 3; б) n = 4; в) n = 6; г) n = 8; д) n = 12.
11. За да ною сто ро ною an = a знайдіть bn, як що: 
 а) n = 3; б) n = 4; в) n = 6; г) n = 8; д) n = 12.
12. За да ною сто ро ною an = a знайдіть апо фе му, як що: 
 а) n = 3; б) n = 4; в) n = 6; г) n = 8; д) n = 12.
13*. Ко рис ту ю чись каль ку ля то ром або таб ли ця ми Брадіса, знайдіть: 
 а) a7, як що R = 12;  в) R, як що a10 = 6; 
 б) a9, як що r = 3;  г) b5, як що a5 = 14. 
14*. До ведіть, як що шес ти кут ник і три кут ник впи сані в од не ко ло, то: 

 а) r6 = 0,5a3,   в) ; д) .

 б) ;   г) ; 

15*. Виз нач те дов жи ни діаго на лей пра виль но го вось ми кут ни ка, як що відо мо: 
а) радіус R опи са но го ко ла; б) сто ро ну а.

16*. Виз нач те дов жи ни діаго на лей пра виль но го два над ця ти кут ни ка, як що відо мо: 
а) радіус R опи са но го ко ла; б) сто ро ну а.

17*. У ко ло, радіус яко го дорівнює R, впи са но пра виль ний ngкут ник. Се ре ди ни йо го 
сторін послідов но спо лу чені. Знайдіть сто ро ну ут во ре но го ба га то кут ни ка для: 
а) n = 6; б) n = 8.

18*. У ко ло впи са но пра виль ний вось ми кут ник. Знайдіть його сто ро ну, як що сто-
ро на квад ра та, впи са но го у те саме ко ло, дорівнює 8 см.

19*. У ко ло впи са но пра виль ний вось ми кут ник зі сто ро ною 4 см. Знайдіть сто  ро ну впи-
са но го в це ко ло: а) квад ра та; б) три кут ни ка; в) шес ти кут ни ка.

20*. У ко ло впи са но пра виль ний два над ця ти кут ник зі сто ро ною а. Знайдіть сто ро-
ну пра виль но го три кут ни ка, впи са но го в це ко ло. 

21**. У ко ло, радіус яко го дорівнює 12 см, впи са но пра виль ний чо ти ри кут-
ник ABCD, в який впи са но ко ло, а в нь о го – пра виль ний три кут ник KMN. 
Знайдіть пе ри метр впи са но го три кут ни ка.

22*. Знайдіть відно шення площ пра виль них три кут ни ка, чотирикутника і шес ти-
кут ни ка, як що: а) во ни опи сані нав ко ло од но го ко ла; б) во ни впи сані в од не 
ко ло; в) ма ють од на кові сто ро ни.

23*. У пра виль но му два над ця ти кут ни ку се ре ди ни сторін че рез од ну послідов но 
спо лу чили. Знайдіть сто ро ну утвореного шес ти кут ни ка, як що сто ро на два над-
ця ти кут ни ка дорівнює а. 

24*. У пра виль но му вось ми кут ни ку се ре ди ни сторін че рез од ну послідов но спо лу-
чили. Знайдіть сто ро ну утвореного квад ра та, як що сто ро на вось ми кут ни ка 
дорівнює а.

Для допитливих
До ведіть, як що А, В, С, D – чо ти ри послідовні вер ши ни пра виль но го семи -

кут ни ка, то ви ко нуєть ся співвідно шен ня .
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25*. Ви разіть пло щу пра виль но го шес ти кут ни ка че рез: а) йо го сто ро ну; б) ве ли ку 
діаго наль; в) ма лу діаго наль.

26**. Із квад рат но го ар ку ша па пе ру зроби ли вось ми кут ник. Спо чат ку по бу ду ва ли 
чверті кіл з цент ра ми у вер ши нах да но го квад ра та і радіусом, рівним по ло-
вині діаго налі квад ра та. Потім точ ки їхнього пе ре ти ну зі сто ро на ми квад ра та 
послідов но спо лу чи ли відрізка ми. По них відріза ли ку ти квад ра та. Знайдіть 
відно шен ня площ квад ра тного аркуша паперу і вось ми кут ни ка.

27*. Пра виль ний три кут ник зі сто ро ною а відрізан ням трь ох кутів пе ретво ри ли 
на пра виль ний шес ти кут ник. Знайдіть сто ро ну шес ти кут ника.

28*. Сто ро на пра виль но го три кут ни ка дорівнює b. Знайдіть радіус ко ла, впи са но-
го у даний три кут ник, і сто ро ну впи са но го в це ко ло: а) три кут ни ка; б) квад-
ра та; в) шес ти кут ни ка.

29*. Сто ро на пра виль но го три кут ни ка АВС дорівнює а. На кожній зі сто рін АВ, 

 ВС і СА від вер шин А, В і С відповідно відкла дені відрізки ; ;

 . Знайдіть радіус впи са но го в три кут ник A1B1C1 ко ла.

30**. Впишіть у за да не ко ло пра виль ний: а) п’яти кут ник; б) де ся ти кут ник.
31**. N рівних кіл до ти ка ють ся одне до од но го і до да но го кола, радіус яко го 

дорівнює R. Знайдіть радіус цих кіл, як що: 
 а) N = 3; б) N = 4; в) N = 6. 
32*. Пра виль ний три кут ник, квад рат і пра виль ний шес ти кут ник ма ють од на кові 

пе ри мет ри. Як відно сять ся їхні площі?
33*. Підлогу настилають пар кетинами, які ма ють фор му пра виль них ба га то кут-

ників двох видів. На ведіть прик ла ди та ко го пар ке ту.
34**. Знайдіть най мен ше чис ло ромбів, з яких мож на склас ти пра виль ний шес ти-

кут ник. Яку особ ливість ма ють ці ромби? 
35**. Да но квад рат зі сто ро ною а. На кожній сто роні квад ра та зовні ньо го по бу до-

ва но тра пеції так, що верхні ос но ви тра пецій ра зом з їхніми бічни ми сто ро на-
ми ут во рю ють пра виль ний два над ця ти кут ник. Знайдіть пло щу ць о го два -
надця ти кут ни ка.

36**. Як впи са ти в пра виль ний шес ти кут ник пра виль ний три кут ник: а) най мен-
шого пе ри метра; б) найбіль шого пе ри метра?

37**. Впишіть у за да не ко ло пра виль ний п’ятнадцятикут ник і ви разіть йо го сто ро-
ну че рез радіус даного кола.
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Для допитливих
1. Відо мо, що для де я ко го опук ло го шес ти кут ни ка АВ1СА1ВС1 ви ко ну ють ся 
рівності: АВ1 = В1С,  СА1 = А1В,  ВС1 = С1А, ∠A  + ∠B + ∠C = ∠A 1 + ∠B1 + ∠C1. 
До ведіть, що пло ща три кут ни ка А1В1С1 дорівнює по ло вині площі шес ти кут-
ни ка.
2. До ведіть, що в правильної зірки, яку зоб ра же но на ма люн-
ку, за фар бо ва но рівно по ло ви ну її площі.
3. Дов жи ни кожної сторони опук ло го шес ти кут ни ка АВСDEF 
менші за 1. До ведіть, що дов жи на однієї з діаго на лей AD, BE 
і CF мен ша за 1.
По ра да. Ско рис тай те ся нерівністю Пто ле мея (див. с. 89).
4. Се ми кут ник А1...А7 впи са но в ко ло, при чо му центр ць о го ко ла містить ся 
все ре дині се ми кут ни ка. До ведіть, що су ма кутів при вер ши нах А1, А3 і А5 

мен ша за 450°. 
5. В олімпіаді з математики на першість району бере участь 100 шко лярів. 
Відомо, що серед довільних чотирьох учасників завжди є хоча б один, 
знайомий з іншими трьома. Доведіть, що існує учасник, знайомий з усіма 
99 іншими школярами.
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Для допитливих
1. Да но два пра вильних три кут ни ки. Розріжте їх на най менше мож ли ве 
чис ло час тин так, щоб з них мож на бу ло б склас ти шес ти кут ник.
2. Да но чо ти ри од на кових пра вильних шес ти кут ни ки. Розріжте їх на най-
менше мож ли ве чис ло час тин так, щоб з них мож на бу ло б склас ти пра виль-
ний шес ти кут ник.
3. Да но три пра вильних шес ти кут ни ки. Як зро би ти як най мен ше чис ло 
розрізів цих фігур, щоб з ут во ре них час тин мож на бу ло склас ти один пра-
виль ний шес ти кут ник?
4. Триш ка відрізав від жу па на квад рат ний шма ток. Потім порізав йо го на 
9 три кут них ла ток і склав у три куп ки по три лат ки. Чи мо же бу ти так, що 
довільні дві лат ки з деякої однієї куп ки рівні між со бою, а з різних ку пок – не 
рівні?

  Дов жи на  ко ла  і  ду ги  ко ла. 
Радіан на  міра  ку та

Уявіть нит ку, яку скла ли у формі ко ла так, що її 
кінці збіга ють ся (мал. 2.9). Візь ме мо цю нит ку за кінці 
і роз гор не мо у відрізок. Дов жи на та ко го відрізка і бу де 
дов жи ною ко ла.

Як що впи са ти в ко ло пра виль ний ба га то кут ник 
(мал. 2.10-а) або опи са ти нав ко ло ць о го ко ла пра виль-
ний ба га то кут ник (мал. 2.10-б), то довжини їхніх пе ри-
мет рів будуть наб ли жа ти ся до шу ка но го зна чен ня дов-
жи ни ко ла тим ближче, чим біль ше чис ло сторін мають 
ці ба га то кут ники. 

Мал. 2.9      Мал. 2.10

Візь ме мо два ко ла зі спіль ним 
цент ром та довільними радіусами. 
Впи ше мо в них ба га то кут ни ки з 
од на ко вим чис лом сторін n так, як 
зоб ра же но на ма люн ку 2.11 (їхні 
сторони паралельні). 

Цент раль ний кут цих ба га то кут  -

ників дорівнює , а сто ро ни до-

рів ню ють відповідно
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Довжина кола l

Мал. 2.11
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Для допитливих
1. Гост ро кут ний три кут ник міститься все ре дині ко ла. До ведіть, що радіус 
ць о го ко ла не мен ший за радіус ко ла, опи са но го нав ко ло за да но го три кут ни ка. 
Чи бу де пра виль ним це тверд жен ня для ту по кут но го три кут ни ка? Чому?
2. До ведіть, що пе ри метр гост ро кут но го три кут ни ка не мен ший за 4R.
3. До ведіть, що замк не ну ла ма ну оди нич ної дов жи ни мож на вмісти ти в 
ко ло, радіус яко го дорівнює 0,25.
4. У ко ло оди нич но го радіуса впи са но ба га то кут ник, дов жи ни сторін якого 

зна хо дять ся в ме жах від 1 до . Скіль ки сторін має цей ба га то кут ник?

Тоді пе ри мет ри цих ба га то кут ників:

Звідси: 

Як що чис ло n бу де ду же ве ли ким, то дов жи ни кіл l1 
і l2 май же збіга ти муть ся зі зна чен ня ми пе ри метрів 
відповідних ба га то кут ників. Маємо, що

Це і є од на з най важ ливіших ста лих ма те ма ти ки – 
чис ло π («пі»). 

Та ким чи ном, маємо, що дов жи на ко ла, радіус яко го 
R, дорівнює

l  2 R.
Як що в ць о му ви разі пок лас ти R = 1, то от ри маємо, 

що чис ло  чисельно дорівнює дов жині оди нич но го 
півко ла. Йо го приб лиз не зна чен ня 3,14159...

Зауваження. 1. Наб ли же не зна чення π ≈  зна -

хо димо в єгиптян у папірусі Рін да (XX–XVII ст. до н. е.).
2. π – літера грець ко го ал фавіту. Нею по чи наєть ся 

сло во, яке в пе рек ладі з грець кої оз на чає «край» або 
«обвід круг ло го тіла». Ця ста ла має ве ли ке зна чен ня 
для ви роб ни чої прак ти ки, і то му про тя гом ти ся чоліть 
ма те ма ти ки ба га то поп ра цю ва ли над її виз на чен ням. 

3. Зна чен ня ць о го чис ла об чис лю ва ли че рез пе ри-
мет ри впи са них і опи са них ба га то кут ників ще в ча си 
Ста ро давньої Греції. Так, Архімед, впи су ю чи в ко ло 
пра вильні багатокут ни ки, об чис лив перші три зна ки 
чис ла π. Нідер ла ндсь кий ма те ма тик Ро у ме н (XVI ст.) 
знай шов 17(!) знаків ць о го чис ла. У XX ст., ко ли до 
об чис лень за лу чи ли ЕОМ, бу ло визначе но кіль ка де сят-
ків ти сяч знаків чис ла . Знати таку кіль кість знаків π 
навряд чи вам зна до бить ся, а от те, що 

3,14 < π < 3,15,
слід за пам’ята ти.
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Якщо R = 1

 ← чисельно

3,14 < π < 3,15

Для од ной мен них 
пра виль них 

ба га то кут ників:

залежить тільки 
від n

l = 2πR

«const» – стала
�
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Для допитливих
Чис ло π чисельно дорівнює дов жині оди нич но го півко ла. Як що под во ю вати 
чис ло сторін впи са них і опи са них ба га то кут ників, мож на от ри ма ти все 
біль ше і біль ше знаків чис ла π. Ди ву ють до сяг нен ня ста ро давніх ге о метрів, 
зок ре ма Архіме да (287–212 рр. до н. е.). Ад же ви ко рис то ву ю чи алгеб ру, 
хит ро муд ро вип рям ля ю чи ла ма ну зі сторін впи са но го й опи са но го 96eкут- 

ників, він дійшов вис нов ку, що π містить ся у ме жах від  до . Та ка 

різни ця пра вої і лівої меж  не суттєво відрізняєть ся від 0,002. Це 

оз на чає, що Архімед об чис лив π з по хиб кою не біль ш як 0,001! Ми й досі 
ко рис туємося до сяг нен ням Архіме да, бе ру чи наб ли же не зна чення π ≈ 3,14.

У колі цент раль но му ку ту 1° відповідає ду га, дов -

жина якої дорівнює  дов жи ни всь о го ко ла, тоб то . 

Звідси дов жи на ду ги гра дус ної міри n° дорівнює

Розглянемо кіль ка кіл зі спіль-
ним цент раль ним ку том гра дус ної 
міри n° (мал. 2.12). Відно шен ня дов-
жи ни кож ної з дуг ут во ре них сек-
торів до радіуса від по відно го ко ла 

дорівнює  і за ле жить тіль-

ки від міри са мо го ку та. Тоді це від-
но  шен ня мож на об ра ти за міру ку та 
і вимі рювати кут у радіанах. 

Пов но му ку ту гра дус ної міри 360° відповідає 2  ра -
діан.

Роз гор ну
 
тий кут має  радіан:

π радіан = 180°  ⇒  1 радіан ;

180° = π радіан  ⇒   радіан ≈ 0,017 радіан.

Та ким чи ном, кут гра дус ної міри n° має радіан ну 
міру

 радіан,

а пе ре вес ти радіан ну міру k ку та в гра дус ну до по мо же 
фор му ла

Нап рик лад:

 рад;
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1 радіан = 

 
радіан

1 радіан ≈ 57°18′

1° ≈ 0,017 радіан

π рад = 180°

 рад = 90°

 рад = 60°

 рад = 45°

 рад = 30°

Мал. 2.12
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Для допитливих
Як наб ли же не зна чен ня π у дав ни ну ви ко рис то ву ва ли такі чис ла: 3;  

 Оцініть по хиб ку, як що заміни ти π ци ми чис ла ми.

 

100

k
(радіан) π

n° 180° 90° 60° 45° 3  0°

30° ≈ 0,52 рад

45° ≈ 0,79 рад

60° ≈ 1,0 рад

90° ≈ 1,6 рад

Прак тич на ро бо та 7

1. Нак ресліть ко ло, радіус яко го дорівнює 8 см. Впишіть у ко ло пра виль ний чо ти-
ри кут ник. Виміряйте йо го сторону і обчисліть пе ри метр P4. 

2. По бу дуй те пра вильні вось ми кут ник, шістнад ця ти кут ник, вписані у таке саме 
коло. Виміряйте їхні сторони та знайдіть пе ри мет ри P8, P16. 

3. Обчисліть відно шен ня пе ри мет ра кож но го ба га то кут ни ка до діамет ра ко ла. От ри-
мані ре зуль та ти за пишіть у таб ли цю.

n = 4 n = 8 n = 16

Pn

4*. Ви ко най те зав дан ня по пе редніх пунктів для опи са них пра виль них ба га то кут-
ників.

5. Зробіть вис но вок.

Прак тич на ро бо та 8*

1. Нак ресліть ко ло оди нич но го радіуса і впишіть у нь о го пра виль ний вось ми кут ник.
2. Опишіть нав кол о оди нич но го ко ла пра виль ний вось ми кут ник.
3. Виміряй те дов жи ни сторін по бу до ва них вось ми кут ників, об чис літь їх пе ри мет ри.
4. Оцініть значення чис ла π за до по мо гою зна чень пе ри метрів цих ба га то кут ників 

і запишіть у такому вигляді: ... < π < ... .

Зав дан ня 13

1°. Об числіть дов жи ну ко ла, як що йо го радіус дорівнює: а) 10 см; б) 0,5 м; 
в) 3,14 мм.

2°. За повніть таб ли цю, ви ко рис то ву ю чи фор му лу для об чис лен ня дов жи ни ко ла 
(π ≈ 3,14).

С 18π 9,42 320,28

R 5 7 0,7 34,5 1/3

3°. Як змінить ся дов жи на ко ла, як що йо го радіус: а) збіль ши ти вдвічі; б) змен ши ти 
ут ричі; в) змен ши ти в k разів; г) збіль ши ти на 1 см?
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Для допитливих
Те, що відно шен ня дов жи ни ко ла до йо го діамет ра є ве ли чи ною ста лою, 
було ви дат ним відкрит тям. Ще в дав ни ну лю ди ши ро ко ви ко рис то ву ва ли 
це чис ло під час по бу до ви пірамід і зро шу валь них сис тем, на ра ху ванні 
податків то що.

У Ва ви лоні за це відно шен ня бра ли чис ло 3. Та ка не точність приз во-
дила до по хи бок у будівництві. Вва жаєть ся, що Ва ви лонська ве жа впа ла 
то му, що лю ди розгніви ли Все вишнь о го. А мож ли во, це відбу ло ся че рез 
чис ло π – роз ра хун ки бу ли неточ ни ми?

4. Як змінить ся радіус ко ла, як що дов жи ну ко ла: а) збіль ши ти в n разів; б) змен-
ши ти в n разів?

5. Знайдіть дов жи ну ко ла, опи са но го нав ко ло: а) пра виль но го три кут ни ка зі сто-
ро ною а; б) пря мо кут но го три кут ни ка з ка те та ми а і b; в) рівно бед ре но го три-
кут ни ка з ос но вою а і бічною сто ро ною b; г) пря мо кут ни ка зі сто ро ною а і гост-
рим ку том α між діаго наля ми; д) пра виль но го шес тикут ни ка, пло ща яко го 
дорівнює  см2.

6. Сто ро ни пря мо кут ни ка дорівню ють 5 см і 9 см. Знайдіть дов жи ну ко ла, опи са-
но го нав ко ло ць о го пря мо кут ни ка.

7. Знайдіть дов жи ну ко ла, впи са но го в: а) квад рат зі сто ро ною а; б) рівно бед ре ний 
пря мо кут ний три кут ник з гіпо те ну зою с; в) пря мо кут ний три кут ник з гіпо те ну-
зою с і гост рим ку том α; г) рівно бед ре ний три кут ник з ку том при ос нові α і ви со-
тою, про ве де ною до ос но ви h.

8. Пе ри метр пра виль но го три кут ни ка дорівнює  см. Об числіть радіус ко ла, 
впи са но го в цей три кут ник. 

9*. Дов жи на ко ла, опи са но го нав ко ло рівно бед ре но го три кут ни ка, дорівнює 60π см. 
Об числіть пе ри метр ць о го три кут ни ка, як що йо го ос но ва дорівнює 48 см.

10**. Центр кола, впи са но го у пря мо кут ний три кут ник, відда ле ний від вершин йо го 
 гост рих кутів на  см і  см. Знайдіть довжину ць о го кола.
11. Знайдіть радіус ко ла, впи са ного в пра виль ний neкут ник зі сто ро ною 6 см, 

як що: а) n = 3; б) n = 4; в) n = 6.
12. Діаметр ва ла ко ло дя зя дорівнює 32 см, гли би на ко ло дя зя (до рівня води) – 

6,5 м. Скіль ки разів тре ба по вер ну ти руч ку ва ла, щоб ви тяг ти відро во ди?
13. Ба ра бан лебідки зро бив 5 обертів. На скіль ки підняв ся при ць о му ван таж, 

як що діаметр ба ра ба на дорівнює 0,5 м?
14*. Швидкість елект ро во за ста но вить 72 км/год. Радіус йо го ко ле са – 1 м. Ко ле со 

ко тить ся рей ка ми без про ков зу ван ня. Скіль ки обертів за 1 с ро бить ко ле со 
ць о го елект ро во за?

15*. П’ять од на ко вих труб завдовжки 50 см кожна і діамет ром 200 мм тре ба за па-
ку ва ти в ящик пря мо кут ної фор ми. Об числіть розміри ящи ка, на який зна до-
би ло ся б най мен ше ма теріалу.

16°. Знайдіть дов жи ну ду ги ко ла, радіус яко го дорівнює 6 см, як що її гра дус на міра 
ста но вить: а) 30°; б) 45°; в) 60°; г) 90°.

17°. Скіль ки гра дусів містить цент раль ний кут, як що ду га, що йо му відповідає,

 ста но вить: а)   б)   в)   г)   д)   е)  час ти ни ко ла?

18°. Радіус кола R = 1 м, знайдіть дов жи ну ду ги цього кола, якщо її градусна міра: 
а) 45°; б) 30°; в) 120°; г) 60°30′.

19. Дві точ ки ділять ко ло на дві ду ги. Гра дус на міра однієї з них в 11 разів біль ша 
за дру гу. Яка гра дус на міра кож ної з дуг?

20. Дві точ ки ділять ко ло на дві ду ги, різни ця гра дус них мір яких дорівнює 60°. 
Знайдіть гра дус ну міру кож ної з дуг.

21. Відстань між се ре ди на ми зубців ко ле са, виміря на по дузі його ко ла, дорівнює 
47 мм. Діаметр ко ле са 60 см. Скіль ки зубців має ко ле со?
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Для допитливих
Незва жа ю чи на по пу лярність се ред ма те ма тиків, чис ло, яке ми сь о годні 
знаємо як «чис ло π», про тя гом ба гать ох століть не ма ло поз на чен ня пев ним 
сим во лом. Пер шим поз на чив йо го грець кою літе рою π англійсь кий учи тель 
Віль ям Джонс ли ше в 1706 р. Про те ро бо ти провінційно го вчи те ля ма ло хто 
чи тав. І тіль ки Ле о нард Ей лер – «пер ша скрип ка» в на уці XVIII ст. – при-
йняв це зруч не поз на чен ня і став ви ко рис то ву ва ти йо го у своїх пра цях.

Ре корд до комп’ютер ної ери об чис лен ня чис ла π – 707 знаків – уста но вив 
англійсь кий ма те ма тик Віль ям Шенкс. У 1937 р. їх помісти ли на ку пол 
га ле реї па ризь ко го Па ла цу Відкриттів. Про те пізніше комп’ютер на 
пе ревірка по ка за ла, що в 518eму зна ку Шенкс припустився по мил ки, і 
ос танні 180 знаків йо го об чис лен ня неп ра вильні!

22*. При по во роті до ро ги на 30° зроб ле но заок руг лен ня радіусом 500 м. На скіль-
ки метрів ско ро ти ла ся дов жи на шля ху?

23*. Поїзд ру хаєть ся зі швидкістю 50 км/год уздовж дуги, радіус якої дорівнює 
2 км. На який кут він по вер неть ся за 45 с?

24. Дов жи на хор ди дорівнює а. Знайдіть дов жи ну ду ги, яку стя гує хор да, як що 
во на відповідає цент раль но му ку ту: а) 60°; б) 90°; в) 120°.

25. За да ною дов жи ною ду ги l знайдіть хор ду, що її стягує, як що градусна міра 
ду ги: а) 30°; б) 45°; в) 90°.

26°. Знайдіть радіан ну міру кутів: а) 30°; б) 45°; в) 60°; г) 90°; д) 120°.
27*. Мотоцикл ру хав ся 45 с по дузі ко ла, радіус яко го до рів нює 2 км, а відповідний 

цент раль ний кут – 0,18 рад. Яка швидкість мотоцикла?
28**. Сто ро на квад ра та дорівнює а. Кож на вер ши на є цент ром ко ла, що має 

ра діус а. Об числіть пе ри метр кри волінійно го чо ти ри кут ни ка, об ме же но го 
ду га ми цих кіл (мал. 2.13).

29**. Че рез дві суміжні вер ши ни квад ра та про ве де но ко ло так, що до тич на до нь о-
го, про ве де на з третьої вер ши ни, дорівнює под воєній сто роні квад ра та. 
Знайдіть дов жи ну ць о го ко ла, як що пло ща квад ра та дорівнює 10 см2. 

30**. Сто ро на пра виль но го шес ти кут ни ка дорівнює а. Кож на йо го вер ши на є цент-
ром ко ла, радіус яко го – а. Знайдіть дов жи ну лінії, що відповідає ро зетці, 
ут во ре ній дугами цих кі л (мал. 2.14).

31*. При перетині двох кіл ду ги, що стя гує їхня спіль на хор да, дорівню ють 45° і 
60° відповідно. Яке ко ло має біль шу дов жи ну? Відповідь обґрун туй те.

32*. Нав ко ло двох рівно ве ли ких пря мо кут ників опи сані ко ла. Чи бу дуть ці ко ла 
рівно ве ли ки ми? Відповідь обґрун туй те.

33*. Діаметр ко ла поділе но на n рівних час тин, і на кожній із 
них як на діаметрі по бу до ва но ко ла. Знайдіть за лежність 
між дов жи ною да но го ко ла і су мою дов жин по бу до ва них 
кіл. 

34**. До ведіть, що пло ща кіль ця дорівнює до бут ку ши ри ни кіль ця 
і дов жи ни ко ла, яке рівновідда ле не від внутрішнь о ї і 
зовнішнь о ї меж кіль ця.

35**. Діаметр од но го ко ле са вдвічі біль ший за діаметр дру го го. 
Пер ше ко ле со ро бить один оберт за 1 с, а дру ге – за 2 с. На 
зовнішнь о му колі пер  шо го ко ле са зафіксо ва но точ ку А, а на 
дру го му – точ ку В. Яка точ ка швид ше прой де шлях 1 км (по 
колу), як що ко ле са по ча ли обер та тись од но час но?

36**. До кру га, радіус яко го дорівнює r, до ти ка ють ся шість 
кругів та ких са мих радіусів, які по пар но до ти ка ють ся й 
один до од но го. Ут во ре на фігу ра охоп ле на кон це нт рич ним 
кіль цем, рівно ве ли ким сумі площ за да них се ми кругів. 
Знайдіть ши ри ну ць о го кіль ця.
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Мал. 2.13

Мал. 2.14
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  Пло ща кру га, кру го во го сек то ра 
і сег мен та

На га даємо, що кру гом на зи ваєть ся внутрішня час-
ти на пло щи ни, що обмежена колом (ра зом з точками 
ко ла). Це мно жи на то чок пло щи ни, відда ле них від 
цент ра ко ла на відстань, не біль шу за радіус ко ла.

Центр відповідно го ко ла на зи ва ють цент ром кру га, 
а радіус ць о го ко ла – радіусом кру га.

Розг ля не мо круг, радіус яко го дорівнює R. Опи ше мо 
нав ко ло ньо го пра виль ний ба га то кут ник (мал. 2.15). 
Нехай він має n сторін. Пло ща пра виль но го neкут ни ка 
дорівнює 

де Pn – йо го пе ри метр.
Зі збіль шен ням чис ла сторін 

ба га то кут ни ка йо го пе ри мет р 
дедалі біль ше наб ли жатиметь ся 
до дов жи ни ко ла 2πR, а зна чен ня 
йо го площі – до площі кру га. Тоді 
пло ща та ко го ба га то кут ни ка зі 
збіль шен ням n на б ли  жатиметь ся 
до чис ла

Та ке са ме зна чен ня для площі кру га ми от ри маємо, 
як що в за да не ко ло бу де мо впи су ва ти пра виль ний ба га-
то кут ник. Тіль ки як що в пер шо му ви пад ку зі збіль-
шен ням n послідовність площ опи са них ба га то кут ників 
є спад ною, то для впи са них ба га то кут ників во на є зрос-
та ю чою.

Маємо: площа описаного багатокутника більша за 
площу круга і при великих n наближається до значення 
πR2; площа вписаного багатокутника менша за площу 
круга і при великих n наближається до значення πR2. 
Тоді площа самого круга дорівнює πR2.

Пло ща кру га об чис люєть ся за фор му лою
S  R2.

Знайдемо тепер площу сектора і 
сегмента.

На га даємо, що круговим сек то ром 
на зи ваєть ся час ти на цент раль но го ку та 
ко ла, яку об ме жує відповідна ду га цього 
ко ла (мал. 2.16) – ду га сек то ра. На 
малюн ку 2.16 зоб ра же но два сек то ри з 
ду га ми АМВ і АNB.
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S = πR2

Мал. 2.15
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Розг ля не мо сек тор кру га радіуса R, який відповідає 
цент раль но му ку ту α (мал. 2.17). Пло ща кру га дорів-
нює πR2, тоді пло ща сек то ра з цент раль ним ку том 1° 

дорівнює  

Пло ща сек то ра з гра дус ною мірою цент раль но го 
ку та   n° об чис люєть ся за фор му лою

Як що відповідний цент раль ний кут має радіан ну 
міру   k рад, то 

Сег мен том на зи ваєть ся час ти на кру га, об ме же на 
хор дою і відповідною їй ду гою (мал. 2.18). Відповідну 
хор ду на зи вають  основою сегмента, а відрізок діаметра, 
перпендикулярного до неї і розміщеного всередині 
сегмента, – його висотою (мал. на полі).

Для об чис лен ня площі сег мен та, гра дус на міра ду ги 
яко го мен ша за 180° (мен ша за π радіан), йо го зруч но 
розгля да ти як час ти ну сек то ра. Пло щу та ко го сег мен та 
мож на по да ти у виг ляді різниці площ сек то ра і рівно-
бед ре но го три кут ни ка, ос но вою яко го є хор да, а бічни-
ми сто ро на ми – радіуси ко ла (мал. 2.19). 

Як що розг ля да ти сег мент, гра дус на міра ду ги яко го 
біль ша за 180° (біль ша за π радіан), то йо го пло ща 
дорівню ва ти ме сумі площ сек то ра і рівно бед ре но го три-
кут ни ка, ос но вою яко го є хор да, а бічни ми сто ро на ми – 
радіуси ко ла (мал. 2.20). 
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α = n° 

α = k рад 

S = Sсек − S
	AOB

S = Sсек + S
	AOB
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Практична робота 9

1. Накресліть коло, радіус якого дорівнює 8 см. Обчисліть площу круга S, 
обмеженого колом, за відомою вам формулою, взявши π ≈ 3,1415.

2. Побудуйте вписаний у коло правильний чотирикутник і визначте його площу 
S4. Побудуйте вписані в це коло правильні восьмикутник і шістнадцятикутник. 
Проведіть у них апофему. Виміряйте апофеми і сторони восьми кутника та 
шістнадцятикутника, обчисліть їхні площі S8, S16.

3. Знайдіть різницю між площею кожного з побудованих багатокутників і площею 
круга S – Sn і запишіть їх у таблицю.

n = 4 n = 8 n = 16

Sn

|S – Sn|

4*. Виконайте завдання попередніх пунктів для правильних описаних багато кут ників.
5. Зробіть висновок.

Завдання 14

1°. Обчисліть площу круга, радіус якого дорівнює: а) 2 см; б) 15 мм; в) .
2°. Заповніть таблицю, використовуючи формулу для обчислення площі круга.

S 36 144π 3,14

R 3 5 2/7 18,5

3°. Як зміниться площа круга, якщо його радіус: а) збільшити вдвічі; б) зменшити 
у 5 разів? 

4°. У скільки разів збільшиться площа круга, якщо його діаметр збіль ши ти: 
а) вдвічі; б) у 4 рази; в) в m разів? 

5°. Знайдіть площу кругового кільця (мал. 2.21), обме же ного 
двома концентричними ко ла ми, ра діуси яких дорівню ють: 
а) 4 см і 6 см; б) 4,5 м і 6,5 м; в) а і b (а > b).

6. Обчисліть площу круга, якщо довжина кола до рівнює 
16π см.

7. Знайдіть площу круга, описаного навколо: а) пря мо кутника зі 
сторонами а і b; б) прямокутного трикут ника з катетом а і 
протилежним кутом α; в) рівнобед реного трикутни ка з кутом 
при основі α і висотою h, проведеною до основи.

8. Знайдіть площу круга, вписаного в: а) рівносторонній трикутник зі стороною а; 
б) прямокутний трикутник з катетом а і прилеглим до нього гострим кутом α; 
в) рівнобедрений трикутник з бічною сто ро ною а і кутом α, що лежить проти 
основи; г) рівнобедрену трапецію з більшою осно вою а і гострим кутом α.

9. Знайдіть відношення площі круга до площі вписаного в нього: а) квадрата; 
б) правильного трикутника; в) правильного шестикутника.
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Для допитливих
Римсь кий архітек тор Вит ривій (I ст. до н. е.) ви ко рис то ву вав гру бе наб ли-
жен ня чис ла π, що приз ве ло до про ра хунків у будівництві відо мо го Римсь-
ко го те ат ру.

І у наш час де які ульт ра модні конструкції не вит ри му ють випробувань 
на міцність че рез «витівки» чис ла π. Нап рик лад, мос ковсь кий «Ак ва парк» 
зруй ну вався, мож ли во, са ме з цієї при чи ни.

Мал. 2.21
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10. Знайдіть відношення площі круга до площі описаного навколо нього правиль-
ного: а) три кут ника; б) чотирикутника; в) шестикутника.

11. Знайдіть відношення площ кругів, вписаного в правильний три кут ник і опи-
саного навколо правильного трикутника.

12. Знайдіть відно шен ня площі кру га, опи са но го нав ко ло квад ра та, до площі кру-
га, впи са но го в нь о го.

13. Що біль ше: пло ща кру га, по бу до ва но го на відрізку а як на діаметрі, чи пло ща 
півкру га, по бу до ва но го на відрізку 2а як на діаметрі? Відповідь обґрун туй те.

14*. Нав ко ло пра виль но го три кут ни ка з пло щею S опи са но ко ло, а друге коло 
вписано в цей три кут ник. Знайдіть пло щу кіль ця, ут во ре но го ко ла ми.

15*. Нав ко ло кру га, пло ща яко го дорівнює S, опи са но ромб з гост рим ку том 30°. 
Знайдіть пло щу ром ба.

16*. Під час пе ре об лад нан ня во доп ровідної ме режі дві во доп ровідні тру би діамет ра-
ми 3 дм і 4 дм тре ба заміни ти однією тру бою з тією са мою про пу ск ною спро-
можністю. Яким має бу ти діаметр цієї тру би?

17. Дов жи на ко ла цир ко вої аре ни дорівнює 41 м. Знайдіть діаметр і пло щу аре ни.
18*. Скіль ки кругів діамет ром 50 см мож на виріза ти зі шматка жерсті пря мо кут ної 

фор ми розміро м 130 × 225 см? Яка час ти на ма теріалу за ли шить ся?
19*. Якої тов щи ни шар тре ба зня ти з круг ло го мідно го дро ту, що має пло щу 

пе рерізу 1156 мм2, щоб дріт прой шов крізь отвір діамет ром 38,5 мм?
20*. То кар має об то чи ти вал, діаметр яко го 24 см, так, щоб пло ща йо го попереч но го 

пе рерізу ста ла вдвічі мен шою. На скіль ки йому треба змен шити діаметр ва ла?
21*. Нав ко ло круг лої клум би, радіус якої дорівнює 3 м, є де ко ра тив не кіль це зав-

ши рш ки 0,5 м. Скіль ки тре ба галь ки, щоб по си па ти доріжку, як що на 1 м2 
кіль ця потрібно 0,7 дм2 галь ки?

22°. Знайдіть пло щу сек то ра кру га, радіус яко го дорівнює R, як що відповідний 
ць о му сек то ру цент раль ний кут дорівнює: а) 40°; б) 90°; в) 150°; г) 240°; 
д) 300°; е) 330°.

23°. Знайдіть пло щу сек то ра кру га, радіус якого 6 см, як що відповідний цьому 

 сек то ру цент раль ний кут дорівнює: а)   б) 0,75π;  в) 

24°. Чи мо же сек тор кру га бу ти йо го сег мен том? Відповідь обґрун туй те.
25. Із кру га, радіус яко го дорівнює 10 см, виріза но сек тор з ду гою 60°. Знайдіть 

пло щу час ти ни кру га, що за ли ши ла ся.
26. Пло ща сек то ра з цент раль ним ку том 72° дорівнює S. Знайдіть радіус сек то ра.
27. Да но круг, радіус яко го дорівнює R. Знайдіть пло щу сек то ра цього круга, що 

має ду гу зав до вж ки: а) R; б) l.
28. Знайдіть пло щу кру го во го сег мен та,  що обмежений хор дою, яка дорівнює 

7 см, та ду гою 90°.

29*. Знайдіть пло щу кру го во го сег мен та з ос но вою  і ви со тою 

30*. Радіус кру га дорівнює R. Знайдіть пло щу тієї час ти ни кру га, яка розміще на 
по за впи са ним у нь о го: а) квад ра том; б) пра виль ним три кут ни ком; в) пра виль-
ним шес ти кут ни ком. 
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Для допитливих
Чи знаєте ви, що треть о го міся ця чо тир над ця то го дня кож но го ро ку свят-
куєть ся Всесвітній день чис ла π – фа на ти ле ген дар но го чис ла зби ра ють ся в 
Інтер неті? 

Будьeхто із зем лян мо же взя ти участь у гло баль но му про екті «PieHex». 
І це не прос то роз ва ги комп’ютер них гур манів, а серйоз ний на у ко вий про-
ект. Так, у 2000 р. на у ко ва ко ман да пла не ти Зем ля об чис лю ва ла ок ремі 
зна ки у двійковій сис темі за пи су чис ла π.
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31*. Три ко ла, радіуси яких 6 см, по пар но до ти ка ють ся од не до од но го. Знайдіть 
пло щу: а) кру га, дуга якого про хо дить че рез точ ки до ти ку цих кіл; б) пло щу 
кри волінійно го три кут ни ка, об ме же но го ду га ми цих кіл; в) кру га, впи са но го 
в кри волінійний три кут ник, об ме же ного ду га ми цих кіл.

32*. Сто ро на квад ра та на ма люн ку 2.22 дорівнює 8 см. Об числіть пло щу за фар бо ва-
ної фігу ри.

33*. На ма люн ку 2.23 зображено чверть кола і півколо. Знайдіть пло щу за фар бо ва-
ної фігу ри.

34**. У пря мо кут ний три кут ник з дов жи на ми ка тетів а і b впи са но півкруг так, що 
йо го центр містить ся на гіпо те нузі три кут ни ка. Знайдіть пло щу ць о го півкру га.

35**. З центром у вер шинах квад ра та по бу до ва но кру ги, радіуси яких а. Знайдіть 
пло щу частини площини, спіль ну для всіх чо тирь ох по бу до ва них кругів, 
якщо сторона квадрата дорівнює а.

36**. Од на хор да півкру га ділить дру гу йо го хор ду навпіл. Яка з цих хорд відти нає 
від да но го півкру га сег мент біль шої площі? Відповідь обґрун туй те.

37**. Два рівні півкру ги, радіуси яких r, нак ла де но так, що їхні діамет ри па ра-
лельні, а се ре ди на ду ги кож но го з них збігаєть ся з цент ром дру го го. Знайдіть 
пло щу спіль ної час ти ни цих півкругів.

38**. Ви со та пра виль но го три кут ни ка дорівнює m і є діамет ром ко ла. Знайдіть дов жи-
ну час ти ни ко ла, яка містить ся все ре дині ць о го три кут ни ка.

39**. У кру го вий сек тор із цент раль ним ку том α впи са но круг. Знайдіть відно шен-
ня площі сек то ра до площі ць о го кру га.

40**. До двох зовні до тич них кіл про ве ли спільну до тич ну. Знайдіть пло щу фігу ри, 
об ме же ну ду га ми кіл і до тич ною, як що радіуси цих кіл дорівню ють r і R.

41**. Сек тор із цент раль ним ку том 60° поділе но пря мою, пер пен ди ку ляр ною до 
йо го осі си метрії, на дві рівно ве ликі час ти ни. Пе ри метр якої час ти ни мен-
ший?

Зав дан ня для пов то рен ня розділу ІІ

1. Дай те оз на чен ня ба га то кут ни ка.
2. Який ба га то кут ник на зи ваєть ся опук лим?
3. Який ба га то кут ник на зи ваєть ся пра виль ним?
4. Сфор му люй те влас ти вості: а) опуклих ба га то кут ників; б) правильних ба га то-

кут ників.
5. За пишіть для правильного n-кутника фор му ли обчислення площі та радіусів 

опи са но го і впи са но го кіл че рез довжину йо го сто ро ни.
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Для допитливих

У 1949 р. аме ри кансь кий ма те ма тик Дон фон Ней ман об чис лив на одній з 
перших об чис лю валь них ма шин 2037 знаків чис ла π. Пізніше в 1958 р. бу ло 
об чис ле но 10 000 знаків чис ла π, у 1961 р. – 100 000, у 1973 р. – 1 мільйон.
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Для допитливих
Для то го щоб за пам’ята ти зна чен ня чис ла π, ви га ду ва ли ба га то «правил». 
Ось од не з них: «Три я взяв у кошик». У цій фразі но мер сло ва є но ме ром 
циф ри чис ла, а кількість літер у слові відповідає цифрі, яка стоїть у 
відповідно му роз ряді. 

Наведемо ще одне «правило» (початок XX ст.): «Кто и шутя и скоро 
пожелаетъ пи узнать, число уже знаетъ». Воно «працює» за принципом 
попереднього. Причому треба зберігати стару орфографію, враховувати і 
твердий знак наприкінці слова.

Спробуйте й ви вигадати своє «правило».
Ре корд за пам’ято ву ван ня чис ла π вста но вив у 2004 р. ук раїнсь кий лікар 

зі Ль во ва Андрій Слю сар чук. Він за 10 днів зав чив 500 000 знаків чис ла π. 
До то го «ре ко р дсме ном чис ла π» був япо нець, який зав чив 42 000 знаків за 
10 років.

6. За пишіть фор му лу для зна ход жен ня площі пра виль ного n- кут ника через радіус 
описаного навколо нього кола. 

7. Поясніть зміст числа π через довжину кола одиничного радіуса.
8. Запишіть градусну міру кута, що має: а) π радіан; б) 2 радіани; в) 1 радіан; 

г) m радіан.
9. Запишіть радіанну міру кута, що має: а) 180°; б) 360°; в) 1°; г) n°.
10. За пишіть фор му ли для зна ход жен ня дов жини ко ла і ду ги ко ла, радіус яко го R.
11. За пишіть фор му ли для об чис лен ня площі кру га, радіус яко го дорів нює R, 

площ кру го во го сек то ра і сег мен та.
12. Знайдіть су му кутів опук ло го: а) двад ця ти кут ни ка; б) п’ят над ця ти кут ни ка.
13. Скіль ки вер шин має опук лий ба га то кут ник, су ма кутів яко го дорівнює: 

а) 1080°; б) 1980°?
14. Чи мо же кут α правильно го ба га то кут ни ка дорівнюва ти: а) 165°; б) 125°?
15. Нав ко ло пра виль но го neкут ни ка зі сто ро ною 3 см опи са но ко ло. Знайдіть 

радіус ць о го ко ла, як що: а) n = 3; б) n = 4; в) n = 6.
16. У пра виль ний ngкут ник впи са но ко ло, радіус яко го дорівнює 3 см. Знайдіть сто-

ро ну neкут ни ка, якщо: а) n = 3; б) n = 4; в) n = 6.
17*. Скіль ки діаго на лей має: а) де ся ти кут ник; б) п’ят над ця ти кут ник?
18. Скіль ки вер шин має опук лий ба га то кут ник, у яко го: а) усі ку ти по 150°; б*) чо ти-

ри ку ти по 125°, а інші по 152°?
19*. У ко ло, радіус яко го R = 12 см, впи са но пра виль ний чо ти ри кут ник ABCD, у 

який впи са но ко ло, а в нь о го – пра виль ний три кут ник KMN. Знайдіть пе ри-
метр цьо го три кут ни ка.

20*. У ко ло впи са но пра виль ний три кут ник ABC, у який впи са но ко ло, а в ньо го – 
пра виль ний чо ти ри кут ник KLMN. Знайдіть радіус найбіль шо го ко ла, як що 
пе ри метр чо ти ри кут ни ка дорівнює 16 см.

21*. Ко ло до ти каєть ся до двох сторін три кут ни ка, а йо го центр ле жить на третій 
сто роні. Знайдіть радіус ко ла, як що: а) дві сто ро ни три кут ни ка, до яких до ти-
каєть ся ко ло, дорівню ють a і b, а кут між ни ми – α; б) три кут ник рівнос то-
ронній і його висота дорівнює h.

22. Усе ре дині квад ра та зі сто ро ною 4 см зроб ле но отвір у виг ляді кру га, пло ща яко-
го дорівнює 4,5 см2. Знайдіть пло щу ут во ре ної фігу ри.

23*. У круг, радіус яко го дорівнює 4 см, впи са но n од на ко вих кругів, що попарно 
дотикаються один до одного. Знайдіть пло щу кри волінійно го ба га то кут ни ка, 
об ме же но го n кру га ми, як що: а) n = 3; б) n = 4; в) n = 6.

24*. Знайдіть гост рий кут ром ба, як що йо го пло ща дорівнює 32 см2, а дов жи на ко ла, 
впи са но го в цей ромб, ста но вить 4π см.

25. У ко ло впи са но квад рат, а в квад рат – ко ло. Знайдіть пло щу кіль  ця, утво ре но го 
ко ла ми, як що сто ро на квад ра та дорівнює 4 см.
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Для допитливих
Ста ро давні єгип тя ни за пло щу кру га бра ли чис ло, що дорівнює (8d/9)2, де 
d – діаметр кру га. Це оз на чає, що чис ло π в них дорівню ва ло (16/9)2, що 
точніше, ніж у ва ви ло нян (с. 101). Це бу ло наслідком то го, що єгип тя ни 
наб ли же но розг ля да ли круг як квад рат, у яко го від кож но го ку та відріза но 
пря мо кут ний рівно бед ре ний три кут ник і ка те ти яко го дорівню ють одній 
третій сто ро ни квад ра та. Оцініть по хиб ку, як що за π взяти (16/9)2.

26*. У ко ло впи са но пра виль ний шес ти кут ник, а в ньо го – ко ло. Пло ща кіль ця, ут во-
ре но го ко ла ми, дорівнює 9π см2. Знайдіть сто ро ну шес ти кут ни ка.

27**. Знайдіть найменшу й найбільшу діагоналі правильного десятикутника, сторона 
якого дорівнює 1.

28**. Доведіть, що коли в опуклому (2n + 1)-кутнику, вписаному в коло, всі кути 
рівні, то цей  (2n + 1)-кутник – правильний.

29**. Знайдіть відношення площі правильного п’ятикутника до площі трикутника, 
утвореного стороною цього п’ятикутника і його двома діагоналями, що виходять 
з кінців цієї сторони.

30**. Діагоналі А1А6 і А2А9 правильного двадцятикутника перетина ються в точці В. 
Доведіть, що трикутники А1А2В і А6А9В – правиль ні, а діагональ А1А6 дорівнює 
діаметру кола, вписаного у даний бага токутник.

Го туємо ся до те ма тич но го оціню ван ня № 3

Варіант І
1. У правильному ба га то кут ни ку су ма йо го внутрішніх кутів дорівнює 5580°. 

Знайдіть чис ло сторін і діаго на лей ба га то кут ни ка.
2. Скіль ки сторін має пра виль ний ба га то кут ник, кож ний із внутрішніх кутів яко-

го дорівнює 144°?
3. Сто ро ни двох правильних п’яти кут ників відно сять ся як 5:7. Пло ща біль шо го 

п’яти кут ни ка дорівнює 98 см2. Знайдіть пло щу мен шо го п’яти кут ни ка.
4. Сто ро на пра виль но го три кут ни ка, впи са но го в ко ло, дорівнює  см. Знайдіть 

сто ро ну квад ра та, впи са но го в це саме ко ло.

Варіант ІІ
1. У правильному ба га то кут ни ку 14 діаго на лей. Знайдіть чис ло йо го сторін і су му 

внутрішніх кутів.
2. Обчисліть внутрішні і зовнішні кути пра виль но го neкут ни ка, як що n = 15.
3. Площі двох шести кут ників відно сять ся як 4:9. Знайдіть сторону біль шо го з них, 

якщо сторона меншого дорівнює 12 см.
4. У квад рат зі сто ро ною 8 см впи са но ко ло. Знайдіть сто ро ну пра виль но го три кут-

ни ка, впи са но го в це саме ко ло.

Го туємо ся до те ма тич но го оціню ван ня № 4

Варіант І
1. Знайдіть дов жи ну ко ла, діаметр яко го дорівнює 10 см.
2. Радіус ко ла дорівнює 6 см. Знайдіть дов жи ну ду ги, що містить 120°.
3. Знайдіть радіан ну міру ку та 75°.
4. Знайдіть пло щу сек то ра кру га, радіус яко го дорівнює 5 см, як що відповідний 

ць о му сек то ру цент раль ний кут становить 105°.

Варіант ІІ
1. Знайдіть дов жи ну ко ла, радіус яко го дорівнює 4 см.
2. Дов жи на ду ги ко ла дорівнює 15 см, а її гра дус на міра 18°. Знайдіть радіус ко ла.
3. Знайдіть гра дус ну міру ку та, радіан на міра яко го дорівнює π : 12.
4. Знайдіть пло щу сектора кру га, як що радіус кру га дорівнює 10 см, а ду га сек то ра 

містить 210°.
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  Ге о мет ричні пе рет во рен ня на
площині та їх влас ти вості

У 7- му кла сі рівні відрізки, ку ти, три кут ни ки 
ми оз на ча ли як фігу ри, що мож на сумісти ти. Тоб то 
будьeякій точці однієї з рівних фігур мож на пос та ви ти у 
відповідність певну точ ку другої з цих фігу р. Зро зуміло, 
що при цьо му відстань між дво ма точ ка ми од но го з 
рівних три кут ників дорівнює відстані між відповідни ми 
їм точ ка ми дру го го трикутника і ку ти між відповідни ми 
від різка ми двох рівних три кут ників од на кові.

Як що розг ля да ти два подібні три кут ни ки, то і в цьо -
му ви пад ку будьeякій точці од но го з цих три кут ників 
мож на пос та ви ти у відповідність пев ну точ ку іншо го. 
Са ме це ми й ро би ли, ко ли ви ко рис то ву ва ли влас ти-
вості подібності у 8eму класі, нап рик лад, при збіль шен ні 
малюн ка. Зро зуміло, що те пер відстань між дво ма точ-
ка ми од но го три кут ни ка не дорівню ва тиме відстані між 
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В цьому розділі ми розглянемо одну з найважливіших тем геометрії – 
перетворення фігур на площині (кажуть «перетворення площини»). Ідея 
перетворень однієї фігури в іншу є провідною ідеєю сучасної математики. 
Її використовують у різноманітних розділах математики для доведення 
дивовижних і складних теорем.

Ми тільки доторкнемося до цієї надзвичайно цікавої теми, оскільки 
вона виходить далеко за межі шкільного курсу математики.
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дво ма відповідни ми їм точ ка ми дру го го трикутника, а 
кути – зберігатимуться.

Ге о мет ри не мог ли обійти увагою такі цікаві влас ти-
вості ге о  мет рич них фігур. Їх вив чен ня й уза галь нен ня 
при ве ло до по я ви по нят тя ге о мет рич но го пе рет во рен ня.

Кажуть, що задано геометричне перетворення, 
якщо вказано спосіб, як кожній точці А однієї 
фігури поставити у відповідність єдину точку 

А1 іншої. (Причому різним точкам А і В від по-
відають різні точки А1 і В1.)

Вихідну су купність то чок на зи ва ють про об ра зом, а 
отриману – об ра зом. 

Зауваження. Як що здійснюєть ся дру ге таке пе ре-
тво рен ня, в яко му про об раз і об раз міня ють ся місця ми, 
то таке перетворення нази ва ють обер не ним пер шо му.

Ге о мет ричні пе рет во рен ня, які зберіга ють від-
стань між довільними парами точок, на зи ва-
ють ру хом.

При таких перетвореннях не змінюються міри ку-
тів; форма і розмір фігури (тобто фігури прообразу і 
образу рівні). Ми будемо вивчати такі ти пи ру ху: па-
ра лель не пе ре не сен ня, по во рот і си метрія. 

ПАРАЛЕЛЬНЕ  ПЕРЕНЕСЕННЯ

Па ра лель ним пе ре не сен ням на зи ваєть ся пе ре-
т во рен ня, при яко му дві довільні точ ки А і В 
фігу ри<про об ра зу пе рет во рю ють ся на точ ки А1 

і В1 фігу ри<об ра зу так, що АА1 = ВВ1 і АА1 || ВВ1 (або 
точки А, А1 та В, В1 лежать на одній прямій).

Маємо, що АА1 || ВВ1 і АА1 = ВВ1, тоді чотирикут-
ник АА1В1В – парале ло грам.

Підкрес ли мо, що ми розг ля да ли дві довільні точ-
ки А і В фігу риeпро об ра зу. Тоб то, як що взя ти інші її 
точ ки, на п рик лад С, ... (об рази С1, ...) отримаємо па-
ра ле ло грами CC1B1B, CC1А1А, ..., сторони яких CC1 = 
= АА1 = ВВ1 = ... (мал. 3.1).

Мал. 3.1
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ПОВОРОТ
По во ротом з цент ром у точці О на кут  на зи-
ваєть ся пе рет во рен ня, яке пе ре во дить довіль-
ну точ ку А фігу ри<про об ра зу в точ ку А1 фігу-

ри<об ра зу так, що А і А1 роз та шо вані на одній 
відстані від точ ки О і ∠А ОА1 = . 

Тоб то точ каeпро об раз А і точ каeоб раз А1 містять ся на 
колі з цент ром у точці О, а цент раль ний кут АОА1 цього 
кола дорівнює α (мал. 3.2).

Підкрес ли мо, що ми розг ля да ли довіль ну точ ку А 
фігу риeпро об ра зу. Як що взя ти іншу точ ку В вихідної 
фігу ри, то во на ма ти ме за об раз точ ку В1 та ку, що В і В1 
лежать на од но му колі, цент ром яко го є О, а кут ВОВ1 
також дорівнює α (мал. на полі).

ОСЬОВА СИМЕТРІЯ
Ось о вою си метрією відно сно пря мої – осі си мет-
рії – на зи ва ється пе рет во рен ня, яке пе ре во дить 
довіль ну точ ку А фігу ри<про об ра зу в точ ку А1 

фігу ри<об ра зу так, що вісь симетрії є се ре дин ним пер-
пен ди ку ля ром до відрізка АА1.

З ось о вою си метрією ви знайомі ще з 7eго кла су, і 
прик ла д, на ве дений на ма люн ку 3.3, вам зро зумілий.

Мал. 3.2 Мал. 3.3

ЦЕНТРАЛЬНА  СИМЕТРІЯ
Цент раль ною си метрією віднос но точ ки О на-
зи ваєть ся та ке гео мет рич не пе рет во рен ня, яке 
пе ре во дить довіль ну точ ку А фі гу  ри<про об ра зу 

в точ ку А1 фігу ри<об ра зу так, що точ ки А, О і А1 ле-
жать на одній прямій і А1О = АО (мал. 3.4).

Зауважимо, що та кий тип си метрії є ви пад ком по во-
ро ту на 180°.
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Мал. 3.4

ГОМОТЕТІЯ
Го мо тетією з цент ром у точці О і ко ефі ці єн том 
k на зи ваєть ся та ке ге о мет рич не пе ре тво рен ня, 
яке пе ре во дить довіль ну точ ку А фігу ри<про об ра-

зу в точ ку А1 фігу ри<об ра зу так, що точ ки А, О, А1 ле-
жать на одній прямій і А1О = |k| · АО (мал. 3.5).

Го мо тетія зберігає фор му фігу ри, але не її розміри. 
Ко ефіцієнт го мо тетії мо же бу ти як до дат ним (мал. 3.5eа), 
так і від’ємним чис лом (мал. 3.5eб).

Мал. 3.5

При k > 0 точки А і А1 містяться на прямій ОА 
по один бік від точки О, а при k < 0 – по різні боки.

Нехай фігура F переходить у фігуру F1 перетворен-
ням гомотетії з центром О і коефіцієнтом k. Розглянемо 
дві довільні точки А і В фігури F. Їм відповідають точ-
ки А1 і В1 фігури F1. Маємо: ОА1 : ОА = |k| = ОВ1 : ОВ; 
∠А1ОВ1 = ∠АОВ, бо ці кути або збігаються (при k > 0), 
або є вертикальними (при k < 0). Тоді �А1ОВ1 
 �АОВ 
з коефіцієнтом подібності |k|, і А1В1 : АВ = |k|. Аналогічно 
отримаємо: B1C1 : BC = |k|, A1C1 : AC = |k|. Звідси три  кут-
никeпро об ра з і три кут никeоб раз, ут во ре ний го  мо  те-
тією, – подібні за пропорційністю трьох сто рін. 

Ми довели таку властивість гомотетії. 
Відповідні лінійні еле мен ти го мо те тич них фігур 

про  порційні з ко ефіцієнтом |k|, а ку ти при го мо тетії не 
зміню ють ся. 

Го мо тетія з ко ефіцієнтом k = –1 є цент раль ною си-
метрією. Справді, при го мо тетії з цент ром О і ко е фі-
цієнтом k = –1 будьeяка точ ка А фігу риeпро об ра зу має 
за об раз точ ку А1 та ку, що точка О бу де се ре ди ною 
відрізка АА1 (див. мал. 3.4).
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ПЕРЕТВОРЕННЯ  ПОДІБНОСТІ
Пе рет во рен ням подібності з ко ефіцієнтом k на-
зи ває ть ся пе рет во рен ня, при яко му відношення 
відстані між довіль ни ми дво ма точ ка ми фігу-

ри<об ра зу до від ста ні між відповідни ми точ ка ми фігу-
ри<прооб ра зу дорівнює  k (мал. 3.6).

Як що при та ко му пе рет во ренні точ ка А має за об раз 
точ ку А1, а В – В1, то А1В1 : АВ = k. Зрозумі ло, що ко-
ефіцієнт подібності не мо же бу ти від’єм ним.

Пе рет во рен ня подібності мож на уя ви ти як пе рет во-
рен ня, яке от ри муємо послідов ним ви ко нан ням пе ре-
тво рен ь го мо тетії (з ко ефіцієнтом, мо дуль яко го дорів-
нює k) і ру ху. 

Нап ри клад, на ма люн ку 3.7 ми ви ко рис та ли го мо-
тетію з ко ефіцієнтом 2, а потім по во рот на 30°, обид-
ва з цент ром у точці О. А на малюнку 3.6 трикутник 
А1В1C1, подібний до трикутника АВC з k = 0,8, можна 
отримати, якщо виконати: гомотетію з центром у точ-
ці B і коефіцієнтом 0,8, перетворення поворот відносно 
точки B, паралельне перенесення.

Мал. 3.6  Мал. 3.7

Як що зас то су ва ти пе ре тво рен ня по діб нос ті до три-
кут ни ка, то от ри маємо три кут ник, подіб ний до три-
кут никаeпрообразу, бо сторони цих трикутників про-
пор ційні (мал. 3.7).

Тоді можна сформулювати означення подібності двох 
трикутни ків і так.

Два трикутники подібні, якщо вони переводяться 
один в одний перетворенням подібності.

Аналогічно формулюють означення подібності двох 
плоских геометричних фігур.

Дві фігу ри на зи ва ють ся подібни ми, як що во ни 
пе ре во дять ся од на в од ну пе рет во рен ням по діб-
нос    ті. Як що фігу ра F подібна до фігури F1, то за-

пи су ють F 
 F1, або F  
k = 3 F1 (ко  ли тре ба вка за ти ко-
ефіцієнт подібності).
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Для допитливих
З мірку вань подібності двох довіль них кіл можна легко отримати сталу π. 
Справді, відношення двох лінійних елементів подібних фігур дорівнює їх 
коефіцієнту подібності: l1 : l2 = k = R1 : R2. Тоді: 

У подібних фігурах усі лінійні еле мен ти про пор -
цій ні з ко ефіцієнтом подібності k, а ку ти між від-
повідни ми лі ній ни ми еле мен та ми зберіга ють ся.

Те пер ми маємо мож ливість сфор му лю ва ти оз на чен-
ня рівності двох фігур ма те ма тич ною мовою. 

Дві фігу ри на зи ва ють ся рівни ми, як що во ни пе-
рет во рю ють ся од на в од ну ру хом.

Зро зуміло, що рівність фігур (відрізків, кутів, три-
кут ників), як ми їх ро зуміли досі, і на ве де не оз на чен ня 
ви ра жа ють од не й те са ме.

Усі розглянуті нами перетворення мають такі 
ВЛАСТИ ВО СТІ:

• пряма перетворюється на пряму, промінь – на 
промінь, відрізок – на відрізок;

• кути між прямими зберігаються;
• якщо точка B належить відрізку AC, то її образ B1 

належить відрізку A1C1 (образу відрізка AC);
• відношення довжин відрізків однієї прямої збері-

гається.
Наведені властивості випливають з рівності або по-

діб ності відпо від них трикутників фігур образу і про-
образу.

Зауваження. Відношення довжин відрізків різних 
прямих, власне кажучи, не зберігається.
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ВЛАСТИВОСТІ
розглянутих пере-
творень:

Практична робота 10
1. Позначте дві точки А і С та спо лу чіть їх відрізком.
2. Через точки А і С проведіть паралельні прямі та відкладіть від цих то чок (в одному 

напрямі) відрізки АА1 і СС1 однакової дов жи ни. Сполучіть точки А1 і С1.
3. Порівняйте довжини відрізків: АС і А1С1; АА1 і СС1. Як називають спосіб, яким 

ви отримали відрізок А1С1 з відрізка АС? Зробіть висновок.
4. Виріжте з паперу по дві фігури, зображені на малюнку 3.8.

Мал. 3.8

5. Наклеюючи вирізані фігури на аркуш паперу, здійсніть паралельне перенесення 
кожної з них (підказка на малюнку 3.9). Поясніть свої дії. 
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Для допитливих
Прик лад Ге ор га Кан то ра (1845–1918).
Мно жині то чок довіль но го відрізка мож на поста-
вити у відповідність мно жи ну то чок усієї пря мої.

Кан тор про по ну вав це зро би ти так, як по ка за но 
на ма люн ку.

Чи можна поставити у відповідність множині 
точок променя множину точок відрізка?

Мал. 3.9

Завдання 15
1°. У яку фігуру переходить пряма при паралельному перенесенні?
2°. Чи може пряма при паралельному перенесенні перейти сама в себе?
3°. Чи існує паралельне перенесення, при якому одна сторона прямо кут ни ка пере-

ходить в іншу його сторону?
4. Чи існує паралельне перенесення, при якому одна сторона трикутника переходить 

в іншу сторону цього самого трикутника?
5. Накресліть трикутник АВС. Побудуйте трикутник А1В1С1, який утво ре ний з три-

кут ника АВС паралельним перенесенням так, щоб утворилася тра  пеція АВВ1С1.
6*. У рівнобічній трапеції гострий кут дорівнює 60°. Доведіть, використовуючи 

паралельне перенесення, що менша основа трапеції дорівнює різниці більшої 
основи і бічної сторони.

Практична робота 11
1. Накресліть відрізок АВ. Позначте точку О, що не належить відрізку АВ. 
2. Проведіть промінь ОА і побудуйте промінь ОМ (у правій півплощині відносно ОА) 

так, щоб ∠АОМ = 50°. На промені ОМ відкладіть відрізок ОА1, що дорівнює ОА.
3. Проведіть промінь ОВ і побудуйте промінь ОN (у правій півплощині відносно ОВ) 

так, щоб ∠ВОN = 50°. На промені ОN відкладіть відрізок ОВ1, що дорівнює ОВ.
4. Сполучіть точки А1 і В1. Порівняйте довжини відрізків АВ і А1В1. 
5. Як називають спосіб, яким ви отримали відрізок А1В1 з відрізка АВ? Зробіть 

висновок.

Практична робота 12
1. Виріжте з паперу по одній фігурі, зображеній на малюнку 3.10.

Мал. 3.10
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Для допитливих
До ведіть такі влас ти вості ор то це нт рич но го три кут ни ка (три кут ни ка, 
ут во ре но го відрізка ми, що спо лу ча ють ос но ви ви сот да но го три кут ни ка).
1. Три кут ник, ут во ре ний відрізка ми, які спо лу ча ють точ ки пе ре ти ну про-
дов жен ня ви сот гост ро кут но го три кут ни ка з опи са ним нав ко ло нього 
ко лом, го мо те тич ний ор то це нт рич но му три кут ни ку. (Знайдіть центр го мо-
тетії і ко ефіцієнт го мо тетії відповідного перетворення.)
2. Радіус ко ла, опи са но го нав ко ло три кут ни ка, вдвічі біль ший за радіус 
ко ла, опи са но го нав ко ло йо го ор то це нт рич но го три кут ни ка.

2.  За допомогою голки (циркуля) обводячи контури фігур, здійсніть поворот 
кожної з них навколо:

  1) точки А проти годинникової стрілки на кут: а) 130°; б) 180°;
  2) точки О за годинниковою стрілкою на кут: а) 75°; б) 360°;
  3*) будьeякої точки, що не належить фігурі, на кут: а) 60°; б) 360°.

Завдання 16
1°.  Побудуйте відрізок А1В1, який утворюється з даного відрізка АВ поворо  том 

навколо даної точки О на: 
  а) 100° за годинниковою стрілкою; б) 45° про ти годинникової стрілки.
2.  Побудуйте трикутник, який утворюється з даного трикутника АВС по во ротом 

навколо вершини А на кут 150° за годинниковою стрілкою.
3.  Побудуйте коло, яке утворюється з даного кола з центром О поворотом навколо 

точки А на кут 60° за годинниковою стрілкою, якщо: а) точки А і О не збігають-
ся; б) точки А і О збігаються.

4*.  Доведіть, що внаслідок повороту квадрата навколо точки перетину його 
діагоналей на кут 90° квадрат відображається на себе.

5*.  Точка В – точка перетину бісектрис рівностороннього трикуника FGH. 
Доведіть, що внаслідок повороту навколо точки В на кут 120° три кут ник FGH 
відображається сам на себе.

6*.  Назвіть фігури, які можна відобразити на себе поворотом навколо деякої точки 
на кут: а) 45°; б) 60°; в) 120°. Де ви бачили такі фігури в природі і техніці?

Практична робота 13
1. Нак ресліть відрізок АВ. Про ведіть пря му n так, щоб во на не пе ре тина ла 

відрізок АВ.
2. З то чок А і В опустіть пер пен ди ку ля ри АН і ВK на пря му n.
3. На про дов жен нях відрізків АН і ВK за точ ки Н і K відкладіть відрізки НА1 = АН 

і KВ1 = ВK відповідно.
4. Спо лучіть точ ки А1 і В1 відрізком.
5. Порівняй те дов жи ни відрізків АВ і А1В1. Зробіть вис но вок.
6. Які точ ки відрізків АВ і А1В1 є си мет рич ни ми віднос но пря мої n?
7. По бу дуй те довільні три кут ник і чо ти ри кут ник та пря му n, що не пе ре тинає їх. 

По бу дуй те фігу ри, си мет ричні до зоб ра же них віднос но пря мої n.

Зав дан ня 17
1. Ви ко най те пе рет во рен ня ось о вої си метрії: а) чо ти ри кут ни ка віднос но однієї з 

йо го сторін; б) па ра ле лог ра ма віднос но однієї з йо го діаго на лей; в) три кут ни ка 
віднос но йо го се редньої лінії.

2. Скіль ки осей си метрії ма ють дві дані точ ки? Зробіть ма лю нок.
3°. Да но точ ки А, В і М, які не належать одній прямій. По бу дуй те точ ку, си мет рич ну 

точці М віднос но  пря мої АВ.
4*. Скіль ки осей си метрії мо жуть ма ти дві прямі? Розг лянь те можливі взаємні 

розміщен ня цих пря мих на площині.
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Для допитливих
1. На полі розмітили ділянку АВСD квадратної форми. Дощі розмили межі 
ді лянки, залишилися лише кілочок у центрі ділянки та по одному кілоч ку 
на сторонах АВ і СD. Чи можна за цими даними відновити межі ділянки?
2. Чи можна розв’язати попередню задачу, якщо третій кілочок буде не на 
стороні СD, а на стороні ВС?

Прак тич на ро бо та 14
1. Про ведіть відрізок АВ. Поз нач те точ ку О, що не на ле жить відрізку АВ. 
2. На про дов жен нях відрізків АО і ВО за точ ку О відкладіть відрізки: ОА1 = ОА і 

ОВ1 = ОВ.
3. Спо лучіть точ ки А1 і В1 відрізком.
4. Порівняй те дов жи ни відрізків АВ і А1В1. Зробіть вис но вок.
5. Які точ ки відрізків АВ і А1В1 є си мет рич ни ми віднос но точ ки О?
6. Нак ресліть довільні три кут ник і чо ти ри кут ник та поз нач те точ ку О по за ни ми. 

По бу дуй те фігу ри, си мет ричні до зоб ра же них віднос но точ ки О.

Зав дан ня 18
1. Ви ко най те пе рет во рен ня цент раль ної си метрії три кут ни ка віднос но:
 а) точ ки, що не на ле жить три кут ни ку; б) однієї з йо го вер шин; в) се ре ди ни 

однієї з йо го сторін; г) точ ки пе ре ти ну йо го медіан.
2. Ви ко най те пе рет во рен ня цент раль ної си метрії: а) чо ти ри кут ни ка віднос но точ-

ки пе ре ти ну йо го діаго на лей; б) тра пеції віднос но се ре ди ни однієї з її ос нов.
3. Скіль ки центрів си метрії ма ють дві точ ки?
4*. Скіль ки центрів си метрії ма ють дві прямі? Розг лянь те різні взаємні розміщен-

ня цих пря мих.
5**. За яких умов ма ють тіль ки один центр си метрії: а) дві прямі; б) три прямі; 

в) n пря мих?
6**. За яких умов три прямі ма ють нескінчен ну мно жи ну центрів симетрії?

Практична робота 15

1. Проведіть відрізок АВ. Позначте точку О, що не належить відрізку АВ. 
2. Проведіть промінь ОА (з початком у точці О) і відкладіть на ньому відрізок ОА1, 

що дорівнює 2ОА.
3. Проведіть промінь ОВ (з початком у точці В) і відкладіть на ньому відрізок ОВ1, 

що дорівнює 2ОВ.
4. Сполучіть точки А1 і В1 відрізком. Порівняйте довжини відрізків АВ і А1В1. 

Зробіть висновок.
5. Як називається геометричне перетворення відрізка АВ у відрізок А1В1?
6. Продовжіть промені ОА і ОВ у протилежний бік (за точку О) і відкладіть на цих 

про дов жен   нях відрізки ОА2 і ОВ2, що дорівнюють 1,5ОА і 1,5ОВ відпо від но.
7. Сполучіть точки А2 і В2 відрізком. Порівняйте довжини відрізків АВ і А2В2. 

Зробіть висновок.
8. З яким коефіцієнтом гомотетичні відрізки: а) АВ і А1В1; б) АВ і А2В2? Чи будуть 

гомотетичними відрізки А1В1 і А2В2?

Завдання 19

1. Виконайте гомотетію квадрата АВСD з центром гомотетії в одній з вершин цього 
квадрата і коефіцієнтом k = 1,2.

2. Побудуйте фігуру, гомотетичну даному чотирикутнику з коефіцієнтом k = –2, 
взяв ши за центр гомотетії точку перетину його діагоналей. 

3°. Як розміщені гомотетичні точки відносно центра гомотетії, якщо коефі  цієнт 
гомотетії – від’ємне число?
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4*. Виконайте гомотетію даного трикутника з центром гомотетії в одній із його

 вершин і коефіцієнтом гомотетії: а)   б) 

5*. Яка фігура утвориться в результаті перетворення гомотетії двох пря  мих, що 
перетинаються, якщо центр гомотетії міститься в точці їх пе ре тину?

6*. Побудуйте фігуру, гомотетичну куту, якщо за центр гомотетії взято його 
вершину.

7**. Відрізки АВ і А1В1 паралельні, АВ ≠ А1В1. Чи є вони гомотетичними? Якщо 
так, то як знайти центр гомотетії і скільки центрів гомотетії мають ці 
відрізки?

8**. Трикутник А1В1С1 гомотетичний трикутнику АВС з центром гомо те тії у 
вершині В. Доведіть, що точки А, С, А1, С1 – вершини трапеції. За якої умови 
АСА1С1 буде паралелограмом?

9**. Скільки центрів гомотетії мають два кола з різними радіусами, цент ри яких 
не збігаються і які: а) не перетинаються; б) перетинаються; в) доти каю ться 
одне до одного зовнішньо; г) дотикаються одне до одного внутрішньо? Як 
знай ти ці центри?

10**. Скільки центрів гомотетії мають два кола рівних радіусів, центри яких не 
збігаються і які: а) не перетинаються; б) перетинаються; в) до   ти каються одне 
до одного зовнішньо? Як знайти ці центри?

11**. Скільки центрів гомотетії мають два концентричні кола? 

Практична робота 16
1. Побудуйте довільний чотирикутник АВСD. На продовженні відрізка АD за 

точку D відкладіть відрізок AA1 = 1,5AD, на продовженні відрізка DС за точку 
С відкладіть відрізок СС1 = 1,5DС, а на продовженні відрізка DВ за точку В 
відкладіть відрізок ВВ1 = 1,5DВ.

2. Сполучіть послідовно точки А1, В1 і С1. Порівняйте відношення сторін чотирикут-
ни ків АВСD і А1В1С1D1:  AD і A1D, DС і DС1, АВ і А1В1, ВС і В1С1. Що можна сказа-
ти про ці чотирикутники? Зробіть висновок.

Завдання 20
1°.  Що являє собою фігура, подібна до: а) трикутника; б) чотирикутника; в) тра-

пеції?
2.  Доведіть, що фігура, подібна до кола, є коло.
3.  Накресліть план ділянки землі прямокутної форми завдовжки 10 м і завши р-

шки 4,5 м у масштабі 1 : 100.
4.  Визначте площу садиби, план якої 

зображено на малюнку 3.11 у масш та бі 
1 : 1000.

5*. Чи подібні прямокутники, якщо: а) діа-
гональ одного прямокутника ділить 
його кут у відношенні 2 : 1, а в другому 
прямокутнику сторони відносяться як 
2 : 1; б) сторона одного прямокутника 
дорівнює половині діа го налі, а в дру-
гому прямокутнику діагональ утворює з однією зі сторін кут, удвічі менший, 
ніж з другою стороною?

6*.  Чи подібні ромби, якщо: а) тупий кут одного ромба вдвічі більший за його 
гострий кут, а різниця кутів другого ромба дорівнює 60°; б) діагональ одного 
ромба дорівнює його стороні, а сторона другого ромба утворює з однією із його 
діагоналей кут 30°?
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Практична робота 17
1.  Побудуйте довільний трикутник АВС.
2.  Здійсніть поворот трикутника АВС на 100° відносно вершини А за го дин нико-

вою стрілкою.
3.  Побудуйте трикутник, симетричний трикутнику, утвореному в резу ль та  ті 

виконання п. 2, відносно точки А.
4.  Здійсніть поворот трикутника, утвореного в результаті виконання п. 3, на 80° за 

годинниковою стрілкою.
5.  Якого положення набув трикутник, утворений у результаті виконання п. 4?

Практична робота 18
1.  Побудуйте довільний трикутник KLM. Позначте точку О, що не належить три-

кутнику KLM.
2.  Побудуйте трикутник, гомотетичний трикутнику KLM відносно точки О з кое-

фіцієнтом 2.
3.  Здійсніть поворот трикутника, утвореного в результаті виконання п. 2, на 45° 

відносно точки О за годинниковою стрілкою.
4.  Побудуйте трикутник, симетричний утвореному трикутнику в резуль таті 

виконання п. 3, відносно однієї з його сторін.
5.  Чи подібні трикутник, отриманий в результаті виконання п. 4, і трикут ник 

KLM? Відповідь поясніть. Зробіть висновок.

Завдання 21
1. Яким ще перетворенням є гомотетія з коефіцієнтом k = –1?
2*. Доведіть, що гомотетію з коефіцієнтом k можна замінити на гомотетію з кое-

фіцієнтом –k і поворотом навколо центра гомотетії на розгорнутий кут.
3*. Чи можуть два подібні трикутники бути негомотетичними? Чи можуть два 

гомотетичні трикутники не бути подібними?
4*. Дано два трикутники. Дві сторони одного з них паралельні двом сторо нам 

другого. Чи будуть ці трикутники гомотетичні? Чи будуть вони подібними?
5**. Гомотетія з центром О1 і коефіцієнтом k1 відрізок АВ перетворює на відрі-

зок А1В1. Гомотетія з центром О2 і коефіцієнтом k2 відрізок А1В1 перетворює на 
відрізок А2В2, який дорівнює відрізку АВ. Доведіть, що відрізок А2В2 можна 
отримати з відрізка АВ паралельним перенесенням або центральною симет-
рією і що |k1k2| = 1.

6**. Відрізок АВ послідовно перетворено на відрізок А1В1 центральною си мет  рією 
і гомотетією з центром у тій самій точці О, що не належить даному відрізку, і 
коефіцієнтом гомотетії k. Доведіть, що точки  А, В, А1, В1 є вершинами трапеції. 
У якому відношенні діляться діагоналі тра пе ції точкою їх перетину?

7**. Точку Р повернули навколо точки О на 60°, а потім у результаті гомо те   тії з 
центром у точці О і коефіцієнтом k = 2 з отриманої точки Р1 утво ри  ли точку Р2. 
Доведіть, що точки Р2, О і Р є вершинами прямокутного трикутника.

8**. По ясніть взаємозв’язок між: 
 а) по во ро том і цент раль ною си метрією; 
 б) па ралель ним пе ре не сен ням і ось о вою си метрією; 
 в) по во ро том нав ко ло де я кої точ ки і ось о вою си метрією; 
 г) цент раль ною си метрією і го мо тетією.
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Для допитливих
Да но опук лий чо ти ри кут ник. Тре ба поділи ти йо го на 4 час ти ни і склас ти з 
них рівно ве ли кий да но му чо ти ри кут ник, два основних елементи яко го (дві 
сто ро ни, або два ку ти, або кут і сто ро на) за да но. 
По ра да. Ви ко рис тай те пе рет во рен ня, яке є ру хом.
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Для допитливих
ЗАДАЧА ЕЙНШТЕЙНА. Альберт Ейнштейн вважав, що (у його часи) цю 
головоломку могли розв’язати лише 2 % населення. Зауважимо, що зараз цей 
відсоток дещо вищий. Цікаво, чи належите Ви до нього?

Дано: 1) є п’ять будинків – кожний різного кольору; 2) у кожному будинку 
живе одна людина, що відрізняється від сусіда національністю: німець, 
англієць, швед, датчанин і норвежець; 3) кожен з них п’є лише один певний 
напій, курить певну марку цигарок, утримує певну тварину; 4) ніхто з цих 
мешканців не п’є однаковий з іншими напій, не курить цигарок однакової 
марки, не утримує однакових тварин.

Визначити: хто утримує рибку.
Підказки: 1) англієць живе в червоному будинку; 2) швед утримує собаку; 

3) датчанин п’є чай; 4) зелений будинок розміщений поряд з білим – ліворуч; 
5) мешканець зеленого будинку п’є каву; 6) людина, що курить «Pall Mall», 
утримує птицю;  7) мешканець середнього будинку п’є молоко; 8) мешканець 
жовтого будинку курить «Dunhill»; 9) норвежець живе у першому будинку; 
10) той, хто курить «Marlboro», живе біля того, хто утримує кішку; 11) люди-
на, що утримує коня, живе біля того, хто курить «Dunhill»; 12) той, хто 
курить «Winfield», п’є пиво; 13) норвежець живе біля блакитного будинку; 
14) німець курить «Rothmans»; 15) той, хто курить «Marlboro», живе поряд з 
людиною, що п’є воду.

  Подібні  ба га то кут ники

Нагадаємо, що дві фігу ри на зи ва ють ся подібни ми, 
як що во ни пе ре хо дять од на в од ну пе рет во рен ням 
подібності:  (с. 114).

Те о ре ма-ознака. Як що два однойменні ба га то-
кут ни ки ма ють відпо відно про порційні сто ро ни і 
відповідно рівні ку ти, то ці ба га то кут ни ки подібні. 

Нехай маємо ба га то кут ни ки А1А2 ... Аn і В1В2 ... Bn 
(мал. 3.12), в яких: ∠A1 = ∠B1, ∠A2 = ∠B2, ..., ∠An = ∠Bn;
B2B1 : A2A1 = k, B3B2 : A3A2 = k, ..., BnBn−1 : AnAn−1 = k.

Тре ба до вес ти, що А1А2 ... Аn 
 В1В2 ... Bn.

Мал. 3.12

До ве ден ня
1) За умовою B2B1 : A2A1 = k = B3B2 : A3A2 і ∠A 2 = ∠B2. 

Тоді
 
	A1A2A3  	B1B2B3. Звідси B3B1 : A3A1 = k, 

∠A 1A3A4 = ∠A 3 − ∠A 1A3A2 = ∠B3 − ∠B1B3B2 = ∠B1B3B4.
2) B3B1 : A3A1 = k = B3B4 : A3A4 і ∠A 1A3A4 = ∠B1B3B4. 

Тоді
 
	A 1A3A4  	B 1B3B4 

і
 
A 1A2A3A4  B 1B2B3B4... .
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A1 ... An 
 B1 ... Bn

 ⇑
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Пов то рю ючи ана логічні мірку ван ня, от ри маємо, що 
А1А2 ... Аn  В1В2 ... Bn.

Те о ре му до ве де но.

ВЛАС ТИ ВОСТІ  ПОДІБНИХ  БА ГА ТО КУТ НИКІВ
У подібних фігу рах усі відповідні лінійні еле мен ти 

про порційні з ко ефіцієнтом, що дорівнює коефіцієнту 
подібності, а ку ти між ни ми зберіга ють ся. Звідси:
• подібні ба га то кут ни ки ма ють відповідно про пор-

ційні сто ро ни і відповідно рівні ку ти;
• відно шен ня пе ри метрів двох подібних ба га то кут-

ників дорівнює ко ефіцієнту їх подібності;
• відно шен ня площ двох подібних ба га то кут ників 

дорівнює квад ра ту ко ефіцієнта їх подібності.

Ос таннє тверд жен ня вип ли ває з відно шен ня площ 
три кут ників, на які ділять ся ба га то кут ни ки діаго на ля-
ми, про ве де ни ми з відповідних вер шин (мал. 3.12).
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A1 ... An 
 B1 ... Bn

 ⇓

Прак тич на ро бо та 19

1. Нак ресліть довіль ний ба га то кут ник. Виміряй те дов жи ни йо го сторін і гра дусні 
міри кутів.

2. По бу дуй те подібний йо му ба га то кут ник із ко ефіцієнтом подібності 2.
3. Порівняй те відно шен ня дов жин відповідних діаго на лей цих ба га то кут ників із 

відно шен ням їх пе ри метрів та з коефіцієнтом подібності.
4. Об числіть площі цих ба га то кут ників і порівняй те їх відно шен ня із ко е фі-

цієнтом подібності.

Зав дан ня 22

1°. Два ба га то кут ни ки подібні. Сторона одного з них відно сить ся до відповідної сто-
ро ни другого як 2 : 3. Знайдіть ко ефіцієнт подібності і відно шен ня мір відповід-
них кутів.

2°. Два шес ти кут ни ки подібні з ко ефіцієнтом подібності 3. Знай діть відно шен ня 
їхніх: а) пе ри метрів; б) площ.

3°. Відно шен ня площ двох подібних два над ця ти кут ників дорів нює 2. Знайдіть 
відно шен ня їх пе ри метрів.

4°. Сто ро ни ба га то кут ни ка відно сять ся як 3 : 4 : 5 : 6 : 2. Знайдіть сто ро ни подібно го 
йо му ба га то кут ни ка, як що йо го пе ри метр дорівнює: а) 80 см; б) 60 см. 

5. На малюн ку 3.13 зоб ра же но два подібні ба га то кут ни ки. Знайдіть x, y, z, α і β.

Мал. 3.13
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6. Да но квад рат АВСD, пло ща яко го дорівнює 16 см2. Знайдіть сто ро ну квад ра та, 
пло ща яко го: а) у 4 ра зи мен ша за пло щу да но го квад ра та; б) у 9 разів мен ша 
за пло щу да но го квад ра та; в) у 3 ра зи біль ша за пло щу да но го квад ра та.

7. Сто ро ни пря мо кут ни ка дорівню ють 8 см і 6 см. Об числіть пе ри метр подібно го 
йо му пря мо кут ни ка, діаго наль яко го дорівнює 50 см.

8. Од на із сторін і діаго наль пря мо кут ни ка дорівню ють 8 см і 10 см відповідно. 
Об числіть пло щу подібно го йо му пря мо кут ни ка, мен ша сто ро на яко го – 24 см.

9. Сто ро на і ви со та ром ба дорівню ють 25 см і 24 см відповідно. Об числіть пе ри-
метр подібно го йо му ром ба, біль ша діаго наль яко го дорівнює 90 см.

10. Діаго налі ром ба дорівню ють 6 см і 8 см. Об числіть пло щу подібно го йо му ром-
ба, ви со та яко го дорівнює 48 см.

11*. Два ром би ма ють рівні гострі ку ти. Біль ша діаго наль пер шо го дорівнює 40 см. 
Знайдіть сто ро ну цьо го ром ба, як що: а) діаго налі дру го го ром ба відно сять ся 
як 3 : 4; б) мен ша діаго наль і сто ро на дру го го ром ба відно сять ся як 6 : 5.

12*. Діаго наль ром ба дорівнює йо го сто роні. Сто ро на іншо го ром ба ут во рює з йо го 
діаго нал лю кут 30°. Чи подібні ці ром би? Відповідь обґрун туйте.

13*. Сто ро на од но го пря мо кут ни ка дорівнює по ло вині його діаго налі, а в іншо му 
пря мо кут ни ку діаго наль ділить кут на два ку ти, один з яких дорівнює по ло-
вині дру го го. Чи подібні ці пря мо кут ни ки? Відповідь обґрун туй те.

14*. На сто ро нах пря мо кут но го три кут ни ка по бу до ва но попар-
но подібні п’яти кут ни ки так, що сто ро ни три кут ни ка є 
їхніми відповід ни ми сто ро на ми (мал. 3.14). До ве діть, що 
пло ща п’яти кут ни ка, по бу до ва но го на гіпо те нузі, дорів-
нює сумі площ п’яти кут ни ків, по бу до ва них на ка те тах.

15*. У три кут ник, ут во ре ний сто ро на ми АВ, АD і діаго нал лю BD 
па ра ле ло гра ма ABCD, впи са но па ра ле ло грам АKPM так, як 
зоб ра же но на малюн ку 3.15. Знайдіть сто ро ни па ра ле ло-
г ра ма АВСD, як що АK = 3 дм, АМ = 5 дм і АK : KB = 2 : 3.

16*. До ведіть, що ром би подібні, як що: а) відно шен ня відповід-
них діаго на лей цих ромбів рівні; б) відно шен ня радіусів впи-
 са них кіл цих ромбів дорівнює відно шен ню їхніх сторін. 

17*. До ведіть, що па ра ле лог ра ми подібні, як що: а) рівні 
їхні гострі ку ти і відно шен ня відповідних сторін; б) їхні 
діаго налі ділять гострі ку ти на відповідно рівні ку ти.

18*. До ведіть подібність двох рівнобічних тра пецій, 
як що: а) їхні гострі ку ти рівні, а діаго налі є бісект-
ри са ми цих кутів; б) їхні тупі ку ти рівні, а діаго налі 
є бісект ри са ми цих кутів.

19**. Да но чо ти ри кут ник АВСD. По бу дуй те чо ти ри кут-
ник, пло ща яко го: а) у 2 ра зи мен ша за пло щу да но-
го; б) у 3 ра зи біль ша за пло щу да но го. 

20*. Доведіть, що в подібних багатокутниках: а) відповідні діагоналі пропорційні від-
повідним сторонам; б) діаго налі, про ве дені з відповідних вершин, поділять ба га-
то кут ни ки на од на ко ве чис ло подібних і однаково роз та шо ва них три кут ників.

21*. До ведіть, що ко ли два ба га то кут ни ки поділяють ся від повідни ми діаго на ля ми 
на од на ко ве чис ло подіб них і однаково роз та шо ва них три кут ників, то такі 
ба га то кут ни ки подібні.
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Мал. 3.14

Мал. 3.15

Для допитливих
«Хрестикиgнуликиg3» – гра у «хрес ти киgну ли ки», в якій виг рає той, хто 
пер шим пос та вить 3 свої поз нач ки на одній прямій. 

На па пері в клітин ку на ма люй те ба га то кут ник із най мен шим чис лом 
кліти нок, та кий, щоб, гра ю чи на нь о му в хрестикиeнуликиe3, той, хто роз-
по чи нає гру, завж ди виг ра вав. Запишіть його виграшну стратегію.
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  Гру пи си метрії фігур

Фігу ру на зи ва ють цент раль но <си мет рич ною, а 
точ ку О – її цент ром си метрії, як що пе рет во-
рен ням  си метрії  віднос но  точ ки  О фігу ра пе ре-

хо дить  са ма  в  се бе. На прик лад, ко ло – цент раль но eси-
мет рич не,  а цент ром  йо го  си метрії  є центр  ць о го ко ла.

Фігу ру на зи ва ють си мет рич ною віднос но її осі 
си метрії n, як що пе рет во рен ням си метрії від-
нос но пря мої n фігу ра пе ре хо дить са ма в се бе. 

Так, ви знаєте з кур су 7e го кла су, що бісект ри са ку та є 
йо го віссю си метрії, рівно бед ре ний три кут ник є си мет-
рич ним віднос но ви со ти, яку про ве де но до йо го ос но ви.

Пе рет во рення, які пе ре во дять да ну фігу ру са му в 
се бе, бу де мо на зи ва ти гру пою си метрії цієї фігу ри.

Нап рик лад, для ко ла гру пою си метрії бу де:
– ось о ва си метрія віднос но довіль но го діамет ра ць о-

го ко ла (мал. 3.16eа);
– цент раль на си метрія віднос но цент ра ко ла 

(мал. 3.16eб);
– по во рот із цент ром у центрі ко ла на довіль ний кут 

(мал. 3.16eв).

Мал. 3.16

Ро зуміння то го, які са ме пе рет во рен ня є гру пою си-
метрії да ної фігу ри, мо же допомогти під час по шу ку 
розв’язу ван ня за дачі і знач но по лег ши ти цей процес.

Гру па си метрії рівнос то рон нь о го три кут ни ка:
– ось о ва си метрія віднос но кож ної з ви сот три кут ни ка 

(мал. 3.17eа);
– по во рот віднос но цент ра три кут ни ка на 120° і 240° 

(мал. 3.17eб).

Мал. 3.17
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КО ЛО
пе ре хо дить са ме в 
се бе пе рет во рен ня-
ми:
– о с ь  о  в а с и  м е т -
р і я  віднос но до -
віль  но го діамет ра 
ць о го ко ла;
–  ц е н т  р а л ь  н а 
си метрія віднос но 
цент ра ко ла;
– по во рот із цент-
ром у центрі ко ла 
на довіль ний кут.

РІВНОС ТО РОННІЙ 
ТРИ КУТ НИК

пе ре хо дить сам у 
се бе пе рет во рен ня-
ми:
– о с ь  о  в а  с и  м е т -
рія віднос но кож-
ної з ви сот три кут-
ни ка;
– по во рот віднос-
но цент ра три кут-
ни ка на 120о і 240о.

Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   124Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   124 7/1/2009   13:07:267/1/2009   13:07:26



Для допитливих
Якось відо мо го аме ри кансь ко го ма те ма ти ка про фе со ра Рей мон да М. Смал-
ліа  на, знано го своїми логічни ми за да ча ми і софізма ми, зап ро си ли вис ту пи-
ти на засіданні сту де нтсь ко го мате ма тич но го клу бу. Про фе со ра пред став  ляв 
зібран ню логік Мелвін Фіттінг, який ко лись нав чав ся в Смалліана. Про мо ва 
Фіттінга бу ла справді про мо вою уч ня Смалліана. Він ска зав: «Я маю за 
честь відрекомендува ти вам про фе со ра Смалліана, який до ве де вам, що або 
він не існує, або ви не існуєте, але хто са ме не існує, вам невідо мо».

Гру па си метрії рівно бед ре но го три-
кут ни ка:

– ось о ва си метрія віднос но ви со ти, 
про  ве де ної до ос но ви (мал. 3.18).

Гру па си метрії па ра ле лог ра ма:
– цент раль на си метрія віднос но точ-

ки пе ре ти ну діаго на лей (мал. 3.19).
Гру па си метрії ром ба:
– ось о ва си метрія віднос но діаго на лей 

(мал. 3.20);
– цент раль на си метрія віднос но точ ки пе ре ти ну діа-

го  на лей (як  па ра ле лог ра м).

Мал. 3.19 Мал. 3.20

Гру па си метрії пря мо кут ни ка:
– ось о ва си метрія віднос но пря мих, що про хо дять 

че рез се ре ди ни про ти леж них сторін (мал. 3.21);
– цент раль на си метрія віднос но точ ки пе ре ти ну діа-

го на лей (як па ра ле лог ра м).

Мал. 3.21

Гру па си метрії квад ра та:
– ось о ва си метрія віднос но діаго на лей (як ром б);
– ось о ва си метрія віднос но пря мих, що про хо дять че-

рез се ре ди ни про ти леж них сторін (як пря мо кут ни к);
– цент раль на си метрія віднос но точ ки пе ре ти ну 

діаго на лей (як па ра ле лог ра м).
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Переходять самі в 
себе перетворен-
нями:

РІВНОБЕДРЕНИЙ 
ТРИКУТНИК

– о с ь  о  в а  с и  м е т -
рія  віднос но ви со-
ти, про ве де ної до 
ос но ви.

ПАРАЛЕЛОГРАМ
–  ц е н т  р а л ь  н а 
си метрія віднос но 
точ ки пе ре ти ну діа-
го на лей.

РОМБ
– о с ь  о  в а  с и  м е т -
рія віднос но діаго-
на лей;
–  ц е н т  р а л ь  н а 
си метрія віднос но 
точ ки пе ре ти ну діа-
го на лей.

КВАДРАТ
– о с ь  о  в а  с и  м е т -
рія віднос но діаго-
на лей;
– о с ь  о  в а  с и  м е т -
рія віднос но пря-
мих, що про хо дять 
че рез се ре ди ни про-
 ти леж них сто рін;
–  ц е н т  р а л ь  н а 
си мет рія віднос но 
точ ки пе ре ти ну діа-
го на  лей.

Мал. 3.18

Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   125Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   125 7/1/2009   13:07:267/1/2009   13:07:26



Для допитливих
1. На колі з діаметром АВ взя то довіль ну точ ку X (яка не збігається з А і В). Із 
цент ром у точці X про ве де но ко ло, до тич не до АВ у точці Н, яке пе ре ти нає да не 
ко ло у точ ках K і Р; М – точ ка пе ре ти ну ХН та KР. До ведіть, що ХМ = МН.
2. На хорді АВ ко ла з центром О взя то довіль ну точ ку X (яка не збігається з 
А і В). Че рез точ ки Х, А і О про ве ли дру ге ко ло, що пе ре ти нає пер ше у 
точці Р. До ведіть, що РХ = ХВ.
3. До двох кіл, що до ти ка ють ся од не до од но го зовнішньо, про ве ли дві 
спільні до тичні і послідов но сполучили точ ки їх до ти ку до кіл. До ведіть, що 
в ут во ре ний чо ти ри кут ник мож на впи са ти ко ло.
4. Да но два кон це нт рич ні ко ла. До ведіть, що су ма квад ра тів відста ней від 
точ ки од но го ко ла до кінців діамет ра дру го го не за ле жить від роз та шу ван ня 
точки на колі і не залежить від того, на якому колі цю точку розміщено.

Практична робота 20
1. Виріжте з па пе ру: круг, квад рат, пря мо кут ник, ромб, па ра ле лог рам, рівно біч ну 

тра пецію, рівнос то ронній три кут ник, рівно бед ре ний три кут ник.
2. Серед отриманих фігур знайдіть ті, навколо яких можна описати коло, і поз нач-

те цент ри цих кіл. 
3. У чотирикутниках позначте точки пе ре тину діаго на лей, а в крузі – центр. 

Обведіть кож ну з фігур на ар куші па пе ру.
4. Сумістіть кожну з фігур із її зображенням на папері. Пос тав те голку (цир ку ля) у 

поз на че ну точку. По вер таю чи фігу ру нав ко ло цієї точки, виз нач те, чи належить 
поворот до групи си метрії фігури. Зробіть висновок і запишіть його.

5. Зги нан ням фігури з’ясуйте, чи належить осьова симетрія до групи симетрії 
кожної з фігур. Зробіть висновок і запишіть, скіль ки осей си метрії має кожна 
з ваших фігур.

Завдання 23
1°. Які з даних літер мають вісь симетрії: Ф, В, П, О, Т, Ш, Е, З?
2. Чи мають вісь (осі) симетрії: а) відрізок; б) промінь; в) дві прямі, що перети наю-

ться. Скільки?
3. Доведіть, що пряма, яка містить бісектрису кута, є його віссю симетрії.
4°. Які з відомих вам чотирикутників мають осі симетрії? 
5. Скільки осей симетрії має: а) круг; б) півплощина; в) півкруг; г) частина 

площини між двома паралельними прямими?
6. Доведіть, що різносторонній трикутник не має осі симетрії.
7. Чи мають центр симетрії: а) відрізок; б) промінь; в) дві прямі, що пе ре тинаю ться?
8°. Які з даних літер мають центр симетрії: О, М, Ч, Ж, Х, Ф?
9*.  Скільки центрів симетрії мають дві паралельні прямі?
10. Чи може трикутник мати центр симетрії?
11*. Чи може фігура мати більше ніж один центр симетрії?
12*. Доведіть: якщо чотирикутник має центр симетрії, то він є пара лело  гра мом.
13*. Придумайте фігуру, яка має кілька осей симетрії, але не має жод но го центра 

симетрії.
14**. Доведіть: якщо фігура має дві перпендикулярні осі симетрії, то вона має і 

центр симетрії.
15*. Назвіть фігури, які відображаються на себе поворотом навколо деякої точки  

на кут: а) 90°; б) 120°; в) 52°.
16*. Назвіть рух, при якому кожна пряма площини переходить у пара ле ль ну їй 

пряму або сама в себе.
17**. Доведіть, що при центральній симетрії кожний промінь площини переходить 

у протилежний йому промінь.
18**. Знайдіть групу симетрії опуклого чотирикутника з перпендикулярними 

діагоналями, в якого дві суміжні сторони рівні і який не є ромбом.
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  Розв’язу вання за дач 
з використанням властивостей
ге о мет рич них пе рет во рень 

Роз гля не мо прик ла ди ви ко рис тан ня ге о мет рич-
них пе ре тво рень. При цьо му ми спи ра ти ме мо ся на їхні 
влас ти вості: об ра зом пря мої є пря ма; об ра зом півпря-
мої є півпря ма; об ра зом ку та є кут, йо му рівний; образ 
точки, що міститься на відрізку, належить образу 
відрізка; відношення відрізків прямої зберігається. 
Зауважимо, що відношення довжин відрізків різних 
прямих, власне кажучи, не зберігається. 

Прик лад 1. Двоє друзів по черзі кла дуть на квад-
рат ний стіл п’ятикопійчані монети (одну за один хід). 
Мо не ту мож на клас  ти ли ше на віль не місце. Прог рає 
той, хто не має змо    ги зро би ти хід. До ведіть, що той, 
хто хо дить пер шим, завж ди мо же виг ра ти.

Розв’язан ня
Пер ший гра вець пер шим хо дом кла де мо не ту в 

центр сто ла, а потім – си мет рич но ходу дру гого гра вця 
(віднос но цент ра сто ла). Зро зуміло, що за та кою стра-
тегією пер ший гра вець завж ди мо же зро бити нас туп-
ний хід після ходу при я теля.

Прик лад 2. Че рез спіль ну точ ку А двох кіл γ1 і γ2 
про ведіть пря му так, щоб ці ко ла відти на ли на ній 
рівні хор ди.

План побудови
Бу дуємо ко ло γ3, си мет рич  -

не ко лу γ2 віднос но точ ки А 
(мал. 3.22): на пря мій О2А відкла-
де мо відрізок АО3 = АО2; з цент-
ром у точ ці О3 радіусом, рівним 
радіусу ко ла γ2, про ве де мо ко ло γ3.

Позначимо γ3 � γ1 = В. Пря ма 
АВ – шу ка на. 

Доведення
Поз на чи мо (АВ) � γ2 = С і до ве де мо, що [АВ] = [АС]. 

Точ ки В і С – си мет ричні віднос но цент ра си метрії А, 
тоді відрізки АВ і АС рівні. Щ. в. д.

Прик лад 3. У чо ти ри кут ни ку АВСD ку ти при вер-
ши нах В і D – прямі, АВ = ВС, а ви-
со та ВН = 1. Знайдіть пло щу чо ти-
ри кут ни ка АВСD.

Розв’язан ня
Як що по вер ну ти три кут-

ник АВН нав ко ло точ ки В на 90° 
(мал. 3.23), то утвориться чо ти ри-
кут ник НВН1D, який бу де квад ра-
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Шукайте 
си метрію! 

Си метрія, не за леж-
но від то го, ши ро ко 
чи вузь ко ро зуміти 
це по нят тя, є тією 
ідеєю, за до по мо гою 
якої лю ди на про-
тягом сторіч на ма-
га ла ся збаг ну ти і 
ство ри ти по ря док, 
кра су і дос ко на-
лість.

Г. Вейль

Мал. 3.22

Мал. 3.23

Нагадаємо:
(AB) − пряма AB;
[AB] − відрізок AB;
� − знак перетину.
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том зі сто ро ною 1. Йо го пло ща дорівнює 1. Тоді і пло ща 
чо ти ри кут ни ка АВСD також дорівнює 1.

Прик лад 4. Да но пря му а і дві точ ки А і В по один 
бік від неї. Знайдіть на прямій а та ку точ ку М, щоб су-
ма дов жин відрізків АМ і МВ бу ла най мен шою.

Розв’язання
Розг ля не мо точ ку В1, си мет-

рич ну точці В віднос но за да ної 
пря мої а (мал. 3.24). Тоді для 
довіль ної точ ки K ∈ а: KВ = KВ1, і  
АK + KВ = АK + KВ1 
 AB1.

Звідси шу ка ною точ кою М є 
точ ка пе ре ти ну АВ1 і а.

Прик лад 5. Да но пря му а і дві точ ки А і В по різні 
бо ки від неї. Знайдіть на прямій а та ку точ ку М, щоб 
зна чен ня ви ра зу |AM – MB| бу ло найбіль шим.

Розв’язання
Розг ля не мо точ ку В1, си мет-

рич ну точці В віднос но за да ної 
пря мої а (мал. 3.25). Тоді для 
довіль ної точ ки K ∈ а маємо: 
KВ = KВ1 і

|АK – KВ| = |АK – KВ1| � АВ1 = 
= |АМ – МВ1|.

Звідси шу ка ною точ кою М є точ ка пе ре ти ну АВ1 і а.

Прик лад 6. Да но три кут ник АВС. По бу дуй те квад-
рат, дві вер ши ни яко го ле жать на сто роні АС заданого 
трикутника і по одній – на сто ро нах АВ і ВС.

План по бу до ви
З довіль ної точ ки М0 сторони АВ 

про ве де мо М0 K0 ⊥ АС і по бу дуємо 
квад рат K0М0Е0Р0 (мал. 3.26).

Про ве де мо пря му АЕ0 до пе ре-
ти ну зі сто ро ною ВС у точці Е.

Бу дуємо пря мо кут ник МЕРK – 
шу ка ний.

До ве ден ня
Квад рат K0 М0Е0Р0 пе ре хо дить у пря мо кут-

ник KМЕР пе рет во рен ням го мо тетії віднос но точ ки А 

з коефіцієнтом   Т   оді KМЕР – квад рат.

Прик лад 7. Опорна задача. Да но відрізок АВ. 
До ведіть, що ге о мет рич ним місцем то чок М, для яких 
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Мал. 3.24

Мал. 3.25

Мал. 3.26
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Для допитливих
У центрі квад рат но го пи ро га містить ся род зин ка. Від пи ро га мож на відріза-
ти три кут ний шма ток по прямій, що пе ре ти нає дві йо го сусідні сто ро ни в 
точ ках, які не є вер ши на ми фігури. Від за лиш ку пи ро га мож на відріза ти 
та ким са мим чи ном нас туп ний шма ток і т. д. Чи мож на відріза ти шма ток 
пи ро га з род зин кою?

АМ
2
 – ВМ

2
 = k

2
 (k

2
 � АВ

2
), є пря ма, пер пен ди ку ляр на 

до АВ.
Доведення

1) Знайдемо точку D відрізка AB, для якої АD2 – 
– ВD2 = k2 (мал. 3.27). Враховуючи, що АD + DB = AB, 
маємо: 

(АD – DB)(АD + DB) = k2, 
2AD = k2 : АB + АB.

2) До ве де мо, що для довіль ної 
точ ки М пря мої, яка про хо дить че-
рез D пер пен ди ку ляр но до АВ, також 
ви ко нуєть ся це співвідно шен ня.

З пря мо кут них три кут ників АМD 
і BMD маємо: 

АМ2 – АD2 = MD2 = MB2 – DB2, 
звідси: АМ2 – ВМ2 = AD2 – DB2 = k2.

3) До ве де мо (від супротивного), що не існує інших 
точо к площини із заданою властивістю.

Не хай існує точ ка М1, для якої ви ко нуєть ся 
АМ1

2 – ВМ1
2 = k2 і М1 ∉ МD. Про ве де мо М1D1 ⊥ АВ, D1 � D.

Тоді AD1 
2 – D1B2 = АМ1

2 – ВМ1
2 = k2 = АD2 – ВD2.

Звідси:
(АD1 + ВD1)(АD1 – ВD1) = k2 = (АD + ВD)(АD – ВD).
Вра хуємо, що (АD + ВD) = АВ = (АD1 + ВD1):

АВ (2АD1 – АВ) = k2 = АВ (2АD – АВ), тому АD1 = АD.
Тобто D1 ≡ D, що супере чить при пу щен ню. 
Щ. в. д.

Прик лад 8. Опорна задача. До ведіть, що ор то-
центр три кут ни ка є цент ром ко ла, опи са но го нав ко ло 
три кут ни ка, ут во ре но го пря ми ми, що проходять через 
вершини трикутника па ра лельно 
його сто ро нам.

Ми вже до во ди ли цей факт 
раніше і встановили, що саме тому 
три ви со ти три кут ни ка пе ре ти на-
ють ся в одній точці. Повернемося 
до цієї задачі, збагачені знан ня ми 
про ге о мет ричні пе рет во рен ня.

Доведення
Розг ля не мо три кут ни ки АВС і А1В1С1 (мал. 3.28), 

причому: А1С1 || СА, В1С1 || ВС і А1В1 || АВ. Тоді �А1В1С1 
 

 �АВС (∠А1 = ∠А; ∠В1 = ∠В; ∠С1 = ∠С).
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Нагадаємо
позначення:

∉ – «не належить»;
� – «не збігається».

Мал. 3.27

Мал. 3.28
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Знай де мо ко ефіцієнт подібності цих три кут ників. 
АВА1С – па ра ле лог рам, тоді ВА1 = АС. Ана логічно: 
С1В = АС. Тому С1А1 = 2АС, і шуканий ко ефіцієнт подіб-
ності k = 2. Точка В – се ре ди на С1А1, тоді ВН – се ре дин-
ний пер пен ди ку ляр до сто ро ни С1А1 три кут ни ка А1В1С1. 
Ана логічно: СН і АН – се  ре динні пер пен ди ку ля ри до 
А1В1 і С1В1. Тоб то Н – центр ко ла, опи са но го навколо 
три кут ника А1В1С1, і ви со ти три кут ни ка АВС пе ре ти-
на ють ся в одній точці.

Пе рет во рен ням подібності з k = 2 �АВС → �А1В1С1, 
причо му: А → А1, В → В1, С → С1, О → Н і т. д. 

Нап ри клад, се ре ди на відрізка ВС (точ ка Ма) пе ре-
й де в точ ку А (се ре ди ну відрізка С1В1). Точ ка М, яка 
міститься на АМа вдвічі ближ че до Ма, ніж до А, пе рей де 
са ма в се бе (мал. на полі). Ця точка М – цент роїд три-
кут ни ка АВС (точ ка пе ре ти ну його медіан). 

Отримали: пе рет во рен ня �АВС → �А1В1С1 є го мо-
тетією віднос но точ ки М з ко ефіцієнтом k  –2. Звідси 
маємо такі опорні факти.

1. О → Н, Ма → А з k = –2 віднос но точки М, тоді 
НА = 2ОМа; ана логічно НВ = 2ОМb, НС = 2ОМс 
(Мb і Мс – се ре ди ни сторін b і с три кут ни ка АВС). 
Маємо:

HA  2ОМa,  HB  2ОМb,  HC  2ОМс.
2. О → Н, А → А1, тоді радіус опи са но го ко ла R → |НА1| 

і НА1 = 2R; ана логічно НВ1 = НС1 = 2R. Маємо:

HA1  HB1  HC1  2R.
3. З �НВ1А (мал. на полі): HB2

1 – AB2
1 = AH2 = 4R2 – a2. 

Маємо:

AH2  4R2 – a2,  BH2  4R2 – b2,  CH2  4R2 – c2.

4. Пло ща S1 три кут ни ка А1В1С1 дорівнює k2 . S = 4S, 
де S – пло ща три кут ни ка АВС. Маємо:

S1  4S.
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Зав дан ня 24

1. Да но кут і точ ку М все ре дині ць о го ку та. По бу дуй те відрізок з кінця ми на сто-
ро нах за да но го ку та так, щоб точ ка М ділила цей відрізок у відно шенні 1 : 2.

2. На се лені пунк ти А і В роз та шо вані на різних бе ре гах річки. Бе ре ги річки па ра-
лельні. Пря ма АВ не пер пен ди ку ляр на до бе ре гів. Де тре ба по бу ду ва ти міст, щоб 
шлях від А до В був най мен шим?

3. По бу дуй те відрізок за да ної дов жи ни a па ра лель но за даній прямій l з кінця ми на: 
а) двох да них пря мих; б) двох да них ко лах.

4. По бу дуй те тра пецію за: а) ос но ва ми і діаго на ля ми; б) бічною сто ро ною, діаго на-
ля ми і ку том між ни ми.

5.  По бу дуй те рівнос то ронній три кут ник, у яко го центром є за да на точ ка О, а 
кінці однієї сто ро ни ле жать на двох да них пря мих.

6.  По бу дуй те рівно бед ре ний три кут ник за да ним ку том α між рівни ми сто ро на ми, 
зна ю чи, що вершина цього кута – дана точка А, а інші дві вер ши ни ле жать на: 
а) двох да них пря мих; б) двох да них ко лах.

AH = 2ОМa

AH2 = 4R2 – a2
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Для допитливих
У квадраті АВСD провели два взаємно перпен ди ку-
ляр  ні відрізки МN і PQ (див. мал.). Покажіть, що 
сума пери мет  рів чотирикутників АРОN і CQOM дорів-
нює сумі периметрів чотирикутників ВNOQ і DMOP.

7.  По бу дуй те рівнос то ронній три кут ник за по ло жен ням йо го цент ра і відста ня ми 
двох вер шин від да ної точ ки М.

8.  Чо ти ри кут ник АВСD впи са ний у ко ло, центр яко го містить ся все ре дині цього чо-
ти ри кут ни ка. Су ма кутів АОВ і СОD дорівнює 180°. До ведіть, що су ма від ста   ней 
від цент ра ко ла до сторін ць о го чо ти ри кут ни ка дорівнює йо го півпе ри мет ру.

9. Всередині рівностороннього три кут ни ка АВС поз на чи ли точ ку М. До ведіть, що з 
відрізків МА, МВ і МС завжди мож на по бу ду ва ти три кут ник. Знайдіть ку ти цьо   го 
три кут ни ка, як що ∠АМВ = ϕ1, ∠ВМС = ϕ2, ∠АМС = ϕ3.

10. По бу дуй те квад рат, у яко го од на діаго наль нале жить даній прямій, а кінці дру-
гої діаго налі містять ся на другій даній прямій і да но му колі.

11. Точки K і N належать сторонам АВ і АС гострокутного трикутника АВС. На сто-
ро ні ВС трикутника АВС знайдіть таку точ ку P, щоб пе ри метр три кут ни ка 
KPN був най мен ший.

12. По бу дуй те три кут ник за вер ши ною А і пря ми ми, на яких ле жать бі сек три си 
кутів В і С.

13. Да но три прямі a, b і c, які по пар но пе ре ти на ють ся. По бу дуй те від рі зок, пер пен-
ди ку ляр ний до пря мої b, се ре ди на яко го ле жить на прямій b, а кінці – на пря-
мих а і с. Чи завж ди за да ча має розв’язок?

14. На річці є два ост ро ви. Ту рис там на човні тре ба з од но го ост ро ва пот ра пи ти на 
інший і по бу ва ти (по черзі) на обох бе ре гах річки. Прок ладіть марш рут для 
ту ристів так, щоб су мар ний їх шлях був най ко рот шим. Бе ре ги річки мож на 
вва жа ти па ра лельними прямими.

15. На сто ро нах АВ, ВС, СD, DA па ра ле лог ра ма АВСD поз на чи ли від по від  но точ ки 
K, M, N і Е так, що KMNЕ – па ра ле лог рам. До ведіть, що точ ки пе ре ти ну діаго-
на лей цих двох па ра ле лог рамів збігаються.

16. По бу дуй те відрізок із се ре ди ною в за даній точці і кінця ми на: а) двох за да них 
ко лах; б) двох за да них пря мих.

17. По бу дуй те квад рат із цент ром у за даній точці О так, щоб дві йо го па  ра лельні 
сторо ни або їх про дов жен ня про хо дили че рез дві дані точ ки М і N.

18. По бу дуй те тра пецію ABCD за да ни ми не па ра лель ни ми пря мими АС і BD, 
се реди ною бічної сто ро ни і точ кою на прямій ВС.

19. По бу дуй те три кут ник АВС за по ло жен ням вер ши ни С і дво ма пря ми ми, які 
містять медіани, проведені з вершин А і В.

20. По бу дуй те ромб за гост рим ку том і су мою діаго на лей.
21. Впишіть у да ний кут ко ло, що про хо дить че рез за да ну точ ку все ре дині ць о го 

ку та. 
22. Впишіть у за да ний рівно бед ре ний три кут ник: а) квад рат зі сто ро ною на ос нові 

трикутника і дво ма вер ши на ми на його бічних сто ро нах; б) пря мо кут ник зі сто-
ро ною на ос нові три кут ни ка, дво ма вер ши на ми на його бічних сто ро нах і діаго-
на ля ми, па ра лель ни ми бічним сто ро нам.

23. Знайдіть ге о мет рич не місце то чок, що діля ть навпіл хор ди да но го ко ла, про ве-
дені че рез спільну точ ку А, як що: а) А на ле жить ко лу; б) А не на ле жить ко лу.

24. Знайдіть ге о мет рич не місце то чок, що поділя ють у відно шенні 1 : 3 січні да но го 
ко ла, про ве дені з точ ки А.

25. По бу дуй те ко ло, яке про хо дить че рез дві за дані точ ки і до ти каєть ся до за да ної 
пря мої.

26. По бу дуй те квадрат, три вершини якого належать трьом заданим паралельним 
прямим.
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  Па ра лель не  пе ре не сен ня 
на  ко ор ди натній  пло щині

На га даємо, що при па ра лель ному пе ре не сен ні всі 
точ ки фігу ри переміщу ють ся в од но му й то му са мо-
му нап рямі на од ну й ту са му відстань. Тоб то дві 
довільні точ ки А і В фігу риQпро об ра зу пе рет во рю ють ся 
на точ ки А1 і В1 фігу риQоб ра зу так, що точ ки А, В, В1, 
А1 або утворюють па ра ле лог ра м, або нале жать одній 
прямій.

Поз на чи мо ко ор ди на ти то чок А, А1, В, В1 як А(xA; yA), 
A1(x′A; y′A), В(xB; yB), B1(x′B; y′B). Маємо (мал. 3.29):
1) АВ || А1В1 і АK || Ох || А1М, тоді ∠BAK = ∠B1A1M; 
2) АВ = А1В1 і ∠BAK = ∠B1A1M, тоді 	ABK = 	A1B1M;
3) xB − xA = АK = А1М = x′B − x′A.

Мал. 3.29

Ми розгляну ли випадок xB > xA. 
Як що xА > xB, відповідно до попереднього маємо xA − 

− xB = x′A − x′B і співвідношення xB − xA = x′B − x′A вико-
нується. 

Як що xB = xA, то АВ | |Оy і A1B1| |АВ | |Оy, тоб то маємо: 
xB − xA = 0 = x′B − x′A.

У випадку, якщо точки А, В, B1, A1 належать прямій, 
очевидно, що співвідношення xB − xA = x′B − x′A теж 
виконується.

Таким чином ми до ве ли, що при па ра лель но му пе ре-
не сенні для двох довіль них то чок А і В фігу риeпро об ра-
зу, які пе реходять у точ ки А1 і В1 фігу риeоб ра зу, ви ко-
нуєть ся співвідно шен ня: xB − xA = x′B − x′A. 

Тоді для ць о го пе рет во рен ня x′B − xB = x′A − xA – ве ли-
чи на ста ла, по з на чи мо її через k. Якщо відомо зна-
чення k, можна визначити абсцису точки-образу за 
абсцисою точки-прообразу: 

x′A = xA + k, x′B = xB + k, ... .

132

ABB1A1 − па ра ле ло-
г рам.

x′A − xA = x′B − xB =  a
y′A − уA = y′B − yB =  b

Па ра ле льне 
перенесення:

(x; y) → (x + k; y + m)
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Для допитливих
1. До ведіть, що при па ра лель но му пе ре не сенні ко ло пе ре хо дить у ко ло.
2. Да но три кут ник АВС. Точ ка М лежить усе ре дині ць о го три кут ни ка і 
ру хаєть ся па ра лель но сто роні ВС до пе ре ти ну зі сто ро ною СА, далі – па ра-
лель но АВ до пе ре ти ну з ВС, потім – па ра лель но АС до пе ре ти ну з АВ і т. д. 
До ведіть, що че рез де я ке чис ло кроків тра єк торія ру ху точ ки зам к неть ся.

Ана логічно отримаємо: y′A = yA + m, y′B = yB + m, ... .
То му перетворенню па ра лель не пе ре не сен ня мож на 

да ти і та ке оз на чен ня.

Па ра лель ним пе ре не сен ням на зи ваєть ся пе ре-
тво рен ня, при яко му довіль на точ ка (х; y) фігу-
ри<про об ра зу пе ре хо дить у точ ку (x + k; y + m) 
фігу ри<об ра зу.

Порівняємо дов жи ни відрізків АВ і А1В1:

АВ2 = (xB − xA)2 + (yB − yA)2 = ((xB + k) − (xA + k))2 + 
+ ((yB + m) – (yA + m))2 = А1В1

2.

Звідси: АВ = А1В1, відстані зберіга ють ся, і па ра лель не 
пе ре не сен ня є рух, як ми і каза ли раніше.

З а  у  в а  ж е н  н я .  Ко рис ту ю чись ко ор ди нат ним 
ме то дом, до ведіть ВЛАС ТИ ВОСТІ па ра лель но го 
пе ре не сен ня. 

1. При па ра лель но му пе ре не сенні пря ма пе ре хо дить у 
па ра лель ну їй пря му (або са ма в се бе). 

2. Як що при па ра лель но му пе ре не сенні точ ки А, В, С 
пе рехо дять  у точ ки А1, В1, С1 і при ць о му точ ка С 
на ле жить відрізку АВ, то точ ка С1 ле жа ти ме на 
відрізку А1В1. 

3. Ку ти між пря ми ми зберіга ють ся.
4. Ком по зиція (тоб то послідов не ви ко нан ня) двох па  ра-

лель них пе ре не сень є па ра лель ним пе ре не сен ням.
По ра да. Ско рис тай те ся ме то дом від суп ро тив но го.
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ВЛАСТИВОСТІ 
паралельного
перенесення:

1. (AB) → (A1B1) || (AB)

2. C ∈ [AB] 
↓ 
C1 ∈ [A1B1]

3. (AB)^n = (A1B1)^n1

4. F → F1 → F2

па ра лель ним 
пе ре не сен ням

⇓
F → F2

па ра лель ним 
пе ре не сен ням

Прак тич на ро бо та 21
1. Нак ресліть де кар то ву сис те му ко ор ди нат і довіль ний три кут ник у ній. Поз нач те 

його вер ши ни як А, В, С і за пишіть їх ко ор ди на ти.
2. За пишіть ко ор ди на ти то чок А1, В1 і С1, абс ци си яких більші на 3 оди ниці за абс-

ци си то чок А, В і С, а ор ди на ти менші на 2 оди ниці за ор ди на ти то чок А, В і С 
відповідно. 

3. У тій самій координатній площині (див. п. 1) нак ресліть три кут ник з вер ши на ми 
у точ ках А1, В1, С1 і пе ревірте: а) чи рівні відрізки CC1, BB1, AA1; б) чи па ра лельні 
відрізки CC1, BB1, AA1; в) чи рівні відповідні сто ро ни три кут ників АВС і А1В1С1. 
По ясніть чо му. Чи є трикутники АВС і А1В1С1 рівними?

4. Що мож на ска за ти про ку ти три кут ників АВС і А1В1С1? Зробіть вис но вок.
5. Знайдіть різни цю між відповідни ми ко ор ди на та ми се ре дин сторін АВ і А1В1. 

Зробіть вис но вок.
6. Пе ревірте, чи па ра лельні медіани, про ве дені до сторін АВ і А1В1 три кут ників 

АВС і А1В1С1. Зробіть вис но вок. 
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Для допитливих
Па ра лель не пе ре не сен ня до по мо же вам розв’яза ти наступні за дачі.
1. Да но кут АВС і пря му l. По бу дуй те пря му, па ра лель ну l, на якій сто ро ни 
ку та АВС відти на ють відрізок за да ної дов жи ни а.
2. Да но два ко ла і пря ма l. По бу дуй те пря му l1, па ра лель ну l, так, щоб: 

а) відстань між точ ка ми пе ре ти ну l1 з даними ко ла ми ма ла за да не значен-
ня а; 
б) обид ва за да них ко ла відти на ли на прямій l1 рівні хор ди; 
в) за дані ко ла відти на ли на прямій l1 хор ди, су ма (або різни ця) яких 
дорівнює за да ному відрізку а.

Зав дан ня 25

1°. Ви ко най те па ра лель не пе ре не сен ня то чок А(2; 5), В(0; −7), С(3; 0) на 3 оди ниці 
па ра лель но осі абс цис у до дат но му нап рямі. За пишіть ко ор ди на ти по бу до ва-
них то чок. 

2°. Ви ко най те па ра лель не пе ре не сен ня то чок А(0; 2), С(−3; 4), О(0; 0) на 5 оди-
ниць па ра лель но осі ор ди нат у від’ємно му нап рямі. За пишіть ко ор ди на ти 
по бу до ва них то чок.

3. При па ра лель но му пе ре не сенні, яке за даєть ся фор му ла ми x1 = x − 3, y1 = y + 2, 
точ ка A відоб ра жаєть ся в точ ку A1. Знайдіть ко ор ди на ти точ ки A1, як що: 
а) A(−2; 4); б) A(11; 8); в) A(−3; 0). 

4. Чи існує па ра лель не пе ре не сен ня, при яко му: а) точ ка А(2; 1) пе ре хо дить у точ-
ку А1(4; 3), а точ ка В(1; 0) – у точ ку В1(0; −1); б) точ ка С(−2; 1) пе ре хо дить у точ-
ку С1(−1; 0), а точ ка Р(1; −3) – у точ ку Р1(0; −4)?

5. При па ра лель но му пе ре не сенні, яке за даєть ся фор му ла ми x1 = x + 8, y1 = y − 1, 
точ ка B пе реходить у точ ку B1. Знайдіть ко ор ди на ти точ ки B, як що: а) B1(0; 4); 
б) B1(−12; 9); в) B1(−5; −4).

6. За пишіть фор му ли па ра лель но го пе ре не сен ня, яке: а) точ ку C(−4; 7) від об ра-
жає у точ ку C1(8; −3); б) точ ку D(0; 5) відоб ра жає у точ ку D1(7; 8).

7. При па ра лель но му пе ре не сенні точ ка A(3; −7) відоб ра жаєть ся в точ ку A1(−5; 1). 
В яку точ ку відоб ра жаєть ся точ ка: а) B(−8; 6); б) F(3; 17)?

8. При па ра лель но му пе ре не сенні точ ка О(0; 0) пе ре хо дить у точ ку В(3; 0). 
Знайдіть ко ор ди на ти про об ра зу точ ки: а) А1(−5; 4); б) B1(−12; 9).

9*. При па ра лель но му пе ре не сенні вер ши на А(1; 3) три кут ни ка АВС пе ре хо дить у 
вер ши ну K(5; −3) три кут ни ка KLM. Знайдіть ко ор ди на ти двох інших вер шин 
ут во ре но го три кут ни ка KLM, як що В(6; 1), С(−1; −1).

10. Вер ши ни три кут ни ка АВС ма ють ко ор ди на ти: А(1; 1), В(−1; 2), С(0; 9). 
Знайдіть ко ор ди на ти вер шин об ра зу ць о го три кут ни ка, отриманого па ра лель-
ни м пе ре не сенням: x1 = x + 3; y1 = y − 2.

11*. При па ра лель но му пе ре не сенні центр ко ла (x − 2)2 + (y + 3)2 = 16 потра пив у точ-
ку (−10; 6). За пишіть відповідні фор му ли цього перетворення.

12*. Да но ко ор ди на ти кінців відрізка M(4; −6) і N(−6; 8). Знайдіть па ра лель не пе ре-
не сен ня, при яко му се ре ди на відрізка пот ра пить у по ча ток ко ор ди нат. Знайдіть 
ко ор ди на ти кінців відрізка-образу при такому перетворенні.

13*. Вкажіть ко ор ди на ти цент ра кола-образу і знайдіть його рівнян ня для па ра-
лель ного пе ре не сення x1 = x − 1; y1 = y + 2, як що рівнян ня відповідн о го про об ра-
зу має виг ляд: а) x2 + y2 + 6x − 8y + 21 = 0; б) x2 + y2 − 10x + 2y + 1 = 0.

14*. Пря ма 3x − 2y = 1 після па ра лель но го пе ре не сен ня про хо дить че рез точ ку: а) (0; 3); 
б) по ча ток ко ор ди нат; в) (−1; 7). Знайдіть рівнян ня пря мої після пе ре не сен ня.

15**. По бу дуй те відрізок, кінці яко го на ле жать двом да ним пря мим, а се ре ди ною є 
за да на точ ка.

16**. По бу дуй те геометричну мно жи ну то чок, різни ця відда лей від яких до двох 
за да них пря мих є ве ли чи ною ста лою.
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Для допитливих
Пе рет во рен ня осьової си метрії лег ко за пи са ти, як що сумістити одну з 
координатних осей з віссю си метрії. А як знайти координати точки, 
симетричної даній відносно прямої, що не збігається з віссю Оy (або Ox). 

Як що це пря ма x = a (або y = b), яка па ра лель на одній з осей ко ор ди нат, 
тре ба па ра лель ним пе ре не сен ням x′ = x − a (y′ = y – b) вісь Оy (або Ox) 
сумістити з віссю си метрії. Після чого виконати пе рет во рен ня си метрії і 
обер не не па ра лель не пе ре не сен ня. Тоді точ ка, си мет рич на точці А(хА; yА) 
віднос но пря мої x = a (або y = b), має ко ор ди на ти А1(−хА + 2а; yА) (або 
А1(хА; −yА + 2b)).

А як що вісь си мет рії (n) – пря ма y = kx + l, не па ра лель на осям ко ор ди-
нат? Є дві можливості.

Можна: послідовно здійснивши па ра лель не пе ре не сен ня і поворот, 
сумістити одну з осей координат із віссю симетрії; після осьової симетрії 
здійснити обернені перетворення па ра лель ного пе ре не сен ня і повороту.

Можна: записати рівняння прямої, перпендикулярної до (n), що 
проходить через точку A; обчислити координати P – точки перетину цього 
перпендикуляра з (n); за пи са ти умо ву то го, що точ ка P є се рединою 
відрізка АА1, і знай ти ко ор ди на ти точки А1.

  Пе рет во рен ня  си метрії 
на  ко ор ди натній  пло щині

ОСЬ О ВА  СИ МЕТРІЯ
При пе рет во ренні осьової си -

метрії зручно спря му ва ти одну з 
координатних осей уз довж осі 
си метрії. Тоді лег ко знай ти ко ор-
ди на ти то чок образу.

Як що вісь си метрії збігається з 
віссю Оy (мал. 3.30-а), то ор ди на-
ти від повідних то чок образу і про-
образу рівні, а їхні абс ци си про-
ти лежні: 

y′A = yA; x′A = −xA.
Як що вісь си метрії збігається з 

віссю Ох (мал. 3.30-б), то абс ци си 
відпо відних то чок образу і про-
образу рівні, а ор ди на ти – про ти-
лежні: 

x′A = xA; y′A = −yA.
Пе ре ко наємо ся, що відстань 

між точ ка ми при пе рет во ренні 
осьової си метрії не змі нюєть ся. 

Обе ре мо вісь си метрії за вісь 
абс цис (мал. 3.30-б). Маємо:

АВ2 = (xB − xA)2 + (yB − yA)2 = 
= (xB − xA)2 + ((−yB) − (−yA))2 = А1В1

2.
Звідси: АВ = А1В1, відстані справді зберіга ють ся, і 

пе рет во рен ня си метрії віднос но пря мої є рухом.
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ЦЕНТ РАЛЬ НА СИ МЕТРІЯ

При перетворенні центральної симетрії зручно 
обирати за по ча ток координат центр си метрії. 

Тоді, як що точ ка А(xA; yA) пе рет во рен ням си метрії 
від нос  но точ ки О(0; 0) пе ре хо дить у точ ку A1(x′A; y′A), 
то і абс ци са, і ор ди на та точ ки змі ню ють зна ки на про-
ти лежні x′A = −xA і y′A = − yA (мал. 3.31-а). То це випливає 
з рівності двох пря мо кут них три кут ників (АОK і А1ОМ) 
за гіпо те ну зою і гост рим ку том (мал. 3.31-б).

Мал. 3.31

Пе ре ко наємо ся, що відстань між точ ка ми при цент-
ральній си метрії не змінюєть ся. 

Маємо (мал. 3.31-б):
АВ2 = (xB − xA)2 + (yB − yA)2 = ((−xB) − (−xA))2 + 

+ ((−yB) − (−yA))2 = А1В1
2.

Звідси: АВ = А1В1, відстані дійсно зберіга ють ся, і 
пе рет во рен ня си метрії віднос но точ ки є рухом.

Ко рис ту ю чись ко ор ди нат ним ме то дом, до  ведіть 
такі ВЛАС ТИ ВОСТІ пе рет во рень си  метрії. 

1. Пря ма пе ре хо дить у пря му. 
2. Напівпря ма пе ре хо дить у напівпря му.
3. Відрізок переходить у відрізок.
4. Як що об ра за ми то чок А, В і С є точ ки А1, В1 і С1 і при 

ць о му точ ка С на ле жить відрізку АВ, то точ ка С1 
ле жа ти ме на відрізку А1В1.

5. Ку ти між пря ми ми зберіга ють ся. 

Зауваження. Якщо центр симетрії O(xO; yO) не 
збігається з початком координат, то координати 

точки А1, симетричної точці А(xA; yA), отримуємо з 
умови, що точка O є серединою відрізка АА1:
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ВЛАС ТИ ВОСТІ 
пе ре творень 

симетрії:

1. (AB) → (A1B1)

2. [AB) → [A1B1)

3. [AB] → [A1B1]

4. C ∈ [AB]
    ↓
    C1 ∈ [A1B1]

5. n^m = n1^m1
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Для допитливих
Про улюб ле ний ме тод до ве ден ня «будьgчо го» Рей мон да М. Смалліана.
Цей ме тод має ли ше один не долік – ско рис та ти ся ним мо же той, хто хо ча б 
трішки вміє по ка зу ва ти фо ку си з кар та ми.

Про де мо н струємо цей ме тод на прик ладі. Не хай вам тре ба ко мусь до вес ти, 
що ви – граф Дра ку ла. Тоді ви го во ри те своєму опо нен тові: «З усієї логіки вам 
не об хідно зна ти ли ше од не – як що за да но два тверд жен ня р і q, причо му р – 
пра виль не, то хо ча б од не з тверд жень {р, q} – пра виль не». Це нав ряд хтоeне-
будь бу де за пе ре чу ва ти. «Чу до во, – ка же те ви і вий маєте з ки шені ко ло ду 
карт: – Ви ба  чи те, ця кар та чер во ної масті». І з ци ми сло ва ми ви кла де те кар-
ту чер во ної мас ті малюнком донизу на ліву ру ку своєї «жерт ви» і про си те 
нак ри ти цю кар ту звер ху пра вою ру кою. «Не хай р – тверд жен ня про те, що ви 
три маєте кар ту чер во ної масті, а q – про те, що я є гра фом Дра ку лою, – про дов-
жуєте ви. – Чи згодні ви, що або р, або q пра виль не?» Ва ша «жерт ва» по го-
джуєть ся. «А те пер відкрий те кар ту!» – на ка зуєте ви. «Жерт ва» слух ня но 
відкри ває кар ту і ба чить, що во на чор ної масті! «Тоді, – за ве р шуєте ви своє 
«до ве ден ня», – тверд жен ня q – пра виль не, і я – граф Дра ку ла!»

Прак тич на ро бо та 22

1. Нак ресліть декартову сис те му ко ор ди нат і позначте в ній точки А(2; 3), В(5; 0), 
С(0; −7).

2. По бу дуй те точ ки, си мет ричні точ кам А, В, С віднос но: а) осі Ох; б) осі Оу. 
За пишіть ко ор ди на ти по бу до ва них то чок.

Прак тич на ро бо та 23

1. Нак ресліть декартову сис те му ко ор ди нат і в ній три кут ник, вер ши ни яко го 
ма ють ко ор ди на ти А(−5; 5), В(−1; 3), С(−5; 1).

2. По бу дуй те три кут ни ки А1В1С1 і А2В2С2, ут во рені пе рет во рен ням си метрії три-
кутни ка АВС віднос но осей Ох і Оу відповідно.

3. Знайдіть ко ор ди на ти вер шин три кут ників А1В1С1, А2В2С2 та порівняй те їх з ко ор-
ди на та ми вер шин три кут ни ка АВС. Зробіть вис но вок.

Зав дан ня 26
1°. Точ ка А(х; у) відоб ра жаєть ся ось о вою си метрією відносно осі Ох у точ-

ку А1(2; −5). Виз нач те ко ор ди на ти точ ки А.
2. Задано дві точки, си мет рич ні віднос но осі Ох. Відновіть про пу щені ко ор ди на ти:
 а) А(5; ...) і А1(...; −2);  б) D(...; 4) і D1(12; ...);  в) M(2; ...) і M1(2; ...).
3. Задано дві точки, си мет рич ні віднос но осі Оу. Відновіть про пу щені ко ор ди на ти:
 а) А(...; 7) і А1(3; ...); б) F(4; ...) і F1(...; −2);  в) K(...; 3) і K1(...; 3).
4°. Віднос но якої з ко ор ди нат них осей си мет рич ни ми є точ ки: 
 а) А(7; 2) і А1(−7; 2); б) В(−3; −2) і В1(−3; 2)?
5. Се ред то чок А(1; 5), В(3; −2), С(−1; 5), D(0; −7), Е(5; −1), F(0; 7), G(−2; 3), 

H(4; 0), K(0; 4), L(2; 1), M(1; −10) ви беріть пари точок: 
 а) си мет ричні віднос но осі Ох;  б) си мет ричні віднос но осі Оу.
6*. Ося ми си мет рії квад ра та є осі ко ор ди нат. Точ ка K(4; −4) – се ре ди на однієї зі 

сторін. Знайдіть ко ор ди на ти вер шин квад ра та.
7*. ABCD – пря мо кут ник, осі си метрії яко го x = −2, y = 3. Причому C(−7; −1). 

Знайдіть ко ор ди на ти інших вер шин пря мо кут ника.
8**. Да но точ ку A(3; 4). Знайдіть ко ор ди на ти точ ки: а) A1, яка си мет рич на точці A 

віднос но пря мої y = x; б) A2, яка си мет рич на точці A віднос но пря мої y = −x.
9**. Да но точ ки А(−2; 3) і В(4; −3). За пишіть рівнян ня прямої, відносно якої точка А 

симетрична точці В.
10**. Точ ки A(2; 7) і A1(4; −1) си мет ричні відносно деякої осі. Складіть рівнян ня осі 

си метрії. Якій точці бу де си мет рич на точ ка B(−2; 6) віднос но цієї осі?
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Для допитливих
1. Виз начте ко ор ди на ти точ ки N, си мет рич ної точ ці М(2; 3), віднос но пря-
мої, яка про хо дить че рез точ ки А і В, як що: а) А(2; 1), В(0; 1); б) А(3; 1), 
В(1; −1).
2. Знайдіть рівнян ня пря мої, в яку пе ре хо дить пря ма y = 2 при по во ро ті нав-
ко ло: а) точ ки (0; 2) на 30°; б) по чат ку ко ор ди нат на 45°.
3. Сто ро на квад ра та дорівнює 2. За пишіть йо го одним рівнян ням, як що сто-
ро ни цьо го квад ра та па ра лельні осям ко ор ди нат, а йо го цент р має ко ор ди-
на ти: а) (0; 0);   б) (2; 0);   в) (0; −3);   г) (−1; 4).

11**. Да но точ ки А(−1; 5) і В(4; −6). Знайдіть ко ор ди на ти то чок, си мет рич них точ-
кам А і В: а) віднос но пря мої 2x − 3y = 0; б) віднос но пря мої x + 2y = 4.

12**. Складіть рівнян ня ко ла, си мет рич но го ко лу (x − 4)2 + (y + 1)2 = 25 віднос но 
пря мої: а) y = x; б) y = x + 2; в) y = 2x − 1.

13**. Вер ши ни ром ба ле жать на пря мих y = x, y = −x. Се ре ди на однієї зі сторін має 
ко ор ди на ти (1; 2). Знайдіть ко ор ди на ти се ре дин усіх ін ших сторін.

14**. Точ ки M і N ле жать по різні бо ки від пря мої l. Знайдіть координати точ ки X 
прямої l, для якої бісект ри са ку та MXN нале жить прямій l.

15**. Точ ки A і B ле жать по різні бо ки від пря мої l. Знайдіть координати точ ки на 
прямій l, для якої різни ця відста ней до то чок A і B бу ла б найбіль шою.

16**. Точ ки A і B ле жать по один бік від пря мої l. Знайдіть координати точ ки на 
прямій l, су ма відста ней від якої до то чок A і B бу ла б най мен шою.

17**. По бу дуй те три кут ник за вер ши ною і пря ми ми, на яких ле жать бісект ри си 
двох інших кутів.

18**. По бу дуй те ромб за гост рим ку том і су мою діаго на лей.
19**. По бу дуй те три кут ник за точ ка ми, які си мет ричні цент ру опи са но го навколо 

нього ко ла віднос но йо го сторін.

Прак тич на ро бо та 24

1. Нак ресліть декартову сис те му ко ор ди нат і в ній три кут ник з вер ши нами в 
точках А(1; 1), В(2;4), С(7; 0).

2. Ви ко найте пе рет во рен ня си метрії точок А, В, С віднос но по чат ку ко ор ди нат. 
Позначте відповідні точки як А1, В1, С1.

3. Знайдіть ко ор ди на ти вер шин три кут ни ка А1В1С1 і порівняй те їх з ко ор ди на та -
ми вер шин три кут ни ка АВС. Зробіть вис но вок.

Прак тич на ро бо та 25

1. Нак ресліть декартову сис те му ко ор ди нат і в ній довільний три кут ник KMN.
2. По бу дуй те три кут ник K1M1N1, си мет рич ний три кут ни ку KMN віднос но осі Ох.
3. По бу дуй те три кут ник K2M2N2, си мет рич ний три кут ни ку KMN віднос но осі Оу. 
4. По бу дуй те три кут ник K3M3N3, си мет рич ний три кут ни ку KMN віднос но по чат ку 

ко ор ди нат.
5. Які з три кут ників сумісти ли ся? Зробіть вис но вок.

Зав дан ня 27

1°. По бу дуй те точ ки, си мет ричні точ кам А(3; −2), В(0; 5) і С(−2; −4) віднос но по чат-
ку ко ор ди нат. За пишіть їх ко ор ди на ти.

2°. Точ ка А відоб ра же на си метрією віднос но по чат ку ко ор ди нат в точ ку А1(−3; 4). 
Які ко ор ди на ти точ ки А?

3°. Точ ки В(3; ...) і В1(...; −1) си мет ричні віднос но по чат ку ко ор ди нат. Відновіть 
про пу щені ко ор ди на ти то чок.

4°. Точ ка А має ко ор ди на ти (а; b). Які ко ор ди на ти має точ ка, си мет рич на точці А 
віднос но по чат ку ко ор ди нат?
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Для допитливих
До ведіть опорні факти.
1. Перетворення симетрії відносно початку координат є композицією 
осьових симетрій відносно Оx і Оy. 
2. Перетворення симетрії відносно точки (xO; yO) є композицією осьових 
симетрій відносно прямих x = xO і y = yO.
Ось ові си метрії є «цег лин ка ми», з яких мож на «по бу ду ва ти» всі інші ру хи 
на пло щині. Упевніться в цьому самі, розв’язуючи такі опорні задачі.
3. До ведіть, що ком по зиція двох цент раль них си метрій є па ра лель ним 
пе ре не сенням.
4. До ведіть, що ком по зиція па ра лель но го пе ре не сення і цент раль ної си -
метрії є цент раль ною си метрією.
5. До ведіть, що ком по зиція двох ось о вих си метрій є па ра лель ним пе ре не-
сенням, як що їх осі па ра лельні, і по во ротом нав ко ло точ ки О, як що їх осі 
пе ре ти на ють ся у точці О. 
6. Доведіть, що композиція повороту навколо точки О і осьової симетрії 
відносно прямої, яка проходить через точку О, є осьовою симетрією.
7. Доведіть, що будь-який рух є композицією повороту, паралельного пере-
не сення й осьової симетрії.
8. До ведіть, що будьeякий рух на пло щині є ком по зицією не біль ш як трьох 
си метрій віднос но пря мих.

5. Се ред то чок А(−1; 5), В(3; −2), С(0; 0), D(5; 1), F(1; −5), G(7; 0), H(−3; 2) 
ви беріть ті, які по пар но си мет ричні віднос но по чат ку ко ор ди нат.

6. Точ ка А(−3; 4) відоб ра жаєть ся ось о вою си метрією віднос но осі Оу у точ ку А1. 
Точка А1 відоб ра жаєть ся ось о вою си метрією віднос но осі Ох у точ ку А2. 
Точка А2 відоб ра жаєть ся центральною си метрією віднос но початку координат 
у точку А3. За пишіть ко ор ди на ти то чок А1, А2, А3.

7. Да но точ ку A(3; 7). Які ко ор ди на ти має точ ка, си мет рич на A від нос но: 
а°) по чат ку ко ор ди нат; б*) точ ки B(3; 2); в*) точ ки C(−1; −6)?

8*. Да но точ ки A(−3; 8), B(12; −4). Знайдіть центр си метрії то чок A і B.
9. Вер ши ни три кут ни ка містять ся в точ ках A(3; 4), B(−1; 0), C(2; −3). Знайдіть 

ко ор ди на ти вер шин три кут ни ка, який си мет рич ний да но му віднос но: 
а) по чат ку ко ор ди нат; б*) вер ши ни A; в*) точ ки M(1; 1).

10*. Три вер ши ни па ра ле лог ра ма ABCD ма ють ко ор ди на ти A(2; 7), B(−1; 4), 
C(−3; −5). Знайдіть ко ор ди на ти цент ра си метрії па ра ле лог ра ма і ко ор ди на ти 
точ ки D.

11*. На пишіть рівнян ня ко ла, яке си мет рич не ко лу (x − 3)2 + (y + 2)2 = 7 віднос но 
точ ки K(5; 4).

12. Складіть рівнян ня пря мої, си мет рич ної прямій 2x − 3y = 6 віднос но: а*) по чат-
ку ко ор ди нат; б**) точ ки M(1; 3).

13**. До ведіть, що цент ри си метрії середин про ти леж них сторін чо ти ри кут ни ка 
збіга ють ся.

14**. По бу дуй те відрізок із се ре ди ною в даній точці і кінця ми на: а) двох   да них пря-
мих; б) даній прямій і да но му колі; в) двох да них ко лах.

15**. По бу дуй те па ра ле лог рам з цент ром симетрії у даній точці O і вер ши на ми на: 
а) трь ох да них пря мих; б) двох пря мих і колі; в) трь ох ко лах.

16**. Спро буй те розв’яза ти за дачі 7 і 9, зас то со ву ю чи па ра лель не пе ре не сен ня.
17**. Діаго налі ром ба ле жать на пря мих y = x і y = −x. Се ре ди ною однієї зі сторін є 

точ ка (1; 2). Знайдіть ко ор ди на ти вер шин ром ба.
18**. Знайдіть ко ор ди на ти кінців відрізка, як що ко ор ди на ти йо го се ре ди ни (3; 4), а 

кінці ле жать на пря мих: 

 а) y = 2x + 5 і   б) y = 2x + 5 і y = −3x − 2.
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  По ляр на сис те ма ко ор ди нат і пе рет во рен ня 
по во рот на ко ор ди натній пло щині

В аналітичній ге о метрії зас то со ву ють ся не ли ше пря мо кутні сис те ми 
ко ор ди нат, а й ба га то інших систем. З них най по ши реніша сис те ма по ляр-
них ко ор ди нат, яка є ду же прос тою і зруч ною, на прик лад для опи су пе ре-
тво рен ня по во рот.

Розг ля не мо виз на чен ня по ляр них ко ор ди нат точ ки. 
Не хай у пло щині да но точ ку О (по люс) і півпря му Ох (по ляр ну вісь), що 

ви хо дить із точ ки О. Візь ме мо на цій пло щині довіль ну точ ку Р, по бу дуємо 
відрізок ОР і поз на чи мо дов жи ну ць о го відрізка че рез ρ, а кут РОх – че рез ϕ 
(мал. 3.32-а). 

Мал. 3.32

По ляр ни ми ко ор ди на та ми точ ки Р на зи ва ють ρ і ϕ: ρ – по ляр ним 
радіусом цієї точ ки, а ϕ – її по ляр ним ку том.

За у ва жи мо, що гра дус на міра по ляр но го ку та ϕ мо же ма ти зна чен ня 
більші за 180°, нап рик лад, як що точ ка розміще на відно сно по ляр ної осі 
так, як по ка за но на малюн ку 3.32-б.

Хто зай мав ся у ту рис тич них секціях, той лег ко зро зуміє, що рух за ази-
му том ґрунтується на то му са мо му прин ципі, що й по лярні ко ор ди на ти. 

За до по мо гою по ляр них ко ор ди нат мож на за да ва ти на пло щині різні 
мно жи ни то чок. 

Нап рик лад, ду же прос тим бу де рівнян ня ко ла з цент ром у по люсі. Як що 
радіус ко ла дорівнює R, то і по ляр ний радіус до віль  ної точ ки ко ла (і тіль ки 
то чок ко ла, що розг ля даєть ся) дорівнює R. Тоді рівнян ня ць о го ко ла має 
ви гляд ρ = R.

Розг ля не мо ще прик ла ди спіралей. Зауважимо, що при описуванні 
спіралей міра кута ϕ може перевищувати повний кут. Після того, як 
полярна вісь пройде перший повний оберт, мірою полярного кута ϕ буде 
сума радіанної міри кута POX (мал. 3.32-а) і повного кута, тобто 2π; після 
другого оберту до міри кута POX додають 2 ⋅ 2π і т. д.). Рівнян ня ρ = ϕ зоб-
ра жує спі раль – зі збіль шен ням міри ку та (у радіанах) збіль шуєть ся 
значення ρ.

Іншу спіраль опи сує рівнян ня  Тут ма лим зна чен ням ϕ відповіда ють 

ве ликі зна чен ня ρ і нав па ки. При збіль шен ні ϕ значення ρ змен шуєть ся – 
спіраль «нак ру чуєть ся» на точ ку О.

За у ва жен ня. Зна чен ня ку та ϕ в ос танніх рівнян нях зруч но за да ва ти 
не в гра ду сах, а в радіанах (див. c. 99).

Рівнян ня ρ = aϕ, де а – ста ле до дат не чис ло, виз на чає нескінчен ну лі нію, 
яка і на зи ваєть ся спірал лю Архіме да (мал. 3.33). 
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Для допитливих
1. Яку мно жи ну то чок опи сує рівнян ня ϕ = α, де α – де я ка постійна міра 
ку та (нап рик лад, 45°)?
2. За пишіть співвідношення, що визначає ГМТ площини, у декартових 
ко ор ди на тах: а) ϕ = 45°; б) ρ � 5; в) ρ > 2; г) ϕ � 30°.

Про ве де мо на ма люн ку 3.33 з точ-
ки О промінь ОL і поз на чи мо точ ки 
йо го пе ре ти ну зі спірал лю Архіме да 
в по ряд ку їх розміщен ня на ОL (ра -
хуючи від точки O) че рез А1, А2, 
А3, ... . Не хай кут А1Ox, що мен ший 
за 2π, дорівнює γ рад. Точці А2 бу де 
від повіда ти кут γ + 2π, А3 – кут (γ + 4π) 
і т. д. Тоді

ОА1 = aγ, ОА2 = a (γ + 2π), 
ОА3 = a (γ + 4π), ... . 

Звідси: А1А2 = А2А3 = ... = 2πa. Та ким чи ном, відстань 
між сусідні ми точ ка ми пе ре ти ну спіралі з променем OL 
є ста лою ве ли чи ною. Зауважимо, що цей висновок 
не зале жить від того, який саме напрям має про-
мінь ОL.

Від рівнян ня фігу ри в пря мо кут них де кар то вих ко ор-
ди на тах мож на пе рей ти до рівнян ня тієї са мої фігу ри в 
по ляр них ко ор ди на тах і навпаки. 

Як що взя ти за по ляр ну вісь до -
датну час ти ну осі Ох пря мо кут ної 
де  кар то вої сис те ми ко ор ди нат, а за 
по люс О – по ча ток ко ор ди нат 
(мал. 3.34), то мож на знай ти за  леж-
ність між пря мо кут ни ми де кар то ви-
ми ко ор ди на та ми точ ки (x; y) та її 
по ляр ни ми коор ди на та ми (ρ; ϕ):

x = ρ cos ϕ, y = ρ sin ϕ.

З пря мо кут но го три кут ни ка ОРK зна хо ди мо, що

Маємо фор му ли для пе ре хо ду від декартової пря мо-
кут ної сис те ми ко ор ди нат до по ляр ної і навпаки.

За у ва жен ня. Для то го щоб мож на бу ло ко рис ту ва-
ти ся та ки ми за леж нос тя ми для довіль но го по ло жен ня 
точ ки на пло щині, тре ба виз на чи ти три го но мет ричні 
функції для кутів, біль ших за 180°. Їх виз на ча ють по діб-
но до то го, як це ми ро би ли для кутів у ме жах від 0° до 
180° (с. 40), тоб то че рез ко ор ди на ти точ ки оди нич но го 
ко ла.
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Зв’язок між де кар-
то вою і по ляр ною 
сис те ма ми:

x = ρ cos ϕ, 
y = ρ sin ϕ,

Мал. 3.34

Мал. 3.33
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Для допитливих
Вам зараз важ ко зро зуміти переваги запису рівнянь 
кри вих у по лярній сис темі ко ор ди нат (бо ви ще 
тільки починаєте вив ча ти три го но метрію). Про те 
по ляр на сис те ма інко ли знач но зручніша за де кар-
то ву. Нап рик лад, квітку, яку ви ба чи те на ма люн-
ку, за дає рівнян ня ρ = sin 5ϕ.

Побудуйте кардіоїду, задану рівнянням ρ = 1 – 
– sin ϕ. Нагадаємо, що ця крива (див. «Геомет-
рія–7») – траєкторія точки кола, яка котиться (без 
проковзування) уздовж рівного йому нерухомого кола.

Розг ля даєть ся кінець радіуса одиничного ко ла з цент ром у по ча т-
ку ко ор ди нат (той, що міститься на півколі); відповідний кут 
відкла даєть ся від осі Ох про ти го дин ни ко вої стрілки.

Для довіль но го ку та:
• си нус ку та – ор ди на та (чисельно) кінця радіуса 

оди нич но го півко ла, що відповідає цьому куту;
• ко си нус ку та – абс ци са (чисельно) кінця радіуса 

оди нич но го півко ла, що відповідає ць о му ку ту 
(мал. 3.35).
Тобто чисельно:

x = cos α, y = sin α,   .

ПЕ РЕТ ВО РЕН НЯ ПО ВО РОТ

Те пер спро буємо за до по мо гою по ляр ної сис те-
ми ко ор ди нат опи са ти пе рет во рен ня по во рот. Для 
ць о го візь ме мо центр по во ро ту за по люс O. 

Не хай точ ка А фігу риeпро об ра зу має по лярні 
ко ор ди на ти А(ρA;  ϕA) (мал. 3.36). Після по во ро ту 
на кут α навколо центру поворота О точ ка А пе ре-
й де у точ ку А1(ρA; ϕA + α). 

Тоб то довіль на точ ка (ρ; ϕ) фігу риgпрооб ра зу 
пе ре хо дить по во ро том на кут α навколо полюса О 
у точ ку (ρ; ϕ + α) фігу риgоб ра зу.

Практична робота 26

1. Накресліть полярну вісь і побудуйте точки, задані полярними коорди натами:

а)       б)       в)       г)       д) S(2; 0).

2. Накресліть декартову систему координат із початком у полюсі вашої полярної 
системи координат так, щоб вісь Оx містила полярну вісь.

3. Знайдіть абсциси й ординати точок Р, О, L, U і S.

Прак тич на ро бо та 27

1. Нак ресліть де кар то ву сис те му ко ор ди нат і в ній три кут ник АВС.
2. По бу дуй те три кут ник А1В1С1, ут во ре ний пе рет во рен ням си метрії три кут ни-

ка ABC віднос но по чат ку ко ор ди нат.
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3. По бу дуй те три кут ник А2В2С2, ут во ре ний пе рет во рен ням по во рот три кут-
ника АВС нав ко ло по чат ку ко ор ди нат на 90°, і три кут ник А3В3С3, ут во ре ний 
пе рет во рен ням по во рот три кут ника АВС нав ко ло по чат ку ко ор ди нат на 180°.

4. Знайдіть ко ор ди на ти вер шин три кут ників АВС, А1В1С1, А2В2С2 і А3В3С3 та порів-
няй те їх. Зробіть вис нов ки.

Зав дан ня 28

1. Знайдіть де кар тові ко ор ди на ти то чок, які за дано у по ляр ній системі ко ординат : 

 а)  б)  в)  г)  д) T(3; π).

2. Знайдіть по лярні ко ор ди на ти то чок, які за дано у де кар товій системі ко ординат : 
 а) (0; 3); б) (8; 0); в)  г)  д) 

3. У де кар товій системі ко ор ди на ти за дано то чки: А(3; 0), В(−2; 0), С(5; 2), 
D(−1; −3). Знайдіть ко ор ди на ти образів цих точок після по во роту нав ко ло 
по чат ку ко ор ди нат на 90°: а) за го дин ни ко вою стрілкою; б) про ти го дин ни ко вої 
стрілки.

4. У декартовій системі координат точ ка М(2; ...) відоб ра жаєть ся по во ро том нав-
ко ло по чат ку ко ор ди нат на 90° про ти го дин ни ко вої стрілки у точ ку М1(−5; ...). 
Виз нач те про пу щені ко ор ди на ти точок.

5. Відновіть про пу щені де кар тові ко ор ди на ти то чок М(−3; ...) і М1(5; ...), як що 
відо мо, що точ ка М1 – об раз точ ки М при по во роті нав ко ло по чат ку ко ор ди нат на 
90° за го дин ни ко вою стрілкою.

6. Які де кар тові ко ор ди на ти ма ти муть вер ши ни пря мо кут ни ка, ут во ре но го з пря-
мо кут ни ка з вершинами А(−3; 2), В(3; 2), С(3; −2), D(−3; −2) по во ро том нав ко ло 
по чат ку ко ор ди нат: а) на 90°; б) на 180°?

7. По бу дуй те криву, що за дана у по ляр ній системі ко ординат  рівнян ням:

 а) ρ = 1; б) ρ = 4; в)  г) ϕ = 0; д) ; е) ρ = 1 − cos ϕ .

8. У по лярній системі координат за дано то чки  і . Які ко ор ди на ти 

 ма ти муть образи цих точ ок при по вороті  навколо полюса на: а) ; б) ? 

9. Вер ши ни три кут ни ка ма ють по лярні ко ор ди на ти:  

 Знайдіть ко ор ди на ти вершин фігу риeоб ра зу A1B1C1 при по во роті трикут ника АВС 

 на  навколо полюса.

10. Центр ко ла зна хо дить ся в точці  радіус ко ла дорівнює 3. По будуйте

 об раз ць о го ко ла, отриманий йо го по во ро том навколо полюса на . Вкажіть ко-

  ор ди на ти цент ра ко ла.

11. За пишіть рівнян ня у по ляр них ко ор ди на тах, якщо для декартових координат 
точок воно має вигляд: 

  а) x2 + y2 = 4; б) x2 + y2 = 3; в)  г) y2 − x2 = 0.

Завдання для повторення розділу ІII

1. Яке перетворення фігур на площині називається рухом?
2. Яке перетворення називається паралельним перенесенням?
3. Яке перетворення називається: а) центральною симетрією; б) осьовою  симетрією?
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4. Яке перетворення називається поворотом?
5. Яке перетворення називається: а) гомотетією; б) подібністю?
6. Які фігури називають подібними? Як відносяться площі таких фігур?
7. За пишіть фор му ли па ра лель но го пе ре не сен ня на ко ор ди нат ній пло щині.
8. Які властивості паралельного перенесення і перетворення подібності ви 

знаєте?
9. Задано: точку, пряму, відрізок, три  кут ник, чотирикут ник. Як виконати для 

цих фігур: а) поворот; б) паралельне перенесення; в) си мет рію від нос но точки; 
г) си мет рію від нос но прямої?

10*. а) Як ви ко на ти го мо тетію, а потім по во рот три кут ни ка віднос но пев ної точ ки? 
Який три кут ник ви от ри маєте? Чи мож на от ри ма ти такий са мий три кут ник, 
здійснив ши тіль ки од не пе рет во рен ня? Яке це пе рет во рен ня? 

 б**) А як що цент ри го мо тетії і по во ро ту – різні точ ки? 
 в) А як що спо чат ку здійсни ти пе рет во рен ня по во рот, а потім го мо тетії?
11*. До ведіть: як що при па ра лель но му пе ре не сенні відрізок АВ пе ре хо дить у 

відрізок A1B1, то і се ре ди на відрізка АВ пе ре хо дить у се ре ди ну відріз ка A1B1. 
12*. Не хай рівнян ня F(x; y) = 0 за дає де я ку мно жи ну то чок на пло щині. Як за пи-

са ти рівнян ня ге о мет рич но го місця то чок, си мет рич но го за да но му віднос но: 
 а) осі ор ди нат; 
 б) осі абс цис; 
 в) бісект ри си пер шо го і треть о го ко ор ди нат них кутів; 
 г) бісект ри си дру го го і чет вер то го ко ор ди нат них кутів?
13*. Не хай рівнян ня F(x; y) = 0 за дає де я ку мно жи ну то чок на пло щині. Як за пи-

са ти рівнян ня ге о мет рич но го місця то чок, си мет рич но го за да но му віднос но 
по чат ку ко ор ди нат?

14*. Точ ка (3; −2) при па ра лель но му пе ре не сенні пе рейш ла в точ ку (3; 4). У яку точ-
ку пе рей де точ ка (3; 4) при ць о му па ра лель но му пе ре не сенні. А точка (0; 0)?

15. За пишіть фор му ли па ра лель но го пе ре не сен ня, за до по мо гою яко го мож на з 
точ ки В(−3; −7) от ри ма ти точ ку А(−3; −5).

16. Да на точ ка А(−3; −1). Знайдіть: 
 а) ко ор ди на ти точ ки А1, си мет рич ної точці А віднос но осі абс цис; 
 б) ко ор ди на ти точ ки А2, си мет рич ної точці А віднос но осі ор ди нат; 
 в) ко ор ди на ти точ ки А3, си мет рич ної точці А віднос но по чат ку ко ор ди нат; 
 г*) ко ор ди на ти точ ки А4, си мет рич ної точці А віднос но точ ки В(1; −5);
 д*) ко ор ди на ти точ ки А5, що от ри ма на з точ ки А по во ро том на 270° віднос но 

по чат ку ко ор ди нат за го дин ни ко вою стрілкою.
17. Знайдіть ко ор ди на ти точ ки, си мет рич ної точці A(−2; −2) віднос но: 
 а) бісект ри си пер шо го і треть о го ко ор ди нат них кутів; 
 б*) бісект ри си дру го го і чет вер то го ко ор ди нат них кутів; 
 в**) пря мої x + y − 3 = 0.
18. За пишіть рівнян ня пря мої, си мет рич ної прямій y = 2x −2 віднос но: 
 а*) по чат ку ко ор ди нат;  в*) осі ор ди нат;
 б*) осі абс цис;  г**) пря мої x + y − 3 = 0.
19*. Скільки існує перетворень руху, що перетворюють сам у себе: 
 а) квадрат;   б) правильний шестикутник? 
20*. На координатній площині задано точки А(1; 2) і В(5; 5). Рухом ці точки 

переходять у точки А1(2; 3) і В1(7; 3) відповідно. У яку точку при такому 
перетворенні переходить точка М(–2; –3)? 

21**. На площині задано дві прямі, що перетинаються під кутом 45°. Після двох 
послідовних перетворень симетрії відносно даних прямих точка А переходить у 
А1, а точка В – у В1. Знайдіть кут між прямими АВ і А1В1.

22**. При паралельному перенесенні точка А перейшла в А1, а пряма l – в l1. 
Запишіть рівняння прямої l1, якщо: 

 а) А(–2; 5), А1(3; –4), а рівняння прямої l має вигляд 2x – 3y = 1; 
 б) А(4; 7), А1(–3; 13), а рівняння прямої l має вигляд 3x + 4y = 5.
23**. Яке найменше число вершин може мати багатокутник, в якого є дві осі 

симетрії, що перетинаються під кутом: а) 30°; б) 10°; в) 87°? 

144
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24**. Дано пряму l і точку А. Знайдіть геометричне місце точок М площини таких, 
що існує поворот на кут 60° з центром на прямій l, що переводить точку А у М.

25*. Гомотетія з центром О переводить точку А у А1. Побудуйте точку В1, в яку 
переходить довільна точка В площини при тому самому пере тво ренні.

26*. На площині дано два паралельних відрізки. Скільки існує перетворень 
гомотетії, що переводять один відрізок у інший? Побудуйте центри цих гомо-
тетій.

27*. На площині дано два паралельних відрізки АВ і KМ. Знайдіть ГМТ центрів 
гомотетій, що переводять АВ у відрізок А1В1, який нале жить KМ.

28**. На площині дано коло і точку А. Яку криву опише середина відріз ка АВ, 
якщо точка В буде рухатися вздовж заданого кола? 

29*. Доведіть, що чотирикутник, який має центр симетрії, – паралело грам.
30*. Протилежні сторони опуклого шестикутника попарно рівні і паралельні. 

Доведіть, що цей шестикутник має центр симетрії.
31**. Доведіть, що жодна фігура не може мати рівно двох центрів симетрії.
32**. Доведіть, якщо фігура має дві перпендикулярні осі симетрії, то вона має 

центр симетрії.
33**. Чотирикутник має вісь симетрії. Доведіть, що цей чотирикутник або є рівно-

бічною трапецією, або симетричний відносно діагоналі.
34**. Доведіть, що опуклий neкутник є правильним тоді і тільки тоді, коли він пе-

 реходить сам у себе поворотом на кут  відносно деякої точки.

35**. Побудуйте правильний трикутник так, щоб його вершини належали трьом 
заданим паралельним прямим.

36**. Дано кут і точку всередині цього кута. Побудуйте коло, що дотикається до 
сторін заданого кута і проходить через задану точку.

37**. Впишіть у даний трикутник два рівних кола, кожне з яких дотикається до 
двох сторін трикутника й іншого кола.

38**. Впишіть у даний трикутник АВС трикутник А1В1С1, сторони якого паралельні 
сторонам заданого трикутника KLM.

Готуємося до тематичного оцінювання № 5

Варіант І

1. Знайдіть координати точки, що симетрична точці А(–2; 1) відносно осі абсцис.
2. Коло задано рівнянням х2 + y2 – 2х + 2y = 0. Знайдіть координати центра 

симетрії цього кола.
3. Побудуйте трапецію, гомотетичну трапеції АВСD (AB | |  CD) з центром гомоте-

тії А і коефіцієнтом гомотетії 2. Знайдіть відношення площ цих трапецій.
4. У яку пряму переходить пряма y = 2х перетворенням симетрії відносно прямої 

х = 0? 

Варіант ІІ

1. Знайдіть координати точки, що симетрична точці В(1; –3) відносно осі ординат. 
2. Дано точки А(2; –3) і В(0; –1). Знайдіть координати центра симетрії відріз-

ка АВ.
3. Побудуйте трапецію, гомотетичну трапеції АВСD (AB | |  CD) з центром гомоте-

тії А і коефіцієнтом гомотетії 0,5. Знайдіть відношення площ цих трапецій.
4. У яку пряму переходить пряма y = х перетворенням симетрії відносно прямої 

y = 0? 
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  По нят тя век то ра1

Ба га то фізич них ве ли чин, та ких як си ла, пе-
реміщен ня ма теріаль ної точ ки, швидкість, прис ко рен-
ня то що, ха рак те ри зу ють ся не лише чи словим зна чен-
ням, а й нап рям ом у прос торі. Такі ве ли чи ни на зи ва-
ються век тор ни ми ве ли чи на ми, або век то ра ми.

Век то ром на зи ва ється нап рям ле ний відрізок, 
тобто відрізок, в якому виділено початок і 
кінець (див. мал. на полі).

За у ва ження. Ве ли чи ни, які ха рак те ри зу ють ся ли-
ше своїм чис ло вим зна чен ням – дов жи на, пло ща, ма са, 
тем пе ра ту ра та інші, на зи ва ються ска ляр ни ми ве ли чи-
на ми, або ска ля ра ми.

146

У ць о му розділі ви оз найо ми те ся (або продовжите ознайомлення) з ве ли-
чи на ми, які, крім чи слово го зна чен ня, ха рак те ри зу ють ся ще й нап рямом – 
век то ра ми. Век то ри ши ро ко використовуються у фізиці й ма те ма тиці, 
особ ли во ге о метрії. При цьому відкриття Декарта, розглянуте нами в 
першому розділі, дасть змогу значно спростити опис властивостей векторів 
та їхнє використання при роз в’я зуванні геометричних задач.

1 Примітка для вчителя. Якщо у 8-му класі ви працювали 
за підручником Галини Апостолової, то матеріал, пред став-
лений у § 21–23 даного підручника, вже відомий вашим 
учням і вимагає лише повторення.
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На ма люн ку 4.1 зоб ра же но век то ри  і .
Век тор  відрізняєть ся від відрізка АВ тим, що 

точ ки А і В, які об ме жу ють век тор , відігра ють 
різну роль: точ ка А є по чат ком век то ра, а точ ка В – 
йо го кінцем.

Мал. 4.1

Дві точ ки пло щи ни А і В за да ють два різні век то ри 
 і . Дов жи ни цих век торів рівні, а нап рями – про-

ти лежні. Такі век то ри на зи ва ються про ти леж ними.

Мо ду лем век то ра на зи ваєть ся йо го дов жи на. Мо ду-
лем век то ра  є дов жи на відрізка AB (мал. 4.2), по зна-
чаєть ся як | |. Мо дуль век то ра  поз на чається як | |.

Нуль о вим век то ром на зи ва ється век тор, дов жи на 
яко го дорівнює ну лю (йо го по ча ток і кінець збі гаю-
ться). Йо го поз на ча ють як . Він не має напряму.

Коліне ар ни ми на зи ва ються два век то ри, що  
ле жать на одній прямій або на па ра лель них 
пря мих.

Нап рик лад, усі век то ри, зоб ра жені на ма люн ку 4.3, – 
коліне арні. Коліне арність век торів будемо по зна ча ти так:

  � ;  �  …

Мал. 4.2      Мал. 4.3

Нуль о вий век тор вва жають коліне ар ним будьgяко-
му век то ру. 

147

Для допитливих
1. Побудуйте перпендикуляр до заданої прямої, користуючись лише 
лінійкою, на якій нанесено тільки дві позначки (риски). Зауважимо, 
що використовувати лінійку для зображення дуги (замість циркуля) не 
можна. Не можна також використовувати паралельність або пер пен ди-
кулярність її боків.
2. За допомогою лише лінійки (без позначок) побудуйте до діаметра за да-
ного півкола перпендикуляр, що виходить із заданої точки: а) поза цим 
півколом; б) на цьому півколі; в) всередині цього півкола.

Нульовий вектор 

не має напряму: 
 A

 A ≡ B  •  | | = 0

B

Модуль вектора

AB � CD � PE
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Не нуль о ві коліне арні век то ри бувають або співна-
прям   лені, тобто однаково напрямлені (мал. 4.4), або 
про ти леж но нап рям лені (мал. 4.5).

У випадку, коли два колінеарні вектори лежать на 
одній прямій, вони співнапрямлені, якщо їхні напрями 
збігаються, і протилежно напрямлені, якщо ні.

Коліне арні век то ри, які ле жать на па ра лель них пря-
мих, на зи ва ють ся співнап рям ле ни ми, як що во ни ле жать 
в одній півпло щині, об ме женій пря мою, що сполучає по-
ча ток од но го і дру го го век торів (мал. 4.4eб), і про ти леж-
но нап рямле ни ми, як що в різних (мал. 4.5eб).

На малюнку 4.4 вектор  співнапрямлений з вектором 
, а вектор  – з вектором .

На малюнку 4.5 вектор  протилежно напрямлений з 
вектором , а вектор  – з вектором .

Співнап рям леність та про ти леж ну нап рям леність 
век торів бу де мо поз на ча ти так, як по ка за но на ма люн-
ках 4.4, 4.5 відповідно.

Мал. 4.5Мал. 4.4

Два ненульові век то ри на зи ва ють ся рівни ми, 
як що рівні їхні модулі і во ни співнап рям лені.

На ма люн ку 4.6 маємо два рівні век то ри  = . 

Мал. 4.6

На ма люн ку 4.6-а чотирикутник ABDC – парале ло-
грам (AB = CD, AB || CD). Тоді вектор  можна отримати 
з вектора  (або  з ) паралельним перенесенням. 
Зауважимо, що у випадку розміщення  і  на одній 
прямій (мал. 4.6-б), вони теж перетворюються один в 
одний паралельним перене сенням. Тоді означення рів-
ності двох векторів можна сформулювати й так.

Два вектори називаються рівними, якщо їх мож-
на сумістити паралельним перенесенням.

148148

ВЛАСТИВОСТІ:

1.  =  

2.  =   і   =  
     –––––––––––

      ⇓
      = 
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Зро зуміло, що з означення рівності векторів маємо такі ВЛАСТИ ВОСТІ 
рівності векторів: 

1. БудьQякий век тор дорівнює са м собі:  = .
2. Як що  =  і  = , то  = .

149149

Для допитливих

1. На карті вка за но по ло жен ня трь ох ма яків: А, В і С. З ко раб ля ма я ки А і 
В вид но під ку том α, а ма я ки В і С – під ку том β. Знайдіть на карті місце 
ко раб ля.
2. Два ма яки А і В, поз на чені на карті, вид но з ко раб ля під ку том α. Після 
то го як ко ра бель прой шов де я ку відстань пря молінійним кур сом, ті самі 
ма я ки ста ло вид но з ко раб ля під ку том β. Знайдіть на карті місце ко раб ля, 
як що за до по мо гою інстру ментів, які є на ць о му ко раблі, дов жи ну прой де-
но го шля ху і йо го нап ря м вста нов ле но.

Практична робота 28
1. Поз нач те на ар куші па пе ру три точ ки А, В і С, що не ле жать на одній прямій. 

Нак ресліть усі век то ри, які мають за початок або кінець дані точки. За пишіть усі 
от ри мані век то ри та вкажіть по ча ток і кінець кож но го век то ра.

2. Поз нач те на ар куші па пе ру три точ ки А, В і С, що ле жать на одній прямій. На-
к ресліть усі век то ри, які виз на чені відрізка ми з кінця ми в точ ках А, В і С. За-
пишіть усі от ри мані век то ри та вкажіть по ча ток і кінець кож но го з них.

3. Нак ресліть два неколіне ар ні век то ри  і . Зоб разіть кіль ка векторів: а) співна-
прямле них з век то ром ; б) співнап рям лених з век то ром ; в) про ти леж но на-
прямле них з векто ром ; г) про ти леж но нап рямле них з век то ром .

4. Нак ресліть два век то ри, які: а) ма ють рівні модулі і неколіне арні; б) ма ють рівні 
модулі і співнап рямлені; в) ма ють рівні модулі і про ти леж но нап рям лені. 

5. За пишіть, які із зоб ра же них ва ми век торів: а) рівні; б) про ти лежні.

Прак тич на ро бо та 29

1. Нак рес літь век то ри ,  і  так, щоб: а) ,  і E  бу ли колі не ар ні та 
 |  | = 2 см, | | = 1 см, | | = 3,5 см; б)  і   бу ли колі не арні,  і  не бу ли 

коліне арні і | | = 1 см, | | = 2,5 см, | | = 3 см.
2. За до по мо гою відповідно го масш та бу нак ресліть век тор, який зоб ра жає: а) пе-

реміщен ня ту рис та з пунк ту А на 5 км на південь; б) пе реміщен ня ту рис та з пунк- 

 ту А на 10 км на схід; в) пе реміщен ня ту рис та з пунк ту А на 5  км в півден-
ноeзахідно му нап рям і.

3. За до по мо гою відповідно го масш та бу нак ресліть век тор, який зоб ра жає політ 
літа ка спо чат ку на 200 км на схід (з пунк ту А у пункт В), а потім на 300 км на 
південь (з пунк ту В у пунк т С). Нак ресліть век тор, який зоб ра жає пе реміщен ня 
літа ка з по чат ко вої точ ки А у кінце ву точ ку С.

Прак тич на ро бо та 30
1. Накресліть па ра ле лог рам АВСD і тра пецію QWRF. За пишіть усі па ри ко лі неар  них 

век торів, які виз на чені сто ро на ми: а) па ра ле лог ра ма АВСD; б) тра пеції QWRF.
2. Накресліть па ра ле лог рам KМРЕ і поз нач те точ ку О пе ре ти ну йо го діагона лей. 

Не хай  = ,  = ,  = ,  = . Ви пишіть усі век тори з по чатком або кінцем 
у точ ках K, М, Р, Е і О, які дорівню ють век то ру: а) ; б) ; в) ; г) .

3. Накресліть не нуль о вий век тор  і поз нач те три точ ки А, В і С. Відкладіть век тор  
від то чок А, В і С.

4. Накресліть пря мо кут ник АВСD зі сторонами АВ = 3 см, ВС = 4 см. По знач те се-
реди ну сто ро ни АВ че рез М. Знайдіть дов жи ни век торів: a) , , , , ;   
б) , , , , , .
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Для допитливих
1. Чо вен пе реп ливає че рез річку пер пен ди ку ляр но до її бе регів за 30 хв. 
Ши ри на річки 3 км, а швидкість течії дорівнює 2,1 км/год. Знайдіть влас ну 
швид кість чов на і кут між нап рям ом течії і нап рям ом влас ної швид кості чов-
на. (Порада. Знайдіть три го но мет рич ну функцію шу ка но го ку та і ско рис тай-
тесь оди нич ним ко лом і транс пор ти ром.)
2. З якої точ ки зем ної кулі має вилетіти літа к, щоб після то го, як він про летів 
100 км уздовж ме ри ді а на на південь, потім 100 км уздовж па ра лелі на схід, 
потім 100 км уздовж ме ри ді а на на північ, зно ву потрапити в початкову точку?
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  Дії над век то ра ми

МНОЖЕННЯ ВЕКТОРА НА ЧИСЛО
Для будьQяко го не нуль о во го век то ра  і довіль но го 
чис ла k до бут ком  · k � k ·  на зи ваєть ся век тор , 
співна  прям ле ний з , як що k > 0, і про ти леж но 

на прям ле ний з , як що k < 0, мо дуль яко го | | = | k | · | |. 
При k = 0 має мо .

На ма люн ку 4.7 зоб ра жено кіль ка до бутків век то ра 
на чис ло.

Мал. 4.7

Як що k = 0, то за до бу ток k .  ма ти ме мо нуль о вий 
век тор, тоб то точ ку.

Як що k = 1, то от ри маємо век тор , тобто вектор, 
рівний даному.

Як що k = –1, то от ри маємо век тор – , який до рів нює 
век то ру  за мо ду лем і про ти леж но нап рям ле ний, тобто 
протилежний. 

Доведемо, що будьQякий век тор , коліне ар ний век-
то ру , мож на предс та ви ти як  = k . . 

Як що век то ри  і  співнап рям лені, то во ни від різ-
ня ють ся ли ше дов жи ною: | | : | | = k і  = k . .

Як що век то ри про ти леж но нап рям лені, то ана логіч-
но по пе ред нь о му розг ля немо век то ри –  і . Тоді ма ти-
ме мо, що  = k . , але k < 0.

Пра виль ним бу де і обер не не тверд жен ня: як що 
 = k . , то век то ри  і  – коліне арні. Правильність 

цьо  го тверд жен ня випливає з означення множення 
вектора на число.

З означення множення вектора на число маємо таку 
його ВЛАСТИВІСТЬ:

λ . (β ) = (λ . β) .

ВЛАСТИВІСТЬ

λ · (β ) = (λ · β)  
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ДОДАВАННЯ  І  ВІДНІМАННЯ  ВЕКТОРІВ

По нят тя рівності век торів дає змогу відклас ти век-
тор, рівний да но му, від довіль ної точ ки пло щи ни. 

Не хай маємо не нуль ові век то ри 1, 2, 3, ..., n. Відкла-

де мо від довіль ної точ ки пло щи ни век тор  = 1, 

потім від точ ки А2 – век тор  = 2 і т. д. 

(мал. 4.8). На решті відкла де мо від точ ки Аn век тор 

 = n.
 
Сполу чи мо точ ки А1 

і Аn+1 . Век тор  

бу де мо називати су мою заданих век торів: 

 = 1 + 2 + ... + n.

Та кий спосіб зна ход жен ня су ми век торів на зи ва ється 
пра ви лом ба га то кут ни ка.

Су му двох неколінеарних век торів зна хо дять або за 
пра ви лом три кут ни ка, або за пра ви лом па ра ле лог ра-
ма (мал. 4.9).

Мал. 4.8 Мал. 4.9

Пра ви ло три кут ни ка випливає без по се редньо з пра-
ви ла ба га то кут ни ка, як що до данків ли ше два. 

Нап рик лад, як що шу ка ти су му двох век торів  і , 
то за пра ви лом ба га то кут ни ка тре ба від довіль ної точ-
ки А від клас ти век тор  = , потім від точ ки В від -
клас ти  = . Тоді  =  + . Маємо три кут ник АВС і 

 +  = . (Зверніть ува гу, що літе ра, яка поз на чає 
кінець од но го век то раeдо дан ка і по ча ток дру го го, по-
вторюється і «зни кає».)

Тоб то знай ти век тор  – су му двох неколінеарних 
век торів  і  – мож на за та ким пра ви лом.

Пра ви ло три кут ни ка. Розмісти ти век то ри  і  так, 
щоб по ча ток век то ра  збігався з кінцем век то ра : 

• по чат ком век то ра (  + ) бу де по ча ток век то ра ;
• кінцем век то ра (  + ) бу де кінець век то ра .
Щоб знайти су му двох век торів  і  за пра ви лом па-

ра ле лог ра ма, про ве де мо че рез точ ки С і А по пе редньо   го 
ви пад ку прямі, па ра лельні АВ і ВС (мал. 4.9), – от ри ма-
ємо па ра ле лог рам АВСD. Тоді маємо, що  =  , а век-
тор  збігається з діаго нал лю па ра ле лог ра ма АВСD. 
Тоб то знай ти век тор  – су му двох неколінеарних век-
торів   і  – мож на за та ким пра ви лом.
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Пра ви ло па ра ле лог ра ма. Розмісти ти век то ри  і  
так, щоб по чат ки век торів  і  збігалися; че рез кінці 
век торів про вес ти прямі, па ра лельні пря мим, які міс-
тять дані век то ри: 

• по чат ком век то ра (  + ) бу де по чаток век торів   і ; 
• кінцем век то ра (  + ) бу де про ти леж ний цій точці 

кінець діаго налі утво ре но го па ра ле лог ра ма.
Зро зуміло, що з оз на чен ня су ми век торів випли-

вають такі її ВЛАСТИВОСТІ:
1.  +  =  + ;   3.   + (– ) = 0;
2. |  +  | � |  | + |  |;  4.  –  =  + (– ).

З ос таннього співвідно шен ня маємо: щоб знайти 
різ ни  цю век торів  і , тре ба до век то ра   до да ти 
век тор (– ) – правило паралелограма.

На ма люн ку 4.10eа:  = ,   = – , вектор  =  + 
+ (– ) – за правилом паралелограма (ADCB – пара ле ло-
грам). Сполучимо точки В і K – отримаємо паралело -
грам ACBK (бо СВ�AK і СВ = AK). Тоді  =  і різ -
ницю век торів  і  (вектор ) мож на знайти за та ким 
пра ви лом. 

Мал. 4.10

Правило трикутника. Розмісти ти век то ри  і  так, 
щоб по чат ки век то рів   і   збігалися (мал. 4.10eб): 
• по чат ком век то ра (  – ) бу де кінець век то ра ;
• кін цем век то ра (  – ) бу де кінець век то ра .
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ВЛАСТИВОСТІ:

1.  +  =  + ;
2. |  +  | � |  | + |  |;
3.   + (– ) = 0;
4.  –  =  + (–  ).

Для допитливих
Опорна задача. Доведіть, якщо точка N – середина відріз-
ка AB, то для довільної точки O площини виконується 

 +   2 .
Порада. Продовжте відрізок ON на рівний йому відрізок і 
пригадайте правило паралелограма (додавання векторів).

Прак тич на ро бо та 31
1. Нак ресліть не нуль о вий век тор  і по бу дуй те век то ри 0 · , 1 · , –1 · , 

(1 : |АВ|) · . Виміряй те дов жи ну век то ра (1 : |АВ|) ·  і пе ре ко най теся, що во на 
дорівнює оди ниці.

2. Нак ресліть два співнап рям ле ні век то ри  і , за до по мо гою масш таб ної лінійки 
знайдіть |a| і |b|. По бу дуй те век тор (|b| : |a|) ·  і пе ре ко най теся в то му, що він 
дорівнює век то ру .
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3. Нак ресліть два про ти леж но нап рям ле ні век то ри  і  так, щоб |с| = 2 см, 
|р| = 4 см. По бу дуй те век тор (–|р| : |с|) ·  і пе ре ко най теся, що він дорів нює век то ру .

4. Нак ресліть три не нуль ові век то ри ,  і . За до по мо гою цир ку ля і лінійки по бу-
дуй те век то ри: а) – , – , – ; б) 2 , –3 , 0,5 ; в) виміряй те дов жи ни цих век-
торів і пе ре ко най теся в то му, що: |– | = | |, |0,5 · | = 0,5|– |, |2 · | = 2| |.

5. Нак ресліть не нуль о вий век тор . По бу дуй те век тор  = 3 . По бу дуй те век то ри: – , 
1,5 , 2 , 6 . Вкажіть, як нап рям ле ний кож ний з от ри ма них век торів відно сно 
век то ра �р, і ви разіть їхні дов жи ни че рез |p|.

Прак тич на ро бо та 32
1. Нак ресліть по пар но коліне арні век то ри  і ,  і . По бу дуй те су ми  + ,  + , 
  +  + .
2. Нак ресліть не коліне арні век то ри , , ,  і �е. За пра ви лом ба га то кут ни ка по бу-

дуй те век тор  +  +  +  + �е.
3. Нак ресліть два не коліне арні век то ри  і , по чат ки яких не збігаються: а) по-

знач те довіль ну точ ку А і за пра ви лом три кут ни ка по бу дуй те су му  +  = ; 
б) поз нач те іншу точ ку М і за пра ви лом па ра ле лог ра ма по бу дуй те су му  +  =  ; 
в) за до по мо гою крес лярсь ких інстру ментів пе ре ко най теся, що  = .

4. Нак ресліть не коліне арні век то ри ,  і . За до по мо гою цир ку ля і лінійки по-
будуй те век то ри: а)  + ,  + ,  + (  + ), (  + ) + ; б) пе  ре ко най теся, що век-
тор  + (  + ) дорівнює век то ру (  + ) + .

Прак тич на ро бо та 33
1. Нак ресліть два не нуль о ві век то ри  і . До ведіть (по бу до вою), що  +  | � | | + |  |.
2. Нак ресліть два не нуль о ві век то ри  і . За до по мо гою цир ку ля і лінійки по бу дуй-

те век то ри: а)  – ; б)  – . Які век то ри ви от ри ма ли?
3. Нак ресліть два не нуль о ві век то ри   і . По бу дуй те век то ри: а)  + 2 ; б) 0,5  + ; 
 в)  – 3 ; г) – 2  + ; д) –  – ; е) 0 ·  – 2 ; є) 1,5  – 0 · .
4*. Накресліть довільний па ра ле лог рам ABCD. Поз нач те довіль ну точ ку X на ць о му 
 самому ар куші па пе ру. По бу дуй те век то ри  +   і   + . Пе ре ко най теся, 

що отримані век то ри рівні. Чи змінить ся ре зуль тат, як що зміни ти по ло жен ня 
точ ки X? Відповідь обґ рун туй те.
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Для допитливих
Те о ре ма. Три точ ки А, В і С ле жать на одній прямій тоді і тіль ки тоді, 
ко ли існу ють чис ла k, n і m такі, що k + n + m = 0 (k ≠ 0, n ≠ 0, m ≠ 0), і для 
довіль ної точ ки О пло щи ни ви ко нуєть ся співвідношен ня k ·  + n ·  + 
+ m ·  = 0.

Доведення

Необхідність. А, В, С лежать на одній прямій, тоді  = λ . Звідси:

 +  = λ(  + ) і λ  + (1 − λ)  + (−1)  = 0. Щ. в. д.

Достатність. Нехай виконується рівність k ·  + n ·  + m ·  = 0, де 
k + n + m = 0 (k ≠ 0, n ≠ 0, m ≠ 0), тобто n + m = –k.

Помножимо векторну рівність на  і додамо до обох її частин вектор , 

маємо:  +  = . 

. Тобто  і   колінеарні, і точки А, В, С ле жать на одній прямій. 

Щ. в. д.
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Для допитливих
Точ ки М1 і М2 – се ре ди ни відрізків А1В1 і А2В2 відповідно. До ведіть, що 

  Розкладання вектора за двома 
неколінеарними векторами

Як що  і  – два не коліне арні век то ри, то будьeякий 
третій век тор  мож на предс та ви ти у виг ляді  = λ  + μ , 
де λ і μ – па ра чи сел. Тоб то на площині будьQякий вектор 
можна роз класти за двома неколінеарними векторами.

Для до ве ден ня ць о го тверд жен ня че рез початок А і 
кінець С вектора  про ве де мо прямі па ра лельно век то-
рам  і  (мал. 4.11). Ми от ри ма ли па ра ле лог рам АВСD.
Век то ри  і  колінеарні. Тоді  = λ . Ана логічно 

 = μ . 
Маємо:  =  =  + , що і вимагалося довести.

Мал. 4.11

Ми до ве ли, що існує шу ка на па ра чи сел λ і μ. До ве-
де мо від супротивного, що во на єди но мож ли ва.

Не хай існує інша па ра чи сел λ1 і μ1 та ких, що 
 = λ1  + μ1 . Тоді маємо:

λ1  + μ1  = λ  + μ ,  (λ1 – λ)  = (μ – μ1) .

Век то ри  і  за умо вою неколіне арні, тоді ос тан ня 
рівність мож ли ва ли ше за умо ви, що вектори (λ1 – λ)   і 
(μ – μ1)  нульові, тобто при λ1 = λ і μ1 = μ, що супе ре чить 
припущенню. Тоді пара чисел λ і μ – єдина.

154

 = λ  + μ 

 �  

⇓

 = λ  + μ  , 

де {λ; μ} – єдина 
пара чисел

Будь<який век тор 
мож на роз к лас ти 
за дво ма неколі-
не ар ними век то-
ра ми.

Прак тич на ро бо та 34
1. Нак ресліть три неколіне ар ні век то ри ,  і . За до по мо гою крес ляр ських інстру-

ментів розк ладіть век тор  за век то ра ми  і . Виміряй те дов жи ни от ри ма них 
век торів, визначте відповідні ко ефіцієнти і за пи шіть век тор  че рез век то ри  і .

2. Нак ресліть два не нуль о ві век то ри  і , які ле жать на двох взаємно пер пен ди ку-
ляр них пря мих. Нак ресліть третій век тор . Розк ладіть (по бу до вою) век тор  за 
век то ра ми  і . Визначте відповідні ко е фі цієн ти і за пишіть век тор  че рез век-
то ри  і .

3*. Побудуйте довільний три кут ник АВС і проведіть йо го медіану АМ. Роз кладіть 
(по бу до вою) век тор  за век то ра ми  і . За пишіть відпо відний вираз.
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  Ко ор ди на ти век то ра

На кожній з ко ор ди нат них осей від точ ки О (по чат ку 
ко ор ди нат) відкла де мо оди нич ний век тор (тоб то век тор, 
дов жи на яко го дорівнює оди ниці) так, щоб ці век тори 
місти ли ся на до дат них піво сях. Не хай  – оди нич ний 
век тор на осі абс цис, а  – оди нич ний вектор на осі 
ор ди нат (мал. 4.12-а). 

Век то ри  і  на зи ва ють ко ор  ди нат ни ми век то ра ми, 
або ор та ми.

Як ми вже знаємо, будьeякий век тор (на пло щині) 
мож на розк лас ти за дво ма не коліне ар ними век то ра ми. 
Причо му ко ефіцієнти цього розкладу виз на ча ють ся 
од но знач но (тоб то єди но мож ли вим чи ном). 

Ко ор ди натні век то ри не коліне арні, тоді до віль ний 
век тор  на ко ор ди натній пло щині мож на предс та ви ти у 
виг ляді

 = a1⋅  + a2 ⋅ .
При ць о му ко ефіцієнти a1 і a2 виз на ча ють ся од но-

знач но. Во ни на зи ва ють ся ко ор ди на та ми век то ра в 
даній сис темі ко ор ди нат.

Мал. 4.12

Як що по ча ток век то ра  суміщаєть ся з по чат ком ко ор-
 ди нат (мал. 4.12-б), то ко ор ди на ти ць о го век то ра a1 і a2 
збіга ються з ко ор ди на та ми йо го кінця.

У випадку, коли по ча ток век то ра  не суміщаєть ся з 
по чат ком ко ор ди нат, пе ре не се мо осі ко ор ди нат па ра-
лель но са мим собі і помісти мо по ча ток ко ор ди нат у 
по ча ток век то ра – точ ку Р(xР; yР) (мал. 4.13-а). 

Не хай у новій сис темі ко ор ди нат кінець K век то ра 
має ко ор ди на ти (а1; а2), тоб то чис ла a1 і a2 є ко ор ди на та-
ми век то ра  в цій системі ко ор ди нат. Тоді у старій 
системі ко ор ди нат (після обер не но го па ра лель но го 
пе ре не сен ня осей) маємо:

xK = a1+ xР, yK = a2 + yР  і  a1 = xK − xР, a2 = yK − yР.

За у ва жен ня. Та кий са мий ре  зуль  тат мож на от ри-
ма ти, як що здійс ни ти па ра лель не пе ре не сен ня не осей 
ко ор ди нат, а са мо го век то ра (мал. 4.13-б) і ско рис та ти-
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 і  – ор ти, або 
ко ор ди натні век-
то ри

 = a1  + a2  –

од ноз нач но

a1 і a2 – ко ор ди на-
ти век то ра 
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ся тим, що при па ра лель но му пе ре-
не сенні от ри муємо век тор, рівний 
да но му.

Та ким чи ном, як що по чат ком 
век  то ра  є точ ка Р(xР; yР), а кін-
цем – точ ка K(xK; yK), то ко ор ди на-
та ми век то ра  бу дуть чис ла:

a1 = xK − xР, a2 = yK – yР.
А за пи су ють це так: 

 (a1; a2), або  (a1; a2), 
або ( ). 

Для вектора 
 

(a1; a2) з прямо-
кутного трикутника PDK (див. 
мал. 4.13-б) за тео ремою Піфагора 
отри має мо значення модуля цього 
вектора:

З на ве де но го вип ли вають та кі 
ВЛАСТИВОСТІ векторів:
1. Рівні век то ри ма ють рівні ко ор-

ди на ти. 
2. Як що ко ор ди на ти двох век торів 

од на кові, то ці век то ри рівні.
3. Нуль ові век то ри ма ють нуль ові ко ор ди на ти.
4. Мо дуль век то ра (a1; a2) дорівнює 

ПРИК ЛА ДИ  РОЗВ’ЯЗУ ВАН НЯ  ЗА ДАЧ

Прик лад 1.  Точ ки А і В ма ють ко ор ди на ти А(−1; 6) 
і В(5; −2). Знайдіть ко ор ди на ти і мо дуль век то ра .

Розв’язан ня
Не хай  (а1; а2). 

1) а1 = xB − xA = 5 − (−1) = 6; а2 = yB − yA = −2 − 6 = −8.

2) 

Відповідь: (6; −8), | | = 10.
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Мал. 4.13

(a1; a2) = (b1; b2)

    ⇓           ⇑
a1 = b1 і a2 = b2

Для допитливих
Опорна задача. Знайдіть ко ор ди на ти век то ра з по чат ком у точці O(1; 2) 

і мо ду лем 3.
Розв’язан ня

Кінець K(x; y) шу ка но го век то ра ле жить на колі з цент ром у точці О(1; 2), 
радіус яко го дорівнює 3. Тоді ко ор ди на ти точ ки K за до воль ня ють рівняння 

(x − 1)2 + (y − 2)2 = 32. Звідси (y − 2)2 = 32 − (x − 1)2 і . Тобто 

y − 2  за умо ви, що 9 − (x − 1)2 
 0,   

для всіх |x − 1| � 3, тобто x ∈ [−2; 4].

ВЛАСТИВОСТІ 
векторів:
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Прик лад 2. Знайдіть ко ор ди на ти вер ши ни D 
па ра ле ло грама АВСD, як що за да но ко ор ди на ти 

трь ох ін ших йо го вер шин: А(2; −3), В(5; −2), С(1; 4). 
Розв’язан ня

Не хай точ ка D має ко ор ди на ти D(xD; yD) (мал. 4.14).
1) АВСD – па ра ле лог рам, тоді 
  = .
2) Знай де мо ко ор ди на ти век торів 
  і : 

(5 − 2; −2 − (−3)) = ; 

 = . 

3)  = , тоді 1 − xD = 3; 4 − yD = 1. 
Звідcи: xD = −2 і yD = 3.
Відповідь: D(−2; 3). 

Прик лад 3. Знайдіть ко ор ди на ти вер ши ни D па ра-
ле лог ра ма АВСD, як що за да но ко ор ди на ти трьох інших 
йо го вер шин: А(x1; y1), B(x2; y2), C(x3; y3).

Розв’язан ня
Не хай точ ка D має ко ор ди на ти D(xD; yD).

1) АВСD – па ра ле лог рам, тоді  = .
2) Запишемо координати векторів  і :

 =  і  = .

3) З рівності  =  маємо: 
 x2 − x1 = x3 − xD і y2 − y1 = y3 − yD. 
 Тоді xD = x1 − x2 + x3 і yD = y1 − y2 + y3.

Відповідь: (x1 − x2 + x3; y1 − y2 + y3).
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Прак тич на ро бо та 35

1. Нак ресліть пря мо кут ну сис те му ко ор ди нат і ко ор ди натні век то ри (ор ти)  (1; 0) і 
(0; 1).

2. По бу дуй те век то ри з по чат ком у точці О, кінці яких ма ють ко ор ди на ти: (12; 5), 
(4; −3) і (−3; −4). Поз нач те ці век то ри, за пишіть їх ко ор ди на ти, розк ладіть ці век-
то ри за ко ор ди нат ни ми век то ра ми і знайдіть мо дулі век то рів, що ви отримали.

3. По бу дуй те век то ри  і , як що А(0; 4), В(2; 4), С(−1; 6), D(1; 6). Знайдіть 
ко ор ди на ти век торів  і  та їх мо дулі. 

4. По бу дуй те век тор , як що K(−1; 4), T(2; 1). Розк ладіть век тор  за ко ор ди-
нат ни ми век то ра ми. За пишіть ко ор ди на ти век то ра .

Зав дан ня 29

1°. Че рез ор ти (1; 0) і (0; 1) за пишіть век то ри: а) (3; 7); б) (4; −3); в) (−8; 5); 
г) (−3; 0).

2°. Розк ладіть за координат ни ми век то ра ми  і  век то ри: а) (2; 3); б) (2; −3); 
 в) (−1; −4).

3°. Век тор  за пи са ли че рез ор ти  і . Знайдіть ко ор ди на ти век то ра , як що: 

 а)  = 3  + 5 ;  б)  = 7  − 2 ; в)  = −4 ; г)  = 0,5 .

Мал. 4.14

 = 
xD = (xC − xB) + xA
yD = (yC − yB) + yA

ABCD – па ра ле ло-
грам
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4°. Знайдіть ко ор ди на ти век то ра  та йо го мо дуль, як що: 
 а) А(3; 5), В(1; 2);   в) А(−3; −5), В(−1; −2);        д) А(−3; −5), В(1; 2).
 б) А(−3; 5), В(−1; 2);  г) А(3; 5), В(−1; −2);  
5. Знайдіть ко ор ди на ти точ ки, яка є по чат ком век то ра , як що: 
 а) (−1; 2) і N(−3; −2); б) (1; 2) і N(2; 0); в) (3; −4) і N(−2; 0).

6. Знайдіть ко ор ди на ти кінця век то ра , як що: 

 а) (2; −3) і F(4; 1); б) (1; −2) і F(−3; 0); в) (4; 1) і F(−3; 0).
7. За повніть таб ли цю:

А (0; 0) (    ; −3) (а; b) (2; 4)

В (2; 2) (2; −7) (3; 1)

(5;    ) (−3; −0,5) (с; d) (0; 0)

8°. Да но век то ри: (3; −5), (−3; −5), (5; −3), (3; 5), (5; −3), (−3; 3), (−5; −3). 
Які з цих век торів: а) рівні; б) ма ють рівні мо дулі?

9°. Се ред да них век торів знайдіть оди ничні: 

10. Да но точ ки М(3; 5), N(10; 12), P(8; 4), K(1; −3). За пишіть усі мож ливі век то ри, 
які ма ють по чат ком і кінцем дані точ ки. Чи є се ред ут во ре них век торів: 
а) рівні; б) рівні за мо ду лем?

11°. Да но точ ки M(7; −4), N(2; 5), P(−1; 2). Знайдіть ко ор ди на ти точ ки K, як що 

  = .
12. Век то ри  і  – рівні. Знайдіть: а) ко ор ди на ти точ ки D, як що А(−4; 2), 

В(−6; −1), С(2; −3); б) ко ор ди на ти точ ки С, як що А(2; −1), В(2; −3), D(−2; 2).
13. ABCD – па ра ле лог рам. Знайдіть ко ор ди на ти точ ки D, як що А(−4; 3), В(5; 0), 

С(5; −3).

14. Мо дуль век то ра (5; y) дорівнює 6. Знайдіть y.

15. Мо дуль век то ра (x; −4) дорівнює 8. Знайдіть x.

16. Мо дуль век то ра (x; y) дорівнює 5. Відо мо, що x і y – цілі чис ла. Знайдіть їх.
17. Да но ко ор ди на ти вер шин три кут ни ка А(6; −2), В(2; 3) і С(−2; −3); AM1, BM2, 
 CM3 – медіани три кут ни ка. Вкажіть ко ор ди на ти век торів 1, 2, 3.
18. У три кут ни ку АВС відомі ко ор ди на ти йо го вер шин А(−1; 3), В(2; 8), С(7; −5), 
 АМ – медіана три кут ни ка. Знайдіть мо дуль век то ра .
19*. Дві вер ши ни пря мо кут ни ка ABCD – точ ки А(–1; 6) і В(4; 6). Модуль век то ра  

дорівнює 13. Знайдіть ко ор ди на ти вер шин C і D.
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Для допитливих

Опор на за да ча. До ведіть: якщо М – цент роїд три кут ни ка АВС, а Х – 

довіль на точ ка його площини, то .

______________________________________________________________

1) Нехай у 	АВС AK ≡ ma. Тоді , , 

 .

2) . Щ. в. д.
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  Дії  над  век то ра ми,  що  за дані 
ко ор ди на та ми

Знай де мо ко ор ди на ти век торів, що є су мою, різни-
цею двох век торів і до бут ком век то ра на чис ло.

МНОЖЕННЯ  ВЕК ТО РА  НА  ЧИС ЛО
Не хай да но век тор (a1; a2). Тоб то  = a1  + a2 . Тоді 

λ  = λ(a1  + a2 ) = λa1  + λa2 .
Тоб то ко ор ди на ти век то ра λ  дорівню ють ( ).
Щоб пом но жи ти век тор на чис ло, тре ба пом но жи ти 

кож ну йо го ко ор ди на ту на це чис ло.
λ   = ( ).

На малюн ку 4.15 зоб ра же но 
добу ток век то ра  на чис ла ±2. 

Як відо мо (с. 150), будьeякий 
век тор , коліне ар ний век то ру , 
мож на предс та ви ти як  = λ  і 
нав па ки: як що  = λ , то век то ри  
і  – ко лінеарні. 

Зауваження. Вказане чис ло λ  
мо же бу ти і до датним, і від’ємним, 
і ну лем (бо нульо вий век тор ко лі-
неар ний будьe я ко му век то ру).

Рівність  = λ  означає, що 

Тоді якщо a1 ≠ 0 і a2 ≠ 0,:  

Маємо:
• ко ор ди на ти двох коліне ар них век торів про пор-

ційні;  
• як що ко ор ди на ти двох век торів про порційні, то ці 

век то ри ко лінеарні. 

СУ МА  ВЕК ТОРІВ
Не хай да но век то ри (a1; a2) і (b1; b2). Тоб то

 = a1  + a2    і    = b1  + b2 .
Не хай су мою цих век торів є век тор (c1; c2) = с1  + c2 : 

c1  + c2  = a1  + a2  + b1  + b2  = (a1 + b1)  + (a2 + b2) .
Оскіль ки та кий розк лад мож на здійсни ти єди но 

мож ли вим чи ном, то 
с1 = а1 + b1 і с2 = а2 + b2.

Зро зуміло, що для ко ор ди нат су ми кіль кох век торів 
от ри маємо ана логічні ви ра зи, в яких до да ють ся відпо-
відні ко ор ди на ти всіх век торівeдоданків.

Ко ор ди на ти век то ра, що є су мою будьQякого числа 
век торів, дорівню ють сумі відповідних ко ор ди нат век-
торівQдо данків.
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λ (a1; a2) = 

= ( )

 || ,

⇓   ⇑

  = λ

 = (−1) ⋅  

Мал. 4.15
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РІЗНИ ЦЯ  ДВОХ  ВЕК ТОРІВ

Щоб знай ти різни цю двох век торів (a1; a2) і (b1; b2), 

тре ба до век то ра  до да ти век тор (– ). Тоб то

(c1; c2) = (a1; a2) − (b1; b2) = (a1; a2) + (−b1; −b2),

c1  + c2  = a1  + a2  + (−b1  − b2 ) = (a1 − b1)  + (a2 − b2) .

Звідси: с1 = а1 − b1 і с2 = а2 − b2.

Ко ор ди на ти век то ра, що є різни цею двох за да них 
век торів, дорівню ють різниці відповідних ко ор ди нат 
цих век торів.

По дан ня век торів че рез їхні ко ор ди на ти знач но спро-
щує дії над век то ра ми, бо во ни зво дять ся до дій над чис-
ла ми – їхніми ко ор ди на та ми.

То му цей розділ на зи ва ють век тор ною ал геб рою.
З на ве де но го ви ще без по се редньо вип ли ва ють такі 

ВЛАС ТИ ВОСТІ дій над век то ра ми:
1. λ(μ ) = μ(λ );  4.  +  =  + ;
2. (λ + μ)  = λ  + μ ; 5.  + (  + ) = (  + ) + .
3. λ(  + ) = λ  + λ ;

ПРИК ЛА ДИ  РОЗВ’ЯЗУ ВАН НЯ  ЗА ДАЧ

Прик лад 1. Розк ладіть век тор (−6; 0) за век то ра ми 
(1; 3) і (2; 6).

Розв’язан ня
Ко ор ди на ти век торів  і  про порційні (1 : 2 = 3 : 6). 

Тоді век то ри  і  коліне арні (  = 0,5 ), і ви ко на ти роз-
клад не мож ливо.

Відповідь: за да ча не має розв’яз ку.

Прик лад 2. Розк ладіть век тор (−6; 0) за век то ра ми 
(1; 3) і (2; −6).
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λ(μ ) = μ(λ );

(λ + μ)  = λ  + μ ;

λ(  + ) = λ  + λ ;

 +  =  + ;

 + (  + ) = 
= (  + ) + .

ВЛАС ТИ ВОСТІ 
дій над век то ра ми:

Пе ред роз к ла дан-
ням век то ра по двох 
ін ших век то рах пе-
ре вір те ос тан ні на 
про пор цій ніс ть від-
повідних ко ор ди-
нат.
Як що їхні ко ор ди-
на ти про пор цій ні − 
во ни ко лі не ар ні і 
роз к лад здійсни ти 
не мож ли во.

Для допитливих
Ціка вий прик лад зас то су ван ня век тор но го ме то ду

На сто ро нах довіль но го три кут ни ка АВС зовні по бу до ва но па ра ле лог ра-
ми: АВА1В1, ВСС1В2, САА2С2. До ведіть, що з відрізків А1А2, В1В2, С1С2 мож на 
склас ти три кут ник.

До ве ден ня

Розг ля не мо ба га то кут ник А1В1В2С1С2А2. Маємо: 

 +  +  +  +  +  = 0.

Вра хуємо, що  = ,  = ,  =  і  +  +  = 0. Тоді 
 +  +  = 0. Тоб то з відрізків А1А2, В1В2, С1С2 мож на склас ти три-

кут  ник, як що век то ри , ,  неколіне арні. 

А чи мо жуть век то ри , ,  бу ти коліне ар ни ми?
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Розв’язан ня

Ко ор ди на ти век торів  і  не про порційні, тоб то век-
то ри  і  не є ко лінеар ни ми, то му мож на ви ко на ти 
розк лад

Маємо:  Звідси:

Відповідь:  = −3  − 1,5 .

Прик лад 3.  У па ра ле лограмі АВСD точ ки М 
і N ле жать на сто ро нах АВ і СD відповід но, 
АМ : МВ = СN : ND = 2 : 1. Ви разіть век тор  

че рез векто  ри  і .
Розв’язан ня

Поз на чи мо век то ри  �  і  �  (мал. 4.16).
1) АВСD – па ра ле лог рам, тоді 
  =  =  і  =  = .
2) За пра ви лом ба га то кут ни ка  =  +  + .
3)  ↑↑  і АМ : МВ = 2 : 1, 

 тоді 

4)  ↑↓  і СN : ND = 2 : 1, 

 тоді 

5) 

Відповідь: 
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Для допитливих
За до по мо гою де я кої точ ки Х будьQякий век тор мож на предс та ви ти у ви -
гляді су ми або різниці двох век торів:

 =  + ;  =  − .
Це інко ли по лег шує розв’язу ван ня за дач, і та кий ме тод на зи ва ють 

ме то дом про ко лу, а точ ку Х – по лю сом.
Нап рик лад, до ве де мо ме то дом про ко лу, що се ред ня лінія тра пеції па ра-

лель на ос но вам і дорівнює півсумі їх дов жин.
Не хай АВСD – тра пеція (BC || AD), точ ки M і N – се ре ди ни сторін АВ і DC. 

Тоді  =  − . Вра хуємо (див. с. 154), що: 
2  =  + , 2  =  + 

 
. 

Тоді  

Тверд жен ня до ве де но.

Розкладаємо 
век тор (c1; c2) 

за (a1; a2) і (b1; b2), 
� :

1) записати 

λ  =  і 

λ  = ;

2) записати 

λ  + λ  =  
= ;

3) записати    

 = λ  + λ ,

з рівності координат 

 
знайти λ і μ.

Мал. 4.16
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Для допитливих
1. Век то ри , , ,  пов’язані за лежністю 2  + 5  + 0 ⋅  – 8  = 0. Представ те 
кож ний із век торів  , ,  у виг ляді лінійної комбінації інших век торів. 
Чи пра виль но, що век тор  не мож на предс та ви ти у ви гляді лінійної 
комбінації інших век торів? Чому?
2. Не хай  = 5  – 3 ,  = 7  – 4 , де век то ри  і  – не коліне арні. Розк ла діть 
век то ри  і  за век то ра ми  і .

Прак тич на ро бо та 36

1. Нак ресліть пря мо кут ну сис те му ко ор ди нат. 

2. По бу дуй те век то ри  і , як що А(−6; −2), В(3; 4), С(1; 1). Знайдіть ко ор ди на ти 
цих век торів.

3. По бу дуй те век тор, який є су мою век торів  і . Ви ко рис то ву ю чи клітин ки 
зо ши та, знайдіть йо го ко ор ди на ти.

4. Порівняй те от ри мані ко ор ди на ти з ко ор ди на та ми век торів  і . Зробіть вис-
но вок.

Прак тич на ро бо та 37

1. Нак ресліть пря мо кут ну сис те му ко ор ди нат.

2. По бу дуй те век то ри  і , як що А(2; 2), В(4; 7), С(9; 6). Знайдіть ко ор ди на ти 
цих век торів.

3. По бу дуй те век тор, що є різни цею век торів  і . Ви ко рис то ву ю чи клітин ки 
зо ши та, знайдіть йо го ко ор ди на ти.

4. Порівняй те от ри мані ко ор ди на ти з ко ор ди на та ми век торів  і . Зробіть вис-
но вок.

Прак тич на ро бо та 38

1. У пря мо кутній сис темі ко ор ди нат по бу дуй те век тор , як що А(1; 1), В(3; 3).

2. По бу дуй те век тор 3 . Ви ко рис то ву ю чи клітин ки зо ши та, знайдіть йо го ко ор-
ди на ти.

3. Порівняй те от ри мані ко ор ди на ти з ко ор ди на та ми век то ра . Зробіть вис но вок.

Зав дан ня 30

1°. Да но век тор (1; 5). Знайдіть ко ор ди на ти век торів: а) 2 ; б) 3 ; в) −5 ; г) −12 . 
2°. Да но век то ри (2; −5) і (−3; 4). Знайдіть век то ри: 

 а) 2 ; б) − ; в) 4 ; г) −4 ; д)  + ; е)  − ; є)  + 2 ; ж)  − 4 .

3°. Знайдіть ко ор ди на ти век то ра 2  і  як що:

 а) (−7; 3); б) (−3; 9); в) (0,5; −2); г)  =  − 3 ; д)  = −6  + 21 .
4°. Знайдіть су му век торів: 
 а) (1; −2) і (2; −3); б) (−3; 4) і (2; −3); в) (−5; 4) і (2; −2).

5°. Знайдіть век тор  − , як що: 
 а) (1; 4), (−1; −3); б) (−3; 2), (2; −1); в) (5; 3), (−4; 4).
6. Знайдіть мо дулі век торів  +  і  − , як що:

 а) (4; −1), (−5; 8);   в) (3; 2), (4; −2); 

 б)  = 3  − 2  ,  = −4  + ;  г)  =  − 2 ,  =  − 3 .

7. Да но век то ри  =  − 6 ,  = 2  + 3 . Знайдіть ко ор ди на ти і мо дуль век то ра:
 а) 2  + 3 ; б)  − 3 ; в) 0,5  − ; г) 4  − 5 .
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Для допитливих
До ве де мо слідом за Ей ле ром та ку те о ре му. 

Те о ре ма Ей ле ра (формула Гамільтона). Як що в довіль но му три кут ни ку 
АВС поз на чи ти че рез Н йо го ор то центр, а че рез О – центр ко ла, опи са но го 

нав ко ло ць о го три кут ни ка, то    +  + .

Доведення

Про ве де мо в три кут ни ку АВС ви со ти ВВ1, АА1 і 
пер пен ди ку ля ри ОN і ОМ до сторін AC і BC три кут-
ни ка (див. мал.).

1) Із три кут ни ка BOH:   =  + .
2) О – центр ко ла, опи са но го нав ко ло три кут ни-
ка АВС, тоді ОN і ОМ – се ре динні пер пен ди ку ля ри 
до сторін АС і ВС, а МN – се ред ня лінія. 
3) MN || AB (як се ред ня лінія), ON || BB1 (як пер-
пен ди ку ля ри до АС). Тоді OM || AA1 (як пер пен ди ку ля ри до ВС). ∠ABB1 = 
= ∠ONM, ∠BAA1 = ∠OMN, 	 ABH 
 	MNO з k = 2 (бо АВ = 2МN).
4) 	 ABH 
 	MNO з k = 2. Тоді ВН = 2ОN.

BH || ON,   = 2 . Тоді  =  + 2 .
5) N – се ре ди на відрізка АC. Тоді (див. с. 152):

 +  = 2 , тоб то  =  +  + .
Те о ре му до ве де но.

8. Да но |λ | = 5. Знайдіть λ, як що: 
  а) (6; −8);   б) (3; −4);   в) (−7; 24);  г) (5; 12).

9. Да но век то ри (3; −2), (4; 2). Знайдіть ко ор ди на ти і мо дуль век то ра:
  а) 2  + ;   б)  − 3 ;   в) 5  − ;   г) 2  + 5 .
10. Знайдіть век тор 4(  − 2 ) + 3(0,5  + 3 ), як що:

 а) (2; 3), (−3; 4), (0; −2), (2; −2);

 б) (0; −3), (2; −4), (2; −2), (1; −1).

11. Які з век торів коліне арні: (8; 4), (− 1; − 0,5), (4; 4), (0,5; 0,5), (−2; 1),
 (−1; −1)?
12. Да но чо ти ри точ ки: A(3; 0), B(0; 1), C(2; 7) і D(5; 6). До ведіть, що век то ри  і 
  коліне арні. 
13*. Знайдіть зна чен ня х, при яко му век то ри  і  співнап рям лені, як що: 
 а) (2; 3), (12; х); б) (х; 2), (3; 4); в) (−3; 1), (4; х).

14*. Знайдіть зна чен ня х, при яко му век то ри  і  коліне арні, як що: 

 а) (−2; 3), (12; х);  б) (х; −2), (3; 4);  в) (3; 1), (4; х).

15*. Да но век тор (−5; 4). Знайдіть век тор (x0; y0), який у 5 разів дов ший, ніж век-
тор , і нап рям ле ний з век то ром : а) од на ко во; б) про ти леж но.

16*. Мо дуль век то ра k  дорівнює 12. Знайдіть k, як що: а) (1; 3); б) (−5; −1).

17*. Знайдіть оди нич ний век тор, коліне ар ний век то ру (6; −8) і од на ко во з ним 
нап рям ле ний.

18*. Знайдіть се ред по да них тверд жень пра вильні:

 а) як що | | = k| |, то  = k ;

 б) як що  = k , то | | = k| |;

 в) як що  і  коліне арні, то | | = k| | і  = k ;

 г) як що  ↑↑  і | | = k | |, то  = k .
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Для допитливих
Векторна формула середньої лінії чотирикутника

Доведемо для довільного чотирикутника АВСD (див. мал.), що , 

де M і N – середини прилеглих його сторін АD і ВС. Цю 
формулу називають векторною формулою середньої лінії 
чотирикутника.

Справді:  =  +  +  і  =  +  + .
Додавши ці рівності почленно, отримаємо ту, що потрібно 
довести.

Доведіть самостійно такі опорні задачі.

1. Не хай да но три кут ник АВС. До ведіть для век торів   і   такі 
тверд жен ня:

а) век тор  +  спря мо ва ний уз довж бісект ри си внутрішнь о го ку та А три-
кут ни ка АВС;
б) век тор  −  спря мо ва ний уз довж бісект ри си зовнішнь о го ку та при вер -
шині А три кут ни ка АВС.
2. Нехай М – центроїд трикутника АВС. Доведіть, що  +  +  = 0.

3. Доведіть, якщо  +  +  = 0, то М – центроїд трикутника АВС.

4. Нехай АВС і А1В1С1 – два трикутники на площині. Доведіть, якщо  + 

+  +  = 0, то центроїди цих трикутників збігаються.

5. Задано точки А, В, С і D. Знайдіть таку точку М, щоб  +  = .
6. У трикутнику АВС точка О – центр описаного навколо цього трикутника 

кола, а Н – ортоцентр. Доведіть, що  +  +  = 2 .

19*. Розк ладіть век тор  за век то ра ми  і , як що: 
 а) (2; 3), (−1; 4), (5; −6); б) (−3; 5), (0; 2), (−1; −1).
20**. Да но век то ри (3; − 1), (1; − 2) і (− 1; 7). Розк ладіть век тор  =  +  +  за 

век то ра ми  і .
21. Да но точ ки A(1; 0), B(−2; −1), C(0; 3). Знайдіть точ ку D(x; y), як що век то-

  ри  і  рівні.

22*. Су ма век торів  і  дорівнює ну лю. Знайдіть ко ор ди на ти точ ки D, як що 
A(−1; 2), B(2; −1), C(1; 3).

23*. З’ясуй те, які умо ви по винні за до воль ня ти век то ри, щоб ви ко ну ва ло ся 
співвідно шен ня: 

 а) |  + | = | |  + | |;   б) |  −  | = | |  −  | |;   в) |  +  + | = | |  + | | + | |.

24**. ABCD – тра пеція, в якої дов жи на ос но ви AD у 3 ра зи біль ша за дов жи ну BC. 
Знайдіть ко ор ди на ти точ ки D, як що A(−4; 6), B(−2; −1), C(3; 3).

25**. Да но ко ор ди на ти вер шин три кут ни ка: А(7; 3), В(−5; −2), С(4; − 1). Знайдіть 
век то ри: а)  і ; б) оди ничні век то  ри, що па ра лельні відповідно пря мим 
АВ і АС; в) век тор , як що відрізок АL є бісект ри сою за да но го три кут ни ка. 

26*. Про екція век то ра  на вісь Оx дорівнює 2, про екція век то ра  на вісь Оx 
дорівнює −3, про екція век то ра  на вісь Оx дорівнює 4. Знайдіть про екції на 
вісь Оx век торів: 

 а) −3 ;       б)  + ;       в)  − ;        г) 3  − 2 ;        д) −  + 2  – 2 .
27**. Сто ро на квад ра та АВСD дорівнює 1. Точ ка K – се ре ди на АD, точ ка Е – се ре ди-

на АВ, О – точ ка пе ре ти ну діа го   на лей квад ра та. Знайдіть про екцію на вісь АD 
век то ра: а) ; б) ; в) ; г) ; д) ; е) .
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  Ска ляр ний до бу ток двох век торів

Ска ляр ним до бут ком двох век торів (a1; a2) і 
(b1; b2) на зи ваєть ся чис ло a1b1 + a2b2. Ска ляр ний 

до бу ток поз на ча ють  ⋅ . 
Знай де мо ска ляр ний до бу ток двох рівних век торів:

 ⋅  = a1a1 + a2a2 = a1
2 + a2

2 = | |2.
Ска ляр ний до бу ток век то ра са мо го на се бе ⋅  поз на-

ча ють 2 і на зи ва ють ска ляр ним квад ра том век то ра. 
Ска ляр ний квад рат век то ра дорівнює квад ра ту моду ля 
ць о го век то ра 2 = | |2.

З оз на чен ня ска ляр но го до бут ку двох век торів 
випли ва ють такі йо го ВЛАС ТИ ВОСТІ:

1.  ⋅  = ⋅ ;
2.  ⋅ (  + ) =  ⋅  +  ⋅ ;
3. 2 = | |2.
Для по даль шо го нам тре ба вміти виз на ча ти кут між 

дво ма век то ра ми.
Ку том між век то ра ми  і  на зи ваєть ся кут ВАС 

(мал. 4.17). 
Ку том між дво ма век то ра ми, що не ма ють спіль-
но го по чат ку, на зи ваєть ся кут між рівни ми їм век-
то ра ми, що ма ють спіль ний по ча ток (мал. 4.18).

Мал. 4.17

Мал. 4.18

Вва жа ють, що кут між дво ма співнап рям ле ни ми 
век то ра ми дорівнює ну лю.

За у ва жен ня. Кут між дво ма пря ми ми не мо же бу ти 
ту пим. Кут між дво ма век то ра ми мо же бу ти ту пим. 

До ве де мо ще кіль ка влас ти вос тей ска ляр но го до бут-
ку век торів.

165

Ска ляр ний 
до бу ток:

 ⋅  =
def

 a1⋅ b1 + a2⋅ b2

Ска ляр ний 
квад рат:

 ⋅   2

ВЛАС ТИ ВОСТІ  ⋅ :

1)  ⋅  =  ⋅ ;

2)  ⋅ (  + ) =
    =  ⋅  +  ⋅ ;

3) 2  = | |2.

Нагадаємо:

«=
def

» – рівність за 
оз на чен ням;
« » – «позначили 
як».
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Те о ре ма. Ска ляр ний до бу ток двох не нульо вих 
век торів дорівнює до бут ку їхніх мо дулів на ко си-
нус ку та між ни ми.

До ве ден ня

Не хай да но век то ри (a1; a2) і (b1; b2). Поз на чи мо кут 
між ни ми як α. Тре ба до вес ти, що 

a1⋅ b1 + a2⋅ b2 = | | ⋅ | |cos α.
Розг ля не мо ска ляр ний квад рат век то ра   +  і вра ху є мо 

влас ти вості ска ляр но го до бут ку двох век торів, на ве дені 
ви ще: 

(  + )
2
 = (  + ) ⋅ (  + ) = 

2
 + 2  ⋅   + 

2
, 

|  + |
2
 = | |

2
 + | |

2
 + 2  ⋅  .

Звідси ска ляр ний до бу ток двох 
век торів  ⋅   ви значається тіль ки 
че рез дов жи ни век торів ,  і  + , 
тоб то він не за ле жить від ви бо ру си -
с те ми ко ор ди нат. 

Спря му ємо вісь Ох так, як по ка-
за но на малюнку 4.19, і запишемо 
координати век то рів  і : 

(|a |; 0), (|b |cosα; |b |sinα). 

Тоді  ⋅   = | | ⋅ | | cos α + 0 ⋅ | | sin α = | | ⋅ | | cos α.
Те о ре му до ве де но.

Наслідок 1.  Як що ненульові век то ри взаємно 
пер пен ди ку лярні, то їх ска ляр ний до бу ток дорів-
нює ну лю. 

Наслідок 2.  Як що ска ляр ний до бу ток двох 
ненульових век торів дорівнює ну лю, то ці век то ри 
взаємно пер пен ди ку лярні.

166

Мал. 4.19

5)         ⊥ 

⇓    ⇑

 ⋅   = 0,

(   ,   ).

ВЛАС ТИ ВОСТІ  ⋅  :

4)  ⋅   =
= | | ⋅ | |cos (  ^ );

Для допитливих
ВЕК ТОРeНОР МАЛЬ ДО ПРЯ МОЇ 

(век тор, пер пен ди ку ляр ний до пря мої)

Не хай маємо пря му l, рівнян ня якої має виг ляд ax + by + c = 0. Поз на чи-
мо на цій прямій точ ки А0(x0; y0) і А(x; y). Для ко ор ди нат цих то чок ви ко ну-
ють ся співвідно шен ня 

ax + by + c = 0 і ax0 + by0 + c = 0.

Відніме мо від пер шої рівності дру гу:

a(x − x0) + b(y − y0) = 0.

Маємо, що  (x − x0; y − y0). Тоді ос тан ня рівність 
є ска ляр ним до бут ком двох пер пен ди ку ляр них век-
торів – век то ра , який ле жить на за даній прямій l, 
і век то ра ( ). Век тор, коліне ар ний век то ру ( ), і є 
шу ка ним век то ромgнор мал лю до пря мої ax + by + c = 0: 

 = λ( ).
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За у ва жен ня. З ос тан ньої те о ре ми маємо, що:
1) для довіль них век торів  і  ви ко нуєть ся нерівність 

 ⋅   � | | ⋅ | |;
2) ко си нус ку та α між дво ма не нуль ови ми век то ра ми  

 і  дорівнює ;

3) ко си нус ку та γ між дво ма пря ми ми, вздовж яких

 нап рям ле но век то ри 
 

і , дорівнює 

 (бо кут між пря ми ми не пе ре ви щує 90°).

ПРИК ЛА ДИ  РОЗВ’ЯЗУ ВАН НЯ  ЗА ДАЧ
Прик лад 1.  Три кут ник АВС за да-

но ко ор ди на та ми йо го вер шин А(1; 3), 
В(2; 4) і С(2;  3). Знайдіть гра дус ну 
міру ку та А ць о го три кут ни ка.

Розв’язан ня
1) Шуканий ∠A ≡   ̂  (мал. 4.20).
2)  . Тоді

 і ∠A  = 45°.

Відповідь: ∠A  = 45°.
Прик лад 2.  Знайдіть ко си нус ку та між медіа-
на ми рівно бед ре но го пря мо кут но го три кут ни ка, 
які про ве де ні до йо го ка тетів.

Розв’язан ня
Спря муємо осі Ох і Оy уз довж 

ка тетів три кут ни ка і поз на чи мо 
дов жи ни йо го ка тетів че рез 2а 
(мал. 4.21). Тоді: А(0; 2а), В(2а; 0), 
С(0; 0).
1) Ко ор ди на ти се ре дин ка тетів: 

K(a; 0), P(0; a).

2) .
3) Шу ка ний кут є ку том між пря ми ми і не мо же бу ти 

ту пим, йо го ко си нус – до дат не чис ло. Тоді

Відповідь:
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Мал. 4.20

          ↑
         кут 
між прямими –
не тупий, cos γ 
 0

Нагадаємо:

проекція век то ра  
на напрям  

Мал. 4.21
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Зав дан ня 31

1°. Об числіть ска ляр ний до бу ток век торів  і , як що: 

 а) (3; −7), (4; 3);  г)  = 2  − 3 ,  = −5  + 0,6 ;

 б) (−3; −5), (−1; 2); д)  = 4  + 3 ,  = −  + 0,5 .

 в) (5; 3), (−3; 1);
2. Знайдіть х, як що: 

 а)  ⋅  = −13, (3; 2), (−5; х); в)  ⋅  = −4, (x; −3), (2; −2);

 б)  ⋅  = −4, (−3; 2), (−1; х); г)  ⋅  = 4, (−2; х), (−2; х).

3. Да но век то ри (8; −2) і (4; 3). Знайдіть век тор , що за до воль няє умо ви  ⋅  = 8 
і  ⋅  = 0.

4°. Об числіть ска ляр ний до бу ток век торів  і , як що:

 а) | | = 3, | | = 6, кут між век то ра ми  і  дорівнює 45°;

 б) | | = 7, | | = 3, кут між век то ра ми  і  дорівнює 120°;

 в) | | = 1, | | = 12, кут між век то ра ми  і  дорівнює 90°.

5°. Об числіть (  + ) ⋅  і  ⋅  +  ⋅  та порівняй те от ри мані ре зуль та ти, як що: 

 а) (2; 0), (−1; 3), (4; 0); б) (2; 1), (−3; 2), (−1; −2).

6°. Об числіть (λ ) ⋅  і λ(  ⋅ ) та порівняй те от ри мані ре зуль та ти, як що: 

 а) (2; 0), (−1; 3), λ = 2; б) (2; 1), (−3; 2), λ = −0,5.

7°. Об числіть  ⋅  і  ⋅  та порівняй те от ри мані ре зуль та ти, як що: 

 а) (2; 0), (−1; 3);  б) (2; 1), (−3; 2).

8°. Знайдіть  ⋅ , як що: 

 а) | | = 2, | | = 3, cos ϕ = 0,4; д) | | = 1, | | = 2, cos ϕ = −0,5; 

 б) | | = 4, | | = 5, ϕ = 60°; е) | | = 6, | | = 2, ϕ = 120°; 

 в) | | = 7, | | = 5, ϕ = 90°; є) | | = 3, | | = 4, ϕ = 180°. 

 г) | | = 2, | | = 5, ϕ = 30°;
9. Знайдіть ко си нус ку та між век то ра ми:

 а) (3; 4) і (−1; 5); б) (−3; 4) і (1; 5); в) (−3; −4) і (−1; −5).

168

Для допитливих
Відстань від точ ки (x0; y0) до пря мої ax + by + c = 0

Бу де мо поз на ча ти та ку відстань, як d((x0; y0); ax + by + c = 0). 

За да на пря ма пе ре ти нає вісь Ох у точці . Шу ка на відстань від

точ ки А(x0; y0) до пря мої ax + by + c = 0 дорівнює дов жині пер пен ди ку ля-
ра АВ, опу ще но го з точ ки А на пря му. З три кут ни ка АВС: 

| | = | | cosα, де ,  .

Тоб то 

от же, шу ка на відстань
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Для допитливих
Ско рис тав шись фор му лою відстані від точ ки до пря мої, розв’яжіть такі 
за дачі.
1. За пишіть рівнян ня ко ла з цент ром у точці (1; −2), яке до ти каєть ся до 
пря мої y = 2x − 5.
2. Знайдіть най мен шу пло щу три кут ни ка, дві вер ши ни яко го ма ють ко ор-
ди на ти (0; 2) і (−3; 0), а тре тя ле жить на прямій 3x − 2y + 10 = 0.
3. Знайдіть най мен шу пло щу три кут ни ка, дві вер ши ни яко го ма ють ко ор-
ди на ти (−2; 0) і (0; −4), а тре тя ле жить на па ра болі y = x2.

10. Точ ки A(3; 2), B(5; 1), C(1; −2) – вер ши ни три кут ни ка. Знайдіть внут ріш ній 
кут при вер шині A, косинус зовнішнього кута при вер шині B.

11*. Не ви ко ну ю чи по бу до ви то чок A, B, C, уста новіть, яким є три кут ник АВС 
(гост ро кут ним, пря мо кут ним, ту по кут ним), як що: 

 а) А(0; 3), В(2; 0), С(−2; −1); б) А(1; 1), В(−3; 1), С(1; 4); в) А(2; 4), В(3; 4), 
С(−4; 5); г) А(0; 3), В(2; 0), С(−2; 0).

12. Знайдіть кут між век то ра ми  і , як що: 

 а) (0; 2),    в) (0; −2), 

 б) (1; 2), (−4; 2); г) (4; −4), (0; −1).

13. До ведіть, що век то ри  і  пер пен ди ку лярні, як що: 

 а) (0; 3), (−2; 0); б) (−2; 3), (−6; −4);   в) (m; n), (−n; m).
14. При яко му зна ченні x пер пен ди ку лярні век то ри: 

 а) (3; x) і (4; 5); б) (4; x) і (−9; x)?

15. Век то ри  і  ут во рю ють кут 30°, | | = 4, | | = 7. Знайдіть ска ляр ний до бу ток:

 а) (2  − 3 ) ⋅(  + ); б) (3  − 2 ) ⋅(  − 2 ); в) (6  − 5 ) ⋅(6  + 5 ).

16*. Да но | | = 2, | | = 5, кут між век то ра ми  і  дорівнює  Знайдіть, при 

 яко му значенні k век то ри  = k  + 17  і  = 3  −  взаємно пер пен ди ку лярні.

17*. Знайдіть ко си нус ку та між век то ра ми  і (  + ), як що | | = 2, | | = 3, а кут між 

 век то ра ми  і  дорівнює 120°.

18*. Век то ри  і  ут во рю ють кут 60°. Знайдіть:

 а) |  − |; б) |3  − |;  в) |2  + 3 |, як що | | = 2, | | = 1.

19*. Кут між век то ра ми  і  дорівнює 30°, | | = , | | = 1. Об числіть косинус кута 

 між век то ра ми  +  і  − .

20*. Век то ри  і  ут во рю ють кут 120°, | | = 3, | | = 5. Знай діть |  − |.

21*. Знайдіть век тор , коліне ар ний век то ру (1; 2), як що  ⋅  = 20.

22*. Який кут ут во рю ють оди ничні век то ри  і , як що ві домо, що векто ри  =  + 2  

 і  = 5  − 4  взаємно пер пен ди ку лярні?

23*. Век то ри , ,  ут во рю ють один з од ним ку ти по 120°. Розк ладіть век тор  за 
век то ра ми  і , як що | | = 3, | | = 2, | | = 1.

24*. Знайдіть оди нич ний век тор, що ут во рює ту пий кут з ор том  і пер пен ди ку-
ляр ний до век то ра (4; 1).

25*. Да но век тор (3; 2). Знайдіть век тор, пер пен ди ку ляр ний до , дов жи ною 4 і 
який ут во рює ту пий кут з віссю Оy. 

26. До ведіть, що точ ки A(3; 0), B(0; 1), C(2; 7) і D(5; 6) є вер ши на ми пря мо кут ни-
ка ABCD.
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Для допитливих
1. Доведіть твердження (опорний факт): для того, щоб із трьох даних 
відрізків АВ, ВС і АС можна було побудувати трикутник, необхідно й 
достатньо, щоб , де , ,  – неколінеарні.
2. Спираючись на опорний факт (1), доведіть, що: а) із медіан довільного 
трикутника можна побудувати трикутник; б) можна побудувати трикутник 
з половин діагоналей довільного чотирикутника та однієї з його середніх 
ліній (середньою лінією чотирикутника називають відрізок, що сполучає 
середини його протилежних сторін).
3. У три кут ни ку АВС: АА1 – бісект ри са, АВ = с, СА = b. До ведіть, що век то ри 

 коліне арні.

4. У пло щині пря мо кут ни ка АВСD взя то точ ку Х. До ведіть, що 

 ·  =  · .
5. Який виг ляд має чо ти ри кут ник АВСD, як що

 ·  +  ·  +  ·  +  ·  = 0?
6. До ведіть, що для довіль них чо тирь ох то чок А, В, С і D ви ко нуєть ся рівність

 ·  +  ·  +  ·  = 0.
7. Да но век то ри (1; 2) і (3; −1). При яко му зна ченні k век тор  + k ·  
буде най ко рот шим? Об числіть для ць о го зна чен ня k ска ляр ний до бу ток 

 · (  + k · ).
8. Век то ри , , k ·  + m ·  по пар но перпендикулярні. До ведіть, що хо ча б 
один з них дорівнює нульeвек то ру.
9. Яку умо ву по винні за до воль ня ти век то ри  і , щоб век тор  +  був пер-
пен ди ку ляр ний до век то ра  – ?

27. До ведіть, що чо ти ри кут ник АВСD – квад рат, як що: 
 а) А(0; 0), В(1; 1), С(0; 2), D(−1; 1); б) А(−3; −1), В(−2; 3), С(2; 2), D(1; −2).
28. Да но вер ши ни чо ти ри кут ни ка ABCD: А(1; −2), В(1; 4), С(−4; 1) і D(−5; −6). 

До ведіть, що йо го діаго налі взаємно пер пен ди ку лярні.
29**. Три кут ник за да но ко ор ди на та ми йо го вер шин А(1; −2), В(1; 4), С(−4; 1). 

Знайдіть век тор , де точ ка М є ос но  вою ви со ти, про ве де ної з вер ши ни В.
30**. Три си ли (3; 4), (2; 3), (−3; 0) прик ла дені до однієї точ ки. Знайдіть ро бо-

ту, яку ви ко на ла рівнодійна цих сил, як що точ ка прик ла дан ня рівнодійної, 
ру ха ю чись пря молінійно, пе ремісти ла ся з по ло жен ня M1(5; 3) в по ло жен ня 
M2(4; −1).

31**. Да но век то ри (−1; 1) і (3; −5). Знайдіть про екцію век то ра 2  –  на век тор  + .

32**. Век тор , мо дуль яко го дорівнює 6, нап рям ле ний під ку том α = 30° до осі Оx. 
Знайдіть про екції ць о го век то ра на ко ор ди натні осі.

33**. Да но три взаємно пер пен ди ку лярні век то ри ,  і , мо  дулі яких до рівню ють 

 3, 6 і  відповідно. Знайдіть мо дуль век то ра  +  + .
34**. Век тор , мо дуль яко го дорівнює 3, ут во рює кут α = 30° з пря мою АВ. Під 

яким ку том β до АВ тре ба розмісти ти век тор , рівний за мо дулем , щоб век-
тор  +  був па ра лель ним АВ? Знайдіть мо дуль век то ра  + .

35**. До ведіть, якщо для сторін чотирикутника АВСD виконується співвідношення 
АВ2 + СD2 = ВC2 + AD2, то діагоналі  цього чотирикутника взаємно перпенди-
кулярні.

 Порада. Використайте так званий векторний метод. Розгляньте вектори, 
що збігаються зі сторонами чотирикутника та його діагоналями, і ско рис-
тайтеся властивостями скалярного добутку векторів для скалярного квадрата 
й ознакою перпендикулярності векторів.
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Для допитливих
Опор на за да ча
Як що точ ки М і N на ле жать відрізкам АВ та СD відповідно і АМ : МВ = 
= СN : ND = n : m, то 

.

До ве ден ня

1) СN : ND = n : m → 

2)  =  +  і  =  + , тоді

;

3) АМ : МВ = n:m → m  = n  і m  + n  = 0, і шу ка на рівність ви ко-
нуєть ся.

  Век тор ний  ме тод  до ве ден ня  
те о рем  і  розв’язу ван ня 
ге о мет рич них  за дач

Зас то суємо век то ри до розв’язу ван ня ге о мет рич них 
за дач. Де які з таких за дач ми вже розглядали на 
попередній сторінці, а деякі розв’язу ва ли раніше інши-
ми ме то да ми.

ПРИК ЛА ДИ  ДО ВЕ ДЕН НЯ  ТЕ О РЕМ

Те о ре ма  ко си нусів. Квад рат сто ро ни трик ут ни ка 
дорівнює сумі квад ратів двох інших йо го сторін 
мінус под воєний до бу ток цих сторін на ко си нус 
ку та між ни ми.

Не хай у три кут ни ку ABC 
(мал. 4.22) BC = a, AC = b, AB = c. 
Тре ба до вес ти, що

c2 = a2 + b2 – 2ab cos C.
До ве ден ня

Запишемо век тор ну рівність
 =  – .

З век тор но го квад ра та ць о го співвідношення
2 = 2 + 2 − 2  ⋅  

маємо:
| |2 = | |2 + | |2 − 2| | ⋅ | | cos C,

тоб то c2 = a2 + b2 – 2ab cos C.
Те о ре му до ве де но.

За у ва жен ня.  Як що кут C пря мий, то  ⊥ , тоді   
 ⋅   = 0 і от ри маємо те о ре му Пі фа го ра: c2 = a2 + b2.
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Мал. 4.22
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Те о ре ма. Діаго налі ром ба взаємно пер пен ди ку-
лярні.

Не хай АВСD – ромб (мал. 4.23). Тре ба до вес ти, що 
АС⊥ВD.

До ве ден ня

Маємо, що  =  +  і  =  − . Знай де мо 
ска ляр ний до бу ток  ⋅  :

 ⋅  = (  + ) ⋅ (  − ) = 
= 

2
 − 

2
 = | |

2
 − | |

2
 = 0,

бо дов жи ни сторін ром ба од на кові.
Ми до ве ли, що  ⋅  = 0, тоді 

АС⊥ВD.
Те о ре му до ве де но.

Те о ре ма. Як що А(х1; y1), B(x2; y2), C(x3; y3) – 
вер ши ни три кут ни ка АВС, то три медіани 
ць о го три кут ни ка пе ре ти на ють ся в одній 

точці , яка ділить кожну   

медіа ну у відно шенні 2 : 1, ра ху ю чи від вер ши ни 
(мал. 4.24-а).

Мал. 4.24

До ве ден ня
Не хай точ ка K – се ре ди на сто ро ни ВС три кут ни-

ка АВС (мал. 4.24-б) і точ ка М(х; y) – та ка точ ка медіа -
ни АK, що  = 2 .

Век то ри  і  ма ють ко ор ди на ти:

 = ( )  і  

Тоді з рівності  = 2  маємо:

Звідcи:
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Мал. 4.23

Суть методу век-
то рів: записати 
мо вою векторів гео-
мет рич не роз мі-
щен ня точок, пря-
мих, відрізків; і 
навпа ки, мову век-
тор них рів ностей 
« п е  р е   к л а с   т и » 
мо вою гео метрії.
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Пов то рю ючи ті самі мірку ван ня для медіан ВD і СF 
три кут ни ка АВС, от ри маємо, що точ ка з ко ор ди на та ми

на ле жить усім медіанам три кут ни ка АВС і поділяє їх у 
відно шен ні 2 : 1, ра ху ю чи від вер ши ни.

Те о ре му до ве де но.

Наслідок. Як що АK, ВD і CF – медіани три-
кут ни ка АВС (мал. на полі), то ви ко ну ють ся 
такі рівності: 

(1)  +  +  = ; 
(2)  +  +  = ; 
(3)  +  +  = .

Перш за все за у ва жи мо, що

      

      
То му для до ве ден ня тверд жень наслідку дос татньо 

до вес ти тіль ки тверд жен ня (1).
Розг ля не мо пер шу ко ор ди на ту век то ра  +  + . 

Во на дорівнює сумі відповідних ко ор ди нат век торів ,
, , тоб то 

.

Ана логічно і дру га ко ор ди на та ць о го век то ра дорів-
нює ну лю.

По вер не мо ся до те о ре ми про поділ відрізка у за да но-
му відно шенні, яку ми розг ля да ли у § 1 (с. 14).

Те о ре ма.  Як що А(х1; y1) та B(x2; y2) – кінці 
від різка АВ і точ ка С(x; y) ділить відрізок 
АВ у відно шенні АС : СВ = m : n, то 

До ве ден ня

Якщо AC : CB = m : n, то | |  : | | = m:n і n⋅  = m⋅   
(мал. 4.25). 
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 +  +  = 

 +  +  =  

 +  +  = 

Для допитливих
1. У три кут ни ку АВС точ ки Е, F і D – се ре ди ни сторін АС, АВ і ВС від по-
відно. До ведіть, що  ⋅  +  ⋅  +  ⋅   = 0.
2. Ско рис тав шись вектор ною формулою для середньої лінії чо ти ри кут ни ка 
(с. 164), знайдіть дов жи ни відрізків, які спо лу ча ють се ре ди ни про ти леж них 
сторін чо ти ри кут ни ка, як що зада но дов жи ни всіх його сторін і гра дусні міри 
кутів, під яки ми пе ре ти на ють ся прямі, що містять йо го про ти лежні сто ро ни.

Особливість ме то-
ду век то рів:
не вимагає розгляду 
складних гео мет-
рич них конфі гура-
цій, а зводить гео-
метричну задачу до 
алгебраїчної, яку 
звичайно легше роз-
в’язати, ніж почат-
кову гео мет ричну.
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Для допитливих
Розв’яжіть за да чу век тор ним ме то дом.
Да но дов жи ни двох сторін па ра ле лог ра ма й однієї з його діагоналей. Знайдіть 
од ну з три го но мет рич них функцій гост ро го ку та цього па ра ле лог ра ма.

Век то ри n ⋅  і m ⋅  ма ють ко ор -
ди на ти

 і 

.

З рівності правих частин цих 
співвідношень маємо сис те му:

розв’язу ю чи яку відносно x і y, от ри маємо шу кані 
рівності.

Те о ре му до ве де но.
Наслідок 1. Як що точ ка С ділить відрізок АВ 
у відно шен ні m :n, ра ху ю чи від точ ки А, то 

Не хай век то ри  і  ма ють ко ор ди на ти (xА; yА) 
і (xB; yB).

Век то ри ,  і  ма ють спіль-
ний по ча ток – точ ку О (мал. 4.26). 
Па ра лель ни м пе ре несен ням цих 
векторів відобразимо точку О в 
початок координат. (Як відо мо, при 
па ра лель но му пе ре несен ні от ри маємо 
век тор, рівний да но му.) Тоді: О(0; 0), 
А(xА; yА), B(xB; yB). За те о ре мою, до ве-
де ною ви ще, маємо

і  = 

Тверд жен ня до ве де но. 

Наслідок 2.  У ви пад ку, ко ли С – се ре ди на 
від різка АВ, тоб то m = n = 1, 

Зауваження. Останню формулу можна отримати і 
з продовження медіани ОС трикутника АОВ (див. мал. 
на полі).

174

Мал. 4.25

Мал. 4.26

(BOAO′ – 
паралелограм)
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ТЕОРЕМА  КОСИНУСІВ  ДЛЯ  
ЧОТИРИКУТНИКА

Квад рат сто ро ни опук ло го чо ти ри кут ни ка дорівнює 
сумі квад ратів трь ох інших йо го сторін без под воєних 
до бутків пар цих сторін на ко си ну си кутів між ни ми. 

Доведення
Не хай маємо опук лий чо ти ри кут ник АВСD (мал. 4.27). 

Тоді  =  +  + . Як що пом но жи ти цей век тор 
сам на се бе, маємо:

| |2 = | |2 + | |2 + | |2 + 2  ·   + 
+ 2

 
·   + 2  ·  .

Звідси і вип ли ває тверд жен ня те о ре ми:
AD2 = a2 + b2 + c2 + 2abcos (180° − ∠B) + 
+ 2bccos (180° − ∠C) + 2accos (180°  – 
–a c) = a2 + b2 + c2 − 2abcos В − 2bccos C −
− 2accos(a c).

ПРИК ЛА ДИ  РОЗВ’ЯЗУ ВАН НЯ  ЗА ДАЧ

Опорна задача 1.  У три-
кут ни ку АВС точ ка K 
ді лить сто ро ну АВ у відно-

шенні АK : KВ = 2 : 3. У яко му 
відно шенні відрізок СK ділить 
медіа ну AD ць о го три кут ни ка 
(мал. 4.28)?

Да но: АK : KВ = 2 : 3, ВD = DC.
Знай ти: АО : ОD.
__________________________

Розв’язан ня

1)
 

 (див. с. 174).

2) 

3) 

 

4) 

5) Поділи мо дру ге рівнян ня сис те ми на пер ше: . 

175

Мал. 4.28

Чим зай ма ють ся 
ма те ма ти ки, як не 
по ряд ком і відно-
шен ням?

Арісто тель

Мал. 4.27

AD2 = a2 + b2 + c2 − 
− 2abcos В − 
− 2bccos C −

− 2accos(a c).

Теорема косинусів 
для чотирикутника
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Звідси: x : y = 4 : 3 і АО : ОD = 4 : 3.
Відповідь: 4 : 3, ра ху ю чи від вер ши ни А.

Прик лад 2. Медіани, про ве дені до сторін АВ і АС 
три кут ни ка АВС, взаємно пер пен ди ку лярні. До  ве-
діть, що кут між ци ми сто ро на ми мен ший за 45°.

До ве ден ня
1) Кут А три кут ни ка АВС збі-

гаєть  ся з ку том між век то ра-
ми  і 

 
(мал. 4.29). 

2) ∠BKA > 90° як зовніш ній кут 
три кут ни ка МKС. Тоді з три-
кут ни ка АВK маємо, що кут А 
– гост рий.

3) Поз на чи мо век то ри  � , 
  � ,  � . Точ ки Р і K 

ділять відрізки АВ і АС навпіл. То му (с. 174):

4) Вра хо ву ю чи, що  =  − , знай де мо ска ляр ний 
 до буток 

 
⋅ :

 За умо вою 
 
⊥ . Тоді 

 
⋅  = 0 і 5 ⋅  = 2 2 + 2 2. 

Звідси: 

 



 
,

 бо се реднє ариф ме тич не двох до дат них чи сел не 
 біль  ше за їхнє се реднє ге о  мет рич не.

5) Маємо  
 . Тоді cos A > cos 45°. На проміж-

  ку від 0° до 90° біль шо му ку ту відповідає мен ше зна-
чен ня ко си ну са, тоді ∠A  < 45°. Щ. в. д.

Прик лад 3.  До ведіть, що су ма квад ратів усіх 
сто рін чо ти ри кут ни ка дорівнює сумі квад ратів 
йо го діаго на лей плюс квад рат под воєної відстані 

між се ре ди на ми діаго на лей.
Да но: АВСD, BN = ND, AM = MC (мал. 4.30).
До вес ти: AB2 + BC2 + CD2 + DA2 = AC2 + BD2 + (2MN)2.____________________________________________

176

1) записати  
через  і ;

2)  = λ ;

3) записати  
через  і ,

 а  через ;

4) порівняти  
з п. 2 і п. 3.

Мал. 4.29

Ма те ма ти ка – жри-
ця оз на че ності та 
яс ності.

Й. Ф. Гер барт

Для допитливих
Розв’яжіть за да чу век тор ним ме то дом.

У ромбі АВСD діаго налі АС = 2а і ВD = 2b пе ре ти на ють ся в точці О. 

На діаго на лях АС і ВD поз на чи ли відповідно точ ки М і K так, що  і 

. Знайдіть кут, який ут во рю ють при пе ре тині прямі СK і DM.

Мій по тяг до ма те-
ма тич них на ук пе -
ре дусім по яс нюєть-
ся моєю відра зою до 
ли цемірства.

Стен даль
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До ве ден ня
Розг ля не мо точ ку О по за чо ти-

ри кут ни ком АВСD. 
Поз на чи мо: 

  ,   ,   ,   .
1)  −  = ,  −  = ,  −  = , 
  −  = ;
2)  −  = ,  −  = ;
3) точ ки М і N – се ре ди ни діаго на-

лей АС і ВD, тоді 

4) 

тоді 2  =  +  −  − ;
5) з (1), (2) і (4) маємо, що тре ба до вес ти співвідно шен ня:

|  − |2 + |  − |2 + |  − |2 + |  − |2 = 
= |  − |2 + |  − |2 + |  −  +  − |2, тобто

|  − |2 + |  − |2 = |  − |2 + |  − |2+ 2(  − ) ⋅ (  − ).
Як що ви ко рис та ти те, що ска ляр ний квадрат век то-

ра дорівнює квад ра ту йо го мо ду ля, то лег ко пе ре ко на-
ти ся в то му, що ос таннє співвідно шен ня ви ко нуєть ся. 

Прик лад 4.  Те о ре ма Лейбніца. Су ма квад-
ратів відста ней від будьQякої точ ки Х пло щи ни 
три кут ни ка АВС до вер шин ць о го три кут ни ка і 

до йо го цент роїда М пов’язана співвідно шен ням: 
ХА2 + ХВ2 + ХС2 = 3ХМ2 + АМ2 + ВМ2 + СМ2.

До ве ден ня
1)  =  + ;   =  + ;  =  + .
2) Підне се мо ці рівності до ска ляр но го квад ра та і до да-
мо поч лен но:

ХА2 + ХВ2 + ХС2 = 3ХМ2 + МА2 + МВ2 + МС2 + 
+ 2 (  +  + ).

Вра хуємо, що  +  +  =  (див. с. 173), тоді 
маємо шу ка не співвідно шен ня.

За у ва жен ня. Спро буй те для порівняння до вес ти 
цю те о ре му іншим спо со бом.

177

Мал. 4.30

Найбіль ше ма те ма-
ти ка ко рис на тим, 
що без по се редньо 
сприяє роз вит кові 
чітко го мис лен ня і 
ду ху відкрит тя.

Й. Ф. Гер барт

ХА2 + ХВ2 + ХС2 = 
= 3ХМ2 + АМ2 +
+ ВМ2 + СМ2

Теорема Лейбніца

Зав дан ня 32
1. У колі з центром О провели дві перпендикулярні хорди АВ і СD, що перети-
 наються в точці М. Виразіть  через , ,  і .

2. У трик ут ни ку ABC: ∠A  = 90°, AB = 6, AC = 8, AM і BN – бісект ри си кутів А і В. 
Знайдіть ко си нус ку та між AM і BN.

3. ABCD – пря мо кут ник, у яко го AB = CD = 2a, AD = BC = 5a. Точ ка K ∈ AD, AK = a. 
До ведіть, що ∠BKC = 90°.
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Для допитливих
Розв’яжіть за да чу век тор ним ме то дом.

У пря мо кут но му три кут ни ку АВС (∠C = 90°)  АС = а,  До ведіть, 
що медіани АK і СМ взаємно пер пен ди ку лярні.

4. Медіани бічних сторін рівно бед ре но го три кут ни ка пе ре ти на ють ся під ку том 60°. 
Знайдіть кут при вер шині три кут ни ка.

5. Да но па ра ле лог рам ABCD і точ ку М у його площині. Відо мо, що  +  + 
 
+ 

 +  = . До ведіть, що М – точ ка пе ре ти ну діаго на лей па ра ле лог ра ма.
6. У ромбі ABCD дов жи на сто ро ни дорівнює 6, а ку т BAD дорівнює 60°. На сто роні 

ВС взя то точ ку Е та ку, що ЕС = 2. Знайдіть відстань від точ ки Е до цент ра 
си метрії ром ба.

7. У три кут ни ку АВС да но: АВ = ВС; D – се ре ди на сто ро ни АС; DK ⊥ ВС; М – се -
реди на відрізка DK. До ведіть, що AK і BМ взаємно пер пен ди ку лярні.

8. За до по мо гою ска ляр но го до бут ку век торів до ведіть, що ви со ти три кут ни ка 
пе ре ти на ють ся в одній точці.

9. Не хай Н – ортоцентр три кут ни ка АВС, О – центр опи са но го  навколо нього 
 кола. Доведіть, що  =  +  + . 
10. Не хай О – центр ко ла, опи са но го нав ко ло три кут ни ка АВС, а точ ка Н та ка, що 
 ви ко нуєть ся рівність  =  +  + . До ведіть, що Н – ортоцентр три кут ни-

ка ABC.
11. У рівнос то ронній три кут ник впи са но ко ло. До ведіть, що су ма квад ратів відста-

ней від довіль ної точ ки ко ла до вер шин три кут ни ка не за ле жить від ви бо ру точ-
ки на колі.

12. Нав ко ло рівнос то рон нь о го три кут ни ка опи са но ко ло. До ведіть, що су ма квад-
ратів відста ней від довіль ної точ ки ко ла до вер шин три кут ни ка не за ле жить від 
ви бо ру точ ки на колі.

13. У квад рат впи са но ко ло. До ведіть, що су ма квад ратів відста ней від довіль ної 
точ ки ко ла до вер шин квад ра та не за ле жить від ви бо ру точ ки на колі.

14. Нав ко ло квад ра та опи са но ко ло. До ведіть, що су ма квад ратів відста ней від 
довіль ної точ ки ко ла до вер шин квад ра та не за ле жить від ви бо ру точ ки на колі.

15. У трикутнику ABC бісектриса AD ділить сторону BC у відношенні BD : CD = 1 : 2. 
В якому відношенні медіана CE ділить цю бісектрису?

16. ABCD – довіль ний чо ти ри кут ник, KL і MN – від різки, що спо лу ча ють се ре ди ни 
його про ти леж них сторін, ϕ – кут між діаго на ля ми. Доведіть, що виконуєть ся 
спів відно шен ня (AB2 + CD2) − (AD2 + BC2) = 2(KL2 − MN2) = 2AC ⋅BD ⋅cos ϕ.

17. Швидкість течії річки vр. Швидкість плав ця в сто ячій воді – vп. Пла вець має 
намір пе реп лив ти річку так, щоб йо го най мен ше знес ло течією. Як йо му 
пливти?

18. A1A2A3 ... An – пра виль ний ба га то кут ник. Точ ка М – точ ка впи са но го у ба га то-
кут ник ко ла. До ведіть, що MA1

2 + MA2
2 + ... + MAn

2 – не за ле жить від ви бо ру 
точ ки на колі. 

19. A1A2A3 ... An – пра виль ний ба га то кут ник. Точ ка М – точ ка опи са но го нав ко ло 
ба га то кут ни ка ко ла. До ведіть, що MA1

2 + MA2
2 + ... + MAn

2 не за ле жить від ви бо-
ру точ ки на колі. 

20. До ведіть, що су ма квад ратів усіх сторін і всіх діаго на лей впи са но го пра виль но го 
пeкут ни ка дорівнює n2R2, де R – радіус кола, опи са но го навколо багатокут ника.

Завдання для повторення розділу IV
1°.  Наведіть приклади векторних і скалярних величин.
2*.  Що математики називають вектором і чим їхнє означення вектора від різ няє ться 

від поняття вектора у фізиці?
3.  Які вектори називають колінеарними?

178
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Для допитливих
Розв’яжіть за да чу век тор ним ме то дом.

У три кут ни ку АВС на сто ро нах АВ і ВС поз на чи ли відповідно точ ки K і 
D так, що АK : KВ = 3 : 1 і BD : DC = 3 : 1. Відрізки АD і CK пе ре ти на ють ся 
в точці О. Знайдіть відно шен ня KO : OC і AO : OD.

4°.  Що таке модуль вектора? 
5.  Чи завжди є правильним таке твердження: «Якщо модулі двох векторів рівні, 

то ці вектори рівні»? Наведіть приклади.
6°.  Чим відрізняються протилежно напрямлені вектори? Наведіть прик лад.
7°.  Наведіть приклад: а) співнапрямлених векторів; б) протилежно на прям ле них 

векторів; в) рівних векторів.
8.  Сформулюйте означення рівності векторів.
9*. Сформулюйте два означення рівності векторів. Чи є вони рівно силь ни  ми? 

Відповідь обґрунтуйте.
10°. Наведіть приклад множення одного й того самого вектора на число: а) 2; б) –2. 

Чи будуть рівними модулі цих векторів?
11°. Наведіть приклади додавання двох колінеарних: а) однаково напрям ле них 

векторів; б) протилежно напрямлених  векторів.
12°. Наведіть приклади віднімання двох колінеарних: а) однаково на прям лених 

векторів; б) протилежно напрямлених  векторів.
13. Наведіть приклади: а) додавання двох неколінеарних  векторів; б) від німання 

двох неколінеарних векторів.
14. Дано паралелограм KМНР. Знайдіть: а) різницю векторів  і ; б) суму 
 векторів  і . 
15. Дано чотирикутник АВСD. Знайдіть суму векторів , ,  і .
16. Знайдіть суму векторів , , ,  і . 
17. Дано паралелограм СМЕТ. Розкладіть вектор  за векторами: а)  і ; 
 б)  і ; в)  і . 
18*. Діагоналі паралелограма АВСD перетинаються в точці О. Розкладіть за векто-
 рами  і  вектор: а) ; б) ; в) ; г) .
19. На малюнку 4.31 дано вектори  і . Побудуйте вектор: а)  + ; б)  – ; 

в)  + 0,5 ; г)  – 0,5 ; д) 0,5  + 1/3 .
20*. На малюнку 4.32 дано вектори  і . Знайдіть вектори: , , , , �k.
21°. Що мож на ска за ти про ко ор ди на ти рівних век торів?
22°. За пишіть фор му лу для зна ход жен ня мо ду ля ве кто ра, як що відомі йо го ко ор ди-

на ти.

Мал. 4.31 Мал. 4.32

23°. Як знай ти: а) до бу ток век то ра на чис ло, як що відомі йо го ко ор ди на ти; б) су му, 
різни цю і ска ляр ний до бу ток двох век торів, як що відомі їхні ко ор дина ти?

24. Знайдіть ко ор ди на ти век то ра , за пишіть йо го че рез ко ор ди натні век то ри ,  
і знайдіть йо го мо дуль, як що: 

 а) А(−7; 2), В(5; 7); в) А(0; 5), В(−3; 1);
 б) А(4; 4), В(7;0);  г) А(−2; 1), В(6; 3). 
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Для допитливих
1. Дано паралелограм АВСD. Пряма l перетинає прямі АВ, АС і АD відповід- 

но в точках В1, С1 і D1. Доведіть, якщо , ,  , 

то . 

2. Точка I – інцентр трикутника АВС, W1, W2, W3  – точки перетину про-
довження його бісектриси з описаним навколо цього трикутника колом, 
центром якого є точка О. Доведіть, що 

25. При яко му зна чен ні n век то ри: а) (n; 1) і (3; 9); б) (n; 4) і (9; n) коліне арні 
і як во ни при ць о му нап рям лені?

26. При якому зна чен ні β век то ри (3; 4) і (β; −2): 
 а) коліне арні;  б) пер пен ди ку лярні;  в) ма ють од на кові мо дулі?
27*. Знайдіть зна чен ня x, при яко му кут між век то ра ми  і  дорівнює 60°, як що 
 (4; −3), (1; х).
28*. До ведіть, що чо ти ри кут ник АВСD – пря мо кут ник, як що: а) А(1; 1), В(2; 3), 

С(0; 4), D(−1; 2);   б) А(−3; −1), В(−2; −4), С(4; −2), D(3; 1).

29. Знайдіть ку т між век то ра ми (1; −3) і (2; 4).
30. Знайдіть ко си нус кута АВС, як що А(4; 2), В(3; −1), С(−1; 1).
31. Знайдіть ко си ну си кутів три кут ни ка з вер ши на ми в точках: 

 а) А(1; 1), В(4; 1), С(4; 5);    б) 

32. Век то ри  і  ут во рю ють кут 120°. Відо мо, що | | = 4 і | | = 3. Знайдіть: 

  а) (  + )2; б) (3  + 2 )(  − );  в) |4  − 3 |.
33*. До ведіть век тор ним ме то дом, що діаго налі ром ба взаємно пер пен ди ку лярні.
34**. До ведіть век тор ним ме то дом, що су ма квад ратів діаго на лей па ра ле ло гра ма 

дорівнює сумі квад ратів йо го сторін.

Го туємо ся до те ма тич но го оціню ван ня № 6

Варіант І

1. Знайдіть координати і модуль вектора , якщо А(0; 2), В(−1; 3).

2. Косинус кута, утвореного векторами (x; 2) і (0; 1), дорівнює 0,5. Знай діть x.

3. Знайдіть ко ор ди на ти точ ки D, як що А(−1; −1), В(4; 5), С(−2; 1) і  = .

4. Знайдіть 3  – 2  і   + , як що:

а) (2; 4), (6; 2); б) (−3; 1), (3; −3).
5. До ведіть, що чо ти ри кут ник АВСD – пря мо кут ник, як що А(−5; −1), В(−3; −4), 

С(3; 0), D(1; 3).

Варіант ІІ

1. Знайдіть координати і модуль вектора , якщо С(−2; 0), D(1; 2).

2. Знайдіть косинус кута, утвореного векторами (1; 2) і (−1; 1).

3. Век то ри (−3; 2) і (6; х) коліне арні. Знайдіть х.

4. Знайдіть 3  – 2  і  + , як що: 

а) (2; −3), (4; 0); б) (4; 1), (−2; 5).
5. До ведіть, що чо ти ри кут ник АВСD – ромб, як що А(3; 3), В(−2; 3), С(−5; −1), 

D(0; −1).
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  Ос новні за са ди по бу до ви 
сте ре о метрії 

Пред ме том вив чен ня в сте ре о метрії є прос то рові 
фор ми – три вимірні ге о мет ричні фігу ри.

Так са мо як і планіметрія, сте ре о метрія є ма те ма-
тич ною на у кою і вив чає фігу ри абстра кт но, тоб то 
не за леж но від їхнь о го на пов нен ня конк рет ним змістом. 
Про те ос но вою та ко го абстра гу ван ня є ре аль ний світ. 
Про це свідчать самі наз ви прос то ро вих ге о мет рич них 
форм. Так, сло во сфе ра по хо дить від грець ко го «м’яч»; 
куб – від «граль на кістка»; циліндр – від «ко ток»; 
приз ма – від «роз пи ля на»; ко нус – від «сос но ва шиш-
ка», «кег ля», «верхівка шо ло ма»; пірамідою ста ро-
давні єгип тя ни на зи ва ли свої спо ру ди – гроб ниці фа ра-
онів.

Сте ре о метрія, як і планіметрія, уза галь нює й 
абстра гує прак тич ний досвід лю ди ни і на ос нові де дук-
тив но го ме то ду, тоб то лан цюж ка логічних пе ре ходів 
від умо ви до вис нов ку, вив чає влас ти вості просто ро вих 
фігур.
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У ць о му розділі ви оз найо ми те ся із сте ре о метрією – розділом гео мет-
рії, що вив чає фігу ри у прос торі («сте ре ос» у пе рек ладі з грець кої – про-
с то ро вий, а «метріо» – вимірюю). Док ладніше цю на у ку ви вив ча ти ме те 
у стар ших кла сах. Але вже за раз ви дізнаєте ся про її ос но ви, про те, які 
бу ва ють ба га тог ран ни ки і тіла обер тан ня, та про де які їхні влас ти вості.

Сте ре о метрія ви-
вчає фігу ри у прос-
торі абстрактно, на 
основі дедуктив но-
го методу.
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Логічна схе ма по бу до ви сте ре о метрії та ка са ма, як і 
планіметрії. 
1. Прий маємо ос новні по нят тя.
2. Прий маємо аксіоми.
3. Іншим ге о мет рич ним фігу рам даємо оз на чен ня, спи-

ра ю чись на вже відомі по нят тя.
4. Інші тверд жен ня про влас ти вості ге о мет рич них фі гур, 

крім прий ня тих аксіом, ви ма га ють до ве ден ня.
Ос нов ни ми фігу ра ми в сте ре о метрії, які прий ня то 

як по нят тя без оз на чен ня, є: точ ка, пря ма, пло щи на і 
простір. Зро зуміло, що на малюн ках зоб ра жа ють тіль-
ки час ти ни пло щи ни і пря мої. Пло щи ни поз на ча ють 
грець ки ми літе ра ми: α, β, δ, γ, ϕ та інши ми. 

Аксіоми сте ре о метрії, як і планіметрії, не є віль ним 
вит во ром ма те ма тиків, а здо буті людством у про цесі 
ба га товіко во го досвіду і відби ва ють ре аль ну дійсність. 
Пер ша аксіома відоб ра жає те, що сте ре о метрія ґрун-
туєть ся на планіметрії.

Аксіома 1. У прос торі існу ють пло щи ни. На кожній 
пло щині ви ко ну ють ся всі аксіоми і те о ре ми плані-
метрії.

Тоб то сис те ма аксіом сте ре о метрії скла даєть ся з 
аксіом планіметрії, до яких до дають ся ще три аксіоми 
прос то ру.

Аксіома 2. Яка б не бу ла пло щи на, існу ють точ ки, 
які на ле жать цій пло щині, і точ ки, які не на ле жать їй.

Аксіома 3. Як що дві різні пло щи ни ма ють спіль ну 
точ ку, то во ни пе ре ти на ють ся, і причому – по прямій.

Аксіома 4. Як що дві різні прямі ма ють од ну спіль-
ну точ ку, то че рез них мож на про вес ти пло щи ну, і до 
то го ж тіль ки од ну.

Усі інші тверд жен ня про влас ти вості прос то ро вих 
фігур ви ма га ють до ве ден ня. Розг ля не мо прик лад до ве-
ден ня те о рем у сте ре о метрії.

Те о ре ма. Че рез три точ ки, що не ле жать на одній 
прямій, мож на про вес ти пло щи ну.

Не хай да но три точ ки А, В і С 
(мал. 5.1). Тре ба до вес ти, що існує 
пло щи на, в якій ле жать ці точ ки.

Доведення

1) Про ве де мо прямі АВ і АС. За умо-
вою точ ки А, В і С не ле жать на 
одній прямій, тоді прямі АВ і АС не 
збіга ють ся.
2) За аксіомою че рез прямі АВ і АС 
мож на про вес ти пло щи ну.

Те о ре му до ве де но.
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А–1. На пло щині 
ви ко ну ють ся всі 
твердження плані-
метрії.

На га даємо:
{ } – знак мно жи ни;
∈ – «на ле жить»;
∉ – «не на ле жить»;
� – «пе ре ти нає»;
⇒ – «тоді».

Існують:
{Ai} ∈ α
{Bi} ∉ α

  A ∈ α
  A ∈ β
      ⇓
α � β = a
             ↑

пряма

{

  a � b

     ⇓
{a; b} ∈ α
             ↑

єдина

Мал. 5.1

Мал. 5.2

Логічна схе ма по бу-
до ви сте ре о метрії 
та ка са ма, як і 
планіметрії:
1) ос новні по нят тя;
2) аксіоми;
3) оз на чен ня інших 
фігур та до ве ден ня 
інших тверд жень.
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Ана логічно до во дять таку те о ре му. Че рез пря му і 
точ ку по за нею мож на про вес ти пло щи ну (мал. 5.2).

Пло щи ну мож на про вес ти (і до того ж тільки одну):
• че рез три точ ки, що не ле жать на одній прямій (те о-

ре ма);
• че рез дві прямі, що пе ре ти на ють ся (аксіома 4);
• че рез пря му і точ ку по за нею (те о ре ма);
• че рез дві па ра лельні прямі (з оз на чен ня па ра лель них 

пря мих).
Ана логічно то му, як ми це ро би ли у планіметрії, 

розв’язу ван ня сте ре о мет рич них за дач здійсню ють 
логічни ми кро ка ми, спи ра ю чись на аксіоми і те о ре ми 
сте ре о метрії та планіметрії, твердження умо ви або 
фак ти, до ве дені у про цесі розв’язу ван ня. 

Прик ла дом за пи су та ко го розв’язу ван ня є до ве ден ня 
те о ре ми, на ве де не ви ще.
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Пло щи ну мож на 
про вес ти, і до то го 
ж тіль ки од ну, 
че рез:

Прак тич на ро бо та 39

1. У не ве ли кий ар куш кар то ну вколіть дві гол ки, де поз нач те точ ки А і В. Про-
ведіть на кар тоні пря му АВ.

2. Спро буй те вста но ви ти на столі от ри ма ну конструкцію так, щоб во на три мала ся 
тіль ки на вко ло тих ва ми гол ках.

3. Уколіть ще од ну гол ку по за пря мою АВ. 
4. Ви ко най те пункт 2.
5. Що ви спос терігаєте? 
6. Пе ре коліть тре тю гол ку так, щоб во на бу ла на прямій АВ.
7. Ви ко най те пункт 2.
8. Зробіть вис нов ки.

Зав дан ня 33

1°. Стіл із чо тир ма ніжка ми, який стоїть на рівній підлозі, інко ли хи тається, а стіл 
з трь о ма ніжка ми завж ди стоїть стійко. Як по яс ни ти цей факт?

2°. Які з на ве де них тверд жень пра вильні: а) будьeякі дві точ ки прос то ру завж ди 
ле жать на одній прямій; б) будьeякі  т ри точ ки прос то ру ле жать на одній 
прямій; в) сто ро ни пря мо го ку та ле жать в одній пло щині?

3. Чо му в аксіомі 3 не ска за но, що пря ма, по якій пе ре ти на ють ся дві пло щи ни, 
обов’яз ко во про хо дить че рез їхню спіль ну точ ку? 

4. Чи од на кові за змістом такі вис лов люван ня: «пло щи ни α і β пе ре ти на ють ся»; 
«пло щи ни α і β ма ють спіль ну точ ку»?

5. По ясніть, що оз на ча ють такі вис лов люван ня: «мож на про вес ти пло щи ну»; 
«мож на про вес ти тільки од ну пло щи ну».

6*. Які з вис лов лювань од на кові за змістом: «існує точ ка»; «існує од на точ ка»; 
«існує не менше як од на точ ка»; «існує не більше як од на точ ка»?

7. Скіль ки пло щин мож на про вес ти че рез: а) да ну точ ку прос то ру; б) дві дані точ ки 
прос то ру; в) три дані точ ки прос то ру? Відповідь обґрун туй те.

8. У яко му ви пад ку че рез пря му і точ ку мож на про вес ти біль ше як од ну пло щи-
ну? 

9. Три точ ки у прос торі розміще но так, що че рез них про ве ли 100 різних пло щин. 
Що мож на ска за ти про ці точ ки?

10. Чо му двері, які кріплять ся на дв ох пет лях, тре ба фіксу ва ти на за мок?
11. Чи мож на че рез дві довільні точ ки про вес ти пло щи ну? Чо му?
12*. Чи мож на че рез точ ку пе ре ти ну двох да них пря мих про вес ти тре тю пря му, яка 

не ле жить з ни ми в одній пло щині? По ясніть відповідь.
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  Взаємне розміщен ня пря мих 
і пло щин у прос торі. 
Пер пен ди ку ляр до пло щи ни

ВЗАЄМНЕ  РОЗМІЩЕН НЯ  ДВОХ  ПРЯ МИХ

Дві різні прямі на пло щині або пе ре ти на ють ся, або 
па ра лельні. У прос торі мож ливі три ви пад ки взаємно го 
розміщен ня двох різних пря мих.
1. Дві прямі пе ре ти на ють ся – ма ють од ну спіль ну точ-
ку (мал. 5.3).
2. Дві прямі па ра лельні – не ма ють спіль них то чок і 
ле жать в одній пло щині (мал. 5.4).
3. Дві прямі не ма ють спіль них то чок, і че рез них не 
мож на про вес ти пло щи ну (мал. 5.5). Їх на зи ва ють  
ми мо біжними і поз на ча ють: a  b.

ВЗАЄМНЕ  РОЗМІЩЕН НЯ  ПРЯ МОЇ  І  ПЛО ЩИ НИ

У прос торі мож ливі три ви пад ки взаємно го розмі-
щен ня пря мої і пло щи ни.
1. Пря ма ле жить у даній пло щині (мал. 5.6).
2. Пря ма па ра лель на даній пло щині – пря ма і пло щи на 
не ма ють спіль них то чок (мал. 5.7).
3. Пря ма пе ре ти нає пло щи ну – пря ма і пло щи на ма ють 
од ну спіль ну точ ку (мал. 5.8).

Пря ма, що пе ре ти нає пло щи-
ну, на зи ваєть ся пер пен ди ку-
ляр ною до цієї пло щи ни, як що 

во на пер пен ди ку ляр на до будь<якої 
пря мої цієї пло щи ни (мал. 5.9). 

Пер пен ди ку ля ром, опу ще ним з 
да ної точ ки А на пло щи ну α, на зи ва-
єть ся відрізок пер пен ди ку ляр ної до 
цієї пло щи ни пря мої АВ, що має за 

184

Прямі a і b:

Пряма a 
і площина α :

{a  b
{a; b} ∈ α

{a  b
{a; b} ∉ α

Мал. 5.9

На га даємо:
� – «пе ре ти нає»;

 – «не пе ре ти нає».
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Для допитливих
1. Уявімо, що зем ну ку лю вздовж ек ва то ра щіль но обв’яза ли шну ром. 
Потім дов жи ну ць о го шну ра збіль ши ли на 1 м так, що він по всій своїй дов-
жині рівновідда ле ний від по верхні Землі. Чи мо же в ут во ре ний простір під 
шну ром пролізти ми ша?
2. А те пер, збіль ши вши довжину шнура, як і в по пе редній за дачі, в яко мусь 
місці ек ва то ра «відтяг не мо» шнур на мак си маль но мож ли ву відстань від 
по верхні Землі. Чи зможе те пер під шну ром прой ти слон?
За у ва жен ня. Радіус зем ної кулі дорівнює приб лиз но 6400 км.

кінці точку А і точку перетину вка-
заної прямої із заданою площиною – 
ос но вою пер пен ди ку ля ра (точка В на 
мал. 5.10). 

Відрі зок, що спо лу чає точ ку А з 
будьeякою іншою точ кою С пло щи-
ни α (окрім основи перпендикуля-
ра В), на зи ваєть ся по хи лою, про ве де-
ною з да ної точ ки А до пло щи ни α. 

При цьому точ ка С на зи ва єть ся ос но вою по хи лої, а 
від різок BС – про екцією по хи лої АС на пло щи ну α. 

Відстан ню від точ ки до пло щи ни на зи ваєть ся дов-
жи на пер пен ди ку ля ра, опу ще но го з цієї точ ки на да ну 
пло щи ну (довжина AB).

Ко рис но ще зна ти оз на ку пер пен ди ку ляр ності пря-
мої і пло щини. 

Оз  на  ка.  Пря ма пер пен ди ку ляр на до пло щи ни, 
якщо во на пер пен ди ку ляр на до двох пря мих цієї 
площи ни, що пе ре ти на ють ся.

ВЗАЄМНЕ  РОЗМІЩЕН НЯ  ДВОХ  ПЛО ЩИН
У прос торі мож ливі тіль ки два ви пад ки взаємно го 

розміщен ня двох різних пло щин.
1. Пло щи ни па ра лельні – не ма ють спіль них то чок 
(мал. 5.11).
2. Пло щи ни пе ре ти на ють ся – за аксіомою маємо, що 
дві пло щи ни пе ре ти на ють ся по прямій (мал. 5.12).

Дві пло щи ни на зи ва ють ся пер пен ди ку ляр ни-
ми, як що пло щи на, пер пен ди ку ляр на до лінії 
пе ре ти ну да них пло щин, пе ре ти нає їх по пер-

пен ди ку ляр них пря мих (мал. 5.13).

185

Мал. 5.10

α || β

α � β

Площини α і β:

Означення a ⊥ α:
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Для допитливих

ПРО ЗОБ РА ЖЕН НЯ ПРОС ТО РО ВИХ ФІГУР

Крес лен ня фігу ри у планіметрії є або точ ною копією оригіна лу, або подібною 
до неї фігу рою. Зовсім інак ше зоб ра жа ють прос то рові фігу ри. На  жаль, не 
існує «прос то ро во го» олівця, який за ли шав би лінії у прос торі. Не мож на 
на пло щи ну па пе ру скопіюва ти куб або фігуру, подібну до нь о го, – плос ке 
зоб ра жен ня не мо же бу ти точ ною копією прос то ро вої фігу ри. Ви никає 
проб ле ма: за яки ми пра ви ла ми бу ду ва ти зоб ра жен ня прос то ро вої фігу ри, 
щоб во но найкраще відтворювало оригінал? 

Для побудови зоб ра жень фігур у сте ре о метрії ви ко рис то ву ють ме тод 
па ра лель них про екцій. Нап рик лад, учи тель крес лить на дошці і ка же: «Це 
куб». Але на дошці не куб, а зоб ра жен ня ку ба. А де сам куб? Він начебто 
містить ся десь над го ло ва ми учнів, че рез йо го вер ши ни і точ ки ре бер про хо-
дять па ра лельні між со бою про ек ту ючі прямі, які при пе ре тині з пло щи ною 
дош ки да ють зоб ра жен ня ку ба. 

У стар ших кла сах ви бу де те вив ча ти па ра лель не про ек ту ван ня, а за раз ми 
ли ше на ве де мо йо го влас ти вості, за яки ми зоб ра жа ють прос то рові фігу ри.

1. Зоб ра жен ням пря мої є пря ма або точ ка.
2. Па ра лельні прямі зоб ра жу ють ся па ра лель ни ми пря ми ми, або пря-

ми ми, що збігаються, або точ ка ми (кож на – однією точ кою).
3. Відно шен ня, в яко му точ ка ділить відрізок у зоб ра женні й оригіналі, 

од на кові.
Влас тивість (3) оз на чає, нап рик лад, що се ре ди на відрізка зоб ра жаєть ся 

се ре ди ною відрізкаeпроекції.
Прямі, пер пен ди ку лярні до за да ної пло щи ни, на ма га ють ся зоб ра жа ти 

вер ти каль ни ми пря ми ми (див. мал. 5.9, 5.10).

Ко рис но зна ти ще й оз на ку пер-
пен ди ку ляр ності двох пло щин. 

Оз  на  ка.  Дві пло щи ни взаємно 
пер пен ди ку лярні, як  що од на з них 
містить пря му, пер пен ди ку ляр ну 
до дру гої пло щи ни (мал. 5.14).

На малюнку пряма а належить 
площині β, і причому а ⊥ α. Тоді 
β ⊥ α.
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Означення α ⊥ β:

Прак тич на ро бо та 40

1. Сумістіть два ко синці по од но му з їхніх ка тетів так, щоб 
самі ко синці не збіга ли ся, і розмістіть конструкцію на 
ар куші па пе ру (мал. 5.15). Що мож на ска за ти про пря-
му, яка містить спіль ну сто ро ну цих ко синців віднос но 
до ар ку ша па пе ру?

2. Візьміть два ар куші кар то ну й один ко си нець. Спро буй те 
за до по мо гою ко син ця розмісти ти один ар куш пер пен ди-
ку ляр но до дру го го. Чи вда ло ся вам це зро би ти?

3. Візьміть два ар куші кар то ну і два ко синці. Спро буй те за 
до по мо гою ко синців розмісти ти один ар куш пер пен ди-
ку ляр но до дру го го. Чи вда лось вам це зро би ти?

4. Зробіть вис но вок. 
5. Укажіть пря му, яка ле жить у пло щині од но го з ар кушів і пер пен ди ку ляр на до 

дру го го ар ку ша кар то ну. 

Мал. 5.15

Мал. 5.14
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Зав дан ня 34
1°. Як тре ба ро зуміти, що прямі а і b у прос торі не па ра лельні?
2°. Що мож на ска за ти про прямі а і b, як що во ни: а) не ми мобіжні; б) не пе ре ти-

на ють ся?
3°. Да но дві прямі, але че рез них не мож на про вес ти пло щи ну. Чи пе ре ти на ють ся 

ці прямі? Відповідь обґрун туй те.
4. Чи пра виль не тверд жен ня: «Як що прямі а і b ле жать у різних пло щи нах і не 

пе ре ти на ють ся, то во ни ми мобіжні»?
5. Чи правильне таке тверд жен ня для простору: «Як що пря ма пе ре ти нає од ну з 

двох па ра лель них пря мих, то во на пе ре ти нає і дру гу»? Відповідь проілюст руй-
те на мо делі.

6. Чи мо же пря ма пе ре ти на ти дві сто ро ни три кут ни ка і не ле жа ти в пло щині ць о-
го три кут ни ка? 

7*. До ведіть, що прямі у прос торі не мо жуть пе ре ти на ти ся більш як в одній точці.
8. Скіль ки пря мих, па ра лель них даній пло щині, мож на про вес ти че рез за да ну 

точ ку поза цією площиною?
9. Чи мо же бу ти, що де сять пря мих пло щи ни α па ра лельні пло щині β, але пло щи-

ни α і β не па ра лельні? Відповідь проілюст руй те.
10*. Чи пра вильні у сте ре о метрії такі тверд жен ня: а) че рез точ ку, яка ле жить на 

даній прямій, мож на про вес ти тіль ки од ну пря му, пер пен дику ляр ну до за да-
ної пря мої; б) прямі, пер пен ди ку лярні до за да ної пря мої, па ра лельні між 
со бою; в) як що прямі, що пе ре ти на ють ся, не па ра лельні двом да ним пер пен ди-
ку ляр ним пря мим, то во ни не пер пен ди ку лярні між со бою?

11°. Знайдіть се ред нав ко лишніх пред метів мо делі пря мих і пло щин, які пер пен ди-
ку лярні між со бою.

12. Щоб розріз де рев’яно го брус ка був пер пен ди ку ляр ний до цього брус ка, че рез точ-
ку А йо го реб ра про во дять пер пен ди ку лярні до реб ра прямі АВ і АС (мал. 5.16). 
Потім бру сок роз пи лю ють по цих пря мих. По ясніть ці дії. 

13*. До ведіть, що ко ли пря ма не ле жить у пло щині, то во на 
не мо же ма ти з цією пло щи ною двох або біль ше спіль них 
то чок. 

14*. На малюн ку 5.17 точ ки А, В, С ле жать у пло щині α, 
МА ⊥ α, МВ = МС. До ведіть, що АС = АВ.

15*. Чи існує пря ма, розділе на на дві півпрямі так, що од на 
півпря ма ле жить у пло щині α, а дру га – у пло щині β? 
Відповідь проілюст руй те.

16*. Кож на з пло щин α і β про хо дить че рез точ ки A, B, і С. Чи 
мож на зро би ти вис но вок, що α і β – од на й та са ма пло щи-
на? Відповідь обґрун туй те.

17*. Чи пра виль не та ке тверд жен ня: «Дві пло щи ни, па ра-
лельні одній і тій самій прямій, па ра лельні між со бою»?

18. Чи мо же пря ма пе ре ти на ти од ну з па ра лель них пло щин, 
але не пе ре ти на ти дру гу пло щи ну? Відповідь проілюст-
руй те мо дел лю з двох ар кушів па пе ру та олівця.

19°. По кажіть в ото ченні два пря мих ку ти зі спіль ною сто ро-
ною, але які не є суміжни ми.

20. Знайдіть нав ко ло вас: а) дві па ра лельні пло щи ни; б) дві 
пер пен ди ку лярні пло щи ни і по кажіть лінію їх пе ре ти ну.

21. Чи пра виль ним є тверд жен ня: «Як що пло щи на пер пен ди ку ляр на до да ної пло-
щи ни, то во на пер пен ди ку ляр на і до будьeякої пря мої цієї пло щи ни»? Відповідь 
проілюст руй те мо дел лю (з двох ар кушів па пе ру).

22. На двох пер пен ди ку ляр них пло щи нах виб ра ли по прямій. Чи мо жуть ці прямі 
бу ти ми мобіжні? Відповідь проілюст руй те прик ла дом з ото чен ня.

23*. Як прак тич но вста но ви ти, чи пер пен ди ку ляр на пло щи на стіни до пло щи ни 
підло ги?

24*. Використовуючи ознаку перпендикулярності двох площин, доведіть, що 
площина стіни перпендикулярна до площини підлоги.

187

Мал. 5.16

Мал. 5.17
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  Ба га тог ран ни ки. Пра вильні 
ба га тог ран ни ки

Ще у 5–6eх кла сах ви вив ча ли куб, пря мо кут ний 
па ра ле лепіпед, піраміду. Всі ці фігу ри – ба га тог ран ни-
ки. Се ред усь о го, що ото чує лю ди ну, мож на по ба чи ти 
ба га то ба га тог ран ників. Та ку ге о мет рич ну фігу ру мож-
на визна чи ти як внутрішню час ти ну прос то ру, що 
об меже на ба га то кут ни ка ми, які на зи ва ють ся гра ня ми 
ба га тог ран ни ка. Сто ро ни кож ної грані – реб ра ба га то-
гран ни ка, а вер ши ни – вер ши ни ба га тог ран ни ка. 

Діаго на ля ми ба га тог ран ни ка на зи ва ють ся відрізки, 
які спо лу ча ють вер ши ни ба га тог ран ни ка і не на ле жать 
йо го гра ням. Ука зані еле мен ти ба га тог ран ни ка зоб ра же-
но на малюн ку 5.18.

Мал. 5.18

Кут, ут во ре ний дво ма реб ра ми однієї грані ба га то-
гран ни ка, на зи ваєть ся йо го плос ким ку том. Плоскі 
кути ба га тог ран ни ка – це внутрішні ку ти ба га то кут-
ників, що є йо го гра ня ми.

По ве рх ня ба га тог ран ни ка скла даєть ся з плос ких ба -
га  токутників. Зро зуміло, що пло щею по верхні будь-
яко  го ба га то гран ни ка є су ма площ усіх йо го гра ней.

Ба га тог ран ни ки бу ва ють опук ли ми (мал. 5.19) і не -
опук ли ми (мал. 5.20). Опук лим на зи ваєть ся ба га то-
гран ник, який повністю ле жить по один бік від пло щи-
ни будьeякої з йо го гра ней (мал. 5.19).

Мал. 5.19  Мал. 5.20

Ка жуть, що опуклий ба га тог ран ник пра виль-
ний, як що всі йо го грані – рівні між со бою пра-
вильні ба га то кут ни ки і у кож ній йо го вер шині 

схо дить ся од на ко ве чис ло ре бер.

188

По ве рх ня ба га то-
гран ни ка скла даєть-
ся з плос ких ба га то-
кут ників, що є йо го 
гра ня ми.

Плоскі ку ти ба га-
тог ран ни ка – ку ти 
ба га то кут никівeгра-
ней.
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Існує ли ше п’ять пра виль них ба га тог ран ників: чо ти-
риг ран ник, шес тиг ран ник (куб), вось миг ран ник, два-
над ця тиг ран ник і двад ця тиг ран ник.

Пра виль ний чо ти риг ран ник (мал. 5.21) об ме жу ють 
чо ти ри пра вильні три кут ни ки. Йо го ще на зи ва ють пра-
виль ним тет ра ед ром. Він має 4 вер ши ни і 6 ре бер. На 
малюн ку 5.22 зоб ра же но пра виль ний тет ра едр, роз гор-
ну тий у пло щи ну однієї зі своїх гра ней. Та ке зоб ра жен-
ня ба га тог ран ни ка на зи ва ють йо го роз го рт кою.

Мал. 5.21 Мал. 5.22

Пра виль ний шес тиг ран ник (мал. 5.23) має 6 гра-
нейeквад  ратів, 8 вер шин і 12 ре бер. Йо го ще на зи ва ють 
ку бом. Роз го рт ку ку ба зоб ра же но на малюн ку 5.24.

Мал. 5.23 Мал. 5.24

По ве рх ню пра виль но го вось миг ран ни ка (або 
ок та едра), як і чо ти риг ран ника, ут во рю ють пра-
виль ні три кут ни ки, але відмінність у то му, що у 

вось миг ран ни ка їх не чо ти ри, а вісім (мал. 5.25). Він 
має 6 вер шин і 12 ре бер. Йо го роз го рт ку зоб ра же но на 
малюн ку 5.26.

Мал. 5.25 Мал. 5.26

189

ПРА ВИЛЬ НИЙ 
БА ГА ТОГ РАННИК

↑
– усі грані рівні

пра вильні 
ба га то кут ни ки

– завж ди опук лий;
– у кожній вер шині 
 схо дить ся од на ко e
 ве чис ло ре бер;
– існує п’ять видів.

ПРА ВИЛЬ НИЙ 
ТЕТ РА ЕДР

грані – пра вильні 
три кут ни ки:
– гра ней – 4;
– вер шин – 4;
– ре бер – 6;
– з кож ної вер ши ни 

ви хо дить ре бер – 3.

КУБ
грані – квад ра ти:
– гра ней – 6;
– вер шин – 8;
– ре бер – 12;
– з кож ної вер ши ни 

ви хо дить ре бер – 3.

Для допитливих
Грець ке сло во «кібос» бук валь но оз на чає «граль ний ку бик», а тіло од на ко-
вої з ним фор ми бу ло наз ва но ку бом. Цей термін є в Евкліда.
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Для допитливих
Здав на відомі п’ять пра виль них ба га тог ран ників (так зва них пла то но вих 
тіл): тет ра едр, гек са едр (куб), ок та едр, до де ка едр та іко са едр.

Тет ра едр у пе рек ладі з грець кої оз на чає чо ти ри кут ник («тет ра» – чо ти-
ри, «ед ра» – сто ро на, грань). 

Гек са едр оз на чає шес тиг ран ник і по хо дить від грець кого «гекса» – 
шість. 

Наз ва ок та едр  по хо дить від грець ко го «ок то» – вісім, що оз на чає вось-
миг ран ник. 

До де ка едр оз на чає два над ця тиг ран ник від грець ко го «до де ка» – два-
над цять. 

Наз ва іко са ед ра  по хо дить від грець ких «ей косі» – двад цять і «ед ра» – 
сто ро на, грань і, от же, оз на чає двад ця тиг ран ник.

Правильний два над ця тиг ран ник (або до де ка едр) 
має 12 гра ней (мал. 5.27). Кож на з них яв ляє 

со бою пра виль ний п’яти кут ник. У два над ця ти гран ни-
ка 20 вер шин і 30 ре бер. На малюн ку 5.28 зоб ра же но 
йо го роз горт ку.

Мал. 5.27 Мал. 5.28

Правильний двад ця тиг ран ник (або іко са едр) 
об ме жу ють 20 рівнос то ронніх три кут ників, які 

схо дять ся у 12 вер ши нах (мал. 5.29). Він має 30 ре бер. 
Йо го роз го рт ку зоб ра же но на малюн ку 5.30.

Мал. 5.29 Мал. 5.30

Ціка во, що вер ши ни кож но го з п’яти видів пра-
виль них ба га тог ран ників, у то му числі й іко са ед ра, 
ле жать на по верхні кулі.

Два над цять вер шин іко са ед ра – це мак си маль не 
чис ло то чок, які мож на на нес ти на по ве рх ню кулі так, 
щоб відстань між будьeяки ми дво ма сусідніми точ ка ми 
бу ла од на ко ва.

Цю влас тивість іко са ед ра зас то су ва ла од на з аме ри-
кансь ких фірм для ви го тов лен ня бас кет боль них м’ячів. 
На по верхні сфе рич ної ка ме риeос но ви вста нов лю ють 
12 то чок, рівномірно розділе них по кар ка су (вер ши ни 
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ОКТА ЕДР  
грані – пра вильні 
три кут ни ки:
– гра ней – 8;
– вер шин – 6;
– ре бер – 12;
– з кож ної вер ши ни 

ви хо дить ре бер – 4.

ДОДЕКА ЕДР 
грані – пра вильні 
п’яти кут ни ки:
– гра ней – 12;
– вер шин – 20;
– ре бер – 30;
– з кож ної вер ши ни 

ви хо дить ре бер – 3.

ІКОСА ЕДР 
грані – пра вильні 
три кут ни ки:
– гра ней – 20;
– вер шин – 12;
– ре бер – 30;
– з кож ної вер ши ни 

ви хо дить ре бер – 5.
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Для допитливих
У давні ча си ге о мет рич ним фігу рам, особ ли во пра виль ним, на да ва ли 
таємни чо го філо софсько го зміс ту. Так, за Пла то ном, усе в при роді ство ре но 
взаємо дією вог ню, повітря, во ди і землі, а ос новні найпростіші еле мен ти 
цих стихій ма ють відповідно фор ми: тет ра ед ра, окта ед ра, іко са ед ра і ку ба.  
Що до до де ка ед ра, то Пла тон вва жав, що са ме та ку фор му має Всесвіт – 
Бо же ст вен ний ефір. 

У XVI ст. знаменитий німецький астроном 
Йоганн Кеплер (1571–1630) пропонував модель 
побудови Всесвіту, що складалася з пра виль-
них багато гран ників і впи са них у них сфер, – 
так званий «кубок Кеплера» (див. мал.). 

За Кеп ле ром, зовнішня ве ли ка сфе ра 
відповідає орбіті найвідда ленішої з відо мих на 
той час пла нет – Са тур на. Як що в цю сфе ру 
впи са ти куб, а в куб зно ву сфе ру – то це бу де 
сфе ра орбіти Юпіте ра. У сфе ру Юпіте ра Кеп лер 
впи сує пра виль ний тет ра едр, а впи са на в нь о го 
сфе ра відповідає орбіті Марса. У сфе ру Мар са 
впи суєть ся до де ка едр і зно ву сфе ра – сфе ра орбіти Землі. Далі впи суєть ся 
іко са едр і сфе ра Ве не ри, а після то го – ок та едр і сфе ра орбіти Мер курія. 

Пізніше са ме Кеп лер відкрив, що траєкторії ру ху пла нет нав ко ло Сон ця 
є не ко ла, а еліпси, і «ку бок Кеп ле ра», а ра зом із ним і пра вильні ба га-
тогран ни ки втра ти ли оре ол таємни чості.

іко са ед ра). Ма ши на на мо тує ней ло нові нит ки по ко лах, 
що містять кож ну па ру заз на че них то чок.

Пло ща по верхні пра виль но го ба га тог ран ни ка (пло-
ща йо го роз  горт ки) дорівнює площі пра виль но го ба гато-
кут ни ка йо го грані, взя тої стіль ки разів, скіль ки гра-
ней має відповідний пра виль ний ба га тог ран ник.

ТЕОРЕМА ЕЙЛЕРА
Здав на відомі п’ять пра виль них ба га тог ран ників. 
Чис ло вер шин, ре бер і гра ней для цих ба га то-
гран ників на ве де но в таб лиці:

Наз ва 
ба га тог ран ни ка

Чис ло 
вер шин

Чис ло 
ребер

Чис ло 
гра ней

Тет ра едр 4 6 4

Куб 8 12 6

Ок та едр 6 12 8

До де ка едр 20 30 12

Іко са едр 12 30 20

Розг ля да ю чи цю таб ли цю, лег ко по ба чи ти, що для 
кож но го з цих ба га то гран ників су ма чис ла вер шин В і 
чис ла гра ней Г на 2 біль ша за чис ло його ре бер Р:

В + Г – Р  2.
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Для будьeяко го пра-
виль но го ба га тог ран-
ни ка ви ко нуєть ся 
те о ре ма Ей ле ра: 
чис ло йо го гра ней 
плюс чис ло йо го 
вер шин дорівнює 
чис лу йо го ре бер 
плюс два:

В + Г = Р + 2
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Таке співвідно шен ня ви ко нуєть ся не тіль ки для пра виль них ба га тог ран-
ників, а й для інших ба га тог ран ників, нап рик лад призм, пірамід і т. д.

Ей лер пер ший помітив і довів цю чу до ву влас тивість ба га тог ран ників. 
То му її на зи ва ють те о ре мою Ей ле ра для ба га тог ран ни ків.
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Прак тич на ро бо та 41

1. Склей те мо делі опук ло го і не о пук ло го ба га тог ран ників.
2. Полічіть чис ло: вер шин, ре бер, плос ких кутів ва ших ба га тог ран ників.
3. Порівняй те чис ло ре бер і чис ло плос ких кутів. Зробіть вис но вок.
4*. Порівняй те чис ло ре бер із сумою числа вершин і чис ла г ран ей. Зробіть вис но-

вок.

Зав дан ня 35

1°. Знайдіть нав ко ло вас прик ла ди об’єктів, що ма ють фор му ба га тог ран ників. 
Укажіть чис ло їх гра ней, ре бер, вер шин.

2*. Який правильний багатогранник має:
  а) 8 вершин;  е) 12 ребер;
  б) 8 граней;   є) 12 граней;   
  в) 20 вершин; ж) 30 ребер;
  г) 20 граней;  з) 6 ребер;
  д) 12 вершин; и) найбільше число ребер?
3. На ведіть прик ла ди з ото чен ня опук лих і не о пук лих ба га-

то гран ників.
4*. Ба га тог ран ник має 12 ре бер. Скіль ки він має плос ких 

кутів?
5*. На малюн ку 5.31 зоб ра же но роз го рт ки ба га тог ран ни ків. 

Визнач те, скіль ки в них вер шин, ре бер, гра ней.
6*. Яке най мен ше чис ло ре бер мо же схо ди ти ся в одній вер-

шині ба га тог ран ни ка? 
7*. Яке най мен ше чис ло ре бер мо же ма ти ба га тог ран ник?
8. Виз нач те для ку ба чис ло: а) йо го діаго на лей; б) діаго на-

лей йо го гра ней; в) плос ких кутів.
9*. Яке най мен ше чис ло плос ких кутів мо же ма ти ба га то гран-

ник?
10**. На малюй те ба га тог ран ник, у яко го: а) 6 вер шин і 5 гра-

ней; б) чис ло вер шин од на ко ве із чис лом гра ней.
11**. На малюй те ба га тог ран ник, у яко го всі грані – квад ра ти, 

але він не є ку бом.
12. Діаго наль грані ку ба дорівнює 4 см. Знайдіть пов ну по ве рх ню ку ба.
13*. Дов жи на реб ра першо го ку ба втричі біль ша за дов жи ну реб ра дру го го куба. 

У скіль ки разів площа пов ної по ве рх ні пер шо го ку ба біль ша за площу пов ної 
по ве рх ні дру го го ку ба?

14*. Діаго наль ку ба дорівнює 9 см. Знайдіть реб ро ць о го ку ба.
15*. Як виз на чи ти площу пов ної по ве рх ні ку ба, зна ю чи дов-

жи ну йо го діаго налі?
16*. Два од на кові пра вильні тет ра ед ри склеїли по одній із 

гра ней. Чи бу де ут во ре на фігу ра пра виль ним ба га тог ран-
ни ком? Чо му?

17**. Пло щи на, що про хо дить че рез се ре ди ни трь ох ре бер ку  ба, 
від ти нає йо го час ти ну так, як по ка за но на малюн ку 5.32. 
Зробіть від ру ки ескіз роз го рт ки ут во ре ної фігу ри.

18*. Пло ща по верхні пра виль но го до де ка ед ра дорівнює 
180 см2. Знай діть пло щу однієї грані. Мал. 5.32

Мал. 5.31
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  Приз ми.  Об’єм  прос то ро вої  фігу ри

Се ред ба га тог ран ників виділя ють два ви ди: приз ми і 
піраміди.

Зам ки се реднь овіч ної Євро пи 
зведені у формі призм (мал. 5.33) – 
їхні бічні грані є па ра ле лог ра ма ми.

Приз ма має дві грані – ос но ви, 
які мо жуть бу ти будьeяки ми 
ба гато кут ни ка ми, але рівни ми, і 
ле жа ти в па ра лель них пло щи нах 
(мал. 5.34). 

Діаго нал лю приз ми на зи ваєть-
ся відрізок, що спо лу чає дві вер-
ши ни приз ми, які не на ле жать 
одній грані.

За леж но від то го, який ба га то-
кут ник ле жить в ос нові, приз ма мо же бу ти: 
• три кут на (мал. 5.35),
• чо ти ри кут на (мал. 5.36), 
• п’яти кут на (мал. 5.34) і т. д.

n<кут ною приз мою на зи ваєть ся ба га тог ран-
ник, дві грані яко го (ос но ви) – рівні n<кут ни ки,  
розміщені у па ра лель них площинах, а всі інші 
грані (бічні)– па ра ле лог ра ми.

Мал. 5.34 Мал. 5.35 Мал. 5.36

Ви со тою приз ми на зи ваєть ся відстань між її ос но ва-
ми, пер пен ди ку ля р з довільної точки однієї основи до 
площини другої її ос нови (H на мал. 5.35).

Приз ма на зи ваєть ся пря мою, як що її бічні грані – 
пря мо кут ни ки. Бічні реб ра та кої приз ми пер пен ди ку-
лярні до пло щин її ос нов (мал. 5.36).

Ви со та пря мої приз ми дорівнює дов жині її бічно го 
реб ра.

Пря ма приз ма, ос но вою якої є пра виль ний ба га то-
кут ник, на зи ваєть ся пра виль ною.

Па ра ле лепіпед – це приз ма, шість гра ней якої є 
па ра ле лог ра ма ми. Йо го про ти лежні грані – па ра лельні, 
то му за ос но ву мож на вва жа ти будьeяку па ру з них.
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Мал. 5.33

ПРИЗМА

ПРЯМА ПРИЗМА

ПРАВИЛЬНА 
ПРИЗМА

пряма призма
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Пря мо кут ний па ра ле лепіпед – це па ра ле лепіпед, 
ут во ре ний із шес ти пря мо кут ників (мал. 5.37). 

Як що од ну з гра ней пря мо кут но го па ра ле лепіпе да 
взя то за ос но ву, то про ти леж на їй грань та кож ос но ва, 
всі інші грані бу дуть бічни ми гра ня ми. Дов жи на реб ра 
бічної грані, яка не на ле жить ос но вам, на зи ваєть ся 
ви со тою пря мо кут но го па ра ле лепіпе да. Во на пер пен-
ди ку ляр на до пло щи ни йо го ос но ви.

Дов жи ну ре бер пря мо кут но го па ра ле лепіпе да, які 
ви хо дять з однієї вер ши ни, на зи ва ють йо го виміра ми.

Мал. 5.37 Мал. 5.38

Пло ща пов ної по верхні пря мо кут но го па ра ле ле-
піпеда S дорівнює сумі площ шес ти пря мо кут ників 
(мал. 5.38). Пло щу бічної по верхні Sб зна хо дять до да-
ван ням площі чо тирь ох пря мо кут ників бічних граней, 
що рівноз нач но до бут ку пе ри мет ра ос но ви на ви со ту:

Sб  P · H  2(а + b)Н,
де а і b – дов жи ни сторін ос но ви.

Пло ща пов ної по верхні  дорівнює сумі площі бічної 
по верхні і площі обох ос нов:

S  Sб + 2Sо  2(а + b)Н + 2ab.
Ана логічни ми мірку ван ня ми не важ ко до вес ти, що 

фор му ли
Sб  P · H,   S  Sб + 2Sо

мож на зас то со ву ва ти для об чис лен ня площі по верхні 
будьeякої пря мої приз ми.

Подібно до то го, як ми вво ди ли по нят тя площі для 
об ме же ної з усіх боків плос кої фігу ри, у сте ре о метрії 
вво дить ся по нят тя об’єму для прос то ро вої фігу ри.

Об’єм – це чис ло, яке ста вить ся у відповідність 
об ме женій з усіх боків прос то ровій фігурі і яке має 
такі влас ти вості:
1) об’єм фігу ри є чис лом невід’ємним;
2) об’єми рівних фігур рівні;
3) як що фігу ру поділе но на час ти ни, які не пе рек ри-
ва ють ся, то об’єм фігу ри дорівнює сумі об’ємів цих 
час тин;
4) за оди ни цю об’єму прий ма ють об’єм ку ба зі сто ро-
ною, що дорівнює оди ниці дов жи ни.

Нап рик лад, об’єм ку ба зі сто ро  ною 1 м дорівнює од но-
му кубіч но му мет ру (1 м3); об’єм ку ба зі сто ро ною 1 фут 
дорівнює 1 фут3.
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ПАРАЛЕЛЕПІПЕД
призма

ПРЯМОКУТНИЙ 
ПАРАЛЕЛЕПІПЕД

призма,

1) V 
 0;

F1 = F2

2) F1 = F2 

 ⇓ 

 V1 = V2;

3) F = F1 + ... + Fn

    ⇓
     V = V1 + ... + Vn;

4) куб 

         V = 1 од.3

ОБ’ЄМ
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Не хай дов жи ни ре бер пря мо-
кут но го па ра ле лепіпе да дорівню-
ють 6 м, 4 м і 3 м (мал. 5.39). На 
ос нові ць о го па ра ле лепіпе да мож-
на розмісти ти 24 ку би ки зі сто ро-
ною зав до вж ки 1 м. Об’єм та ко го 
ша ру ку биків ста но вить 24 м3. 
Оскіль ки все ре дині да ної фігу ри 
вміщаєть ся три ря ди по 24 ку би-

ки в кож но му, то її об’єм дорів нює 24 · 3 = 72 (м3).
Тоб то об’єм пря мо кут но го па ра ле лепіпе да дорів нює 

до бут ку площі йо го ос но ви на ви со ту:
V = So· H.

Мож на до вес ти, що об’єм будьeяко го пря мо кут но го 
па ра ле лепі пе  да об чис люєть ся за на ве де ною ви ще фор му-
лою (ана логічно то му, як ми до во ди ли  фор му лу для об -
чис  лен ня площі пря мо кут ни ка у 8-му класі). Стро ге до ве-
ден ня ць о го фак ту ви бу де те вив ча ти у стар ших кла сах.

Як що а, b, с – виміри пря мо кут но го па ра ле лепіпе да, 
то зро зуміло, що йо го об’єм мож на об чис лю ва ти за фор-
му лою V = a · b · c.

Як що про вес ти пло щи ну че рез 
па ра лельні діаго налі ос нов пря мо кут-
но го па ра ле лепіпе да (мал. 5.40), то 
от ри маємо дві рівні три кутні прямі 
приз ми, в ос но вах яких ле жать пря мо-
кутні три кут ни ки. Зро зуміло, що об’єм 
кож ної з цих пря мих призм дорівнює 
по ло вині об’єму вихідно го па ра ле-
лепіпе да, тоб то до бут ку площі три кут-
никаeос но ви на ви со ту приз ми.

Будьeяку пря му приз му мож на 
поділи ти на прямі приз ми, ос но ва ми 
яких є пря мо кутні три кут ни ки. Ви со-
ти ут во ре них призм бу дуть од на кові 
(мал. 5.41). 

Об’єм пря мої приз ми дорівню ва-
тиме сумі об’ємів та ких три кут них 
призм, звідси:

V = So · H, 
де So і H – пло ща ос но ви і ви со та пря-
мої приз ми.
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Мал. 5.39

Мал. 5.40

Мал. 5.41

Для допитливих
Як що на гра нях ку ба до бу ду ва ти ку би, от ри маємо так зва-
ний «гіпер куб». 

Са ме та ку фігу ру ви ко рис тав Саль ва дор Далі у кар тині 
«Га ла пе ред розп’ят тям на гіпер кубі». 

Чи є гіпер куб пра виль ним ба га тог ран ни ком?

Прямокутний 
паралелепіпед

V = a ·  b ·  c

Пряма призма

V = So ·  H
               ↑
площа основи
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На ве де мо прик ла ди зас то су ван ня от ри ма них у ць о му 
па раг рафі фор мул.

Приклад 1.  Реб ра упа ков ки со ку «Са до чок» до рів-
ню ють 6 см, 9 см і 20 см. Знайдіть за галь ну пло щу ма -
теріалу, ви ко рис та но го для її ви го тов лен ня. Який об’єм 
та кої упа ков ки? 

Розв’язан ня
1) Пе ри метр ос но ви дорівнює 6 · 2 + 9 · 2 = 30 (см), а 

ви со та – 20 см. Тоді пло ща бічної по верхні Sб = 30 · 20 = 
= 600 (cм2). 

Пло ща ос но ви дорівнює 6 · 9 = 54 (см2). Тоді пло ща 
пов ної по верхні упа ков ки S = 54 · 2 + 600 = 708 (см2).

2) Пло ща ос но ви дорівнює 54 (см2), а ви со та – 20 см. 
Тоді об’єм V = 54 · 20 = 1080 (cм3), тоб то не на ба га то 
біль ше за 1 л.

Відповідь: 600 cм2 і 1080 cм3.

Прик лад 2.  Знайдіть об’єм пря мо кут но го па ра ле-
лепіпе да, площі трь ох гра ней яко го дорівню ють 42 см2, 
56 см2, 48 см2.

Розв’язан ня
1) У пря мо кут но му па ра ле лепіпеді про-
ти лежні грані – рівні пря мо кут ни ки. 
Тоб то за да но площі трь ох гра ней, які 
ма ють спіль ну вер ши ну (мал. 5.42).
2) Поз на чи мо дов жи ни ре бер так, як 
по ка за но на малюн ку 5.42. Шу ка ний 
об’єм дорівнює V = xyz.
3) За умо вою маємо:

Звідси: (xy) · (yz) · (xz) = x2y2z2 = 62· 72 · 82  і  V = xyz = 
=  6 · 7 · 8 = 336 (см3).

Відповідь: 336 см3.

196

Вимірюй усе, що 
під даєть ся виміро-
ві, і зро би та ким 
усе, що не піддаєть-
ся вимірові.

Галілео Галілей

Мал. 5.42

Прак тич на ро бо та 42

1. Нак ресліть роз го рт ку пря мо го па ра ле лепіпе да і зробіть з неї мо дель пря мо го 
па ра ле лепіпе да.

2*. Чи мож на ви го то ви ти та ку мо дель па ра ле лепіпе да, щоб, розг ля да ю чи її з різних 
боків, мож на бу ло стве рд жу ва ти, що цей па ра ле лепіпед є пря мим і що він є 
по хи лим?

Зав дан ня 36

1°. Назвіть будьeякі пред ме ти, що ма ють фор му па ра ле лепіпе да.
2°. Учень вва жає, що терміни «пра виль на чо ти ри кут на приз ма» і «пря мо кут ний па ра-

ле лепіпед» оз на ча ють од ну й ту са му фігу ру. Чи пра вий він?
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3°. Чи мож на вва жа ти пра виль ним оз на чен ня: «Ку бом на зи ваєть ся пра виль на 
чо ти ри кут на приз ма, в якої ви со та дорівнює сто роні ос но ви»?

4. Чи мо жуть усі грані приз ми бу ти три кут ни ка ми? А тра пеціями? 
5. Чи існує приз ма, в якої не має жод ної діаго налі?
6*. Приз ма має 18 гра ней. Який ба га то кут ник ле жить у її ос нові?
7. Які дані тре ба ма ти про приз му, щоб стве рд жу ва ти, що во на є пра виль ною?
8. Що мож на ска за ти про приз му, всі бічні  грані якої квад ра ти?
9. Чи пра виль не тверд жен ня: «У кожній призмі чис ло ре бер завж ди крат не 3»?
10*. Чи мож на стве рд жу ва ти, що у прямій призмі бічне реб ро пер пен ди ку ляр не до 

кож ної діаго налі ос но ви? Відповідь обґрун туй те.
11**. Чи мо же па ра ле лог рам бу ти роз го рт кою бічної по верхні по хи лої приз ми?
12. Які до дат кові оз на ки відрізня ють: а) пра виль ну приз му від пря мої; б) куб від 

пря мо кут но го па ра ле лепіпе да?
13*. Су ми площ про ти леж них бічних гра ней пря мої чо ти ри кут ної приз ми рівні 

між со бою. Яку влас тивість по ви нен ма ти ба га то кут ник ос но ви?
14°. Знайдіть пло щу по верхні пря мої чо ти ри кут ної приз ми, бічне реб ро якої дорівнює 

5 см, а сто ро ни ос но ви дорівню ють 2 см, 3 см, 2,5 см, 4,5 см.
15. Знайдіть пло щу по верхні й об’єм пря мої приз ми, в ос нові якої ле жить ромб із 

дов жи ною сто ро ни 5 см і гост рим ку том 30°, а ви со та цієї приз ми дорівнює 
10 см.

16°. Сто ро на ос но ви пра виль ної чо ти ри кут ної приз ми дорівнює 10 дм, а ви со та – 
8 дм. Знайдіть пло щу по верхні приз ми та її об’єм.

17. Чи мож на з пря мо кут но го ар ку ша кар то ну розміром 52 × 22 см ви го то ви ти 
мо дель пра виль ної чо ти ри кут ної приз ми, ви со та якої дорівнює 20 см, а сто ро-
на ос но ви – 10 см?

18*. Чи мо жуть два нерівні прямі па ра ле лепіпе ди, ви со ти яких рівні, ма ти рівні 
бічні по верхні?

19. Усі реб ра пря мої три кут ної приз ми од на кові і дорівню ють 2 м. Знай діть об’єм 
цієї приз ми. 

20*. Усі бічні грані пра виль ної шес ти кут ної приз ми – квад ра ти зі сто ро ною 10 дм. 
Знайдіть об’єм цієї приз ми.

21. Який приб лиз но об’єм ва шої клас ної кімна ти?
22*. Знайдіть пло щу по верхні й об’єм пря мо кут но го па ра ле лепіпе да, площі трь ох 

гра ней яко го дорівню ють 10 дм2, 6 дм2 і 15 дм2. 
23*. Да но пра виль ну чо ти ри кут ну приз му АВСDA1B1C1D1 

(мал. 5.43), у якої B1D = 5 см, AB1 = 4 см. Знайдіть дов-
жи ну реб ра ос но ви приз ми та її об’єм.

24. Мірою для ви дачі зер на зі скла ду на корм ху добі є два 
пря мо кутні ящи ки з рівни ми ос но ва ми. Один ящик 
уміщує 50 кг зер на. Скіль ки зер на вміщує дру гий ящик, 
як що йо го ви со та в 1,5 ра за пе ре ви щує ви со ту пер шо го 
ящи ка?

25*. У квар тирі дві кімна ти. Ку ба ту ра однієї кімна ти 
дорівнює 120 м3. Знайдіть ку ба ту ру дру гої кімна ти, 
як що во на в 1,5 ра за шир ша за пер шу і в 3 ра зи ко рот ша 
за пер шу.

26**. У пра вильній шес ти кутній призмі бічні грані – рівні 
пря мо кут ни ки. Сфор му люй те обер не не тверд жен ня і 
до ведіть йо го хибність.
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Мал. 5.43

Для допитливих
Перша умова, якої треба дотримуватися в математиці, – це бути точ ним, 
друга – бути ясним і, наскільки можливо, простим.

Л. Карно

Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   197Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   197 7/1/2009   13:08:037/1/2009   13:08:03



  Піраміди

Ма буть, усім відомі зна ме ниті єги петські піраміди. 
На малюн ку 5.44 ви ба чи те піраміди в Гізі (Єги пет). 

Мал. 5.44

Бічну по ве рх ню піраміди ут во рю ють три кут ни ки – 
бічні грані, що схо дять ся у певній точці – вер ши ні, і 
ма ють по одній спільній сто роні з де я ким ба га то кут ни-
ком, який на зи ваєть ся ос но вою (мал. 5.45). 

Ви со та піраміди – це відстань від її вер ши ни до її 
ос но ви (перпендикуляр, що проведено з її вершини до її 
основи).

Мал. 5.45 Мал. 5.46

За леж но від то го, який ба га то кут ник ле жить в 
ос нові, піраміда мо же бу ти: 
• три кут на (мал. 5.45),
• чо ти ри кут на (див. мал. 5.47-а), 
• п’яти кут на (мал. 5.46) і т. д.

n<кут ною пірамідою на зи ваєть ся піраміда, 
осно вою якої є n<кут ник.

Піраміда на зи ваєть ся пра виль ною, як що:
1) ос но вою її є пра виль ний ба га то кут ник;
2) ос но вою перпендикуляра, проведеного з вершини 
піраміди до її основи, є центр ба га то кут ни ка ос но ви.

Усі бічні реб ра пра виль ної піраміди рівні, усі бічні 
грані – рівні рівно бед рені три кут ни ки. Ви со ту бічної 
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В основі – nQкутник
               ↓
піраміда ngкутна

ПІРАМІДА
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грані, яку про ве де но до реб ра ос но ви у пра вильній 
піраміді, на зи ва ють апо фе мою (мал. 5.47-а).

Мал. 5.47

На малюн ку 5.47 зоб ра же но пра виль ну чо ти ри кут ну 
піраміду та її роз го рт ку. 

Пло щею бічної по верхні піраміди на зи ваєть ся 
су ма площ усіх її бічних гра ней. 

Щоб знай ти пло щу по верхні піраміди, тре ба до площі 
її бічної по верхні до да ти пло щу ос но ви:

S = Sб + So.
Як що піраміда пра виль на nQкут на, то пло ща однієї 

бічної грані дорівнює півдо бут ку дов жи ни реб ра а ос но ви 
на апо фе му hа. Пло ща бічної по верхні бу де у n разів біль-
шою, тоб то є до бут ком півпе ри мет ра ос но ви на апо фе му:

Sб = phа.

Об’єм піраміди дорівнює тре тині до бут ку площі 
ос но ви на ви со ту піраміди:

До во ди ти цю фор му лу ви бу де те в стар ших кла сах, а 
за раз мож на пе ре ко на ти ся в її пра виль ності екс пе ри-
мен таль ним шля хом. Нап рик лад, як що склеїти з кар-
то ну пря му приз му і піраміду з од на ко ви ми ос но ва ми 
та ви со та ми і на пов ни ти їх піском (ман ною кру пою), то 
з’ясуєть ся, що піску для на пов нен ня приз ми потрібно 
втричі біль ше, ніж для піраміди.
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основа – 
правильний 
багатокутник,
O – його центр,

SO ⊥ α,
         ↑
           основа 

SO ≡ H,
бічні ребра – рівні,
бічні грані – рівні.

Площа бічної 
поверхні:

Sб = phа

hа – апофема,
p  – півпериметр

основи.

Піраміда:
S = S б + Sо

Sо – площа основи.

ПІРАМІДА
ПРАВИЛЬНА

Для допитливих
1. Чо ти риг ран ни ки ще на зи ва ють тет ра ед ра ми, бо 
з грець кої «тет ра» оз на чає «чо ти ри», а «ед ра» – 
«грань». Чо ти риг ран ник мож на склас ти тіль ки з 
три кут ників. (Чо му?) Тому три кутні піраміди ще 
на зи ва ють тет ра ед ра ми.
2. Фігу ра, зоб ра же на на ма люн ку, є сплетінням 
двох пра виль них тет ра едрів, відкрив її Ле о нар до 
да Вінчі. Пізніше, че рез 100 років, її «пе ревідкрив» 
Кеп лер і дав їй наз ву, що в пе рек ладі оз на чає «вось-
ми кут на зірка».
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Для допитливих
1. На ма люн ку по да но ге о мет рич ний зміст фор му ли 
(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 для ви пад ку а > 0, b > 0. 
Дай те по яс нен ня.
2. Кож ну грань ку ба поділе но на чо ти ри квад ра ти, 
кож ний з ут во ре них квад ратів по фар бо ва но в один із 
трь ох коль орів: синій, жов тий і чер во ний так, щоб 
квад ра ти, які ма ють спіль ну сто ро ну, бу ли різних 
коль орів. До ведіть, що тоді обов’яз ко во буде 8 синіх, 
8 жов тих і 8 чер во них квад ратів.

Прак тич на ро бо та 43

1. Склей те з кар то ну пря му приз му і піраміду з од на ко ви ми ос но ва ми і ви со та ми.
2. За до по мо гою ман ної кру пи або піску порівняй те об’єми цих фігур.
3. Зробіть вис но вок. 

Зав дан ня 37

1°. Яка піраміда на зи ваєть ся п ра виль ною?
2°. Скільки бічних граней у пра виль ній 3eкутній піраміді? А в 

4eкут ній?
3. На малюн ку 5.48 знайдіть три три кутні піраміди.
4. Чо му пра виль ну чо ти ри кут ну піраміду не мож на на зва ти пра-

виль ним ба га тог ран ни ком?
5. Чи мож на склеїти та кий ба га тог ран ник, який, якщо йо го 

по ста ви ти на од ну грань, був би приз мою, а як що на іншу, 
то – пірамі дою?

6*. Виз нач те без малюн ка: а) скіль ки вер шин, ре бер і гра ней має 
neкут на піраміда; б) скіль ки всь о го плос ких кутів має neкут на 
піраміда?

7*. Чи бу де пра виль ною піраміда, як що її бічні грані: а) рів ні три кут ни ки; б) рівні 
рівно бед рені три кут ни ки?

8*. До ведіть, що чис ло ре бер піраміди – пар не.
9*. Знайдіть су му всіх плос ких кутів neкут ної піраміди.
10*. Чи існує піраміда, що має: а) 18 плос ких кутів; б) 20 плос ких кутів?
11°. У три кутній піраміді дов жи на кож но го реб ра дорівнює а. Знайдіть пов ну по -

верх ню піраміди.
12. В ос нові пра виль ної піраміди ле жить шес ти кут ник із сто ро ною 2 дм. Знайдіть 

пло щу пов ної по верхні піраміди, як що її апо фе ма дорівнює 1 дм.
13. У пра вильній чо ти ри кутній піраміді апо фе ма дорівнює сто роні ос но ви і 

становить 10 см. Знайдіть пло щу по верхні піраміди.
14. Сто ро на ос но ви пра виль ної чо ти ри кут ної піраміди вдвічі мен ша за бічне реб ро 

і дорівнює 2 см. Знайдіть пло щу її бічної по верхні.
15. Знайдіть пло щу по верхні пра виль ної чо ти ри кут ної піраміди, 

бічні грані якої пра вильні три кут ни ки, а апо фе ма дорівнює 
  дм. 
16. Об числіть об’єм пра виль ної шес ти кут ної піраміди, сто ро на 

ос но ви якої дорівнює 3 см, а ви со та – 8 см.
17*. Як змінить ся об’єм пра виль ної чо ти ри кут ної пі ра міди, як що 

сто ро ну її ос но ви збіль ши ти у 3 ра зи, а ви со ту змен ши ти у 
2 ра зи?

18*. Об числіть об’єм пра виль ної чо ти ри кут ної пірамі ди, зоб ра же-
ної на малюн ку 5.49.
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Мал. 5.48

Мал. 5.49

Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   200Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   200 7/1/2009   13:08:047/1/2009   13:08:04



Для допитливих
Сло во циліндр по хо дить від грець ко го «килін дрос», що 
оз на чає «вал», «ко ток». У шкіль но му курсі ге о метрії вив ча-
ють тіль ки пря мий кру го вий циліндр, оз на чен ня яко го вам 
уже відо ме. Вза галі циліндр в ге о метрії виз на ча ють так. 
Як що у де якій пло щині α за да ти фі гу ру F, з де я кої точ ки А 
пло щини α про вес ти від різок АА1, який не на ле жить пло-
щині α, і з кож ної точ ки Х фігу ри F про вес ти відрізки ХХ1, 
рівні і па ра лельні АА1 (див. мал.), – от ри маємо прос то ро ву 
фігу ру, яка на зи ваєть ся циліндром. (ХХ1 – твірні, а F і F1 – 
йо го ос но ви.)

  Тіла обер тан ня 

Тіла ми обер тан ня на зи ва ють ся 
прос то рові фігу ри, які ут во рю ють -
ся внаслідок обер тан ня плос кої 
фігури нав ко ло де я кої осі. Се ред них 
виділя ють: ку лю, ко нус, циліндр.

Мож на на вес ти ба га то прик ладів тіл 
обер тан ня: тенісний м’яч має фор му 
кулі, близь ка до цієї фор ми і на ша Зем-
ля; у вітря ку мож на по ба чи ти циліндр і 
ко нус (мал. 5.50) то що. 

ЦИЛІНДР
Ко ли пря мо кут ник обер таєть ся нав ко ло пря мої, якій 

на ле жить од на з йо го сторін, – ут во рюєть ся пря мий кру-
го вий циліндр (мал. 5.51). Далі, го во ря чи про ци ліндр, 
бу де мо ма ти на увазі пря мий кру го вий циліндр.

Пря ма, нав ко ло якої обер тав ся пря мо кут ник, на зи-
ваєть ся віссю циліндра; па ра лель на їй про ти леж на сто ро-
на пря мо кут ни ка – твірною; кру ги, описані дво ма інши-
ми сто ро на ми пря мо кут ни ка, – ос но ва ми циліндра. 

Ви со та циліндра Н – це відстань між йо го ос но ва ми 
(перпендикуляр, проведений з довільної точки однієї 
основи до другої основи). Во на дорівнює твірній цього 
циліндра.

На малюн ку 5.52 маємо роз го рт ку циліндра. Пря мо-
кут ник – роз го рт ка бічної по верхні, два кру ги – це 
ос но ви циліндра.

Мал. 5.51 Мал. 5.52
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ЦИЛІНДР
прямий круговий 

(OO1) – вісь обер тан-
ня, вісь цилінд ра;
[OO1] = H – висо та;
r – радіус ос но ви.

Мал. 5.50
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Пло ща бічної по верхні циліндра дорівнює площі 
пря мо кут ни ка ABCD, од на сто ро на яко го AB дорівнює 
ви соті циліндра H, а дру га AD – дов жині ко ла йо го 
ос но ви 2πr (див. мал. 5.52). Тоб то

Sб  2 rH.
Щоб от ри ма ти пло щу пов ної по верхні циліндра, 

тре ба до площі бічної по верхні до да ти пло щі ос нов – 
двох од на ко вих кругів, радіуси яких дорівню ють r:

S  2 rH + 2 r2.
Як що в циліндр впи са ти пра виль ну neкут ну приз му 

й уя ви ти, що n пря мує до нескінчен ності, то об’єм 
ци лінд ра дорівню ва ти ме об’єму та кої приз ми. 

То му об’єм циліндра дорівнює до бут ку площі ос но ви 
цилінд ра на йо го ви со ту:

V  r2H.

КО НУС
Пря мий круговий ко нус ут во рюєть ся при обер танні 

пря мо кут но го три кут ни ка нав ко ло од но го з йо го ка тетів 
(мал. 5.53). Ка тет, нав ко ло яко го обер таєть ся три кут-
ник, на зи ваєть ся ви со тою ко ну са; дру гий ка тет описує 
круг, який на зи ваєть ся ос но вою ко ну са; гіпо те ну за 
три кут ни ка опи сує бічну по ве рх ню ко ну са і на зи ваєть-
ся твірною ко ну са.

Мал. 5.53 Мал. 5.54

Роз го рт ку ко ну са зоб ра же но на малюн ку 5.54. Бічна 
по ве рх ня роз гор таєть ся у сек тор, радіус яко го – твірна 
ко ну са l, а дов жи на ду ги дорівнює дов жині ко ла ос но-
ви, радіус яко го позначено через r.

Пло ща ць о го сек то ра S1 є час ти ною площі кру га So 

радіуса l (їхнє відношення ). Тоді 
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ЦИЛІНДР

Sб = 2πrH

S = 2πrH + 2πr2

V = πr2H

КОНУС
прямий круговий 

(SO) – вісь конуса, 
вісь обер тан ня;
[SO] = H – вис о та;
r – радіус ос но ви.

На га даємо:
(SO) – п ряма SO;
[SO] – відрізок SO.

Для допитливих
Цей фут боль ний м’яч скла даєть ся з пра виль них п’я ти кут-
ників і шес ти кут ників. Ба га тог ран ни ки, що скла да ють ся з 
різних пра виль них ба га то кут ників, у кожній з вер шин яко го 
схо дить ся од на ко ве чис ло ре бер, на зи ва ють напівпра виль ни-
ми. Три над цять видів напівпра виль них ба га тог ран ників 
відкрив і опи сав Архімед у ІІІ ст. до н. е.
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Для допитливих
Кеп лер вва жав, що кожній пла неті відповідає 
пра виль ний ба га тог ран ник, у який впи са но сфе-
ру орбіт пла не ти. Пра виль них ба га тог ран ників 
існує тіль ки 5 – во ни вже бу ли ви ко рис тані ним 
як мо де лі Всесвіту. То му Кеп лер, шу ка ючи інші 
пла не ти, шу кав і інші гар монійні «пра вильні» 
фор ми. Він про дов жу вав реб ра і грані пра виль-
них ба га тог ран ників і от ри му вав не о пуклі, так 
звані «зірчасті» багатог ран ни ки. 

Спро буй те слідом за Кеп ле ром і фран цузь ким 
ма те ма ти ком Луї Пу ан соном (1777–1859) по шу-
ка ти такі фігу ри.

Щоб знай ти пло щу пов ної по верхні ко ну са S, до пло щі 
бічної поверхні Sб ≡ S1 тре ба до да ти пло щу кру га-ос но ви:

S  rl + r2  r(l + r).
От же, пло ща бічної по верхні і пло ща пов ної по верх-

ні ко ну са, радіус ос но ви яко го r і твірна l, дорівнює 
відповідно:

Sб  rl   і   S  r(l + r).
Як що в ко нус впи са ти пра виль ну neкут ну піраміду 

й уя ви ти, що n пря мує до нескінчен ності, то об’єм ко -
нуса дорівню ва ти ме об’єму та кої піраміди. То му об’єм 
ко ну са дорівнює тре тині до бут ку площі ос но ви ко ну са 
на йо го ви со ту:

V  r2 ⋅ H.

КУ ЛЯ
Ку ля – це фігу ра обер тан ня, яка ут во рюєть ся при 

обер танні кру га нав ко ло йо го діамет ра (мал. 5.55). 
По ве рх ню кулі на зи ва ють сфе рою. Діаметр кру га бу де 

діамет ром кулі, радіус кру га – 
ра діу сом кулі, а центр кру га – цент-
ром кулі. 

Ку лю не мож на предс та ви ти у 
виг ляді роз го рт ки на пло щині, 
то му ви вес ти фор му лу для площі її 
по верхні важ ко. Ма те ма ти ки до ве-
ли, що пло ща по верхні кулі, тоб то 
пло ща сфе ри, у 4 ра зи біль ша за 
пло щу кру га, обер тан ням яко го її 
бу ло ут во ре но:

S  4 r2.

Стро ге до ве ден ня по ка зує, що об’єм кулі, радіус якої 
дорівнює r, у 4 ра зи біль ший за об’єм ко ну са, радіус 
ос но ви і ви со та яко го дорівню ють r:

V  r3.
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КОНУС

Sб = πrl

S = πr (l + r)

V = πr2H

Sб = 4πr2

V = πr3

КУ ЛЯ
↑

обер тан ням кру га 
нав ко ло діамет ра

Мал. 5.55
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Для допитливих
1. Ка вун розріза ли на 4 час ти ни і з’їли. Чи мо же при ць о му за ли ши ти ся 
5 шкірок?
2. Наведіть приклад лінії, яка: а) з жодною із площин не має рівно однієї 
спільної точки; б) не належить жодній з площин.
3. Да но ба га тог ран ник. З од но го бо ку – це пра виль на приз ма, з дру го го – 
неп ра виль ний ба га тог ран ник. Які влас ти вості ба га тог ран ни ка вип ли ва ють 
з то го, що він пра виль на приз ма? Які влас ти вості вип ли ва ють з то го, що це 
неп ра виль ний ба га тог ран ник?
4. Чи мо же ба га тог ран ник ма ти р ре бер, де р – прос те чис ло, біль ше за 11? 
Порада. Як що в ба га тог ран ни ка «зріза ти кут», то чис ло ре бер збіль шить-
ся на 3.

Прак тич на ро бо та 44

1. Нак ресліть пря мо кут ник – роз го рт ку бічної по верхні циліндра.
2. Нак ресліть круг, який бу де ос но вою ць о го циліндра. Які по пе редні роз ра хун ки 

тре ба зро би ти для ць о го?
3. Склей те мо дель циліндра за от ри ма ною роз го рт кою.
4. Нак ресліть сек тор кру га – роз го рт ку бічної по верхні ко ну са.
5. Нак ресліть круг, який бу де ос но вою ць о го ко ну са. Які по пе редні роз ра хун ки 

тре ба зро би ти для ць о го?
6. Склей те мо дель ко ну са за от ри ма ною роз го рт кою.

Прак тич на ро бо та 45

Ви ко нав ши потрібні вимірю ван ня, об числіть об’єм у кубічних сан ти мет рах: 
а) хо кей ної шай би; б) каст рулі циліндрич ної фор ми.

Зав дан ня 38

1°. Пря мо кут ний ар куш па пе ру розміром a×b мож на згор ну ти дво ма спо  со ба ми так, 
що ут во рить ся бічна по ве рх ня циліндра. Виз нач те радіус основ циліндрів.

2. Обер та ю чи пря мо кут ник АВСD зі сто ро на ми АВ = 2 см і СD = 4 см спо чат ку нав-
ко ло сто ро ни АВ, а потім нав ко ло сто ро ни СD, діста ли два циліндри. В яко му 
ви пад ку пло ща бічної по верхні біль ша?

3. Радіус циліндра збіль ши ли у 2 ра зи, а йо го ви со ту змен ши ли у 2 ра зи. Чи зміни-
ла ся пло ща бічної по верхні? Чо му?

4. Один циліндр у 3 ра зи товстіший за дру гий, але у 3 ра зи ко рот ший за нь о го. Чи 
од на кові їхні об’єми?

5. У циліндричній по су дині рівень ріди ни до ся гає 16 см. На якій ви соті бу де 
рівень ріди ни, як що її пе ре ли ти у по су ди ну, діаметр якої у 2 ра зи біль ший за 
діаметр пер шої?

6. Порівняй те бічні по верхні тіл, зоб ра же них на малюн ку 5.56.
7*. Об числіть бічну по ве рх ню ко нусів, зоб ра же них на малюн ку 5.57.

Мал. 5.56 Мал. 5.57
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Для допитливих
1. Які з ку биків на малюнку А відрізня ють ся від пер шо го тіль ки розміщен-
ням у прос торі? 
2. На гра нях ку ба на пи сані циф ри 0, 1, 4, 5, 6, 8. Виз нач те, які циф ри на пи-
сані на про ти леж них гра нях ку ба за зоб ра жен ням йо го в трь ох по ло жен нях 
у прос торі на ма люн ку Б.
3. Чи є на ма люн ку В куб, який ви го тов ле но за за да ною роз го рт кою? 

8*. Знайдіть об’єми ко нусів, зоб ра же них на малюн ку 5.58.

Мал. 5.58

9*. Що яв ляє со бою тіло, яке скла даєть ся з усіх то чок, відда ле них від да ної точ-
ки О на відстань, не мен шу за 3 см, але не біль шу за 7 см?

10. Чи пра виль но, що су ма площ двох сфер, радіуси яких R, дорівнює площі сфе-
ри, радіус якої 2R?

11. Об числіть пло щу по верхні півкулі, радіус якої дорівнює R.
12. Фар би вис та чає, щоб по фар бу ва ти по ве рх ню кулі, ра діус якої дорівнює R.  На

 скіль ки куль, радіуси яких ,
 
вис та чить цієї фар би, як що тов щи на ша ру фар -

  би в обох ви пад ках одна ко ва?
13*. Чи існує та ка ку ля, об’єм і пло ща по верхні якої ви ра жа ють ся 

од ним і тим са мим чис лом?
14*. Що ви виб ра ли б: з’їсти ка вун, радіус яко го дорів нює 10 см, 

утрь ох, чи з’їсти ка вун, радіус яко го 20 см, увісь мох?
15. Є свин цеві куль ки од на ко вих розмірів. Тре ба пе реп ла ви ти їх 

на ку лю, радіус якої у 5 разів біль ший. Скіль ки малень ких 
куль ок для ць о го потрібно?

16. Ви разіть радіус кулі че рез її об’єм.
17*. У циліндр впи са на ку ля, радіус якої – R, так, що во на до ти-

каєть ся до ос нов і бічної по верхні циліндра (мал. 5.59). Знайдіть 
відно шен ня об’ємів цих тіл.

18*. Чи мож на у циліндрич ну по су ди ну, зоб ра же ну на малюн-
ку 5.60, помісти ти ку лю, об’єм якої у 2 ра зи мен ший, ніж об’єм 
по су ди ни?

19**. Три рівних конуси лежать на площині, причому кожні два з 
них мають спільну твірну довжиною 1. Чи можна в утворений 
проміжок між цими конусами вмістити такий самий конус?
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Для допитливих
Ав то мобіль на пок риш ка має то роїдаль ну фор му. Пон чи ки та кож ма ють 
то роїдаль ну фор му (мал. А). 

М’яч для гри в регбі за фор мою близь кий до еліпсоїда (див. мал. Б).

А Б

Зав дан ня для пов то рен ня розділу V
1. Які тверд жен ня на зи ва ють ся «аксіома ми сте ре о метрії»?
2. Яка логічна схе ма по бу до ви сте ре о метрії?
3. Скіль ки пло щин мож на про вес ти че рез пря му і точ ку по за нею? Чо му?
4. Че рез пря му і точ ку  про ве ли 10 пло щин. У яко му ви пад ку це мож ли во?
5. Як мо жуть бу ти взаємно розміщені у прос торі: а) дві прямі; б) пря ма і пло щи-

на; в) дві пло щи ни?
6. Яка пря ма на зи ваєть ся пер пен ди ку ляр ною до пло щи ни?
7. По ясніть, що та ке: а) пер пен ди ку ляр до пло щи ни; б) по хи ла до пло щи ни; в) про-

екція по хи лої на пло щи ну; г) відстань від точ ки до пло щи ни.
8. Яка оз на ка пер пен ди ку ляр ності пря мої і пло щи ни?
9. Яка фігу ра на зи ваєть ся: а) ба га тог ран ни ком; б) пра виль ним ба га тогран ни ком?
10. По ясніть на прик ладі зміст по нять: а) грані ба га тог ран ни ка; б) реб ра ба га то-

гран ни ка; в) вер ши ни ба га тог ран ни ка; г) діаго налі ба га тог ран ни ка; д) пло ща 
по верхні ба га тог ран ни ка.

11. По ясніть, чим відрізня ють ся опуклі ба га тог ран ни ки від не о пук лих.
12. По ясніть, що та ке: а) приз ма; б) па ра ле лепіпед; в) пря ма приз ма; г) пра виль на 

приз ма; д) пря мо кут ний па ра ле лепіпед.
13. По ясніть, що та ке: а) піраміда; б) пра виль на піраміда; в) апо фе ма у пра виль ній 

піраміді.
14. Який відрізок на зи вають  ви со тою: а) приз ми; б) піраміди? 
15. Які тіла на зи ва ють ся тіла ми обер тан ня і чо му?
16. Як знай ти пло щу по верхні: а) циліндра; б) ко ну са; в) кулі?
17. За якою фор му лою об чис лю ють об’єм: а) приз ми; б) піраміди; в) цилінд ра; 

г) ко ну са; д) кулі? 
18. Кож на з пло щин α і β про хо дить че рез точ ки А, В і С. Чи мож на зро би ти вис но-

вок, що α і β – од на й та са ма пло щи на? Відповідь обґрун туй те.
19. Че рез три точ ки про ве ли 10 пло щин. Що це оз на чає?
20. За да но три точ ки, че рез які мож на про вес ти пло щи ну, але не од ну. Що з ць о го 

вип ли ває?
21. Чо му замк нені двері не мож на відчи ни ти, а не за мк нені відчи ня ють ся лег ко?
22. Чи пра виль но, що ге о мет рич ним місцем то чок, спіль ним для двох пло щин, які 

пе ре ти на ють ся, є пря ма? Чому?
23*. Да но дві прямі, але че рез них не мож на про вес ти пло щи ну. До ведіть, що ці 

прямі не пе ре ти на ють ся.
24. Чи мож на стве рд жу ва ти, що прямі ми мобіжні, як що во ни не пе ре ти на ють ся? 

Чо му?
25. Чи тре ба до во ди ти, що че рез дві па ра лельні прямі мож на про вес ти пло щи ну? 

Чо му?
26°. Знайдіть нав ко ло вас такі три прямі: а) дві прямі, що пе ре ти на ють ся, а тре тя 

є ми мобіжною з кож ною з них; б) дві прямі ми мобіжні, а тре тя пе ре ти нає кож-
ну з них; в) дві прямі па ра лельні, а тре тя є ми мобіжною з кож ною з них.
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Для допитливих
На кубі поз на че но всі вер ши ни і цент ри гра ней, про ве де но діаго налі всіх 
гра ней. Чи мож на по відрізках діаго на лей обійти всі поз на чені точ ки, по бу-
вав ши в кожній із них ли ше один раз?

27**. Назвіть якуeне будь оз на ку пря мих, що пе ре ти на ють ся.
28*. На одній із па ра лель них пло щин про ве де но пря му. Чи мож на стве рджу ва ти, 

що ця пря ма па ра лель на другій пло щині? Чо му?
29*. Дві прямі па ра лельні одній пло щині. Чи завж ди на пло щині знай деть ся пря-

ма, яка бу де од но час но па ра лель на обом да ним пря мим? Чо му?
30*. За до по мо гою прик ла ду з ото чен ня до ведіть, що: а) мож на про вес ти пло щи ну, 

пер пен ди ку ляр ну од но час но до двох пря мих, які пе ре ти нають ся; б) дві пло-
щи ни, пер пен ди ку лярні до третьої пло щи ни, не завж ди па ра лельні між 
со бою.

31*. Чи пра виль ним є тверд жен ня: «Як що пря ма не па ра лель на пло щині, то на цій 
пло щині не має жод ної пря мої, па ра лель ної даній»? Чо му?

32*. До ведіть від суп ро тив но го: як що чо ти ри точ ки не на ле жать одній пло щині, то 
ніякі три з них не ле жать на одній прямій.

33. Що яв ляє со бою ге о мет рич не місце то чок, рівновідда ле них від однієї точ ки 
прос то ру?

34. Зоб разіть пра виль ний тет ра едр, йо го ви со ту й апо фе му.
35. Реб ро од но го ку ба в 2 ра зи мен ше за реб ро дру го го. Порівняй те їхні: а) площі 

по вер хонь; б) об’єми; в) діаго налі; г) діаго налі бічних гра ней.
36. Діаго наль ку ба дорівнює 8 см. Знайдіть йо го: а) реб ро; б) пло щу по верх ні; 

в) об’єм. 
37*. Ба га тог ран ник має 9 ре бер. Скіль ки він має плос ких кутів?
38. Зоб разіть пра виль ну чо ти ри кут ну піраміду, її ви со ту й апо фе му.
39. Об числіть пло щу бічної по верхні пра виль но го тет ра ед ра, реб ро яко го дорівнює 

 см. 
40*. Щоб до вес ти, що приз ма пра виль на, тре ба розг ля ну ти два пунк ти, а що во на 

неп ра виль на – один. Про які пунк ти йдеть ся?
41*. Чи існує приз ма, яка має 16 ре бер? Чо му?
42*. У приз ми є всь о го 8 гра ней. Знайдіть су му внутрішніх кутів ба га то кут ни ка 

ос но ви.
43**. Чи мож на розріза ти три кут ну приз му на дві час ти ни так, щоб кож на з час тин 

бу ла пірамідою?
44*. Зоб разіть ба га тог ран ник, у яко го всі грані – три кут ни ки, який би не був три-

кут ною пірамідою.
45. Порівняй те терміни: «пра виль на три кут на піраміда» і «пра виль ний тет ра-

едр». Чи мож на стве рд жу ва ти, що во ни оз на ча ють од ну й ту са му фігу ру?
46*. Чи пра виль не мірку ван ня: «Оскіль ки всі бічні грані да ної приз ми – квад ра ти, 

то ця приз ма – пра виль на»? Чому?
47**. В ос нові піраміди ле жить рівно бед ре ний пря мо кут ний три кут ник з ка те том 

3 см. Ви со та піраміди має за ос но ву вер ши ну пря мо го ку та 
ць о го трик утни ка і дорівнює 6 см. Знайдіть пло щу по верхні 
й об’єм піраміди.

48**. Знайдіть за леж ності, за яки ми, зна ю чи, скіль ки у призмі 
або піраміді вер шин і гра ней, мож на виз на чи ти, скіль ки у 
них ре бер.

49**. До ведіть від суп ро тив но го: «Як що в па ра ле лепіпеді з реб ра ми 
a, b, c і діаго нал лю d ви ко нуєть ся d2 ≠ a2 + b2 + c2, то цей па ра-
ле лепіпед не пря мо кут ний».

50*. У пря мо кут но му па ра ле лепіпеді, зоб ра же но му на малюн ку 
5.61, знайдіть дов жи ну відрізка ВD1.
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Мал. 5.61
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Для допитливих
Дже ре лом ге о мет рич них досліджень 
Же ра ра Де зар га (1591–1662), відстав-
но го війсь ко во го інже не ра, бу ла йо го 
про фесійна діяльність як архітек то ра 
та інже не ра. Де зар гу постійно до во ди-
ло ся ма ти спра ву з крес лен ня ми, які 
ви ко ну ва ли ся у перс пек тиві. 

Ос но вою пер  с пек ти ви є цент раль-
не про ек ту ван ня, ко ли за да но фіксо-
ва ну точ ку S (центр про екцій) і фік со-
ва ну пло щи ну α (пло щи ну про екцій). 
Че рез довіль ну точ ку А прос то  ру про-
во дять пря му SA (про ек ту ю ча пря ма), 
що пе ре ти нає пло щи ну α у точці А1, яка на зи ваєть ся про ек цією точ ки А 
(див. мал. А).

Однією з найо ригінальніших ідей Де зар га бу ла про по зиція розг ля да ти 
так звані конічні пе рерізи як цент ральні про екції ко ла (див. мал. Б).

51*. На малюн ку 5.62 зоб ра же но тіло, що ста но вить чет вер ту час ти ну циліндра, 
радіус яко го дорівнює R, а ви со та – H. Знайдіть пов ну по ве рх ню тіла та йо го 
об’єм.

52*. За пишіть фор му ли для об чис лен ня об’єму і площі по верхні циліндра. Чи існує 
та кий циліндр, у яко го пло ща бічної по верхні містить стіль ки са мо квад рат них 
оди ниць, скіль ки у йо го об’ємі кубічних оди ниць? 

53. Циліндр і ко нус ма ють рівні ос но ви, а ви со та ко ну са в 2 ра зи біль ша за ви со ту 
циліндра. Порівняй те: а) площі їхніх бічних по вер хонь; б) їхні об’єми.

54. На малюн ку 5.63 три кут ник АВС – пра виль ний, сто ро на йо го до рів нює а. 
Об числіть об’єм ко ну са.

55*. Ко нус, ви со та яко го дорівнює Н, ви ли тий зі свин цю. Йо го тре ба пе ре пла ви ти 
на циліндр та ко го са мо го радіуса. Якою бу де ви со та циліндра?

56*. На малюн ку 5.64 у куб впи са но ко нус. Знайдіть об’єм ко ну са.

57*. Об’єм кулі змен шив ся у 27 разів. Як зміни ла ся пло ща її по верхні?
58*. Ма теріал для фар бу ван ня ди тя чо го м’ячи ка кош тує 50 коп. Скіль ки тре ба 

зап ла ти ти за ма теріал для фар бу ван ня м’яча, об’єм яко го у 8 разів біль ший?
59*. На ба зарі про да ють ка ву ни маленькі, а також ве ликі, діамет ри яких у 2 ра зи 

більші. Вартість малень ких ка вунів – 2 грн., а ве ли ких – 6 грн. Що вигідніше 
ку пи ти: один ве ли кий чи три маленькі ка ву ни?

60*. Пло ща кру га дорівнює S. Обер тан ням ць о го кру га нав ко ло йо го діамет ра 
от ри мали кулю. Знайдіть пло щу поверх ні кулі. 

61*. Свин це ву ку лю пе реп ла ви ли в куль ки, радіус яких у 10 ра зів мен ший від 
по чат ко во го. Скіль ки та ких ку ль ок діста ли?

А                                      Б

Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   208Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   208 7/1/2009   13:08:077/1/2009   13:08:07



До да ток 1 

Про  відкриття  Декарта  і  пошуки 
геометричного  місця  точок  площини

Як вам уже відо мо, Де карт ство рив аналітич ну ге о-
метрію – зму сив ал геб ру пра цю ва ти на ге о метрію, та й 
не ли ше на неї, а й на фізи ку, хімію, біологію, ге о гра-
фію, кібер не ти ку і т. д. Те пер важ ко навіть уя ви ти 
якусь га лузь знань, де б не зас то со ву ва ла ся в тій чи 
іншій формі аналітич на ге о метрія. Ко ор ди на ти кож ної 
точ ки кар ти штур ма на є де я ка функція ге ог рафічних 
ко ор ди нат (ши ро ти і дов го ти) відповідної точ ки зем ної 
по верхні. Графік тем пе ра ту ри хво ро го, кардіог ра ма та 
інші досліджен ня ста ну здо ров’я лю ди ни на ме дич но му 
об лад нанні та кож пов’язані з аналітич ною ге о мет рією. 

Зав дя ки кібер не тиці ма ши на пра цює на лю ди ну, 
об роб ля ю чи по да ну інфор мацію за фор маль ни ми за ко-
на ми.

209

Про по но вані у ць о му розділі ма те ма тичні мініатю ри – роз повіді про те, 
як ге о метрія до по ма гає ал гебрі, і нав па ки; про влас ти вості зо ло то го пе ре-
різу; гар монічні четвірки то чок; про еле мен ти про ек тив ної ге о метрії і що 
мож на зро би ти за до по мо гою лінійки та не ру хо мо го ко ла; про побудови 
Штейнера й інші дива інверсії то що. 

Ме та ць о го розділу – зацікави ти вас ста ро дав ньою, але вічно квіту чою 
на у кою – ге о метрією, пов ною роз га да них і не роз га да них таємниць, вра-
жа ю чих відкриттів.
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Тво рець аналітич ної ге о метрії по пра ву мо же бу ти 
наз ва ний пред те чею ма те ма тич ної кібер не ти ки. У ви -
пад ках, які ми розг ля не мо, роль ма те ма тич ної ма ши ни 
ви ко нує ал геб ра.

На ве де мо кіль ка прик ладів, як відкрит тя Де кар та 
до по ма гає у зав дан нях на виз на чен ня ге о мет рич но го 
місця то чок пло щи ни.

Прик лад 1.  Що яв ляє со бою ге о мет рич не місце 
то чок, рівновідда ле них від двох да них то чок?

На це за пи тан ня не важ ко відповісти і не зна ю чи 
аналітич ної ге о метрії, про те ме тод, за до по мо гою яко го 
ми розв’яже мо цю за да чу (а са ме – ме тод ко ор ди нат), 
ко рис ний і в тих ви пад ках, ко ли розв’яза ти за дачу без 
аналітич ної ге о метрії бу де важ ко.

Ко рис ту ю чись ме то дом аналітич ної ге о метрії, мір-
кує мо так: не хай М1(x1; y1) і М2(x2; y2) – дві дані точ ки, 
М(x; y) – довіль на точ ка шу ка но го ге о мет рич но го місця 
то чок. То ді |M1M | = |M2M |:

Підне се мо до квад ра та обидві час ти ни рівності та 
спрости мо їх:

2(x2 – x1)x + 2(y2 – y1)y + x1
2 + y1

2 – x2
2 – y2

2 = 0.
Як що поз на чи ти

то от ри ма не рівнян ня на бу де виг ля ду y = kx + b.
Оче вид но, що k і b – сталі, що не за ле жать від x і y, 

тоб то шу ка не ге о мет рич не місце то чок – пря ма.

Прик лад 2.  Що яв ляє со бою ге о мет рич не місце 
то чок, відно шен ня відста ней від яких до двох да них 
то чок є ве ли чи ною ста лою?

Дот ри му ю чись за галь ної схе ми, міркуємо так: не хай 
да но точ ки А (х1; y1) і В(х2; y2), а М(х; y) – довіль на точ-
ка шу ка но го ге о мет рич но го місця то чок. Тоді 

де λ – значення ць о го відно шен ня. Підне се мо обидві 
час ти ни рівності до квад ра та і ви ко наємо еле мен тарні 
пе рет во рен ня:

(1 – λ2)(x2 + y2) – 2(x1 – λ2x2)x – 
–2(y1 – λ2y2)y + x1

2 + y1
2 – λ2(x2

2 + y2
2) = 0.  (*)

Слід розрізня ти два ви пад ки:
1. λ = 1. От ри ма не рівнян ня пе рет во рюєть ся на рівнян-

ня пря мої – се ре дин но го пер пен ди ку ля ра до від різ ка АВ:
2(x1 – x2)x + 2(y1 – y2)y – (x1

2 + y1
2) + (x2

2 + y2
2) = 0.
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БудьQяке ко ло 
є ко лом Апо ллонія.

рівновіддалених від 
A і B.

Пер ше відкрит тя 
завж ди та ке – існу-
ють речі, які є сенс 
відкри ва ти.

Д. Том сон

ГМТ точок М:

коло Аполлонія
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2. λ ≠ 1. У ць о му ви пад ку, як що поділи ти рівнян-
ня (*) на 1 – λ2 і поз на чи ти сталі, що не за ле жать від x і 
y, че рез а, b, і с, а са ме

то ма ти ме мо рівнян ня
x2 + y2 − 2ax – 2by + c = 0.

Поз на чив ши a2 + b2 – c = r2, діста не мо рівнян ня ко ла
(x − a)2 + (y − b)2 = r2.

От же, шу ка ним ге о мет рич ним місцем то чок є ко ло.
Наведене вище виз на чен ня ко ла діста ло наз ву ко ла 

Апол лонія Пергсь ко го. 
Оче вид но, що будьQяке ко ло є ко лом Апол лонія. 

Прик лад  3. Рівняння еліпса. Еліпсом на зи ваєть-
ся ге о мет  рич не місце то чок, су ма відста ней від 
яких до двох за да них то чок є ве ли чи ною ста лою. Цю 
ве ли чи ну поз на ча ють як 2а. Дві дані точ ки на зи ва-
ються фо ку са ми еліпса. Відстань між ни ми поз на ча ють 
че рез 2с.

Візь ме мо за вісь абс цис пря му, що про хо дить че рез 
фо ку си, а за по ча ток ко ор ди нат – се ре ди ну від різка 

між фо ку са ми (мал. 6.1). То ді 
фо ку си ма ти муть ко ор ди на ти 
F1(−c; 0) і F2(c; 0). Як що М(x; y) – 
довіль на точ ка еліпса, то за оз на-
чен ням

|F1M| + |F2M| = 2a,
або

Вве де мо поз на чен ня a2 − c2 = b2 і ви ко наємо неск лад ні 
пе рет во рен ня. Тоді ос таннє рівнян ня мож на звес ти до 
виг ля ду

Приклад 4.  Що яв ляє со бою траєкторія точ ки 
відрізка ста лої дов жи ни, кінці яко го пе реміщу ють ся 
вздовж двох взаємно пер пен ди ку ляр них пря мих?

Візь ме мо ці взаємно пер пен ди ку лярні прямі за осі 
ко ор ди нат. Не хай АВ – відрізок, що ру хаєть ся в пев но-
му нап рямі, і М(x; y) – точ ка шу ка но го ге о мет рич но го 
місця то чок (мал. 6.2). 
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|F1M| + |F2M| = 2a

F1, F2 – фо ку си;
A1, A2, B1, B2 – вер-
ши ни.

ЕЛІПС

Мал. 6.1

Для допитливих
Як би мені до ве ло ся зно ву по ча ти своє нав чан ня, то я, за по ра дою Пла то на, 
взяв ся б спер шу за ма те ма ти ку – на у ку, яка ви ма гає точ ності і прий має за 
пра виль не тіль ки те, що вип ли ває як наслідок із до ве де но го.

Галілео Галілей
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Про ве де мо NM || Ox і LM || Oy. Оче вид но, що NM = x 
і LM = y.

Не хай ВМ = а, МА = b, ∠BMN = ∠MAL = α. За у ва жи-
мо, що при за да но му русі відрізка АВ зна чен ня а і b не 
зміню ють ся.

З малюн ка вид но, що 
x = acos α  і  y = bsin α.

Звідси: 

Підне се мо до квад ра та ліві й праві час ти ни ос танніх рівнянь і до да мо їх:

Маємо рівнян ня еліпса. От же, шу ка на траєкторія – еліпс.

Розв’яжіть са мостійно ме то дом ко ор ди нат такі за дачі.
1. Знайдіть ге о мет рич не місце то чок М, для яких МА2 + МВ2 = 2МС2, де АВС – 

пря мо кут ний три кут ник із пря мим ку том С.
Відповідь: пря ма, що про хо дить че рез се ре ди ну гіпо те ну зи.

2. Уз довж радіуса па те фон ної пла тів ки, що рівно мірно обер таєть ся, рівномірно 
ру хаєть ся му ха. Знай діть траєкторію ру ху му хи. 

Відповідь: спіраль Архіме да 

3. Знайдіть ге о мет рич не місце то чок, різни ця від ста ней від яких до двох за да них 
то чок (фо кусів) є ве ли чи ною ста лою.

Відповідь: гіпер бо ла 

4. Знайдіть ге о мет рич не місце то чок, рівновідда ле них від де я кої точ ки (фо ку-
са) і від де я кої пря мої (ди ре кт ри си).

Відповідь: па ра бо ла y2 = 2px, р – відстань між фо ку сом і ди ре кт ри сою.
5. Знайдіть ге о мет рич не місце то чок, відно шен ня відста ней від яких до да ної 

точ ки (фо ку са) і до да ної пря мої (ди ре кт ри си) є ве ли чи ною ста лою. По кажіть: 
а) як що відно шен ня мен ше за 1, то кри ва є еліпсом; б) як що відно шен ня біль ше 
за 1, – гіпер бо лою; в) як що відно шен ня дорівнює 1, – па ра бо лою. (По ра да. Ско рис-
тай те ся фор му ла ми па ра лель но го пе ре не сен ня.)

6. Точ ки пе ре ти ну з віссю абс цис еліпса, гіпер бо ли і па ра бо ли, як що бра ти 
рівнян ня кри вих у то му вигляді, як во ни у нас за пи сані, є вер ши на ми кри вих. Вер-
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Мал. 6.2

Для допитливих
Фор му еліпса ми час то зустрі чаємо в житті. 
Як що, нап рик лад, на хи ли ти склян ку з во дою, 
то фор ма по верхні во ди бу де еліпсом (мал. А). 
Ана логічно, як що від шмат ка ков ба си 
циліндрич ної фор ми відріза ти скиб ки, став-
ля чи ніж навскіс, то во ни ма тимуть фор му 
еліпса (мал. Б). 

Уза галі, як що пря мий циліндр або ко нус 
розріза ти так, щоб не за че пи ти ос но ви, то в 
розрізі бу де мо ма ти еліпс (мал. В).

А                             Б

В
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ши на па ра бо ли збігаєть ся з по чат ком ко ор ди нат. До ведіть, 
що ко ли пе ре нес ти в по ча ток ко ор ди нат ліву вер ши ну еліпса 
і пра ву вер ши ну гіпер бо ли, то рівнян ня кри вих ма ти муть 
виг ляд:

Для еліпса Для гіпер бо ли Для па ра бо ли

y2 = 2px

(У ви пад ку еліпса й гіпер бо ли вве де но поз на чен ня )
 

Ви пи сані в ос тан нь о му зав данні рівнян ня є рівнян-
ня ми кри вих, відне се них до вер ши ни (мал. 6.3). Такі 
рівнян ня бу ли відомі ще Апол лонію Перг сь ко му 
(262–190 рр. до н. е.) – молодшому з трьох найвизнач-
ні  ших геометрів Стародавньої Греції (Евклід, Архімед, 
Аполлоній). Він відомий, у першу чергу, трактатами 
про конічні перерізи (еліпс, гіпербола, парабола), що 
склада ли вельми повний обсяг знань про ці криві. Тіль-
ки, зро зумі ло, що ні про яку сим воліку на той час не 
йшло ся. 

У ті часи влас ти вості кри-
вих, які ми записали за до по-
мо гою рівнянь, Апол лоній 
фор му лю вав незг раб ною мо -
вою «ге о мет рич ної ал геб ри»: 
до бу ток двох чи сел гре ки 
на зи ва ли пло щею пря мо кут-
ни ка, дов жи ни сторін яко го 
дорівню ють цим чис лам, квад-
рат чис ла – пло щею відпо від-
но го квад ра та. 

Тоді (вра хо ву ю чи, що вісь 
абс цис для всіх трь ох кри вих 
є віссю си метрії, або прос то 
віссю) мо вою ге о мет рич ної 
ал геб ри ос танні рівнян ня 

чи та ли б приб лиз но так: «Еліпс є ге о мет рич ним місцем 
то чок, для яких пло ща квад ра та, по бу до ва но го на 
відрізку, опу ще но му з по чат ку ко ор ди нат на вісь, мен-
ша за пло щу пря мо кут ника, однією сто ро ною яко го є 
відрізок ста лої дов жи ни 2р, а дру гою – відрізок від вер-
ши ни до ос но ви за зна че но го пер пен ди ку ля ра».
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        ↑
Параболічне 

дзеркало
        ↓

FM = NM
FM + MS = NM + 
+ MS = const

Мал. 6.3

Для допитливих
Ціка во, що, як ми не по вер та ли б ду ло 
гар ма ти (в одній вер ти кальній пло-
щині), завж ди при фіксо ваній швид-
кості виль о ту сна ря да зо ну, ку ди сна-
ряд до летіти не мо же, об ме жує 
па ра бо ла (див. мал.).
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Якщо в наведеному порівнянні площі квадрата і пря-
мо кутника замінити слово «менше» на «більше», отри-
маємо опис гіперболи, а якщо на «дорівнює», – параболи.

До речі, наз ви «еліпс», «гіпер бо ла», «па ра бо ла» дав 
саме Апол лоній. У пе рек ладі з грецької во ни приб лиз-
но оз на ча ють: «еліпс» – не дос та ча; «гіпер бо ла» – над-
ли шок; «па ра бо ла» – рівність.

Наприкінці зауважимо, що в результаті 
паралельного або центрального проекту-
вання кола завжди маємо еліпс (див. 
мал. 6.4). Ви вже ознайомлювалися з 
властивостями як паралельного, так і 
центрального проек ту вання (с. 186, 208). 
Таке перетворення фігур ще називають 
афінним. Існує окремий розділ гео мет-
рії, що вивчає властивості афінних пере-
тво рень – афінна геометрія. Еліпсу мож на 
дати й таке означення.

Еліпсом називається крива, яку можна 
отримати афінним перетворенням кола, 
або, що є тим самим, – крива, яку афінним 
перетворенням можна відобразити у коло.
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Для допитливих
Ще Йоган Кеп лер (1571–1630) з’ясу вав, що пла не ти обер та ють ся нав ко ло 
Сон ця не вздовж кіл, як ду ма ли раніше, а по еліпсах, при чо му Сон це зна хо-
дить ся в фо кусі кож но го еліпса (див. 
мал.). Один раз, про тя гом од но го обер ту 
нав ко ло Сон ця, пла не та бу ває у вер-
шині еліпса А1, найб лижчій до Сон ця, – 
це так зва ний пе ри гелій; один раз у вер-
шині А2, найбільше відда леній від 
Сон ця, – в афелії.

Взи мку Зем ля зна хо дить ся у пе ри-
гелії, а влітку – в афелії (за леж но від 
по ло жен ня осі обер тан ня Землі).

Еліпс, по яко му ру хаєть ся Зем ля, 
тро хи «сплюс ну тий» – схо жий на ко ло.

Біль ше дізна ти ся з цієї те ми мож на в літе ра турі:
1. Бер ман Г. Н. Цик ло и да. – М.: На у ка, 1980.
2. Гель фанд и др. Ме тод ко ор ди нат. – М.: На у ка, 1966.
3. Дуб нов Я. С. Вве де ние в ана ли ти чес кую ге о мет рию: По со бие для са мо-

обра зо ва ния. – М.: Физ мат гиз, 1959.
4. Маркушевич А. И. Замечательные кривые. – М.: Наука, 1978.
5. Ни ку лин А. В., Ку куш А. Г., Та та рен ко Ю. С. Ге о мет рия на плос кос ти: 

Пла ни мет рия. – Минск: ООО «По  пу р ри», 1996.
6. Те ре шин Н. А. Прик лад ная нап рав лен ность школь но го кур са ма те ма ти-

ки. – М.: Прос ве ще ние, 1990.
7. Ша ры гин И. Ф. Ге о мет рия 7–9 кл. – М.: Дро фа, 2001.
8. Яглом И.М., Ашкинузе В.Г. Идеи аффинной и проэктивной геометрии. – 

М.: Учпедизд, 1962.

Мал. 6.4

MF1 – MF2 = 
= (MF1 + MS) – 
– (MF2 + MS) = 
= F1S – (MF2 + MS)

MF1 – MF2 = const

ГІПЕРБОЛА
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До да ток 2

Ще  раз  про  відкриття  Декарта,  завдяки 
якому  геометрія  може  допомагати  алгебрі

За дачі на скла дан ня рівнянь, або текс тові ал геб раїч ні 
за дачі, з од но го бо ку, предс тав ля ють со бою тра дицій ний 
розділ еле мен тар ної ма те ма ти ки, а з іншо го – їх умо ви є 
без по се реднім фор му лю ван ням життєвих зав дань. Тому 
не див но, що ге о метрія, яка вив чає влас ти вості прос то -
ро вих форм, що нас ото чу ють, їх взаємне розміщен ня, 
час то спро щує по шук розв’язу ван ня та ких за дач, особ-
ли во за дач, пов’яза них із ру хом тіл. І зно ву по се ред ни-
ком між ал геб рою і ге о метрією вис ту пає відкрит тя 
Де кар та. Розг ля не мо кіль ка прик ладів.

Прик лад 1.  Поїзд ру хаєть ся пря молінійно і рів но -
мірно зі швидкістю v0 км/год. У де я кий мо мент ча су від 
нь о го відчепив ся ос танній ва гон, який по чав ру ха ти ся 
рівнос повіль не но. Знайдіть відно шен ня шляхів, що 
пройш ли поїзд і ва гон за час від мо мен ту відчеп лен ня 
ва го на до пов ної йо го зу пин ки.

Розв’язан ня
По осі абс цис бу де мо відкла да ти час, який минув від 

мо мен ту відчеп лен ня ва го на, а по осі орди нат – 
швидкість поїзда і ва го на. Бу дуємо графіки (мал. 6.5).

Шлях, який прой шов по тяг за 
час T (від моменту відчеп лен ня ва го-
на до йо го зу пин ки), дорівнює площі 
пря мо кут ни ка зі сто ро на ми T і v0.

Шлях, який прой шов ва гон за 
час T, дорівнює по ло вині площі ць о-
го пря мо кут ни ка. 

Відповідь: 2.

Приклад 2.  Два ту рис ти вийш ли од но час но на -
зустріч один од но му з пунктів А і В. Ко ли во ни зустріли-
ся, з’ясу ва ло ся, що пер ший прой шов на 30 км біль ше, 
ніж дру гий, і що че рез 4 дні він бу де в пункті В. Дру гий 
прий де в пункт А че рез 9 днів після зустрічі. Знайдіть 
відстань між пунк та ми А і В.

Розв’язан ня

По осі абс цис відкла да ти ме мо 
час, який ми нув із по чат ку по до-
рожі ту ристів, а по осі ор ди нат – 
їхні відстані від пунк ту А 
(мал. 6.6).

Тоді пря ма АС бу де графіком 
ру ху пер шо го ту рис та, пря-
ма ВD – графіком ру ху дру го го, а 
точ ка О – мо мент їх зустрічі. 
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Зас то су ван ня діа-
грам і графіків до 
розв’язу ван ня за дач 
мо же заміни ти або 
знач но по лег ши ти 
об ра хун ки.

Мал. 6.5

Мал. 6.6

Важ ли ва особ ли-
вість ге о мет рич ної 
і н т е р п  р е  т а ц і ї 
ал геб  раїчної за дачі 
в її на оч ності: вид но 
зв’яз ки між ве ли-
чи на ми, які вхо дять 
в умо ву за дачі. 
Це дає змо гу роз-
шири ти за да чу – 
по ста ви ти і розв’я-
за ти й більш 
уза   галь нені пи тан-
ня, глиб ше за зир-
ну ти у суть за дачі.
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Поз на чи мо шлях, який прой шов дру гий ту рист до зустрічі, че рез x, а 
від повідний час – че рез а. Маємо: ОL = x, OK = x + 30, AK = a, LC = 4, 
KD = 9.

Пря мо кутні три кут ни ки АОK і COL – подібні (∠АОK = ∠COL як вер ти-
кальні); три кут ни ки DОK і BOL – по діб ні (∠DОK = ∠BOL як вер ти кальні). 
Тоді 

Звідси: а = 6, x = 60.
Відповідь: 60 км.

Приклад 3.  Із пунктів А і В на зустріч один од но му йдуть два пішо хо ди. 
Пер ший вий шов із пунк ту А на 6 год пізніше, ніж дру гий із пунк ту В. Ко ли 
пішоходи зустріли ся, з’ясу ва ло ся, що пер ший прой шов на 12 км мен ше, 
ніж дру гий. Після зустрічі пер ший прий шов у пункт В че рез 8 год, а дру гий 
у пункт А – че рез 9 год. Знайдіть швид кості пішо ходів.

Розв’язан ня
По осі абс цис відкла да ти ме мо час, який ми нув із мо мен ту ви хо ду дру го-

го пішо хо да з пунк ту B, а по осі ор ди нат – відстань, яку про хо дили ту ристи 
(мал. 6.7). Точ ка М на осі абс цис відповідає мо мен ту ча су, ко ли вий шов 
пер ший пішохід, а точ ка О – мо мен ту зустрічі пішо  ходів; пря ма МС бу де 
графіком руху пер шо го пішо хо да, пря ма ВD – графіком ру ху дру го го. 

Мал. 6.7

Шлях, який прой шов пер ший ту рист до зустрічі, позна чи мо через x, а час, 
який зат ра тив дру гий ту рист на шлях до зустрічі, – через а.

З подібності три кут ників OLC і OKM та OLВ і OKD маємо:

Звідси, вра хо ву ю чи, що а > 0, отримаємо: а = 12, x = 36.
Шу кані швид кості дорівню ють:

Відповідь: 6 км/год і 4 км/год.

Тепер, після оз найом лен ня з по пе редніми прик ла да ми, розв’язу ван ня 
нас туп них за дач про час зустрічі не вик ли че у вас труд нощів.
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Приклад  4. Два при я телі вийш ли на про гу лян ку: 
пер ший із се ла А о 10 год 36 хв, а дру гий із се ла В 
о 10 год 30 хв. О котрій го дині во ни зустріли ся, як що 
пер ший прий шов у се ло В о 16 год 21 хв, а дру гий – у 
се ло А о 15 год 06 хв? 

Розв’язан ня
Відкла да тимемо по осі ор ди нат відстань від се ла А, 

а по осі абс цис – час, по чи на ю чи з 10 год 30 хв 
(мал. 6.8-а). Позначимо як t0 час, витрачений другим 
приятелем на шлях до зустрічі.

Мал. 6.8

Як і раніше, маємо дві па ри подібних три кут ників. 
То му

,   BQ · KF = QC · FM.

Знай де мо дов жи ни відрізків, які вхо дять в ос таннє 
співвідно шен ня (мал. 6.8-б). Після неск лад них об чис-
лень маємо t0 = 2,6 год і час зустрічі при я телів: 

(10,5 + 2,6) год = 13,01 год = 13 год 6 хв.
Відповідь: о 13 год 6 хв. 

Прик лад 5. Пішохід, ве ло си пе дист і мо то цикліст 
ру ха ють ся пря молінійним шо се в од но му нап рямі зі 
ста ли ми швид кос тя ми. У мо мент, ко ли пішохід і ве ло-

си пе дист зна хо ди ли ся в одній 
точці, мо то цикліст відста вав від 
них на 6 км. Ко ли мо то цикліст 
наз дог нав ве ло си пе дис та, пішохід 
відста вав від них на 3 км. На 
скіль ки кіло метрів ве ло си пе дист 
ви пе ред жав мо то цикліста, ко ли 
той наз дог нав пішо хо да?

Розв’язан ня
По бу дуємо графіки ру ху манд-

рів ників (мал. 6.9). У мо мент 
ча су t1 – ве ло си пе дист наз дог нав 
пішо хо да, у мо мент t2 – мо то-
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Рівномірний рух 
в один бік

Розв’язу ван ня за -
дач ви ко нується 
шля  хом об чис лень 
за ескіза ми крес-
лень, але на підставі 
точ них ге о мет рич-
них співвідно шень.

Рівномірний рух 
на зустріч

Мал. 6.9
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цикліст наз дог нав пішо хо да, а в мо мент t3 – мо то цикліст наз дог нав ве лоси пе-
дис та. Тоді на ма люн ку 6.9 АK = 6 км, СМ = 3 км, DB = x – шу ка на 
відстань.

З подібності три кут ників АВK і МВС маємо:

З подібності три кут ників АKC і DBC маємо:

Тоді  звідси: x = 2.

Відповідь: 2 км.

Приклад 6.  Із пунк ту O зі швидкістю 10 км/год виїхав верш ник. Од но-
час но з ним із пунк ту Q виїхав ве ло си пе дист зі швидкістю 20 км/год. 
У мо мент по чат ку ру ху верш ни ка му ха, яка сиділа на ньо му, ви летіла 
на зустріч ве ло си пе дис ту, до летіла до нь о го, миттєво роз вер ну ла ся і по летіла 
на зад до верш ни ка; при летівши до нь о го, миттєво роз вер ну ла ся і по летіла до 
ве ло си пе дис та і т. д. до мо мен ту зустрічі верш ни ка з ве ло си пе дис том. Скіль-
ки кіло метрів про летіла му ха, як що її швидкість дорівнює 60 км/год, а 
відстань між пунк та ми O і Q ста но вить 90 км? Скіль ки кіло метрів про ле тить 
му ха в на прямі з O в Q і скіль ки у зво рот но му нап рямі? 

Розв’язання
На пер ше за пи тан ня за дачі знай ти відповідь лег ко, як що виз на чи ти час 

ру ху му хи – час, який їха ли верш ник і ве ло си пе дист до зустрічі:

 (год); s0 = 60 · 3 = 180 (км).

Знай ти відповідь на дру ге за пи тан ня до по мо же графічне зоб ра жен ня 
ру ху верш ни ка, ве ло си пе дис та і му хи (мал. 6.10). Точ ка Р – точ ка зустрічі 
верш ни ка і ве ло си пе дис та.

Рух му хи зоб ра же но коль о ро вою ла ма ною: відрі зок ОА – рух му хи від 
верш ни ка до ве ло си пе дис та, відрізок АВ – по вер нен ня му хи до верш ни ка 
і т. д. Су ма вер ти каль них про екцій ла ма ної дорівнює за галь но му шля ху, 
який про летіла му ха. 

Че рез точ ки А, B, С, ..., що відповіда ють по во ро там му хи, про ве де мо 
прямі, па ра лельні осі ор ди нат. Відрізки ОА і АВ, АВ і ВС, ... пе ре ти на ють ці 
вер ти калі під од ним і тим са мим ку том, який поз на чи мо че рез α. 

Про дов жи мо відрізок ОА до пе ре ти ну з ос тан нь ою вер ти кал лю, про ве де-
ною че рез точ ку Р. Маємо:

АA0 || BB1 || CC1 || DD1 || ..., 
∠OAA0 = ∠A0AB = ∠ABB1 = ∠B1BC = ... = α.

Тоді АВ = АВ1 і СВВ1С1 – па ра ле лог рам і ВС = В1С1; DCC1D1 – рівно біч на 
тра пеція і CD = C1D1; ... . Тоб то дов  жи на ла ма ної ОАВСD...Р дорівнює дов-
жині від різ ка ОР1. Дов жи на про екції ць о го відрізка на вісь Os до рівнює 
180. Це і є відстань, яку про летіла му ха.

Як що про дов жи ти відрізки СD, EK, ... до пе ре ти ну з пря мою ОА, то 
от ри маємо: ОА + ВС + DE + ... + = ОР2 (бо всі ці відрізки па ра лельні ОА). 
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Про екція ць о го відрізка на вер ти-
каль дорівнює сумі відста ней, які 
му ха про летіла в нап рямі від О.

Вра хуємо, що ВА || DC2 || ... || PP2 
і ∠C2CC1 = α. Тоді ∠P2PP1 = α = 
= ∠P2P1P, три кут ник РР2Р1 – рівно-
бед ре ний і Р2Р1 = Р2Р. 

Звідси про екція відрізка ОР2 на 
вер ти каль дорівнює 

LМ = LP + PP1 : 2 = LP + 
+ (LP1 – LP) : 2 = LP : 2 + LP1 : 2.

Вра хо ву ю чи, що LP – це відстань, 
яку проїхав верш ник за 3 год, а 
LP1 = 180 км, то LМ = 3 · 10 : 2 + 90 = 
= 105.

Тоді відстань, яку про летіла 
му ха у нап рямі з O в Q, дорівнює 
різниці 180 – 105 = 75 км.

Відповідь: 75 км – у нап рямі з O 
в Q і 105 км – у нап рямі з Q в O.

Особ ли во доціль но спи ра ти-
ся на ге о мет рич ну інтер пре тацію, 
ко ли  рів но мірно ру ха ють ся кіль-
ка об’єктів, ко ли учас ни ки ру ху 
зміню ють на прям сво го ру ху на 
про ти леж ний і від буваєть ся кіль ка 
зу  стрічей (їм від пові да ють точ ки 
пе ре ти ну графіків ру ху).

Прик лад 7.  Підприємство ви пус кає ви ро би двох типів. Об роб ка кож но-
го ви ро бу пер шо го ти пу три ває 5 год у це ху А і 3 год у це ху В. Об роб ка кож-
но го ви ро бу дру го го ти пу три ває 2 год у це ху А і 4 год у це ху В. Цех А мо же 
пра цю ва ти не біль ше як 150 год на місяць, а цех В – не біль ше як 132 год на 
місяць. З кож но го ви ро бу пер шо го і дру го го типів підприємст во от ри мує 
при бу ток у 300 грн. та 200 грн. відповідно. Виз на ч те, скіль ки ви робів кож-
но го ти пу потрібно ви го тов ля ти щоміся ця, щоб за без пе чи ти підприємст ву 
найбіль ший при бу ток. Знайдіть цей при бу ток.

Розв’язан ня
Поз на чи мо че рез x і y кількість ви робів пер шо го і дру го го ти пу відповідно, 

що ви го тов ляють ся за місяць, а че рез F – при бу ток підприємст ва.
Тоді 

F(x; y) = 300x + 200y.
При ць о му

По бу дуємо відповідне ГМТ на ко ор ди натній пло щині (мал. 6.11).
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Шу ка не Fmax 
 300x + 200y, звідси  

де (x; y) – точ ки по бу до ва но го ГМТ.

Рівнян ня  виз на чає сис те му па ра лель -

них пря мих із ку то вим ко ефіцієнтом k. Значен ня 

 ви з на ча ти ме поло жен ня прямої  

ко ли во на прохо дить че рез точ ку О (24; 15) – точ ку 
пе ре ти ну пря мих 5x + 2y = 150 і 3x + 4y = 132. 

От же, Fmax = 300 · 24 + 200 · 15 = 10 200.

Відповідь: 24 і 15; 10 200 грн.

Прик лад 8.  На шкільній олімпіаді бу ло зап ро по-
но ва но для розв’язу ван ня 10 за дач. За кож ну пра-
виль но розв’яза ну за да чу на ра хо ву ва ло ся по 5 балів, 
а за кож ну нерозв’яза ну – зніма ло ся по 3 ба ли. Скіль-
ки за дач бу ло пра виль но розв’яза но уч нем, який у 
підсум ку отри мав: а) 34 ба ли; б) 10 балів?

Розв’язан ня
Бу де мо розг ля да ти підсум ко ве чис ло балів як 

функ цію y ар гу мен ту x – чис ла розв’яза них за дач. 
При чо му, як що ба ли зніма ють, вва жа ти ме мо це на ра-
ху ван ням від’ємних балів.

Зро зуміло, що ар гу мент мо же на бу ва ти ли ше цілих 
зна чень від 0 до 10 – всь о го 11 зна чень. Тоді і функ-
ція y також мо же ма ти ли ше 11 цілих зна чень. Тоб то 
графіком да ної функції бу де не лінія, а оди над цять 
ок ре мих то чок.

Як що за да ча за ра хо ва на, чис ло балів збіль шуєть-
ся на 8 (не зня то 3 ба ли і до да ли 5 балів). Зрозуміло, 
що рівним різни цям між зна чен ня ми ар гу мен ту 
відповіда ють рівні різниці між зна чен ня ми функції. 
А це є озна кою лінійної за леж ності.

По бу дуємо відповідну пря му за дво ма точ ка ми: 
• за розв’язан ня всіх 10 за дач на ра хо вуєть ся 

5 · 10 = 50 балів – поз на чаємо точ ку А(10; 50); 
• той, хто не розв’язав жод ної за дачі, от ри мує 

(−3)·10 = −30 балів – маємо точ ку В(0; −30).
Те пер тре ба про вес ти пря му АВ (мал. 6.12) і поз на-

чи ти на ній точ ки для зна чен ня ар гу мен ту від 0 до 10. Відповідні зна чен ня 
функції да ють шу ка ну відповідь. 

Відповідь: а) 8 за дач; б) 5 за дач.

Біль ше дізна ти ся з цієї те ми мож на в літе ра турі:

1. Лурье Б. И., Алек са нд ров Б. И. За да чи на сос тав ле ние урав не ний. – М.: На у ка, 1990.
2. Ост ро вс кий А. И., Кор де мс кий Б. А. Ге о мет рия по мо га ет ариф ме ти ке. – М.: 

АО «Сто ле тие», 1994.
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До да ток 3

Гармонічні четвірки точок

Гар монічні четвірки то чок бу ли відомі ще Пап пу Алек сандрійсь ко му. 
У «Ге о метрії–8» ми вже до во ди ли од ну з те о рем Пап па. Про дов жи мо 
знайом  ство з цим ви дат ним ма те ма ти ком ми ну ло го.

Папп був од ним з ос танніх ви дат них предс тав ників Алек сандрійсь кої 
шко ли ге о метрів. Твори Пап па дійшли до нас ли ше част ко во. Але й зі збе ре-
же но го мож на пізнати ба гато ціка во го про втра чені тво ри йо го по пе ред ників, 
нап рик лад Евкліда, Апол лонія, Зе но до ра. 

Розг ля не мо, за Пап пом, у де якій пло щині чо ти ри 
точ ки 0, 1, 2, 3 (три з яких не ле жать на одній прямій) 
і пря му g, яка не про хо дить че рез жод ну з цих то чок 
(мал. 6.13). Поз на чи мо точ ки пе ре ти ну пря мої g з 
прями ми (01) і (23) че рез А і А1, точ ки пе ре ти ну g з 
прями ми (02) і (31) як В і В1, точ ки пе ре ти ну g з пря-
ми ми (03) і (12) – через С і С1. При ць о му, як довів 
Папп, відстані між ци ми шість ма точ ка ми пря мої 
пов’язані та ким співвідно шен ням:

Ви раз, що стоїть у лівій час тині рівності, на зи ваєть ся подвійним, або 
склад ним, відно шен ням чо тирь ох то чок А, С, А1, В, узя тих у цій послідов-
ності:

При ць о му вва жаєть ся, як що змінюєть ся нап рям відрізка на прямій, то 
знак дов жи ни ць о го відрізка змінюєть ся на про ти леж ний. Тоб то 
АА1 = –А1А.

Рівність Пап па оз на чає збіг подвійних відно шень
W(ACA1B) = W(A1C1AB1).

З усіх четвірок то чок пря мої гар монічна четвірка ха рак те ри зуєть ся тим, 
що для неї подвійне відно шен ня 

завж ди дорівнює або −1, або 2, або 

Про гар монічні четвірки то чок мож на бу ло б роз повісти дивні речі. Ми 
об ме жи мо ся вик ла дом ли ше де я ких фактів.

КО ЛО  АПОЛ ЛОНІЯ  І  ДО ТИЧ НА  ДО  КО ЛА

На га даємо (див. до да ток 1), що, за Апол лонієм, ко ло є ге о мет рич ним 
місцем то чок, відно шен ня відста ней від яких до двох да них то чок є ве ли-
чи ною ста лою (λ). 

Будьeяке ко ло є ко лом Апол лонія. Відо мо, що розв’я зан ня за дачі Апол-
лонія про по бу до ву ко ла містив йо го твір «Про до ти ки», але він був за губ-
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Для допитливих
Те, що знаєш у ди тинстві, – знаєш на все жит тя, але й чо го не знаєш у 
ди тинстві, – не знаєш на все жит тя.

М. І. Цвєтаєва

лений. Зго дом ця за да ча підда ла ся ба га тьом ма те ма тич ним досліджен ням, 
до неї звер та ли ся такі ви датні ма те ма ти ки, як Л. Ей лер і І. Лам берт.

Не хай А і В – дані означенням кола, за Аполлонієм, точ ки, а С і D – точки 
пе ре ти ну пря мої АВ з цим ко лом (мал. 6.14-а). Оскіль ки для ко ла ви ко-
нують ся рівності

 то 

У ць о му разі, як що вра ху ва ти, що ВD = −DB, маємо:

а це оз на чає, що четвірка то чок А, B, С, D є гар моніч ною. Сформулюємо 
висновок. 

Якщо коло Аполлонія задано відносно точок А і В, а пряма АВ  перетинає 
це коло в точках C і D (при чому: А – зовні кола, C – між А та В), то четвірка 
точок А, В, C, D є гармонічною, W(АВCD)  –1.

Про ве де мо те пер із точ ки А до тич ну АР до ко ла і точ ку Р спо лу чи мо з 
точ кою В (мал. 6.14-б). З оз на чен ня Апол лонія вип ли ває, що

а це оз на чає, що РС – бісект ри са ку та АРВ. Кут АРС вимірюєть ся по ло ви-
ною ду ги СР, як кут між до тич ною і хор дою, про ве де ною в точ ку до ти ку, а 
кут СРВ – по ло ви ною ду ги СQ. От же, ду ги СР і СQ рів ні і пря ма РВ пер пен-
ди ку ляр на до АВ. Сформулюємо висновок.

Якщо коло Аполлонія задано відносно точок А, В (А зовні кола) і АР – 
дотична до цього кола, то пряма РВ перпендикулярна до АВ.

БІСЕКТ РИ СИ  ВНУТРІШНЬ О ГО  І  ЗОВНІШНЬ О ГО 
КУТІВ  ТРИ КУТ НИ КА

Не хай АОВ – довіль ний три кут ник (мал. 6.15), ОС – бісект ри са йо го ку та, 
ОD – бісект ри са йо го зовнішнь о го ку та. За влас тивістю бі сект рис внут  ріш-
нь о го і зов ніш нь о го ку тів три кут ни ка маємо:
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Для допитливих
Ма те ма ти ка не тіль ки підго тує уч ня до вив чен ня при род ни чих на ук, 
навчить йо го мис ли ти пра виль но і послідов но; во на ще, крім то го, ви хо ває 
з нь о го безстраш но го працівни ка, для яко го пра ця і нудь га ста нуть 
не сумісни ми по нят тя ми.

Д. І. Пи сарев

Звідси: 

Зно ву, ви ко рис то ву ю чи рівність ВD = −DB, діста не мо:

Маємо, що W(ABCD) = –1. A, B, C, D – гар монічна четвірка то чок. Звідси 
точки C і D належать колу Аполлонія, визначеному відносно точок A і B. Як 
відомо, бісектриси суміжних кутів взаємно перпендикулярні, тоді відрізок 
CD – діаметр цього кола. Сформулюємо висновок.

1. Якщо в трикутнику ABO відрізки OC і OD – бісектриси його 
внутрішнього і зовнішнього кутів відповідно, то четвірка точок A, B, C, D є 
гармонічною, W(ABCD) = –1.

2. Відрізок з кінцями в основах бісектрис внутрішнього і зовнішнього 
кутів трикутника при одній з його вершин є діаметром кола Аполлонія, 
визначеного відносно двох інших вершин цього трикутника.

ФОР МУ ЛА  ТОН КОЇ  ЗБИ РА ЛЬНОЇ  ЛІНЗИ
При га даємо відо му вам з фі зи ки фор му лу тонкої лінзи

де d – відстань від цент ра лінзи О до пред ме та, f – від стань від точ ки О до 
зоб ра жен ня, F – фо кус на відстань, тоб то відстань від фо ку са лінзи до її 
цент ра (мал. 6.16). Не хай K – точ ка, відда ле на від цент ра лінзи на подвійну 
фо кус ну відстань. Пе ре пи шемо подану вище фор му-
лу у виг ляді Ff + Fd = fd, помножимо останню рівність 
на 2 і згрупуємо так: 2Ff – fd = –2Fd + fd.

Звідси маємо:

Тоді

де А*– точ ка, си мет рич на точці А віднос но цент ра О.
Тоб то четвірка то чок О, K, A′, А* є гар монічною. 

Біль ше дізна ти ся з цієї те ми мож на в літе ра турі:
1. Ку рант Р., Роб бинс Г. Что та кое ма те ма ти ка. – М.: Прос ве ще ние, 1967.
2. Ма те ма тич на хрес то матія / За ред М. І. Ко ван цо ва. – К.: Рад. шк., 1970.
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Мал. 6.15

Мал. 6.16
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До да ток 4

Знову про золотий переріз

Прин цип зо ло то го пе рерізу ви ко рис то ву вав ся і ви ко рис то вуєть ся в архітек-
турі, жи во пису, графіці то що, існує він і в при роді – нап рик лад, про порції 
фігу ри лю ди ни підпо ряд ко вані ць о му прин ци пу. Усе це ви вже знаєте з 7eго 
кла су. Але те пер, ко ли ви во лодієте знач но шир шим ма те ма тич ним інстру-
мен тарієм, ніж у 7eму класі, про по нуємо по вер ну ти ся до розг ля ду зо ло то го 
пе рерізу.

На га даємо, що зо ло тий пе реріз – це та кий поділ ціло го на дві нерівні час-
ти ни, при яко му ціле відно сить ся до біль шої час ти ни так, як біль ша час ти на 
до мен шої.

Спро буємо знай ти зна чен ня та ко го відно шен ня.
Не хай маємо довіль ний відрі зок АВ і точ ку С на нь о-

 му (мал 6.17). Як що точ ка С ділить цей відрізок за 
прин ци пом зо ло то го пе рерізу, то ви ко нуєть ся співвідно-
шен ня:

АВ : АC = АC : CВ.
За та ко го розміщен ня точ ки С на відрізку АВ ка жуть, що точ ка С ділить 

відрізок АВ у крайнь о му і се реднь о му відно шенні.
Поз на чи мо шу ка не відно шен ня через x, а довжину АС через а. Тоді

Маємо рівнян ня 

, x2 − x – 1 = 0.

Це рівнян ня має два ко рені 

Ге о мет рич ний зміст має тіль ки до дат ний корінь.

Та ким чи ном, ми до ве ли та ке тверд жен ня: точ ка за да но го відрізка 
ділить йо го за прин ци пом зо ло то го пе рерізу (у крайнь о му і се реднь о му 
відно шенні) тоді і тіль ки тоді, ко ли відно шен ня біль шої йо го час ти ни до 

мен шої дорівнює 

Са ме це чис ло на зи ва ють зо ло тим пе рерізом і поз на ча ють літе рою ϕ. Це 
чис ло ірраціональ не і наб ли же но дорівнює ϕ ≈ 1,61803398.

Літе ра ϕ, якою поз на ча ють зо ло тий пе реріз, – це пер ша літе ра імені 
давнь ог рець ко го скульп то ра Фідія (приб лиз но 430 р. до н. е.), який у своїх 
скульп ту рах час то зас то со ву вав зо ло тий пе реріз.

На га даємо, що пря мо кут ник на зи ва ють зо ло тим, як що відно шен ня 
довжин йо го сторін дорівнює чис лу ϕ – зо ло то му пе рерізу. До ве де мо вже 
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Мал. 6.17

Для допитливих
Щи ро го ге о мет ра наділе но уя вою і відчут тям фор ми, кра си ге о мет рич но го 
фак ту. Цим він подібний до скульп то ра.

О. Д. Алек са нд ров
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відо му вам імпе рич но (су то прак тич но) влас тивість зо ло-
то го пря мо кут ни ка.

Те о ре ма. Як що від зо ло то го пря мо кут ни ка від-
різа ти квад рат, то пря мо кут ник, який за ли шив ся, 
та кож бу де зо ло тим.

До ве ден ня
Не хай АВСD – зо ло тий пря мо кут ник, АВЕF – квад-

рат (мал. 6.18). Поз на чи мо сто ро ну квад ра та че рез а. 
Тоді

АВ = ВЕ = а, ВС = ϕа, ЕС = ϕа − а = а(ϕ − 1).
Знай де мо відно шен ня сторін 

пря мо кут ни ка ЕСDF:

При га даємо, що ϕ є ко ре нем

рівнян ня  то му 

Те о ре му до ве де но.

Розг ля не мо ще од ну ціка ву влас тивість зо ло то го 
пе рерізу. 

Те о ре ма.  Відно шен ня радіуса ко ла R до сто ро-
ни а10 пра виль но го де ся ти кут ни ка, впи са но го в це 
ко ло, є зо ло тим пе рерізом.

До ве ден ня 
Сто ро на пра виль но го десятикут ни ка, впи сан о го в 

ко ло радіуса R, дорівнює a10 = 2R sin 18° (с. 89), тоді

Те о ре му до ве де но.

Рівно бед ре ний три кут ник на зи ва ють зо ло тим, 
як що відно шен ня бічної сто ро ни до ос но ви ць о го три-
кут ни ка дорівнює зо ло то му пе рерізу.

Ко ли у 8-му класі ми ви во ди ли формулу для зна чен-
ня си ну са 18°, то розг ля да ли рівно бед ре ний три кут ник 
із кутом 36° при вер шині (див. «Геометрія–8»). Са ме 
такі три кут ники ут во рюють ся, як що спо лу чи ти всі 
вершини пра виль но го де ся ти кут ни ка з йо го цент ром. 
Ці три кут ни ки і є зо ло ти ми. 

225

Як що від зо ло то го 
пря мо кут ни ка від-
різа ти квад рат, за -
ли шить ся зо ло тий 
пря мо кут ник.

Для правильного 
10eкутника:

 – золотий
    переріз

ϕ – корінь рівняння

 
≈ 1,62

Мал. 6.18

зо ло тий пе реріз
або

C ділить AB у край-
нь о му і се реднь о му 
відно шенні
тоді і тіль ки тоді, 
ко ли:
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Те о ре ма. Рівно бед ре ний три кут ник із ку том 36° при 
вер шині є зо ло тим.

До ве ден ня
Розг ля не мо рівно бед ре ний три кут ник АВС (АВ = ВС) з 

ку том при вер шині 36° (мал. 6.19), бічну сто ро ну яко го 

прий ме мо за 1. Тоді ос нова ць о го три кут ника  і 

відно шен ня бічної сто рони до ос но ви дорівнює: 

Те о ре му до ве де но.

До ведіть са мостійно та ку влас тивість зо ло то го три кут ни ка.

Те о ре ма.  Бісект ри са ку та при ос нові зо ло то го три кут ни ка поділяє 
йо го на два три кут ни ки, один з яких є зо ло тим, а са ме той, що при ля-
гає до ос но ви да но го три кут ни ка. 

Зо лоті три кут ни ки з’яв ля ють ся і при вив ченні влас ти вос тей пра виль них 
п’яти кут ників. 

Те о ре ма. Відно шен ня дов жи ни діаго налі пра виль но го п’яти кут ни ка 
до дов жи ни йо го сто ро ни дорівнює зо ло то му пе рерізу.

До ве ден ня 
Опи ше мо нав ко ло пра виль но го п’яти кут ни ка АВСDE 

ко ло (мал. 6.20). 
У рівно бед ре но му три кут ни ку АСЕ кут при вер шині С 

дорівнює по ло вині міри ду ги АЕ (як впи са ний, що опи-
раєть ся на цю ду гу). Тоді

Тоб то три кут ник АСЕ – зо ло тий і 

Те о ре му до ве де но. 

До ведіть са мостійно ще й такі влас ти вості пра виль но го п’яти кут ни ка.
Теорема. Як що АВСDE – пра виль ний п’яти кут ник, а F і G – точ ки 
пе ре ти ну йо го діаго налі АС відпо відно з діаго на ля ми ВЕ і ВD, то точ-
ка F ділить кож ний із відрізків СА і АG у крайнь о му і се реднь о му 

відно шенні (мал. 6.21).
Порада.  Про ведіть пря му ОD, яка є віссю симетрії да но го п’яти кут ни-

ка і про хо дить че рез точ ку F.

Зауваження. Ла ма на, яку ут во рю ють діаго налі пра-
виль но го п’яти кут ни ка, бу де зіркою (мал. 6.21). За ос тан-
нь ою те о ре мою во на має та ку чу до ву влас тивість: довіль-
ний відрізок цієї фігу ри зна хо дить ся у відно шенні  
золо то го пе рерізу до най мен шо го сусіднь о го відрізка.

Нап рик лад, для п’яти кут ни ка, зоб ра же но го на ма люн-
ку 6.22, маємо:
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Мал. 6.19

Мал. 6.20

Мал. 6.21
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Тоб то ми до ве ли співвідно шен ня, 
яке нас вра жа ло у 7eму класі і зав дя-
ки яко му зірці, або пен та грамі, у дав-
ни ну при пи су ва ли таємни чий 
фі лософ сь кий смисл, а в Ста ро дав ній 
Греції пен таг ра ма ста ла сим во лом 
шко ли сла вет но го вче но го Піфа го ра.

По бу дуй те са мостійно (за до по мо-
гою ли ше цир ку ля і лінійки) сим вол 
шко ли Піфа го ра – п’яти кут ну зірку.

Біль ше дізна ти ся з цієї те ми мож на в літе ра турі:

1. Апос то ло ва Г. В. Ге о метрія–7. – К.: Ге не за, 2004.
2. Апос то ло ва Г. В. Ге о метрія–8. – К.: Ге не за, 2008.
3. Ни ку лин А. В., Ку куш А. Г., Та та рен ко Ю. С. Ге о мет рия на 

плос кос ти: Пла ни мет рия. – Минск: ООО «По пур ри», 1996.
4. Хрес то ма тия по ис то рии ма те ма ти ки / Под ред. 

А. П. Юш ке ви ча. – М.: Прос ве ще ние, 1976–1977.

До да ток 5
Геометричні перетворення

приходять на допомогу

У підруч ни ку для 7eго кла су до дат ки 9 і 10 бу ли при-
свя чені си метрії віднос но пря мої та її ви ко рис тан ню для 
розв’язу вання за дач. Те пер ми мог ли б наз ва ти їх «ви ко-
рис тан ням пе рет во рен ня си метрії віднос но пря мої».

Розг ля не мо прик ла ди, ко ли й інші ге о мет ричні пе-
рет во рен ня до по ма га ють розв’язувати за дачі.

Прик лад 1.  У три кут ни ку АВС про ве де но медіани 
АK і СЕ, ∠ВАK = ∠ВСЕ = 30° (мал. 6.23). До ведіть, що 
три кут ник АВС – пра виль ний.

Доведення

1) ∠ВАK = ∠ВСЕ, тоді че рез точ-
ки С, А, Е, K мож на про вес ти ко-
ло γ1 із цент ром О1 

і радіусом R.
2) ∠KО1Е = 2∠ЕАK = 60°, тоді 

�О1ЕK – пра виль ний.
3) Точ ки А і В си мет ричні від-

нос но точ ки Е, тоді че рез точки В і 
Е про хо дить ко ло γ2, си мет рич не γ1 
віднос но точки Е, і О1Е = ЕО2 = R.

4) Ана логічно че рез точки K і В про хо дить ко ло γ3, 
си мет рич не γ1 віднос но точки K, і О1K = KО3 = R.

5) �О1О2О3 – пра виль ний, В – спіль на точ ка кіл 
γ2 і γ3. Крім того, �KЕВ – пра виль ний (∠О1 = 60°, 
О1О2 = О1О3 = 2R). Тоді ЕВ = R = KB, ∠ЕВK = 60°. 
Звідси: �АВС – пра виль ний (∠B = 60°, AE = EB = R = 
= BK = KC). Щ. в. д.
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Для правильного 
5eкутника:

(d – діагональ)

Мис те цт во розв’я-
зу ва ти ге о мет ричні 
за дачі чи мось на га-
дує трю ки ілюзіо-
ністів.

І. Д. Но ви ков

Мал. 6.22

Мал. 6.23
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Прик лад 2.  Пря ма поділяє квад рат на дві час ти ни, що мають рівні 
площі. До ведіть, що ця пря ма про хо дить че рез центр квад ра та.

Доведення
Довільна пря ма, яка про хо дить че рез центр квад ра та О, поділяє йо го на дві 

час ти ни, си мет ричні віднос но точ ки О. От же, ці час ти ни ма ють рівні площі.
Не хай існує де я ка пря ма l1, яка не про хо дить че рез 

центр квад ра та, але поділяє йо го на дві рівновеликі 
час ти ни. 

Про ве де мо че рез точ ку О пря му l � l1 (мал. 6.24). 
Пря ма l поділяє квад рат на дві рівновеликі час ти ни. 
Тоді l1 поділяє квад рат на фігу ри, площі яких дорівню-
ють сумі і різниці площ півквад ра та і за фар бо ва ної 
йо го час ти ни відповідно. Тоб то площі цих фігур не 
рівні, що суперечить припущенню. 

Тверд жен ня до ве де но.

Прик лад 3.  Дві прямі l і m поділя ють квад рат на чо ти ри рівновеликі 
фігу ри. До ведіть, що ці прямі про хо дять че рез центр квад ра та пер пен ди ку-
ляр но од на до одної.

Доведення
За по пе редньою за да чею обидві прямі l i m про хо дять че рез центр квад-

ра та.
Не хай ці прямі не пер пен ди ку лярні од на до одної. 

Про ве де мо че рез точ ку О пря му n ⊥ l (мал. 6.25). 
Оскіль ки прямі n і l збігаються при по во роті на 90° 
віднос но точ ки О, то вони поділя ють квад рат на чо ти-
ри рівні фігу ри (до ведіть це са мостійно). Тоді пря ма 
m поділя тиме фігу ру, пло ща якої дорівнює по ло вині 
площі квад ра та, на дві час ти ни. Площі цих частин 
дорівню ють сумі і різниці чет вер ти ни площі квад ра та 
та за фар бо ва ної час ти ни. (На ма люн ку S1 – одна з та-
ких час тин.) На ше при пу щен ня хиб не і m ⊥ l. 

Тверд жен ня до ве де но.

Прик лад 4. Дві прямі l і m поділя ють квад рат на чо ти ри рівновеликі 
фігу ри. До ведіть, що точ ки пе ре ти ну цих пря мих зі сто ро на ми квад ра та є 
вер ши на ми іншо го квад ра та.

Доведення
З по пе реднь ої за да чі має мо, що за дані прямі про хо дять че рез центр 

квад ра та О пер пен ди ку ляр но од на до одної. Не хай во ни пе ре ти на ють сто-
ро ни за да но го квад ра та НЕFG у точ ках A, B, C і D, як по ка за но на ма люн-
ку 6.26. До ведемо, що АВСD – квад рат.

Розг ля не мо по во рот квад ра та нав ко ло точ ки О на 
90° про ти годинникової стрілки. Сто ро на ЕF пе рейде 
у НЕ, а пря ма l – у пря му m, яка пер пен ди ку ляр на до 
неї. Тоб то точ ка А переходить у В поворотом відносно 
О і ОА = ОВ. Ана логічно маємо, що ОА = ОВ = ОС = 
= ОD. Тоді АВСD – па ра ле лог рам, діаго налі яко го 
рівні і взаємно пер пен ди ку лярні, тоб то це квад рат. 

Тверд жен ня до ве де но.
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Мал. 6.24

Мал. 6.26

Мал. 6.25
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Зав дан ня для са мостійно го розрізан ня 
(за дачі Мар  ті на Гард не ра)

1. Розріжте квад рат на чо ти ри час ти ни од на ко вих фор м і 
розмірів так, щоб з них мож на бу ло склас ти но вий квад рат біль-
шо го розміру, все ре дині яко го бу де квад рат ний отвір. (Знай ти 
розв’язок цієї за дачі до по мо  жуть уже розг ля нуті на ми прик ла-
ди 2–4 і ма лю нок 6.27.)

2. Чи мож на розріза ти квад рат на дві час ти ни, щоб з них мож-
на бу ло зно ву склас ти інший квад рат? Скіль ки спо собів розрізан-
ня ви мо же те зап ро по ну ва ти? (Розріз не обов’яз ко во здійсню ва ти 
вздовж пря мої лінії.)

Прик лад 5. До ведіть, що в довіль но му три кут ни ку ви со-
та не біль ша за се реднє ге о мет рич не півпе ри мет ра три кут ни-
ка та йо го різниці з дов жи ною сто ро ни, до якої про ве де но цю 
ви со ту.

Доведення
Не хай маємо три кут ник АВС. Позна чимо його сто ро ни 

як а, b і с (відповідно до поз на чен ня вер шин), а висоту до 
сторони а як ha.

Тре ба до вести, що  де р – півпе  ри-
метр трикут ни ка АВС.

Че рез вер ши ну А про ве де мо пря му l � BC і пе-
ре тво рен ням си метрії три кут ни ка АВС віднос но l 
отри маємо три кут ник АВ1С1 (мал. 6.28).

1) З влас ти вості пе рет во рен ня си метрії і нерів-
ності для сторін трикутника АВ1С маємо:

АВ + АС = АВ1 + АС 
 СВ1 = 

2) З пря мо кут но го три кут ни ка В1ВС і п. 1 от ри- 

 має мо: 
 
тоб то

 де р – півпе ри метр три кут ни ка. Щ. в. д.

Прик лад 6.  Точ ка М ле жить на діаметрі АВ ко ла. Хор да СD ць о го ко ла 
про хо дить че рез точ ку М під ку том 45° до АВ. До ведіть, що су ма СМ2 + DM2 
не за ле жить від по ло жен ня точ ки М на діаметрі АВ.

Доведення
Не хай точ ки С1 і D1 – си мет ричні точ кам С і D від-

нос но діа мет ра АВ (мал. 6.29).
1) За умо вою ∠DМВ = 45°. Тоді ∠DМD1 = 2 . 45° = 90°. 

Ана ло гіч   но ∠СМС1 = 90°, і точ ки С1, М, D1 ле жать на 
одній прямій, причо му СD � C1D1.

2) CМ2 + DM2 = C1М2 + DM2 = С1D2.
3) Три кут ник СМС1 – пря мо кут ний і рівно бед ре-

ний. Тоді ∠С1СМ = 45°.
4) Впи са ний ∠С1СD = 45°, тоді ∠С1ОD = 90° і С1D2 = 

= С1О2 + ОD2 = 2R2. 
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Тоб то CМ2 + DM2 = 2R2 і не за ле жить від розмі щен ня точ ки М на 
діаметрі АВ. Щ. в. д.

Прик лад 7. Рівні ко ла γ1 і γ2 до ти ка ють ся до ко ла γ внутрішньо в точ-
ках А1 і А2 відповідно. Довіль ну точ ку С ко ла γ сполучили з точ ка ми А1 і А2. 
Відрізки СА1 і СА2 пе ре ти на ють ко ла γ1 і γ2 у точ ках В1 і В2 відповідно. До-
ведіть, що А1А2 � В1В2 (мал. 6.30).

Доведення

Діаметр l кола γ, пер пен ди ку ляр ний до лінії центрів 
кіл γ1 і γ2, бу де віссю си метрії цих кіл (мал. 6.30). По бу-
дуємо точ ку С1 си мет рич ну С віднос но l.

1) Маємо пари точо к, си мет ричних від нос но l: А1 і 
А2, C і C1, В2′ і В2. Тоді А1А2 � В2′В2 � CC1.

2) Ко ло γ1 пе ре хо дить у ко ло γ пе рет во рен ням го мо-
тетії віднос но точ ки А1. Причо му В1 � С, а В2′ � С1, 
тоб то В1В2′ � СС1.

3) В2′В2 � CC1 і В2′В1 � CC1, тоді точ ки В2′, В2 і В1 на-
ле жать одній прямій і В1В2 � А1А2. Щ. в. д.

Прик лад 8. По бу дуй те правильний три кут ник, вер ши ни яко го ле жать 
на трь ох за да них па ра лель них пря мих.

За да но три прямі a � b � c. Тре ба по бу ду ва ти пра виль ний три кут ник АВС 
так, щоб А ∈ a, В ∈ b, С ∈ с (мал. 6.31).

Аналіз

Не хай маємо шу ка ний три кут ник. Тоді точ ка В 
пе рейде в точ ку С по во ротом віднос но точ ки А на 60°.

План по бу до ви

1) Поз на чи мо на прямій а довіль ним чи ном точ ку А.
2) Бу дуємо пе рет во рен ням по во рот віднос но точ-

ки А на 60° об раз b1 пря  мої b.
3) Точ ку пе ре ти ну пря мих b1 і b поз на чаємо як С і 

ро би мо засічку з цент ром у точці А і радіусом, 
рівним АС, до пе ре ти ну з пря мою b. От ри маємо точ ку В.

Три кут ник АВС – шу ка ний.
До ве ден ня проведіть са мостійно.

Прик лад 9.  По бу дуй те чо ти ри кут ник АВСD за йо го сторонами, щоб 
діаго наль АС була бісект ри сою внутрішнь о го ку та цього чотири кут ника.

Не хай да но чо ти ри відрізки: a, b, c, t. Тре ба по бу ду ва ти чо ти ри кут-
ник АВСD та кий, щоб АВ = a, ВС = b, СD = c, AD = t, АС ≡ lA (мал. 6.32).

Аналіз

Не хай t > a. Про ве де мо в чо ти ри кут ни ку АВСD 
з точ ки В пер пен ди ку ляр до діаго налі АС і про дов-
жимо йо го до пе ре ти ну зі сто ро ною АD в точці В1. 
Як відо мо, бісект ри са ку та є віссю си метрії ць о го 
кута. Тоді: d(В; АС) = d(В1; АС) і СВ = СВ1, АВ = АВ1; 
В1D = AD – AB1 = AD – AB; �B1CD – ба зо вий.
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Для допитливих
Симетрією із стародавніх часів цікавилися геометри, художники і архі тек то-
ри: геометри – тому, що вони взагалі цікавляться будьeякими влас ти вос тями 
форм, а художники і архітектори – задля краси. Проте в XX столітті 
симетрією зацікавилися і фізики – вони здогадалися, що симетрія багатьох 
предметів навколо нас обумовлена симетрією законів природи! 

Тоді фізики почали шукати нові види симетрії і знайшли їх багато. 
На приклад, у кожної елементарної частинки є двійник – античастинка. 
Відо мі слова Галілея про те, що природа говорить з нами мовою математики, 
підтвердилися знову.

План по бу до ви
1) Бу дуємо відрізок t – a.
2) Бу дуємо три кут ник СDВ1 за трь о ма сто ро на ми (В1С = b, CD = c, 

B1D = t – a).
3) Про дов жи мо відрізок В1D на В1А = а і сполучимо точки А і С від-

різком.
4) Бу дуємо точ ку В, си мет рич ну В1 віднос но АС.
Чо ти ри кут ник АВСD – шу ка ний. 
До ве ден ня про ведіть са мостійно.

Зав дан ня для са мостійно го розв’язуван ня
1. На бісект рисі зовнішнь о го ку та С три кут ни ка АВС взя то точ ку М (яка не 

збігається з С). До ведіть, що МА + МВ > СА + СВ. (По ра да. По бу дуй те точ ки В1 
і А1, си мет ричні точ кам А і В віднос но пря мої СМ.)

2. Да но пря му та точ ки А і В по один бік від цієї пря мої. Знайдіть на за даній прямій 
та ку точ ку X, щоб кут, який ут во рює промінь ХВ з цією пря мою, був удвічі 
менший за кут, який ут во рює з нею промінь ХА. (По ра да. По бу дуй те точ ку В1, 
си мет рич ну точці В віднос но за да ної пря мої.)

3. На сто ро нах ВС і СD квад ра та ABCD взя то точ ки М і K відповідно. При чо му 
∠ВАМ = ∠МАK. До ведіть, що ВМ + KD = АK. (По ра да. Ско рис тай теся пе рет во-
рен ням по во рот на 90° віднос но точ ки А.)

4. У па ра ле лог рам впи са но квад рат. До ведіть, що пер пен ди ку ля ри, про ве дені з вер-
шин па ра ле лог ра ма до сторін квад ра та, об ме жу ють квад рат. (По ра да.  Ско рис-
тай теся пе рет во рен ням по во рот віднос но цент ра квад ра та на 90°.)

5. Да но гост рий кут і точ ку все ре дині нь о го. По бу дуй те три кут ник, дві вер  ши ни яко-
го ле жать на сто ро нах ку та, а тре тя збігаєть ся із за да ною точ кою, щоб пе ри метр 
цього трикутника був най мен шим. (По ра да.  При про ве денні аналізу здійсніть 
пе рет во рен ня си метрії за да ної точ ки віднос но сторін ку та.)

6. Че рез точ ку пе ре ти ну двох за да них кіл про ведіть січну так, щоб дов жи ни хорд, 
що відти на ють ся на цій січній ко ла ми, відно си ли ся як: а) 2 : 1; б) m : n. (По ра-
да. Ско рис тай теся пе рет во рен ням го мо тетії і прикла дом 2 на с. 127.)

7. По бу дуй те рівнос то ронній три кут ник, вер ши ни яко го ле жать на трь ох за да них 
кон це нт рич них ко лах. (По ра да. До по мо же прик лад 8 на с. 230.)

Біль ше дізна ти ся з цієї те ми мож на в літе ра турі:

1. Апос то ло ва Г. В. Ге о метрія–7. – К.: Ге не за, 2004.
2. Пра со лов В. В. За да чи по пла ни мет рии. Ч. 1. – М.: На у ка, 1991. 
3. По ло нс кий В. Б., Ра би но вич Е. М., Якир М. С. Учим ся ре шать за да чи по гео мет-

рии. – К.: Ма гистрeS, 1996. 
4. Бур да М. І. Розв’язу ван ня за дач на по бу до ву. – К.: Ра д. шк. 1986.
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Для допитливих
Ме тод цент раль них про екцій дає на оч не зоб ра жен ня, бо та ка по бу до ва об ра-
зу відтво рюєть ся про це сом зо ру. Оку од наково – розг ля да ти оригінал чи йо го 
цент раль ну про екцію на пло щи ну. (Про те у наведеному ми де що спростили: 
оригінал лю ди на розг ля дає дво ма очи ма.)

До да ток 6

Елементи  проективної  геометрії, або що  можна  зробити  
за  допомогою  лінійки та  нерухомого  кола

...Знан ня за конів перс пек ти ви є водночас і знан ня м про ек-
тив ної ге о метрії, при наймні її еле мен тар них по нять. Са ме 
то му чу до ви ми по лот на ми майстрів епо хи Відрод жен ня ми 
за хоп люємо ся й досі.

М. І. Ко ван цов

При га дай те, як ви збіль шу ва ли малю нок. Ана логічно мож на викона ти і 
змен шен ня малюн ка. 

А як що оригінал за над то ве ли кий або три вимір-
ний? У та ких ви пад ках існує до сить прос тий спосіб 
копіюван ня. Візьміть про зо ру плас ти ну і, див ля чись 
крізь неї на пред мет, об ведіть лінії оригіна лу 
(мал. 6.33).

Ге о мет рич но маємо, що кож на точ ка пред ме та зоб-
ра жаєть ся точ кою пе ре ти ну пло щи ни кар ти ни з про-
ме нем зо ру, який іде від ва шо го ока до точ ки, що зоб ра жаєть ся. Та ке 
копіюван ня на зи ваєть ся цент раль ним про ек ту ван ням. Ва ше око є цент-
ром про екції, малю нок – про екцією, а плас тин ка, на яку ви про ек туєте, – 
пло щи ною проекції.

На малюн ку 6.34 зоб ра же но про ек ту ван ня квад-
ра та і ко ла, нак рес ле них у пло щині α, на дру гу пло-
щи ну α′. Малю нок, який ут во рюєть ся на α′, схо жий 
з оригіна лом, але є і відмінність. Пря ма лінія зоб ра-
жаєть ся пря мою лінією, точ ка – точ кою, круг (ко ло)
пе рет во рюєть ся на овал (еліпс), дов жи ни відрізків 
зміню ють ся. Та ким чи ном, одні влас ти вості фігу ри 
зберіга ють ся, а інші ні.

Про ек ту ю чи, ми не відтво рюємо оригінал, а пе рет во  рю ємо йо го. 
Влас ти вості, які вста нов лю ють ся вимірю ван ням, на зи ва ють мет рич ни-

ми; влас ти вості, які не зміню ють ся при про ек ту ванні, на зи ва ють про ек тив-
ни ми. Ось ни ми і зай маєть ся про ек тив на ге о метрія.

Наз ве мо прості влас ти вості цент раль но го про ек-
ту ван ня фі гур (мал. 6.35):
• точ ка пе рет во рюєть ся на точ ку;
• пря ма пе рет во рюєть ся на пря му;
• точ ка, що на ле жить де я ко му відрізку, пе рет во рюєть-

ся на точ ку, яка ле жить на зоб ра женні ць о го відрізка;
• точ ки, розміщені на одній прямій, пе рет во рю ють ся 

на точ ки, які та кож ле жать на одній прямій.

232

Мал. 6.33

Мал. 6.34

Мал. 6.35

Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   232Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   232 7/1/2009   13:08:147/1/2009   13:08:14



Для допитливих
Упер ше пра виль ним зоб ра жен ням перс пек ти ви серйоз но заціка ви ли ся 

ху дож ни ки епо хи Відрод жен ня, особ ли во Альб рехт Дю рер (1471–1528) і 
Леонар до да Вінчі (1452–1519). Потім до розв’язу ван ня цієї за дачі взя ли ся 
ма те ма ти ки і ство ри ли кра си ву на у ку – про ек тив ну ге о метрію. Її ос но ви бу ло 
зак ла де но Же ра ром Де зар гом (1593–1661) і Бле зом Пас ка лем (1623–1662).

До речі, при про ек ту ванні па ра лельні прямі мо жуть 
пе рет во рю ва ти ся на не па ра лельні (мал. 6.36 і 6.37). 
Спро буй те са мостійно знай ти відповідь, чо му на малюн-
ку 6.34 па ра лельні прямі спро ек ту ва ли ся в па ра лельні 
прямі, а на малюн ках 6.36 і 6.37 па ра лельні прямі 
пе рет во рю ють ся на не па ра лельні? 

Ми по ча ли розг ляд про ек тив ної ге о метрії з про ек-
туван ня однієї пло щи ни на дру гу. Далі ми бу де мо «пра-
цю ва ти» у пло щині, тоб то розг ля да ти цент раль не про ек-
ту ван ня од но го пря молінійно го ря ду то чок (су  куп  ності 
то чок, що ле жать на одній прямій) на дру гий. Зро зуміло, 
що за та ких умов і оригінал, і центр про ек ції, і зоб ра-
жен ня ле жать в одній пло щині (малю нок на полі). 

Та ке про ек ту ван ня має важ ли ву влас тивість. Як що 
з яко гоQне будь цент ра спро ек ту ва ти один пря моліній-
ний ряд на дру гий, то складні відно шен ня будьQякої 
чет вірки то чок не зміню ють ся. 

Тоді гар монічні четвірки то чок (с. 221) завж ди про-
ек ту ють ся в гар монічні четвірки.

Про ек ту ван ня гар монічної чет-
вірки то чок має ще од ну ціка ву 
влас тивість. Не хай на пря мій маємо 
гар монічну четвірку то чок М, R, 
N, Q (мал. 6.38). З точ ки Р спро ек-
ту ємо цю четвірку на пря му АQ – 
діста не мо та кож гар  монічну 
четвірку то чок А, В, L, Q. Як що 
про дов жи ти відрізки RB і AR до 
пе ре ти ну з пря ми ми РА і РВ у точ-

ках F і E відповідно, то точ ка пе ре ти ну діаго на лей 
чо ти ри кут ни ка АFEB збіжиться з точ кою R. 

Спро буй те до вес ти це са мостійно.
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Цент раль не про ек-
ту ван ня у пло щині

Властивості 
центрального 
проектування:

• точка → точку;

• пряма → пряму;

• A ∈ [a] → A′ ∈ [a′];

• {A; B; ...} ∈ n → 
   → {A′; B′; ...} ∈ n′.

Мал. 6.38
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Для допитливих
Ху дож ни ки ко рис ту ють ся тіль ки ме то дом цент раль них 
про екцій.

Про те існує ще й ме тод па ра лель них про екцій. Він 
відрізняєть ся від ме то ду цент раль них про екцій тіль ки 
тим, що про ек ту ючі прямі не про хо дять че рез фіксо ва ну 
точ ку, а па ра лельні фіксо ва но му нап ря му (див. мал.).

От же, ко ли да но на прямій будьeякі три точ ки А, В і С, 
то для то го, щоб по бу ду ва ти точ ку D так, щоб четвірка 
то чок А, С, В, D бу ла гар монічною, тре ба (мал. 6.39):
1) узя ти якусь точ ку Р по за да ною пря мою і спо лу чи ти її 

з да ни ми точ ка ми А, В і С;
2) узя ти на відрізку РС довіль ну точ ку Q і спо лу чи ти її з А; 
3) че рез точ ку R (точка пе ре ти ну РВ з АQ) та точ ку С про-

вес ти пря му до пе ре ти ну з АР у точці S; 
4) пря ма SQ пе рет не пря му АС у шу каній точці D.

За у ва ження. У ви пад ку, ко ли точ ка В є се ре ди ною відрізка АС, чо ти-
ри кут ник ASQC бу де тра пецією (до ведіть це са мостійно). То му ка жуть, що 
нескінчен но відда ле на точ ка пря мої гар монічно поділяє се ре ди ну будьgяко-
го відрізка пря мої віднос но кінців ць о го відрізка і нав па ки.

А те пер розв’яжіть такі за дачі са мостійно.
1. На прямій l да но три точ ки А, В і С, при чо му відо мо, що точ ка В – се ре ди на 

відрізка АС. Ко рис ту ю чись тіль ки лінійкою, про ведіть че рез точ ку S, що не 
ле жить на прямій l, пря му, па ра лель ну прямій l. 

2. Да но дві па ра лельні прямі l та m і на одній з них відрізок АС. Ко рис ту ю чись тіль-
ки лінійкою, поділіть цей відрізок навпіл.

3. На пло щині да но па ра ле лог рам, точ ку і пря му, що не про хо дить че рез цю точ ку. 
Ко рис ту ю чись тіль ки лінійкою, про ведіть че рез задану точ ку пря му, па ра лель ну 
даній прямій. 

4. На пло щині да но па ра ле лог рам і де я кий відрізок. Ко рис ту ю чись тіль ки лінійкою, 
поділі ть цей відрізок навпіл.

Швей царсь кий ма те ма тик Якоб Штей нер довів та ке. Як що на пло щині 
да но ко ло, при чо му заз на че но йо го центр, то всі по бу до ви, які ви ко ну ють ся 
за до по мо гою цир ку ля і лі ній ки, мож на ви ко на ти за до по мо гою лише 
лінійки.

Справді, як що да но ко ло з цент ром О (мал. 6.40), то, провівши 
два довільних діамет ри, діста не мо пря мо кут ник, а то  му і па ра-
ле лог рам. Тоді, якщо попередні чотири задачі розв’язані, то 
мож на за до по мо гою лінійки: про во ди ти па ра лельні прямі; 
діли ти навпі  л будьeякі відрізки; про води ти взаємно пер пен ди-
ку лярні прямі (побудувати вписаний у дане коло прямокутник 
і провести прямі, паралельні його сторонам). 

Біль ше дізна ти ся з цієї те ми мож на в літе ра турі:

1. Бляш ке Б. Ма те ма ти чес кое прос ве ще ние. – М.: Издeво тех н. ли т., 1958.
2. Воль берг О. А. Ос нов ные идеи про ек тив ной ге о мет рии. – М.: Физ мат гиз, 1949.
3. Иг на ци ус Г. И. Про ек тив ная ге о мет рия. – М.: Зна ние, 1966.
4. Ко ван цов М. І. Ге о мет ричні пе рет во рен ня. – К.: Ви ща шк., 1972.
5. Ма те ма тич на хрес то матія: Ге о метрія. – К.: Рад. шк., 1970.
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До да ток 7

Інверсія  в  дивертисменті*
геометричних  побудов

Ге о мет ричні по бу до ви мож на ви ко ну ва ти, вза галі ка жу чи, чим зав год но і 
як зав год но. У ма те ма тиці іс нує окре ма га лузь, яка на зи ваєть ся ге о мет ро-
графією. Це теорія ге о мет рич них по бу дов, які ви ко ну ють ся за до по мо гою 
зазда легідь виз на че них тих чи інших інстру ментів. 

Ми вже го во ри ли про так звані по бу до ви Штей не ра (с. 234). Ці по бу до ви 
ви ко ну ють ся за до по мо гою ли ше лінійки за умо ви, що на пло щині да но 
де яке ко ло з виз на че ним цент ром. У ць о му ви пад ку за до по мо гою ли ше 
лінійки мож на ви ко на ти будьeяку по бу до ву, яка ви ко нуєть ся за до по мо гою 
цир ку ля і лінійки. 

Розг ля не мо інший прик лад: по бу до ву за до по мо гою цир ку ля – по бу до ву 
Мо ра–Мас ке роні. 

Слід за у ва жи ти, що будьQяку за да чу на по бу до ву, яка розв’язуєть ся за 
до по мо гою цир ку ля і лінійки, мож на розв’яза ти за до по мо гою лише цир ку-
ля. Зауважимо, що при по бу до вах за до по мо гою тіль ки цир ку ля виз на ча ють 
ли ше кінці відрізків. 

Це тверд жен ня бу ло впер ше опубліко ва не в книжці датсь ко го ма те ма ти-
ка Ге ор га Мо ра «Датсь кий Евклід» (1672), а потім у праці італійсь ко го 
інже не ра Ге ор га Ло рен цо Мас ке роні «Ге о метрія цир ку ля» (1797).

Для до ве ден ня те о ре ми Мо ра–Мас ке роні дос татньо пе ре ко на ти ся, що за 
до по мо гою ли ше од но го цир ку ля мож на виз на чи ти точ ку пе ре ти ну двох 
пря мих (кож ну з яких за да но дво ма точ ка ми); точ ку пе ре ти ну за да них пря-
мої і ко ла. З цією ме тою ско рис таємо ся пе ре т во рен ням інверсії. 

Усі ге о мет ричні по бу до ви, які ми вив ча ли в шкіль но му курсі планіметрії, 
пе ре во ди ли прямі в прямі, а ко ла в ко ла. Інверсія – це пе рет во рен ня іншо го 
ти пу, яке мо же зберіга ти клас пря мих і кіл, а мо же пе ре вес ти пря му в ко ло, 
а ко ло в пря му. На ць о му та інших чу до вих влас ти вос тях інверсії ба зуєть ся 
її вра жа ю ча ефек тивність при розв’язу ванні ге о мет рич них за дач. 

Однією з найцікавіших за дач на ге о мет рич ну по бу до ву є за да ча ви дат но го 
ге о мет ра Ста ро давньої Греції Апол лонія з Пер ги. Во на фор му люєть ся так: 
по бу ду ва ти ко ло, яке до ти каєть ся до трь ох да них кіл. 

У наш час існує ба га то різних спо собів розв’язу ван ня цієї за дачі. Один з 
них – розв’язу ван ня за до по мо гою пе рет во рен ня інверсії. Розг ля не мо йо го 
після то го (с. 241), як оз найо ми мо ся з перетворенням інверсії і його влас ти-
вос тя ми.

Спо чат ку розг ля не мо дві те о ре ми, які ко рис но пам’ята ти, зокрема і при 
розв’язу ванні за дач на по бу до ву.

Не хай маємо ко ло γ з цент ром О і точ ку А, що ле жить на 
відстані d від точ ки О (мал. 6.41). Радіус ко ла дорів нює r. 

Ве ли чи на σ = d2 − r2 на зи ваєть ся сте пе нем точ ки А віднос-
но ко ла γ.

Мож ливі такі ви пад ки розмі щен ня точ ки і ко ла.
1. Точ ка А ле жить по за ко лом (мал. 6.42). Тоді σ > 0 і 
дорівнює квад ра ту до тич ної, про ве де ної з точ ки А до да но го ко ла.

* Ди вер тис мент – кон це рт на про гра ма в ест рад них те ат рах.
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Для допитливих
У давні ча си за дов жи ну ко ла бра ли пот роєний діаметр. Про це пи са ла, 
зокре ма, Біблія, так ро би ли й ва ви ло ня ни.

2. Точ ка А ле жить на колі, тоді d = r, σ = 0.
3. Точ ка А ле жить усе ре дині ко ла (мал. 6.43). Тоді σ < 0 
і |σ | дорівнює квад ра ту по ло вині хор ди, яка про ве де на 
че рез точ ку А пер пен ди ку ляр но до ОА.

Те о ре ма 1. Ге о мет рич ним місцем то чок, різни ця 
квад ратів відста ней від яких до двох за да них 
то чок А і В є ве  ли чи ною ста лою, – бу де пря ма, 

пер пен ди ку ляр на до АВ.
До ве ден ня цієї те о ре ми, яке викона ти не важ ко, 

як що ско рис та ти ся фор му лою Архіме да (Геометрія–8, 
с. 215) або методом координат, про по нуємо про вес ти 
са мостійно.

Те о ре ма 2.  Ге о мет рич ним місцем то чок, сте пені 
яких віднос но двох да них не кон це нт рич них кіл 
рівні між со  бою, є пря ма, пер пен ди ку ляр на до лінії 

центрів цих кіл.
Не хай r1 і r2 – радіуси да них кіл, d1 і d2 – відстані від 

точок, що на ле жать шу ка но му ГМТ, до центрів цих кіл. 
За умо вою d1

2 − r1
2 = d2

2 − r2
2 і d1

2 − d2
2 = r1

2 − r2
2 = const.

Тоді за те о ре мою 1 тверд жен ня те о ре ми 2 ви ко ну ється.
Розг ля ну те ге о мет рич не місце то чок на зи ваєть ся 

ра ди каль ною віссю двох да них кіл.

По вер не мо ся те пер до розг ля ду 
інверсії. Не хай да но ко ло γ з цент ром у 
точці О, радіус яко го дорів нює r. 

Інверсією віднос но ко ла  на зи ва-
єть ся пе рет во рен ня, яке пе ре во дить 
довіль ну точ ку А  О у точ ку А*, що 
ле жить на про ме ні ОА на відста ні 

 від цент ра ко ла (мал. 6.44). 

Інверсію віднос но та ко го ко ла ще на зи ва ють інвер-
сією з цент ром О (сте пе нем r2), а ко ло γ – ко лом інверсії. 
Мож ливі три ви пад ки розміщен ня точ ки і ко ла 
(мал. 6.44).
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σ = d2 − r2 сте пі нь 
точ ки А віднос но 
ко ла γ.

KM2 − MN2 = const

Мал. 6.44
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ВЛАС ТИ ВОСТІ ІНВЕРСІЇ
1. Образом точ ки, що належить колу інверсії, є сама ця точка. 
2. Пря ма, що про хо дить че рез центр інверсії, має за образ са му себе.
3. Пря ма l, що не про хо дить че рез центр інверсії О, має за об раз ко ло, яке 

про хо дить че рез точ ку О і цент ром яко го бу де об раз точ ки, яка си мет рич-
на точці О віднос но l.

4. Ко ло з цент ром С, яке про хо дить че рез центр ін вер сії О, пе ре хо дить у 
пря му, пер пен ди ку ляр ну до ОС.

5. Ко ло, яке не про хо дить че рез центр інверсії О, пе ре хо дить у ко ло, що не 
про хо дить че рез точ ку О.

6. При інверсії до тик кіл і пря мих зберігаєть ся, як що їх точ ка до ти ку не 
збігаєть ся з цент ром інверсії. В ос тан нь о му ви пад ку за об раз маємо па ру 
па ра лель них пря мих.

Влас ти вість 1. До ве діть са мостійно.

Влас ти вість 2.   До ве ден ня
Не хай l – да на пря ма, О – центр інверсії і О ∈ l, А – довіль на точ ка да ної 

пря мої l. Тоді l ≡ (ОА). За оз на чен ням інверсії точ ка А* ле жить на прямій 
ОА, тоб то на l. 

Тверд жен ня 2 до ве де но.

Влас ти вість 3.  До ве ден ня
Не хай l – да на пря ма, О – центр інверсії і О ∉ l. Про ве де мо OA ⊥ l. 

Об раз А* на ле жить прямій ОА (мал. 6.45). 
1) До ве де мо, що для довіль ної точ ки B ∈ l образ В* 

ле жить на колі ω, діаметр яко го дорів нює ОА*. 
За оз на чен ням інверсії ОВ ⋅ ОВ* = r2 = ОА ⋅ ОА* і 

ОВ* : ОА* = ОА : ОВ. Точ ка пе ре ти ну про ме ня ОВ з ко лом 
ω за до воль няє цю умо ву, бо 	ОАВ 
 	ОВ*А* як пря мо-
кутні три кут ни ки зі спіль ним ку том О. 

Для точ ки В:  – фіксо ва не число, і на про -

мені ОВ існує тіль ки од на точ ка В*, яка за до воль няє цю 
умо ву.

2) До ве де мо, що центр W ко ла ω є об ра зом точ ки, си мет рич ної точці О 
віднос но l.

Точ ка K, си мет рич на точці О віднос но l, ле жить 
на пря мій ОА і відда ле на від неї на відстань 
АK = ОА (мал. 6.46). Тоді точ ка K*, об раз точ ки 
K, за влас тивістю 2 та кож ле жить на прямій ОА і 

Тоб то K* ≡ W.
Тверд жен ня 3 до ве де но.

Влас ти вість 4.   До ве ден ня
Влас тивість 4 є наслідком влас ти вості 3. Про по нуємо про вес ти до ве ден ня 

са мостійно. (По ра да.  Ско рис тай те ся влас тивістю 1.)

Влас тивість 5. До ведіть са мостійно. (По ра да.  Ско рис тай те ся ме то дом 
від суп ро тив но го.)
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Влас ти вість 6.   До ве ден ня
1) Як що точ ка до ти ку не збіга єть ся з цент ром інвер-

сії, то після інверсії ко ло і пря ма, як і раніше, ма ти муть 
од ну спіль ну точ ку – до тик зберігаєть ся.

2) Як що два ко ла з цент ра ми в точ ках А і В до ти ка-
ють ся од не до од но го в центрі інверсії О, то після 
інверсії, відповідно до влас ти вості 4, от ри маємо за їх 
об раз дві прямі, пер пен ди ку лярні до лінії центрів АВ (бо 
О ∈ АВ), – маємо дві па ра лельні прямі.

3) Як що пря ма l до ти каєть ся до ко ла в точці О з 
цент ром А, то після інверсії пря ма l пе ре хо дить са ма в 
се бе, а ко ло – в пря му, пер пен ди ку ляр ну до ОА. Зно ву 
маємо дві па ра лельні прямі.

Тверд жен ня 6 до ве де но.
Те пер по вер не мо ся до те о ре ми Мо ра–Мас ке роні 

(с. 235). Її до ве ден ня про ве де мо у виг ляді розв’язу ван-
ня за дач. На га даємо, що при розв’язу ванні мож на 
ко рис ту ва ти ся тіль ки цир ку лем.

За  да  ча  1.  Да но три точ ки А, В, С. По бу дуй те точ-
ку С1, си мет рич ну точці С віднос но пря мої АВ.

План по бу до ви
Про во ди мо дві ду ги, радіуси яких 

АС і ВС, з цент ра ми в точ ках А і В 
відповідно (мал. 6.47). Їх пе ре тин 
виз на чає шу ка ну точ ку С1.

До ве ден ня 
Пря ма АВ – це лінія центрів двох 

кіл, які пе ре ти на ють ся в точ ках С і 
С1. Тоді точ ки С і С1 си мет ричні 
віднос но АВ. Щ. в. д.

За да ча 2.  Да но ко ло , йо го центр О і довіль на точ-
ка А. По бу дуй те точ ку А*, в яку пе ре хо дить точ ка А 
при інверсії віднос но ко ла .

План по бу до ви
1) Че рез точ ку О про во ди мо ко ло з 
цент ром у точці А. Точ ки пе ре ти-
ну ць о го ко ла з γ поз на чаємо як В і 
С (мал. 6.48).
2) Че рез точ ку О про во ди мо два 
ко ла з цент ра ми В і С, ра діуси 
яких дорівню ють радіусу за да но го 
ко ла γ. М – точ ка пе ре ти ну 
ос танніх кіл – шу ка на.

До ве ден ня
Рівно бед рені три кут ни ки ОВМ і ОВА подібні (кут О – 

спіль ний), тоді  Звідси: OA · OM = OB2 = r2 і 

М ≡ А*.
Що й ви ма га ло ся до вес ти. 
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Мал. 6.47

ВЛАСТИВОСТІ 
ІНВЕРСІЇ:

1) якщо A ∈ γ, 
то A → A∗ ≡ A;

2) якщо O ∈ n, 
то n → n∗ ≡ n.

3) як що О ∉ l, то l → 
→ ω – ко ло з цент-
ром W, си мет рич-
ним О віднос но l;

4) як що О ∈ ω, 
ко лу з цент ром C, 
то ω → n ⊥ OC;

5) як що О ∉ ω – 
ко лу, то ω → ω* – 
ко ло і О ∉ ω*;

6) до тик кіл 
і пря мих 
зберігаєть ся, 
як що точ ка 
до ти ку K  О.

Якщо K ≡ O, то 
об ра зом до тич них 
кіл, або кола і пря-
мої, бу дуть па ра-
лельні прямі.

Мал. 6.48

Інверсія відносно 
кола γ:

A → A∗

OA∗ = 

(A  O)
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Для допитливих
Ку том між дво ма ко ла ми на зи ваєть ся кут між до тич ни ми до цих кіл, що 
про ве дені че рез спіль ну точ ку цих кіл. Ана логічно виз на чаєть ся кут між 
пря мою і ко лом. До ведіть та ку влас тивість інверсії. При інверсії зберіга-
ють ся ку ти: між пря ми ми; між пря мою і ко лом; між ко ла ми. 

За да ча 3.  Да но ко ло , йо го центр О і довільні точ-
ки А і В. По бу дуй те центр ко ла, в яке пе ре хо дить пря-
ма АВ при інверсії віднос но .

План по бу до ви
1) Знай де мо точ ку С, си мет рич ну точці О віднос но пря-
мої АВ (за да ча 1).
2) Знай де мо точ ку М, в яку пе ре хо дить точ ка С при 
інверсії віднос но ко ла γ (за да ча 2). Точ ка М – шу ка на.

До ве ден ня про ведіть са мостійно. (По ра да. Ско-
рис тай те ся дру гим пунк том до ве ден ня влас ти вості 3.)

За да ча 4.  Да но три точ ки А, В і С. Знайдіть центр 
ко ла, що про хо дить че рез ці точ ки.

План по бу до ви
1) Про ве де мо довіль не ко ло γ з цент ром у точці А.
2) Зна хо ди мо точ ки М і N, у які пе ре хо дять точ ки В і С 
інверсією віднос но по бу до ва но го ко ла (за да ча 2).
3) Зна хо ди мо центр ко ла, в яке пе ре хо дить пря ма МN 
при інверсії віднос но ко ла γ (за да ча 3). Він є шу ка ною 
точ кою.

До ве ден ня про ведіть са мостійно. (По ра да.  До ве-
діть, що ко ло, яке про хо дить че рез точ ки А, В і С, 
пе рей де при інверсії віднос но ко ла γ у пря му МN.)

Задача 5.  Знайдіть точ ку пе ре ти ну да но го ко ла  з 
да ною пря мою МN.

План по бу до ви
1) Зна хо ди мо центр ко ла γ (за да ча 4). Поз на чи мо йо го 
як А.
2) Зна хо ди мо центр О ко ла, в яке пе ре хо дить пря ма 
МN при інверсії віднос но ко ла γ (за да ча 4).
3) Про во ди мо ко ло з цент ром О, що про хо дить че рез 
точ ку А (тоб то ко ло, в яке при інверсії пе ре хо дить пря-
ма МN).

Точ ки Р і Q, в яких ос таннє ко ло пе ре ти нає ко ло γ, – 
шу кані.

До ве ден ня про ведіть са мостійно. (По ра да. Звер-
ніть ува гу на ко мен тар до пунк ту 3 по бу до ви.)

За да ча 6.  Да но чо ти ри точ ки А, В, С і D. Знайдіть 
точ ку пе ре ти ну пря мих АВ і СD.

План по бу до ви
1) Про ве де мо довіль не ко ло γ з цент ром у точці А.
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ПО БУ ДО ВА
Мора–Маскероні

1. Да но: А; В; С.
По бу ду ва ти: С1 – 
си мет рич ну С від-
нос но (АВ).

2. Да но: ко ло γ з 
цент ром О; А.
По бу ду ва ти: А* 
ін версією А віднос-
но ко ла γ.

3. Да но: ко ло γ із 
цент ром О; А; В.
По бу ду ва ти: центр 
W ко ла ω, в яке пе ре-
хо дить (АВ) інвер-
сією віднос но ко ла γ.
1) С – си мет рич на О 
віднос но (АВ);
2) М, в яку пе ре хо-
дить С інверсією 
віднос но ко ла γ; 
М – шу ка на
(далі див. поле на 
с. 240).
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Для допитливих
Зас то суй те інверсію
1. У сег мент впи су ють па ри кіл, що до ти ка ють ся од не до од но го. Знай діть 
мно жи ну то чок їх до ти ку. 
2. До ведіть, що інверсія з цент ром у вер шині А рівно бед ре но го три кут ни ка 
АВС (АВ = ВС) і сте пе нем АВ2 пе ре во дить ос но ву ВС три кут ни ка в ду гу ВС 
ко ла, опи са но го нав ко ло ць о го три кут ни ка.
3. Знайдіть мно жи ну то чок до ти ку пар кіл, що до ти ка ють ся до сторін за да-
но го ку та в да них точ ках А і В.
4. Ніякі три з чо тирь ох то чок А, В, С, D не ле жать на одній прямій. До ведіть, 
що кут між ко ла ми (див. с. 239), опи са ни ми нав ко ло три кут ників АВС і АВD, 
дорівнює ку ту між ко ла ми, опи са ни ми нав ко ло три кут ників АСD і ВСD.
5. У сег мент впи су ють довільні па ри кіл, що пе ре ти на ють ся. Че рез точ ки 
пе ре ти ну кож ної па ри кіл про во дять пря му. До ведіть, що всі от ри мані 
прямі про хо дять че рез од ну точ ку.

2) При інверсії віднос но ко ла γ пря ма АВ пе рей де в се бе, а 
пря ма СD – в де я ке ко ло ω, що про хо дить че рез точ ку А.
3) Знай де мо центр ко ла ω (за да ча 3).
4) Знай де мо точ ку Р (відмінну від А) пе ре ти ну ко ла ω і 
пря мої АВ (за да ча 5).
5) Знай де мо точ ку Q, в яку пе ре хо дить точ ка Р при 
інверсії віднос но ко ла γ.

Точ ка Q – шу ка на точ ка пе ре ти ну пря мих АВ і СD.
До ве ден ня про ведіть са мостійно. (По ра да. Звер-

ніть ува гу на пункт 2 по бу до ви).

Оче вид но, що з розв’язу ван ня за дач 5 і 6 (за до по мо-
гою цир ку ля) і вип ли ває те о ре ма Мо ра–Мас ке роні.

Знан ня про інверсію ста нуть у при годі і при розв’язу-
ванні за дач на тра диційну по бу до ву (з ви ко рис тан ням 
цир  ку ля і лінійки). Нап рик лад, те пер мо же мо лег ко роз-
в’яза ти за дачі Апол лонія Пергсь ко го.

За да ча 7. По бу дуй те ко ло, яке про хо дить че рез дві 
за дані точ ки А і В та до ти каєть ся до да но го ко ла . 

Аналіз
При інверсії з цент ром А шу ка не ко ло пе рей де в пря-

му, яка про хо дить че рез точ ку В* і до ти каєть ся до 
ко ла γ*.

План по бу до ви
1) Ви ко нуємо інверсію з цент ром А віднос но довіль но го 
ко ла.
2) Про во ди мо че рез точ ку В* до тич ну l до ко ла γ*.
3) Ще раз ви ко нуємо інверсію. Пря ма l пе рей де в шу ка-
не ко ло.

До ве ден ня і досліджен ня ви ко най те са мо стій но. 
Нав оди мо ре зуль тат, до яко го ви по винні прий ти.

Як що обидві точ ки А і В на ле жать да но му ко лу або 
ле жать усе ре дині ць о го ко ла або од на з то чок містить ся 
все ре дині ко ла – за да ча розв’язків не має. 
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4. Да но: А; В; С.
По бу ду ва ти: центр 
ко ла, що містить 
А, В, С.
1) Довіль не ко ло γ з 
цент ром А;
2) М і N – інверсією 
В і С віднос но ко ла 
γ (задача 2);
3) W – центр ко ла, в 
яке пе ре хо дить ін- 
 вер сією пря ма МN 
віднос но γ;
W – шу ка на.

5. Да но: γ; М; N.
По бу ду ва ти: 
γ � (MN).
1) А – центр ко ла γ 
(задача 4);
2) ω – інверсією МN 
віднос но γ;
3) О – центр ω 
(задача 4);
4) {P; Q} = γ � ω – 
шу кані.

6. Да но: А; В; С; D.
По бу ду ва ти: 
(AB) � (CD).
1) Довіль не ко ло γ з 
цент ром А;
2) ω – інверсією CD 
віднос но γ;
3) W – центр ω 
(задача 3);
4) {A; P} = ω � (АВ);
5) шу ка на Q – інвер-
сією P віднос но γ.
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Для допитливих
Здійсніть по бу до ву тіль ки цир ку лем. (Відрізок вва жаєть ся по бу до ва ним, 
як що по бу до ва но йо го кінці.)
1. По бу дуй те відрізок, який удвічі дов ший за да ний.
2. По бу дуй те відрізок, який у n разів дов ший за да ний.
3. По бу дуй те се ре ди ну відрізка із за да ни ми кінця ми.
4. По бу дуй те ко ло, яке про хо дить че рез три за дані точ ки.
5. По бу дуй те ко ло, в яке пе ре хо дить да на пря ма АВ при інверсії віднос но 
за да но го ко ла із за да ним цент ром О.

Як що да но му ко лу на ле жить тіль ки од на з да них то чок – маємо один 
розв’язок.

Як що обидві точ ки ле жать по за ко лом – маємо два розв’яз ки.

Про по нуємо для са мостійно го розв’язу ван ня дві інші за дачі Апол лонія.
По бу дуй те ко ло, яке:

1) про хо дить че рез за да ну точ ку і до ти каєть ся до двох за да них кіл;
2) до ти каєть ся до двох за да них кіл і заданої прямої.

Те пер по вер не мо ся до за дачі Апол лонія про по бу до ву ко ла, до тич но го до 
трь ох за да них кіл.

ЗА ДА ЧА АПОЛ ЛОНІЯ ПЕРГСЬ КО ГО 
(бл. 262–190 рр. до н. е.)

Да но три фігу ри, кож на з яких мо же бу ти точ кою, пря мою або ко лом. 
По бу дуй те ко ло, яке про хо ди ть че рез кож ну з да них то чок і до ти ка єть ся до 
кож ної з да них пря мих і кіл.

Не хай на пло щині маємо три ко ла. Ви падків їх 
розміщен ня мо же бу ти ба га то. На малюн ку 6.49 на ве-
де но да ле ко не всі з них – нап рик лад, не розг ля ну то 
ви па док з пе ре ти ном кіл. Нев же для розв’язуван ня 
задачі Аполлонія потрібно роз гля да ти кож ний з та ких 
ви падків ок ре мо? Зовсім ні, – каже інверсія!

Розг ля не мо спо чат ку всі ви пад ки, ко ли хо ча б два 
із за да них кіл до ти ка ють ся (не важ ли во, зов ніш ньо чи 
внутрішньо). Зас то суємо інверсію віднос но до поміж-
но го ко ла довіль но го радіуса з цент ром у точці до ти ку 
за да них кіл. Тоді за шос тою влас тивістю пе рет во рен-
ня інверсії до тичні ко ла пе рей дуть у па ра лельні прямі, 
а третє із за да них кіл – у ко ло або пря му. Тоді наші 
за да чі зводяться до однієї: по бу ду ва ти ко ло, до тич не 
до двох за да них па ра лель них пря мих і ко ла (пря мої). 
Її лег ко розв’яза ти за до по мо гою цир ку ля і лінійки. 
Зробіть це са мостійно. 

За у ва жен ня. За до по мо гою цир ку ля і лінійки 
мож на лег ко по бу ду ва ти те ко ло або пря му, в які 
пе рет во   рюєть ся ко ло (пря ма) при інверсії віднос но 
яко гоeне будь за да но го ко ла. Для ць о го тре ба на колі 

(пря мій), що є про об ра зом, взя ти три точ ки, по бу ду ва ти відповід ні їм точ-
киeоб ра зи (див. задачу 2 на с. 238), а після ць о го че рез от ри мані три точ ки 
про вес ти ко ло (пря му).
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Мал. 6.49
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Для допитливих
Як спійма ти ле ва в пус телі?

При га дай те чу до ву влас тивість інверсії: як що на пло щині взя ти ко ло і 
ви ко на ти інверсію віднос но ць о го ко ла, то все, що містило ся все ре дині 
ко ла, ви я вить ся по за ним, а все, що бу ло по за ним, пот ра пить усе ре ди ну 
цьо го ко ла. У та ко му разі, до сить узя ти клітку круг лої фор ми і по са ди ти 
в неї мис лив ця; ви ко на ти інверсію, і мис ли вець опи нить ся по за кліткою, 
а все, що бу ло по за нею, у то му числі й лев, – у клітці!

Та ким чи ном, ПЛАН ПО БУ ДО ВИ ко ла в за дачі Апол ло нія для ви пад ку, 
ко ли два із за да них кіл до ти ка ють ся, має та кий виг ляд:
1) бу дуємо па ра лельні прямі і ко ло (пря му), в які пе рет во рю ють ся за дані 

ко ла інверсією віднос но довіль но го до поміжно го ко ла з цент ром у точці 
до ти ку;

2) бу дуємо ко ла (розв’язків мо же бу ти кіль ка), до тичні до от ри ма них пря-
мих і ко ла (пря мої);

3) відмічаємо точки дотику і по кожній із цих трійок віднов люємо шу кані 
ко ла.

Ви па док до ти ку двох кіл розгля ну то. У всіх інших ви пад ках за да ча або 
не має розв’яз ку, або зво дить ся до ви ще ро зг ля ну тої. 

Проілюст руємо ос таннє на прик ладі трь ох кіл, що не мають спільних 
точок. Не хай це ко ла γ1, γ2, γ3 (мал. 6.50), і тре ба по бу ду ва ти ко ло γ, до тич не 
до кіл γ1 і γ2 зовнішньо, а до ко ла γ3 – внутрішньо. 

Розг ля не мо ко ла γ′1 і γ′2, кон це нт ричні з ко ла ми γ1 і 

γ2, радіуси яких збіль ше но на  (де а = О1О2 – 

відстань між цент ра ми О1 і О2 кіл γ1 і γ2). Розг ля не мо 
також ко ла γ′3 і γ′, кон це нт ричні з ко ла ми γ3 і γ, радіуси 

яких змен ше но на . На малюн ку 6.50 ко ла γ′1, 

γ′2, γ′3, γ′ зоб ра же но пунк ти ром.

Як що ко ло γ до ти каєть ся до кіл γ1, γ2, γ3, то і ко ло γ ′ 
до ти каєть ся до кіл γ ′1, γ ′2, γ ′3 і нав па ки (до ведіть це 
самостійно).

Ко ла γ′1 і γ′2 до ти ка ють ся од не до од но го. Ми вміємо роз в’язу ва ти за да чу 
для ць о го ви пад ку – от ри маємо ко ло γ′. Шу ка ним бу де коло γ, кон це нтрич- 

не з по бу дова ним γ′, яке має радіус, на  біль ший за радіус ко ла γ′. 

У ви пад ку, як що ко ла γ1 і γ2 пе ре ти на ють ся, їхні радіуси тре ба змен ши ти. 
Як що при відповідно му змен шенні радіус ко ла дорівнює ну лю, от ри-

маємо точ ку (ка жуть: ко ло ви род жуєть ся в точ ку). «До тик ко ла і точ ки» 
бу де мо розуміти як «ко ло про хо дить че рез точ ку». 

Як що відповідний радіус ма ти ме від’ємне зна чен ня, бу дуємо ко ло, 
радіус яко го дорівнює мо ду лю отри ма но го чис ла, при чо му змінюєть ся вид 
до ти ку кіл (зовнішній на внутрішній або нав па ки).

Як що приєдна ти до мно жи ни кіл ще й точ ки (ко ла нуль о во го радіуса) та 
прямі (ко ла нескінчен но ве ли ко го радіуса), то мож на уза галь ни ти за да чу 
Апо ллонія, яку ми розв’яза ли, на прямі та точ ки.
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Мал. 6.50
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За да чу Апол лонія мож на сфор му лю ва ти так. Тре-
ба по бу ду ва ти ко ло або пря му, до тич ну до:

1) трь ох да них кіл;
2) да ної пря мої і двох да них кіл;
3) двох да них пря мих і да но го ко ла;
4) трь ох да них пря мих;
5) да ної точ ки і двох да них пря мих;
6) да ної точ ки, да ної пря мої і да но го ко ла;
7) да ної точ ки і двох да них пря мих;
8) двох да них то чок і да но го ко ла;
9) двох да них то чок і да ної пря мої;
10) трь ох да них то чок.
Та ким чи ном, ми розв’яза ли 10 різних за дач (з них 

чет вер та і де ся та вам доб ре відомі зі шкільного курсу). 
За да ча Апол лонія, яку ми розг ля ну ли, – од на з 

найвідоміших за дач дав ни ни.
А чи чу ли ви про так звані три зна ме ниті за дачі дав-

ни ни? Ось вони.
1. ЗА ДА ЧА  ПРО  КВАД РА ТУ РУ  КРУ ГА. Тре ба по -

бу  ду  ва ти квад рат, пло ща яко го дорівнює площі да но го 
кру га.

2. ЗА ДА ЧА ПРО ПОД ВОЄННЯ КУ БА (інак ше – 
делійсь ка за да ча). Тре ба по бу ду ва ти реб ро ку ба, об’єм 
яко го вдвічі біль ший за об’єм дан но го ку ба.

3. ЗА ДА ЧА ПРО ТРИ СЕКЦІЮ КУ ТА. Тре ба да ний 
до віль ний кут, поділи ти на три рівні час ти ни.

Са ме ці три за дачі мають наз ву «Зна ме ни ті ге о мет-
рич ні за да чі дав ни ни».

Ці за дачі лег ко розв’язу ють ся, і розв’язан ня їх бу ли 
вже відомі на той час. Про те тре ба не прос то розв’яза ти ці 
задачі, а здійснити розв’язування так, щоб не ви ко рис то-
ву ва ти ніяких інших інстру ментів, крім цир ку ля і лінійки 
(без мет рич них поз на чок). Тут і по чи на ють ся труд нощі. 

Ви яв ляєть ся, що жод ної з цих за дач за та ких умов 
розв’яза ти не мож ливо.
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Зас то су ван ня ін- 
версії дає змо гу 
узагаль ни ти за да чу 
Апол лонія про три 
за да них ко ла, два з 
яких до ти ка ють ся 
од не до од но го 
(не важ  ли во – зо -
вніш ньо чи внут-
рішньо).

У всіх інших ви- 
 падках розміщен ня 
трь ох за да них кіл  
за да ча Апол лонія 
або не має розв’яз-
ку, або зво дить ся 
до ви щез га да ної 
за дачі.

Як що «до тик ко ла і 
точ ки» ро зуміти як 
«ко ло про хо дить 
че рез точ ку», а пря-
му розг ля да ти як 
ко ло нескінчен но 
ве ли ко го радіуса, 
то розв’язу ван ня 
за дачі Апол лонія 
про три за да них 
ко ла ме то дом 
інверсії уза галь-
нюєть ся на за да чі 
про прямі і точ ки.

Для допитливих
Опи са ний ви ще спосіб по бу до ви кіл за до по мо гою цир ку ля і лінійки, в які 
пе ре хо дять при інверсії за дані ко ла, громіздкий. А як що тре ба по бу ду ва ти 
об раз більш склад ної фігу ри, ніж пря ма чи ко ло? Для ць о го лю ди ство ри ли 
при лади –  їх на зи ва ють інвер со ра ми. 

На ма люн ку зоб ра же но інвер сор По сельє, який 
скла даєть ся із шес ти шарнірно закріпле них пла-
нок, при чо му: ОА = ОВ, АМ = АМ′ = ВМ = ВМ′. 
Цей інвер сор пра цює так: точ ка О фіксуєть ся; 
як що точ ка М опи сує пев ну лінію, то точ ка М′ – 
опи сує лінію, от ри ма ну з пер шої інверсією з цент-
ром у точці О та ко ефіцієнтом інверсії АО2 − АМ2. 
Спро буй те зро би ти та кий інвер сор (це зовсім 
не склад но) і ви ко на ти за йо го до по мо гою відповідні 
по бу до ви.
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Для допитливих
Простіший за інвер сор По сельє – інвер сор Гар та 
(див. мал.). Він скла да єть ся ли ше з чо ти рьох 
шарнірно з’єдна них пла нок, при чо му АВ = СD, 
BC = AD. Фігу ра, яку ут во рю ють ці план ки, 
на зи ваєть ся ан ти па ра ле лог рам. Як що де я ку 
точ ку О відрізка АВ закріпи ти на пло щині і 
позна чи ти точ ки М і М′ на план ках АD і ВС, що 
ле жать на спільній прямій, яка про хо дить че рез 
точ ку О па ра лель но АС, то ру ху точ ки М по 
певній фігурі бу де відповіда ти рух точ ки М′ по фігуріeоб ра зу, от ри ма но му 
інверсією з цент ром у точці О і ко ефіцієнтом інверсії 

Пер ша за да ча ПРО КВАД РА ТУ РУ КРУ ГА є най дав нішою. Її історія 
по чи наєть ся ще чо ти ри ти сячі років тому. Цю за да чу, крім греків, на ма га-
ли ся розв’яза ти муд реці Ва ви ло на і Єгип ту. Не за леж но від них спроби 
що до розв’язан ня цієї за дачі ро би ли ки тайці та індійці. Про тя гом ба гать ох 
століть учені праг ну ли розв’яза ти цю за да чу, од нак – мар но. Ос та точ но го 
«уда ру» по всіх ілюзіях що до розв’язуван ня за дачі про квад ра ту ру кру га за 
до по мо гою цир ку ля і лінійки бу ло зав да но в другій по ло вині ХІХ ст. 
Німець кий ма те ма тик Ф. Ліндеман у 1882 р. довів, що за да ча про квад ра ту-
ру кру га є нерозв’яз ною за до по мо гою цир ку ля і лінійки. Цей істо рич ний 
факт є наслідком то го, що, за до ве ден ням Ф. Лінде ма на, – π є чис лом 
ірраціональ ним. Розг ля не мо до ве ден ня ць о го наслідку.

Не хай да но круг, радіус яко го дорівнює R, і тре ба по бу ду ва ти квад рат, 
рівно ве ли кий ць о му кру гу. Поз на чи мо сто ро ну квад ра та че рез x. Тоді 

x2 = πR2, звідси:  От же, по бу до ва квад ра та, рівно ве ли ко го да но му 

кру гу, зво дить ся до по бу до ви до бут ку да но го відрізка R на відрізок  При-
чо му цю по бу до ву тре ба зро би ти за до по мо гою цир ку ля і лінійки, тоб то 
шля хом по бу до ви скінчен но го чис ла кіл і пря мих.

У те орії ге о мет рич них по бу дов вста нов ле но, що за до по мо гою цир ку ля 
й лінійки можна побудувати відрізок, що відрізняється від заданого 
множенням на дійсне чис ло ли ше в то му разі, ко ли це чис ло є раціональ ним 
(чис лом, яке мож на предс та ви ти як відно шен ня двох цілих чи сел). 

Оскільки Ф. Ліндеман пер шим довів, що чис ло π є ірра ціональ ним, йо го 
на зи ва ють «пе ре мож цем чис ла π», а інко ли «пе ре мож цем у розв’язанні 
за дачі про квад ра ту ру кру га».

По ход жен ня дру гої  за дачі ПРО ПОД ВОЄННЯ КУ БА по в’яза не з при-
род ним праг нен ням ста ро давніх уче них уза галь ни ти за да чу про под воєння 
квад ра та, тоб то про по бу до ву квад ра та, пло ща яко го пе ре ви щу ва ла б пло щу 
да но го квад ра та вдвічі.

Ста ро давні гре ки порівня но лег ко розв’язу ва ли за да чу про под воєння 
квад ра та. Для ць о го тре ба бу ло вміти бу ду ва ти за до по мо гою цир ку ля і лі-
нійки відрізок  Розв’я зан ня ж за дачі про под воєння ку ба зво ди ло ся до 
ге о мет рич ної по бу до ви відрізка  Од нак усі спро би по бу ду ва ти відрізок  
цир ку лем і лінійкою були безуспішними про тя гом ба гать ох століть. І ли ше 
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Для допитливих
1. Че рез дві точ ки про ве де но три ко ла, кож не з яких про хо дить че рез ці дві 
точ ки. У яку фігу ру пе рей дуть за дані ко ла при інверсії з цент ром в одній з 
цих то чок?
2. У яку фігу ру при інверсії пе рей дуть три па ра лельні прямі?
3. По бу дуй те ко ло, що про хо дить че рез дві за дані точ ки і до ти каєть ся до 
за да ної пря мої.
4. До ведіть, що інвер со ри По сельє і Гар та справді ви ко ну ють пе рет во рен ня 
інверсії.

у першій по ло вині ХІХ ст. бу ло до ве де но, що за до по-
могою цир ку ля і лінійки та ку по бу до ву здійсни ти 
не мож ли во, а от же, не мож ли во розв’яза ти й за да чу про 
под воєння ку ба. Без за пе реч не до ве ден ня не розв’яз-
ності цієї за дачі за до по мо гою цир ку ля і лінійки висунув 
фран цузь кий ма те ма тик П. Вант цель у 1837 р.

Тре тя зна ме ни та ге о мет рич на за да ча – ПРО ТРИ-
СЕКЦІЮ КУ ТА, тоб то про поділ довіль но го ку та на три 
рівні час ти ни. Ця за да ча ви ник ла внаслідок пот реб 
архітек ту ри і будівницт ва. Ко рис ту ю чись цир ку лем і 
лінійкою, стародавні гре ки вміли діли ти довіль ний кут 
навпіл, а та кож діли ти пря мий кут на три рівні час ти-
ни. Од нак ви ко на ти три секцію довіль но го ку та не вда-
ва ло ся.

Р. Де карт був пер шим, хто вис ло вив при пу щен ня, 
що три секцію довіль но го ку та немож ли во ви ко на ти за 
до по мо гою цир ку ля і лінійки. Стро ге до ве ден ня не роз-
в’яз ності цієї за дачі зро бив П. Вант цель у 1837 р. 

Та ким чи ном, ста ло відо мо ос та точ но про не мож ли-
вість розв’язан ня трь ох зна ме ни тих за дач дав ни ни.

Од нак дех то й досі про дов жує по шу ки та ко го 
розв’язан ня. Що ж, по зи тив ний мо мент подібно го про-
це су – це завж ди мож ливість «па ра лель но го» відкрит-
тя чо гось важ ли во го і ціка во го.

Біль ше дізна ти ся з цієї те ми мож на в літе ра турі:

1. Эн цик ло пе дия эле мен тар ной ма те ма ти ки: Т. 4. – М.: Физ-
мат гиз, 1963.

2. Кон фо ро вич А. Г. Виз начні ма те ма тичні за дачі. – К.: Рад. 
шк., 1981.

3. Кос то вс кий А. Н. Ге о мет ри че ские пос тро е ния од ним цир-
ку лем. – М.: На у ка, 1989.

4. Пра со лов В. В. За да чи по пла ни мет рии: Ч. 2. – М.: На у ка, 
1991.

5. Са вин А. В. Ма те ма ти чес кие ми ни а тю ры. – М.: Детс кая 
ли те ра ту ра, 1991.

6. Тес лен ко І. Ф. Ме тод інверсії та йо го зас то су ван ня. – К.: 
Рад. шк., 1958.

7. Чис тя ков В. Д. Три зна ме ни тые за да чи древ нос ти. – М.: 
Уч пед гиз, 1963.
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ТРИ ЗНА МЕ НИТІ
ГЕ О МЕТ РИЧНІ
ЗА ДАЧІ
ДА ВНИ НИ

1. За да ча про квад-
ра ту ру кру га.
2. За да ча про по- 
 двоєння ку ба (де- 
лійсь ка за да ча).
3. За да ча про три-
секцію ку та.

Німець кий ма те ма-
тик Ф. Лінде ман у 
1882 р. довів:
1) π – чис ло ірра-
ціональ не;
2) за да ча про квад-
ра ту ру кру га є не -
розв’яз ною за до по-
мо гою цир ку ля і 
лінійки.

Відрізок x = R  
по  бу ду ва ти не  мож-
ли во, бо π – чис ло 
ірраціональ не.

Фран цузь кий ма те-
ма тик П. Вант цель 
у 1837 р. довів, що 
за дачі про под воєн-
ня ку ба і три секції 
ку та є не розв’яз ни-
ми за до по мо гою 
цир ку ля і лінійки.
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До да ток 8

Індукція  в  ге о метрії
...Ро зуміння і вмін ня пра виль но за  стосо ву ва ти прин цип 
ма те ма тич ної ін дук ції – це ва го мий кри терій зрі лості, що 
не обхідно для ма те ма ти ка.

А. М. Кол мо го ров

Здав на відо мий рекурентний спосіб за дан ня чис ло вих послідов нос тей, 
за яким ко жен нас туп ний член послідов ності виз на чаєть ся че рез по пе ред-
ній за до по мо гою пев ної фор му ли. Зок ре ма, цим спо со бом ко рис ту вав ся ще 
Архімед при наб ли женні до площі кру га площ впи са них ба га то кут ників. 
Са ме такі фор му ли на зи ва ють ся ре ку ре нт ни ми (від ла тинсь ко го recurro – 
«біжу на зад»).

Нап рик лад, послідовність не пар них чи сел 1, 3, 5, ... мож на за да ти ре ку-
ре нт ною фор му лою:

аn+1 = an + 2, при а1 = 1.
Справді, дру гий член послідов ності а2 = a1 + 2 = 1 + 2 = 3, третій а3 = a2 + 2 = 

= 3 + 2 = 5 і т. д.
Ана логічно мож на за да ти послідовність пар них чи сел, ариф ме тич ну та 

ге о мет рич ну прог ресії то що.

У XVII ст. ви ник ла ідея зас то су ва ти ана логічний прин цип для до ве ден ня 
ма те ма тич них тверд жень, які подібно до нескінчен них послідов нос тей 
ма ють не скін чен ну кількість ок ре мих тверд жень: Т1, Т2, Т3, ... . Міркуємо 
так.

Не хай ми вміємо до во ди ти, що:
1. (Б) пер ше тверд жен ня є пра виль ним;
2. (П) з пра виль ності будь<яко го з тверд жень ря ду {Тk} вип ли ває 

пра вильність нас туп но го тверд жен ня Тk+1.
Тоді ми до ве ли всі тверд жен ня ря ду Т1, Т2, Т3, ..., бо от ри мали лан цюг 

те о рем:
Т1 → Т2 → Т3 → Т4 → ... → Тk → Тk+1 → ... .

Ми опи са ли схе му ме то ду ма те ма тич ної індукції (ММІ). Те о ре му (Б) 
на зи ва ють ба зою індукції, а те о ре му (П) – індукційним пе ре хо дом. Зав дя ки 
індукційно му пе ре хо ду ми от ри мали «хви лю» до ве день від пер шо го, пра-
виль но го тверд жен ня, до дру го го і т. д.

Зро зуміло, що ме то дом ма те ма тич ної індукції мож на до во ди ти тільки 
тверд жен ня, які містять на ту раль ний па  ра метр n. 

Схе ма ме то да ММІ:
1. Ба за індукції (Б).
 До во ди мо пра виль ність пер шо го твер д жен ня (при n = 1).
2. Індукційний пе  рехід (П). 
 До во ди мо, що з пра виль ності твер д жен ня при n = k вип ли ває пра-

виль ність тверд жен ня при n = k + 1.

Розг ля не мо кіль ка прик ладів на до ве ден ня тверджень ме то дом ма те ма-
тич ної індукції.

Прик лад 1. До ведіть, що квад рат 2n × 2n без однієї клітин ки мож на 
розріза ти на «ку ти ки» з трь ох кліти нок.
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Для допитливих
Мож ли во, пер ший, хто вис ло вив і втілив ідею математичної індукції, був 
фран цузь кий уче ний Блез Пас каль (1623–1662). 

Пізніше цю ідею по ча ли на зи ва ти прин ци пом (тоб то пра ви лом, за ко ном) 
ма те ма тич ної індукції (від ла тинсь ко го inductio – «на ве ден ня»).

У 1838 р. в Бри танській ен цик ло педії за підпи сом відо мо го шот  ландсько-
го ма те ма ти ка, пер шо го пре зи ден та Лон донсь ко го ма те ма тич но го то ва ри-
ст ва Ав гус та де Мор га на (1806–1871) бу ла опубліко ва на стат тя під наз вою 
«Ма те ма тич на індукція».

Розв’язан ня 
У т ве рд женні, яке тре ба до вес ти, є натуральна змінна n. Маємо:

Т1 – тверд жен ня про квад рат 2 × 2;
Т2 – тверд жен ня про квад рат 4 × 4;
Т3 – тверд жен ня про квад рат 8 × 8;
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 
Т10 – тверд жен ня про квад рат 210 × 210.
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 

1) Тверд жен ня Т1 оче вид но ви ко нуєть ся, бо після вирізан ня довіль ної 
клітин ки за ли шаєть ся са ме заданий «кутик» (мал. 6.51).

2) Спро буємо до вес ти тверд жен ня Т2. Квад рат 4×4 мож на поділи ти на 
чо ти ри квад ра ти розміром 2×2. З тим квад ра том, який містить виріза ну 
клітин ку, все зро зуміло (тверд жен ня Т1). Як що виріза ти «ку тик» так, щоб 
йо го точ ка О збіга ла ся із цент ром квад ра та (мал. 6.52, 6.53), от ри маємо три 
«кутики».

 Мал. 6.51   Мал. 6.52    Мал. 6.53

3) Те пер припустимо правильність твердження Тk і до ве де мо крок 
індукції Тk → Тk+1, тоб то що з тверд жен ня «квад рат 2k×2k без однієї клітин-
ки мож на розріза ти на ку ти ки» вип ли ває – «квад рат 2k+1×2k+1 без однієї 
клітин ки мож на розріза ти на ку ти ки».

До ве ден ня
Поділи мо квад рат розміром 2k+1×2k+1 на чо ти ри квад ра ти 2k×2k. 
В од но му з них відсут ня клітин ка. Йо го за твердженням мож на поділи ти 

на «ку ти ки». 
У трь ох інших за бе ре мо по одній клітинці так, щоб із цих кліти нок ут во-

рив ся «ку тик», точ ка О яко го збігаєть ся з цент ром да но го квад ра та 2k+1×2k+1 
(ана логічно то му, як це ми зро би ли при до ве денні Т2). Ско рис таємо ся твер-
д жен ням Тk. 

Тверд жен ня Тk+1 до ве де но.

Ми до ве ли Т1 – ба зу індукції і Тk → Тk+1 – індук цій ний пе рехід. Тоді ви ко-
нуєть ся будьeяке тверд жен ня Тn і за да чу розв’яза но.

247

Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   247Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   247 7/1/2009   13:08:187/1/2009   13:08:18



Для допитливих
1. Ар куш мож на розріза ти на 4 або на 6 час тин. До ведіть, що 
за цим пра ви лом йо го мож на розріза ти на довіль не чис ло 
час тин, по чи на ю чи з дев’яти. 
Порада. Як що ми діли мо ар куш на 4 або 6 час тин, то час тин 
стає біль ше на 3 або на 5. До ведіть індукційний пе рехід: як що 
мож на поділи ти ар куш на k, k + 1, k + 2 час ти ни, то мож на це 
зро би ти і для k + 3, k + 4, k + 5 час тин.
2. До ведіть, що квад рат мож на поділи ти на n квад ратів (для 
довіль но го n), по чи на ю чи із шес ти.
Порада.  Вра хуй те, що квад рат мож на поділи ти як на 4, так 
і на 9 квад ратів (див. мал.), і зверніть ува гу на за да чу № 1.

Прик лад 2.  До ведіть, що для кож но го на ту раль но го n 
 4 існує опук-
лий neкут ник, який має тіль ки 3 гострі ку ти.

Розв’язан ня 
1) Ба за індукції – спра вед ливість тверд жен ня при n = 4 до во-
ди мо пря мою по бу до вою (мал. 6.54).
2) Індукційний пе рехід до во ди мо «від різан ням» од но го з 
ту пих кутів – чис ло сторін змен шить ся на один, а гострі 
ку ти збе ре жуть ся.
3) Тоді для довіль но го n 
 4 існує опук лий neкут ник, який 
має 3 гострі ку ти.

Що ви ма га ло ся до вес ти.

Прик лад 3. На скіль ки час тин n пря мих ділять пло  щи ну, як що се ред 
них не має па ра лель них і ніякі три з них не пе ре ти на ють ся в одній точці.

Розв’язан ня
Ско рис таємо ся ме то дом ма те ма тич ної індукції.
1) Те пер замість послідов ності тверд жень маємо по слі довність за пи тань: 

на скіль ки час тин ділить пло  щи ну од на пря ма? На скіль ки час тин ділять 
пло щи ну дві прямі? На скіль ки час тин ділять пло щи ну три пря мі? і т. д. 
Як що да мо відповідь на ці за пи тан ня, от ри маємо послідовність твер-
джень: 

Т1 = 2, Т2 = 4 = 2 + 2, Т3 = 7 = 4 + 3, Т4 = 11 = 7 + 4, ... .
2) Ба за індукції Т1 = 2 до ве де на по бу до вою.
3) Для то го щоб до вес ти індукційний пе рехід, тре ба за пи са ти Тn че рез n. 

Ви ко рис то ву ю чи знай дені зна чен ня Т1, Т2, Т3, Т4, маємо вис но вок, що 
Тn = Тn−1 + n.

З а  у  в а  ж е н  н я .  Ми вга да ли ос тан ню за лежність, про те вга да не – це ще 
не до ве де не. 

Індукційний пе рехід. Не хай пра виль ним є тверд жен ня Тk = Тk−1 + k. До ве-
де мо, що тоді Тk+1 = Тk + (k + 1).

До ве ден ня
Пря ма пе ре ти нає k пря мих у k точ ках, тоб то ділить k + 1 ста рі частини 

площини на дві час ти ни. Тоді Тk+1 = Тk + (k + 1) і індук цій ний пе рехід до ве-
де но.

Відповідь: n пря мих, се ред яких не має па ра лель них і ніякі три з них не 
пе ре ти на ють ся в одній точці, ділять пло щи ну на Тn = 2 + 3 + 4 + ... + n час тин.
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Прик лад 4.  Пло щи ну поділе но на час ти ни кіль ко ма пря ми ми. До ведіть, 
що ці час ти ни пло щи ни мож на по фар бу ва ти в два коль о ри так, що довільні 
дві суміжні (за стороною) час ти ни ма ти муть різні коль о ри.

До ве ден ня
1) Для то го щоб ско рис та ти ся ме то дом ма те ма тич ної індукції, пе ре фор-

му люємо умо ву за дачі: «На пло щині про ве де но n пря мих ...».
2) Те пер мож на розг ля ну ти ба зу індукції – ви па док, ко ли n = 1. Оче вид-

но, що відповідне по фар бу ван ня мож на здійсни ти.
3) Індукційний пе рехід. Як що маємо k пря мих, то пло щи на роз фар бо ва на 

так, що дві довільні суміжні час ти ни ма ють різні коль о ри. Про во ди мо k + 1 
пря му і пе ре фар бо вуємо в про ти леж ний колір усі об ласті з од но го бо ку від 
неї. Маємо шу ка не по фар бу ван ня.

Тоді тверд жен ня за дачі є пра виль ним для довіль но го чис ла пря мих.

Прик лад 5.  (Гра «Ха нойсь ка баш та»). Маємо ди тя чу пірамідку з n 
кіль ця ми і два стержні та кої са мої ви со ти (мал. 6.55). Мож на пе рек ла да ти 
кіль ця з од но го стерж ня на інший, але не мож на при цьо му клас ти біль ше 
кіль це на мен ше. До ведіть: а) мо жна пе ре клас ти всі кіль ця на один із віль-
них стержнів і б) це мож на зро би ти за (2n − 1) пе рек ла дан ня.

Мал. 6.55

До ве ден ня
1) Ба за індукції. Верхнє кіль це кла де мо на один із стержнів (№ 1), а дру-

ге – на інший (№ 2). Потім мен ше кіль це знімаємо зі стерж ня № 1 і кла де-
мо на стер жень № 2. Маємо, що мен ше кіль це зна хо дить ся по верх біль шо-
го, а за галь не чис ло пе рек ла дань для n = 2 ста но вить 3 = 22 − 1. 

2) Індукційний пе рехід. Маємо k кілець на од но му зі стержнів. Зроб ле но 
це за (2k − 1) кроків. Тре ба до вес ти: а) мож на k + 1 кіль це пе рек лас ти на один 
стер жень і б) зро би ти прито му 2k+1 − 1 пе рек ла дан ня. Доведемо це.

2-а) За (2k − 1) кроків пе рек ла де мо всі кіль ця, крім ос таннь о го (k + 1)eго, на 
один стер жень. 2-б) Ос таннє (k + 1)eе кіль це пе рек ла де мо на віль ний стер-
жень. 2-в) Потім за 2k − 1 кроків пе рек ла де мо всі інші кіль ця на нь о го (мож-
на зро би ти за умо вою). 

Ма ємо за галь ну кількість кроків 
(2k − 1) + 1 + (2k − 1) = 2 · 2k − 1 = 2k+1 − 1. 

Індукційний пе рехід до ве де но.
Тоді: а) мо жна пе рек лас ти всі n кілець на один із віль них стержнів 

відповідно до умови; б) це мож на зро би ти за (2n − 1) пе рек ла дан ня.

Зав дан ня для са мостійно го розв’язу ван ня

1. На скіль ки три кут ників мож на поділи ти neкут ник (не обов’яз ко во опук лий) 
йо го діаго на ля ми, що не пе ре ти на ють ся? 
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2. Виз нач те чис ло діаго на лей, що не пе ре ти на ють ся і поділя-
ють  neкут ник на три кут ни ки.

3. На скіль ки час тин опук лий neкут ник поділяєть ся всіма 
йо го діаго на ля ми, як що будьeякі три з них не пе ре ти на-
ють ся в одній точці?

4. До ведіть, що пра виль ний три кут-
ник мож на по діли ти на n пра-
виль них три кут ників, по чи на ю чи 
із чотирьох. 

 (Порада. Див. мал. 6.56.)
5. Укажіть усі зна чен ня n, для яких 

не мож на квад рат роз рі за ти на n 
мен ших квад ратів.

6. Да но n довіль них квад ратів. До ведіть, що їх мож на 
розріза ти на час ти ни так, що з отрима них час тин можна 
скласти но вий квад рат.

7. Пло щи ну поділе но на час ти ни кіль ко ма ко ла ми. До ведіть, 
що ці час ти ни пло щи ни мож на роз фар бу ва ти в два коль о-
ри так, що довільні дві суміжні (за стороною) час ти ни 
ма ти муть різні коль о ри.

8. На пло щині да но кіль ка кіл. У кож но му з них про ве де на 
хор да. До ведіть, що от ри ма ну «кар ту» мож на роз фар бу ва-
ти трь о ма коль о ра ми так, що дві суміжні (за стороною) 
об ласті ма тим уть різні коль о ри.

9. На пло щині m то чок розмісти ли так, що на кожній 
прямій, яка спо лу чає дві з цих то чок, містить ся хо ча б ще 
од на з них. До ведіть, що всі ці m то чок ле жать на одній 
прямій. 
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Ге о метрія не мов би 
сим волізує все, по - 
в’яза не з прак ти-
кою, а по езія − все, 
пов’яза не з мрією. 
Але в царстві уя ви 
во ни споріднені і 
по винні йти в парі, 
як до ро гоцінна спад-
щи на кож ної мо ло-
дої лю ди ни.

Фло ренс Мілнер

Біль ше дізна ти ся з цієї те ми мож на в літе ра турі:
1. Ген кин С. А., Итен берг И. В., Фо мин Д. В. Ле ни нг ра дс кие ма те ма ти чес кие круж-

ки. – Ки ров: «АСК», 1994.
2. Спи вак А. В. Ма те ма ти чес кий кру жок. – М.: Посев, 2003.
3. Та деєв В. О. Не фор маль на ма те ма ти ка. 6–9 кла си. – Тер нопіль: На вчаль на кни-

га – Бог дан, 2003.
4. Шус теф Ф. М. Сбор ник олим пи ад ных за дач по ма те ма ти ке. – Минск: Вы шэйш. 

шк., 1977.

Той, хто не знає математики, не може пізнати ніякої іншої 
науки, не може навіть збагнути свого невігластва, а тому не 
шукає й ліків від нього.

Роджер Бекон

Здо ров’я  вам і та ла ну, любі друзі!

Мал. 6.56

Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   250Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   250 7/1/2009   13:08:187/1/2009   13:08:18



251

ПЕРЕВІР СЕБЕ
ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПІДСУМКОВОГО ПОВТОРЕННЯ 

КУРСУ ПЛАНІМЕТРІЇ В ТЕСТОВІЙ ФОРМІ

     Недостатньо мати хороший розум,
     Головне – уміти його використовувати.

Рене Декарт 

Пропоновані завдання в тестовій формі дадуть вам змогу швидко отри-
мати інформацію про те, чи дійсно ви засвоїли програму з геометрії для за-
гальноосвітніх навчальних закладів з певної теми та підготуватися до під-
сумкової атестації після закінчення 9-го класу і навіть випускного зовніш-
нього оцінювання (по темах планіметрії). 

Зауваження. Пропоновані завдання за складністю орієнтовані на се-
редній і підвищений рівень (друга частина зовнішнього оцінювання та ви-
пускного оцінювання за курс школи ІІ ступеня). Зірочкою позначено за-
вдання, дещо складніші за інші або такі, що вимагають знання фактів, які 
відповідають програмі класів з поглибленим вивченням математики. Пере-
вірити правильність виконання завдань вам допоможуть відповіді, наведе-
ні в розділі «Відповіді і поради». 

 
У завданнях 1–38 треба обрати з пропонованих відповідей ОДНУ, яка 

є, на вашу думку, правильною.
1. Уздовж прямої вулиці завдовжки 800 м від одного її кінця до іншого (по 

прямій) потрібно посадити дерева. Скільки для цього треба викопати 
квадратних ям (периметр кожної 2 м), щоб відстань між деревами дорів-
нювала 5 м?

А Б В Г Д

160 158 200
Інша 

відповідь
159

2. У якому відношенні потрібно поділити відрізок на дві частини так, щоб 
середина меншої з них поділяла відрізок у відношенні 1 : 3?

А Б В Г Д

1 : 3 1 : 2 1 : 4 2 : 1 2 : 3

3. Третина кута α дорівнює п’ятій частині кута, суміжного з α. Який кут 
більший: , чи суміжний з ним?

А Б В Г Д

α Ці кути 
рівні

Порівняти не 
можна

Суміжний з α Інша 
відповідь

4. Кут між бісектрисою одного із суміжних кутів і їхньою спільною сторо-
ною дорівнює третині кута між бісектрисами цих суміжних кутів. Зна-
йдіть ці суміжні кути.

А Б В Г Д

60° і 120° 90° і 90° 40° і 120° 30° і 150° Інша 
відповідь
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5. Після побудови бісектрис заданих суміжних кутів отримали три прямі 
кути. Якими були задані суміжні кути?

А Б В Г Д

45° і 135° 60° і 120° 30° і 90° 90° і 90° Інша 
відповідь

6. Сторони двох кутів взаємно перпендикулярні. Чи рівні дані кути?

А Б В Г Д

Так, завжди Ні Не завжди
Порівняти 
не можна

Інша 
відповідь

7. Укажіть, скільки з наведених тверджень є правильними.
 1) Не можна побудувати вертикальний кут для кута, більшого за роз-

горнутий.
 2) Бісектриси суміжних кутів взаємно перпендикулярні.
 3) Для кутів, утворених перетином двох прямих, сума двох суміжних 

кутів може дорівнювати сумі двох верти каль них кутів.
 4) Градусні міри двох суміжних кутів можуть бути чисельно представ-

лені парними числами.
 5) Градусні міри двох суміжних кутів можуть бути чисельно представ-

лені тільки непарними числами.

А Б В Г Д

Одне Три Два Чотири Інша відповідь

8*. Укажіть, скільки з наведених тверджень є правильними.
 1) Якщо серединні перпендикуляри до всіх сторін трикутника прохо-

дять через вершини цього трикутника, то такий трикутник рівносто-
ронній.

 2) У довільному трикутнику сума довжин трьох його висот більша за 
периметр цього трикутника.

 3) У будь-якому нерівнобедреному трикутнику основа бісектриси три-
кутника міститься між основами медіани і висоти, проведеними з тієї 
самої вершини.

 4) Якщо сторони двох кутів взаємно перпендикулярні, то такі кути рівні.
 5) Якщо сторони одного кута відповідно паралельні сторонам другого 

кута, то такі кути або рівні, або їх сума дорівнює 180°.

А Б В Г Д

Одне Два Три Чотири П’ять

9. Один з кутів трикутника дорівнює 48°. Знайдіть гострий кут, утворений 
бісектрисами двох інших кутів цього трикутника.

А Б В Г Д

114° 96° 74° 66° Інша відповідь

10*. Бісектриса кута при основі рівнобедреного трикутника утворює з його 
бічною стороною кут, що дорівнює куту при основі. Знайдіть кути три-
кутника.
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А Б В Г Д

36°, 72°, 72° 30°, 30°, 120° Інша 
відповідь

42°, 42°, 96° Визначити 
неможливо

11*. Бісектриси двох внутрішніх кутів гострокутного трикутника перети-
нають сторони цього трикутника під кутами 63° і 81°. Знайдіть кути 
трикутника.

А Б В Г Д

36°, 54°, 90° 82°, 80°, 18° 60°, 72°, 48° 30°, 66°, 84° Інша 
відповідь

12*. Трикутник АВС – прямокутний, ВР і СЕ – бісектриси його гострих ку-
тів, відрізки РK і ЕМ – перпендикулярні до ВС. Знайдіть кут KАМ.

А Б В Г Д

90° 60° Інша відповідь 135° 45°

13. Сторони АВ і А1В1 трикутників АВС і А1В1С1 належать одній прямій, а 
вершини С і С1 – прямій, яка паралельна першій. Знайдіть відношен-
ня площ трикутників АВС і А1В1С1, якщо АВ : А1В1 = 2.

А Б В Г Д

1/2 4 2 1/4 Інша відповідь

14. Точка М ділить сторону ВС паралелограма АВСD у відношенні 2 : 3, 
рахуючи від вершини В. Знайдіть відношення площі трикутника АВМ 
до площі чотирикутника АМСD.

А Б В Г Д

4 4 : 9 1 : 4 2 : 3 Інша відповідь

15. Укажіть, скільки з наведених тверджень є правильними.
 1) Існує трикутник з відношенням сторін 2 : 3 : 6.
 2) Існує трикутник з відношенням кутів 150 : 120 : 35.
 3) Довжини бічних сторін рівнобедреного трикутника можуть дорів-

нювати по 10 м, а основа – 20,01 м.
 4) Довжина одного відрізка на 1 см більша за довжину другого і на 4 см 

більша за довжину третього. З цих відрізків можна скласти трикут-
ник, периметр якого дорівнює 10 см.

 5) Існує вписаний чотирикутник з відношенням мір кутів (узятих по-
слідовно) 1 : 2 : 4 : 3.

 6) Існує описаний чотирикутник з відношенням 
довжин сторін (узятих послідовно) 1: 6 : 4 : 3.

А Б В Г Д

Одне Три Жодного Чотири Інша відповідь

16. За малюнком Т-1 знайдіть градусну міру кута 
DBA (точка О – центр кола). 

А Б В Г Д

90° 87° 46° 67° Інша відповідь Мал. T-1
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17. Один з кутів трикутника дорівнює 55°. Сторони трикутника, що утво-
рюють цей кут, можна бачити з центра кола, описаного навколо цього 
трикутника, під кутами, міри яких відносяться як 2 : 3. Знайдіть ці 
кути. 

А Б В Г Д

100° і 150° 50° і 75° Визначити 
не можна

80° і 30° Інша 
відповідь

18*. Кут при вершині рівнобедреного трикутника дорівнює 20°. На одній з 
його бічних сторін як на діаметрі побудовано коло. Знайдіть градусні 
міри дуг, що відтинаються на цьому колі іншими сторонами трикут-
ника. 

А Б В Г Д

40°, 60°, 80° 40°, 40°, 100° 20°, 20°, 120° Інша відповідь 20°, 20°, 140°

19*. Із спільної точки до кола провели дві дотичні. Визначте кут між цими 
дотичними, якщо міра однієї з дуг, обмеженої точками дотику, дорів-
нює 120° 36′. 

А Б В Г Д

60° 18′ 59° 24′ 239° 24′ 60° 36′ Інша відповідь

20*. На малюнку Т-2 зображено два кола (з центрами О і О1). Знайдіть гра-
дусну міру дуги СNK, якщо ∪BMD = 130°, а АВ і АD – дотичні до мен-
шого кола.

А Б В Г Д

Визначити 
неможливо

260° 100° 50° Інша 
відповідь

21. Гіпотенуза прямокутного трикутника до-
рівнює 16 м. Знайдіть відстань між орто-
центром (точкою перетину висот) і цен-
тром кола, описаного навколо трикутника. 

А Б В Г Д

16 м 4 м Інша відповідь 8 м 2 м

22*. Довжини сторін трикутника 13 см, 14 см 
і 15 см. Знайдіть радіус кола з центром на 
середній за довжиною стороні трикутни-
ка, що дотикається до двох інших його сторін. 

А Б В Г Д

6 см  см Визначити неможливо 7 см 3 см

23*. Сторони трикутника відносяться як 2 : 3 : 4. У нього вписано півколо з 
діаметром, що лежить на більшій стороні. Знайдіть відношення площі 
півкруга, обмеженого півколом, до площі трикутника.

А Б В Г Д

3 : 5 Інша відповідь

Мал. T-2
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24. У рівнобічній трапеції середня лінія дорівнює 5 см, а діагоналі взаємно 
перпендикулярні. Знайдіть площу трапеції. 

А Б В Г Д

125 см2 25 см2  см2 50 см2 Інша відповідь

25. У рівнобедрену трапецію вписано коло. Порівняйте відношення дов-
жини цього кола до периметра трапеції з відношенням площі круга, 
обмеженого даним колом, до площі трапеції.

А Б В Г Д

1 : 2 2 : 1 1 : 4 1 : 1 Інша відповідь

26. Знайдіть кути двох подібних трикутників, якщо кожна сторона одного 
з них на 5 см більша за відповідну сторону іншого. 

А Б В Г Д

Інша відповідь 60° , 30°, 90° 36°, 72°, 72° 45°, 45°, 90° 60°, 60°, 60°

27. У трикутнику через середину однієї із сторін провели прямі, паралель-
ні двом іншим сторонам трикутника. Знайдіть суму площ двох утворе-
них трикутників, якщо площа заданого трикутника дорівнює 24 см2.

А Б В Г Д

6 см2 12 см2 18 см2 20 см2 Інша відповідь

28*. У прямокутному трикутнику довжини катетів дорівнюють 6 см і 8 см. 
Через точку перетину його бісектрис провели прямі паралельно його 
катетам. Знайдіть відношення площі утвореного прямокутника до 
площі заданого трикутника.

А Б В Г Д

Інша відповідь 6 : 1 1 : 6 1 : 4 1 : 12

29*. У трикутнику АВС через точку перетину його ме-
діан М провели відрізок МР паралельно стороні 
АС (мал. Т-3). Знайдіть площу трикутника СРМ, 
якщо площа трикутника АВС дорівнює S.

А Б В Г Д

Інша 
відповідь

30*. У прямокутному трикутнику з точки перетину медіан провели перпен-
дикуляри до катетів. Знайдіть площу утвореного прямокутника, якщо 
площа заданого трикутника дорівнює S.

А Б В Г Д

Інша 
відповідь

Мал. T-3
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31. Кути трапеції відносяться як 3 : 4 : 5 : 6. Який кут утворюється продов-
женням бічних сторін цієї трапеції? 

А Б В Г Д

Задана трапеція не існує 90° 40° 60° Інша відповідь

32. Одна з діагоналей ромба дорівнює 4 м, а друга утворює зі стороною 
ромба кут 30°. Знайдіть площу ромба.

А Б В Г Д

32 м2 16  м2 16 м2 8  м2 Інша відповідь

33. Знайдіть на осі абсцис точку, рівновіддалену від точок А (4; 1) і В (1; 4).

А Б В Г Д

(1; 0) (0; 0) (0; 1) (1; 1) Інша відповідь

34. Знайдіть відстань між точкою А(2; –1) і центром кола, заданого рів-
нянням .

А Б В Г Д

Коло не існує 1 7 Інша відповідь

35. Укажіть, скільки з наведених тверджень є правильними.
 1) Центр кола є його центром симетрії.
 2) Прямокутник має один центр симетрії – точку перетину діагоналей.
 3) Паралелограм не має центра симетрії.
 4) Середина відрізка є його центром симетрії.
 5) Промінь має безліч центрів симетрії.

А Б В Г Д

Чотири Одне Два Три Інша відповідь

36*. Укажіть, скільки з наведених тверджень є правильними.
 1) Сума довжин діагоналей опуклого чотирикутника більша за його 

півпериметр.
 2) Серединні перпендикуляри до двох сторін правильного багатокут-

ника не можуть бути паралельними.
 3) Прямі, що містять бісектриси двох кутів правильного багатокутни-

ка, можуть бути паралельними.
 4) Градусна міра зовнішнього кута правильного n-кутника дорівнює 

360° : n.
 5) Сума довжин діагоналей опуклого чотирикутника більша за його пе-

риметр.

А Б В Г Д

Одне Два Три Чотири П’ять

37. Сторони правильного трикутника, квадрата і правильного шестикут-
ника рівні. Знайдіть відношення площ цих фігур.

Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   256Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   256 7/1/2009   13:08:207/1/2009   13:08:20



257

А Б В Г Д

2 : 3 : 6 Інша відповідь 1 : 4 : 6

38. Знайдіть довжину кола, вписаного в ромб, довжини діагоналей якого 
6 см і 8 см.

А Б В Г Д

9,6 см 9,6  см (2,4 )2 см Інша відповідь 4,8  см

39. Знайдіть суму тангенсів гострих кутів прямокутного трикутника, 
якщо відношення площі цього трикутника до площі квадрата, побудо-
ваного на його гіпотенузі, дорівнює k.

А Б В Г Д

k Інша відповідь

У завданнях 40–51 оберіть правильну, на вашу думку, відповідь. ЇХ 
МОЖЕ БУТИ КІЛЬКА. 

40. З точки O виходять три промені: ОА, ОВ, ОС. Відомо, що , 
. Якою може бути градусна міра кута АОС?

А Б В Г Д

85° 325° 15° 275° 345°

41. Промені а і b утворюють кут 120°, а прямі а і с перетинаються під ку-
том 30°. Якою може бути градусна міра кута, сторони якого належать 
прямим b і с, якщо всі три прямі а, b, с перетинаються в одній точці?

А Б В Г Д

150° 90° 270° 210° 300°

42. Точки А, В, С розміщено на одній прямій. Причому АВ = 5,7 м, ВС = 
= 730 см. Якою може бути довжина відрізка АС в дециметрах?

А Б В Г Д

16 дм 18 дм 130 дм 148 дм Інша відповідь

43. На прямій позначено точки А, В і С. Причому АС > АВ і СB = 2AВ. Від 
точки С відклали відрізок СМ так, що СМ = МВ. Порівняйте відрізки 
МС і АВ. 

А Б В Г Д

МС = АВ МС � AB MC < AB Порівняти неможливо МС > AB

44*. На прямій позначено точки А, В і С. Причому AB < AC < 1,89AB. По-
рівняйте відрізки ВС і АВ.
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А Б В Г Д

АВ > ВС АВ < ВС ВС < 0,89 АВ ВС < 2,89 АВ Порівняти 
неможливо

45. Дві сторони прямокутного трикутника дорівнюють 3 см і 6 см. Знай-
діть третю сторону трикутника. 

А Б В Г Д

3  м  см 3  см Інша відповідь 3  см

46. Сума квадратів медіан прямокутного трикутника дорівнює 150 см2. 
Знайдіть найбільшу із сторін цього трикутника. 

А Б В Г Д

Інша 
відповідь 15  см 10 дм 10 см

 
дм

47. З точки М проведено до кола січну і дотичну. Точку дотику позначили 
як D, а січна перетинає коло по діаметру АВ. Знайдіть градусну міру 
дуги ВD, якщо . 

А Б В Г Д

24° 132° 156° 48° 228°

48. Знайдіть суму двох кутів, один з яких є кутом паралелограма, а дру-
гий – кутом між висотами паралелограма, проведеними з вершини 
першого кута.

А Б В Г Д

90° або 270° 135° 180° У загальному випадку 
визначити неможливо

Інша 
відповідь

49. Запишіть рівняння прямої, що дотикається до кола x2 + y2 = 9 у точці 
його перетину з віссю абсцис.

А Б В Г Д

y = 3 х = 3 y = x x = –3 y = –3

50*. Запишіть рівняння прямої, що проходить через точку М(1; 2) і дотика-
ється до кола (x + 2)2 + (y – 2)2 = 4. 

А Б В Г Д

2x + y – 

– 2 – 2  = 0
y = x + 3 y = – x + 3

2x – y –

– 2 + 2  = 0

Інша 
відповідь

51*. У площині прямокутника ABCD взято точку М. Знайдіть  ⋅ , 
 якщо  ⋅  = 3.

А Б В Г Д

–3 3
Визначити 
неможливо

Інша 
відповідь

0
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52*. Дано паралелограм ABCD. Пряма l перетинає прямі AB, AC і AD відпо-
 відно в точках B1, C1 і D1. Причому  = α ,  = β ,  = γ . 
 Знайдіть значення , якщо α = 2, а β = 3.

А Б В Г Д

Визначити неможливо 5

У завданнях 53–60 підберіть з правого стовпчика продовження до ви-
разів лівого так, щоб (разом із заданими кольором словосполученнями) 
утворилися правильні твердження. УВАГА:

• одному виразу лівого стовпчика можуть відповідати кілька виразів 
правого;

• деякі твердження правого стовпчика можуть бути використані кіль-
ка разів, а деякі залишаться незадіяними. 

53. Сформуйте правильні твердження.

Якщо 
послідовно 
сполучити 

А) кінці двох діаметрів ко ла, 
Б) кінці двох нерівних від-
різків, що перетина ються під 
прямим кутом і діляться точ-
кою перетину навпіл, 
В) кінці двох рівних від різ ків, 
що діляться точкою їхнього 
перетину навпіл, 
Г) через одну середини сторін 
пра виль ного восьмикут ника, 
Д) середини сторін рівно бед-
ре ної трапеції, діагоналі якої 
перетинаються  під прямим ку-
том,

то 
утвориться

1) трапеція.
2) прямокутник.
3) паралелограм.
4) квадрат.
5) ромб.
6) вписаний 
чоти рикутник.
7) точка.

54*. Сформуйте правильні твердження.

При перетині 
бісектрис 
кутів

А) паралелограма 
Б) ромба
В) трапеції
Г) прямокутника
Д) вписаного чотири-
кут ника
Е) рівнобічної трапе ції

утворюється

1) трапеція.
2) прямокутник.
3) паралелограм.
4) квадрат.
5) ромб.
6) вписаний чотири кут-
ник.
7) точка.

55. Сформуйте правильні твердження.

Якщо 
трапеція

А) вписана,
Б) описана,
В) рівнобедрена,
Г) за бісектриси кутів при одній 
основі має діагоналі,
Д) має діагоналі, перпендикулярні 
до бічних сторін,

 то вона 

1) прямокутна.
2) рівнобедрена.
3) має однакові су-
ми довжин основ і 
довжин бічних сто-
рін.
4) вписана.
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56*. Сформуйте правильні твердження.

Якщо 
послідовно 
сполучити 
середини 
сторін

А) опуклого  чотири кут -
ника, 
Б) ромба,
В) трапеції,
Г) прямокутника,
Д) рівнобічної трапе ції, 
Е) паралелограма,
Є) вписаного  чотири кут-
ника,

то 
утвориться

1) трапеція.
2) прямокутник.
3) паралелограм.
4) квадрат.
5) ромб.
6) вписаний  чотири кут ник.
7) прямокутна трапеція.
8) рівнобедрена трапеція.

57. Сформуйте правильні твердження.

Якщо

А) пряма паралельна осі абсцис,
Б) пряма паралельна осі ординат,
В) пряма утворює кут α з додатним 
напрямом осі абсцис,
Г) пряма утворює кут α з додатним 
напрямом осі ординат,
Д) пряма утворює кут α з від’ємним 
напрямом осі ординат,

то

1) її кутовий коефіцієнт не 
існує.
2) її кутовий коефіцієнт 
дорівнює (–ctgα).
3) її кутовий коефіцієнт 
дорівнює нулю.
4) її кутовий коефіцієнт 
дорівнює tgα.
5) її кутовий коефіцієнт 
дорівнює (–tgα).
6) її кутовий коефіцієнт 
дорівнює ctgα.

58*. Сформуйте правильні твердження.

Якщо

А) прямі перети на ють-
ся,
Б) прямі паралельні, 
В) прямі збігаються,
Г) прямі перпенди ку-
ляр   ні, 
Д) прямі паралельні бі -
сек  три сі ІІІ коорди нат-
ної чверті,
Е) прямі перпенди ку-
ляр ні до бісектриси І 
ко  ор ди натної чверті,

то

1) їхні кутові коефіцієнти дорівнюють –1.
2) їхні кутові коефіцієнти за модулем 
рівні.
3) у рівнянні прямих вільні члени 
однакові.
4) їхні кутові коефіцієнти рівні.
5) їхні кутові коефіцієнти дорівнюють 1.
6) прямі мають вигляд x = const.
7) кутовий коефіцієнт однієї дорівнює 
оберненому значенню кутового коефі-
цієнта другої прямої, взятого з про ти-
лежним знаком. 
8) їхні кутові коефіцієнти не можуть 
бути рівними.

59*. Укажіть, скориставшись твердженнями правого стовпчика, як 
пов’язані градусні міри кутів α і β, якщо виконується твердження лі-
вого стовпчика (сума α + β не перевищує 180°).

Якщо

А) sin α = sin β,
Б) cos α = cos β,
В) sin α = cos β,
Г) sin β = cos α,
Д) sin2 α + cos2 β = 1,

то

1) α + β = 45°.
2) α + β = 90°.
3) α + β = 180°.
4) α + β = 60°.
5) α = β.
6) α + β = 30°.
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60. Сформулюйте правильні твердження.

Якщо

А)  || ,
Б)  = λ ,
В)  ↑↑  і 2 = 2,
Г)  ⋅  = 0,
Д)  + 2  = 0,
Е)  || ,  || ,  ||/ ,

то

1) вектори  і  не завжди рівні, але 
мають рівні модулі.
2) вектори  і  рівні.
3) вектори  і  перпендикулярні.
4) вектори  і  колінеарні.
5) вектор  є нуль-вектором.
6) вектори  і  протилежно напрямлені.
7) вектори  і  співнапрямлені.
8)  = λ .

У завданнях 61–64 потрібно заповнити порожні клітинки таблиці 
так, щоб по горизонталях отримати правильні твердження. 

61. Заповніть таблицю так, щоб утворилися правильні твердження.

1)  ГМТ середин рівних хорд даного кола є

2)  ГМТ
вершин прямокутних трикутників 
зі спільною гіпотенузою

є

3)  ГМТ
центрів кіл, що проходять через
задані дві точки,

є

4)  ГМТ
центрів рівних кіл, що проходять 
через задану точку,

є

5)  ГМТ
центрів кіл, що дотикаються
до двох даних паралельних прямих,

є

6)  ГМТ
центрів кіл, дотичних до двох
даних прямих, що перетинаються,

є

62*. Заповніть таблицю, щоб утворилися правильні твердження.

1) Середини сторін чотирикутника 
послідовно сполучили – отримали 
прямокутник.

Тоді заданий чотирикутник 
відрізняє те, що 

2) Середини сторін чотирикутника 
послідовно сполучили – отримали 
ромб.

3) У чотирикутник можна вписати 
коло, а дві суміжні його сторони 
рівні.

4) Середини сторін чотирикутника 
послідовно сполучили – отримали 
квадрат.

5) Навколо чотирикутника можна 
описати коло, а один з його кутів – 
прямий.
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63*. Заповніть таблицю.

ФІГУРА Осі симетрії 
(вказати кількість і які саме прямі)

1) Рівносторонній трикутник

2) Коло

3) Дві прямі, що перетинаються

4) Квадрат

5) Правильний шестикутник

64. Заповніть порожні клітинки таблиці.

Міра зовнішнього кута правильного 
багатокутника

18° 40° 72° 60°

Кількість сторін правильного 
багатокутника

У завданнях 65–85 допишіть умову так, щоб задача була коректно сфор-
мульована і мала розв’язок або щоб утворене твердження було правильним.
65. Доведіть, що перпендикуляри, проведені до сторін кута в точках, що 

рівновіддалені від його вершини, перетинаються на .........................
66. Доведіть, що бісектриси двох рівних кутів, що утворилися при пере-

тині двох паралельних прямих січною, ...........................................
67. Доведіть, що бісектриси двох нерівних кутів, що утворилися при пе-

ретині двох паралельних прямих січною, .......................................
68. У трикутниках АВС і А1В1С1 висоти СK і СK1 рівні. Доведіть, що ці 

трикутники рівні, якщо ...............................................................
69*. Якщо бісектриса зовнішнього кута трикутника паралельна його сто-

роні, то такий трикутник ..............................................................
70. Якщо сума двох кутів трикутника більша за його інший кут, то такий 

трикутник ..................................................................................
71*. Два трикутники рівні за двома сторонами і кутом не між ними, якщо 

заданий кут ................................................................................
72*. У рівнобічній трапеції висота дорівнює середній лінії. Доведіть, що її 

діагоналі ....................................................................................
73*. Доведіть, якщо в трикутнику різниця двох кутів дорівнює прямому 

куту, довжини бісектрис внутрішнього і зовнішнього кутів при вер-
шині третього кута ......................................................................

74*. Два кола дотикаються одне до одного у точці K. Через точку K прове-
ли пряму, що перетинає ці кола в точках А і В. Тоді діаметри цих кіл 
АМ і ВР у випадку: а) зовнішнього дотику .....................................; 
б) внутрішнього дотику ................................................................

75. Продовження висоти ВK трикутника АВС перетинає коло, описане 
навколо цього трикутника, у точці Р; ВМ – діаметр цього кола. Дове-
діть, що РМ і АС ..........................................................................

76*. Два кола перетинаються в точках А і В, АK і АМ – діаметри цих кіл. 
Тоді відрізки KВ і ВМ ..................................................................
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77*. Радіуси АО і ОВ взаємно перпендикулярні й обмежують чверть кола. 
На відрізках АО і ОВ як на діаметрах побудовано два кола. Точку їх-
нього перетину, що міститься в заданій чверті кола, позначено че-
рез С. Доведіть, що точки А, С і В ...................................................

78. Висота трапеції, проведена з вершини меншої основи, ділить більшу 
основу на відрізки, що дорівнюють півсумі і піврізниці основ цієї тра-
пеції. Тоді дана трапеція ..............................................................

79*. Два трикутники подібні. Кожна із сторін одного з них відрізняється 
від відповідної сторони другого на одне й те саме число. Доведіть, що 
ці трикутники .............................................................................

80. Рівняння  буде рівнянням кола (ненульового радіуса) 
за умови .....................................................................................

81. Рівняння  буде рівнянням кола (ненульового раді-
уса) за умови ...............................................................................

82. З однієї вершини опуклого 16-кутника можна провести не більше як ..
................................................................................. діагоналей.

83*. Опуклий n-кутник має ................................................ діагоналей.
84*. Пряма  дотикається до кола  тоді й тільки тоді, 

коли виконується співвідношення .................................................
85. Якщо вектор колінеарний довільному вектору площини, то .............. 

 У завданнях 86–128 запишіть тільки відповідь.

86. Дві бісектриси трикутника утворюють з його сторонами кути 99° і 
117°. Знайдіть кути трикутника.

87. На стороні АС трикутника АВС позначено точку М так, що площа три-
кутника АВМ в 2 рази більша за площу трикутника ВСМ. Порівняйте 
довжини відрізків АМ і МС.

88. Площа трикутника АВD на малюнку Т-4 більша 
за площу трикутника АСD. Порівняйте площі 
трикутників АВО і СDO.

89*. Висота і медіана, проведені з однієї вершини три-
кутника, поділяють його кут на три рівні части-
ни. Знайдіть кути трикутника.

90. У рівнобедреному трикутнику: бічна сторона 
біль ша за висоту, проведену до основи на 4 см; 
відстань від точки перетину медіан до основи – 2 см. Обчисліть площу 
трикутника.

91. Периметр рівнобедреного трикутника дорівнює 120 мм, а одна з його 
сторін – 28 мм. Якої довжини можуть бути інші сторони цього трикут-
ника?

92. Один з кутів прямокутного трикутника дорівнює 60°, а різниця гіпо-
тенузи і меншого з катетів – 4 см. Знайдіть ці сторони трикутника.

93*. Точка дотику кола, вписаного в прямокутний трикутник, поділяє гі-
потенузу цього трикутника на відрізки завдовжки 3 см і 2 см. Знай-
діть площу заданого трикутника. 

94*. Знайдіть кути рівнобедреного трикутника, бічна сторона якого дорів-
нює 8 см, а середина основи віддалена від бічної сторони на 2 см. 

95. У рівнобедреному трикутнику АВС (АВ = АС) серединний перпендику-
ляр до сторони АС перетинає сторону ВС в точці М. Знайдіть кут 
ВАМ, якщо .

96*. У рівнобедреному трикутнику АВС основа АС = 1 м, . У яких 
межах міститься довжина сторони АВ?

Мал. T-4
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97*. У рівнобедреному трикутнику один з кутів 120°, а основа – 10 см. 
Знайдіть висоту, проведену до бічної сторони.

98*. У рівнобедреному трикутнику один із зовнішніх кутів 60°, а висота, 
проведена до бічної сторони, – 17 см. Знайдіть основу трикутника.

99*. У рівнобедреному трикутнику АВС (АВ = ВС) кут при основі дорів-
нює 75°, АМ – бісектриса, ВМ = 10 см. Знайдіть відстань від точки М 
до основи трикутника. 

100*. До кола, описаного навколо трикутника АВС, провели дотичну в 
точці С та січну через точку В. Причому січна проходить поза три-
кутником АВС і перетинає дотичну в точці D. Знайдіть СDB, якщо 

САD = 36o, CBD = 24o. 
101*. Точки А, В, С, D – вершини трьох рівних квадратів (мал. Т-5). Знай-

діть BАE + САE + DАE.
102*. У рівнобедреному трикутнику кут при основі 

дорівнює α, а радіус вписаного в нього кола r. 
Знайдіть радіус кола, описаного навколо цього 
трикутника.

103. Дано пряму а і відрізок ВС (мал. Т-6). Знайдіть 
на прямій а таку точку А, щоб трикутник АВС 
(з основою ВС) був рівнобедрений.

104. Порівняйте площі квадратів, побудованих на катеті рівнобедреного 
прямокутного трикутника і на висоті цього трикутника, проведеній 
до гіпотенузи.

105*. У трикутнику АВС через точку перетину медіан М провели відрізок МР 
паралельно стороні АВ (мал. Т-7). Знайдіть площу трапеції АРМK, 
якщо площа трикутника АВС дорівнює S, а точка K – середина АВ. 

106*. У трикутнику АВС через точку перетину медіан М провели відрізки 
МР і МK паралельно сторонам АВ і СВ (мал. Т-8). Знайдіть площу 
трапеції АРМK, якщо площа трикутника АВС дорівнює S. 

Мал. T-6 Мал. T-7 Мал. T-8

107. Діагоналі трапеції з основами 12 см і 20 см поділяють її середню лі-
нію на три частини. Знайдіть довжини цих частин. 

108*. Кут між висотами паралелограма, проведеними з однієї вершини, до-
рівнює 30°. Знайдіть площу паралелограма, якщо довжини вказаних 
висот 4 см і 10 см.

109*. Сума довжин діагоналей ромба дорівнює 14 см, а довжина сторони – 
5 см. Знайдіть площу ромба.

110. Висота, проведена з тупого кута рівнобічної трапеції, поділяє її сто-
рону на відрізки 4 см і 8 см. Радіус кола, вписаного в трапецію, дорів-
нює 2 см. Знайдіть кути і меншу основу трапеції.

111*. Висота, проведена з вершини А вписаної трапеції АВСD, поділяє її сто-
рону на відрізки 4 см і 9 см, діагональ АС перпендикулярна до бічної 
сторони. Знайдіть площу трапеції.

Мал. T-5
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112. Висота, проведена з тупого кута вписаної трапеції, поділяє її сторону 
на відрізки 4 см і 8 см. Знайдіть довжини всіх її сторін, якщо відомо, 
що в задану трапецію можна вписати коло.

113. Площа рівнобедреної трапеції 117 см2, довжина меншої основи – 4 см, 
міра гострого кута – 45°. Знайдіть довжину бічної сторони трапеції.

114*. Точки E і F, G і H, K і L, N і M ділять відповідно кожну зі сторін АВ, 
ВС, СD, DА квадрата АВСD на три рівні частини. Відрізки ЕН і МK 
перетинають відрізок GL у точках Q і R відповідно. Обчисліть площу 

 п’ятикутника AEQRM, якщо АВ = 2  см.
115*. Середня лінія трапеції з основами а і b (a < b) ділить її на дві трапеції. 

Знайдіть відношення площ цих трапецій.
116. Коло, вписане в рівнобічну трапецію, поділяє точкою дотику бічну сто-

рону цієї трапеції на відрізки 2 см і 18 см. Знайдіть висоту трапеції.
117. Точка перетину діагоналей ромба віддалена від однієї з його сторін на 
  см. Знайдіть діагоналі ромба, якщо сторона ромба дорівнює 4 м.
118. Визначте, чи лежать 3 точки А(4; –1), В(–8; –1) і С(5; 1) на одній прямій. 
119*. Визначте, чи лежать 3 точки А(4; –1), В(–8; 8) і С(–4; 5) на одній прямій.
120. Запишіть рівняння кола, що дотикається до осей координат, містить-

ся в ІV координатній чверті і радіус якого дорівнює 5.
121. Запишіть рівняння дотичної до кола , що проходить 

через точку (1; –1).
122. Запишіть рівняння прямої, що проходить через точку М(–11; 5) пара-

лельно прямій х = 3.
123. Запишіть рівняння прямої, що проходить через точку М(–1; 2) пара-

лельно прямій .
124*. Запишіть рівняння прямої, що проходить через точку М(–1; 2) пер-

пендикулярно до прямої .
125*. Складіть рівняння кола, що має за центр точку (–1; 3) і дотикається 

до прямої .
126*. Вершини трикутника мають координати: (0; 0), (а; 0), (b; с). Запишіть 

координати: а) центра О описаного навколо цього трикутника кола; 
б) ортоцентра трикутника Н; в) центроїда трикутника М. 

127. Де розміститься центр кола, описаного навколо трикутника ABC, 
 якщо: а)  ⋅  < 0; б)  ⋅  > 0?
128*. У рівнобедреному трикутнику ABC кут B прямий, AC = 2 , BD – ме-

діана. Обчисліть скалярні добутки: а)  ⋅ ; б)  ⋅ ; в)  ⋅ .
129*. У трикутник АВС вписано коло з центром О, що дотикається до сторін 

трикутника в точках Р, Т і Е. Знайдіть модуль вектора  +  + , 
якщо АВ = 5, ВС = 12, СА = 13.

130*. Визначте тип геометричного перетворення, при якому точка А(x; y) 
переходить у точку A1(x1; y1), якщо  x1 = 0,2(2 + 3x + 4y),  y1 = 0,2(–4 – 
– 4x + 3y).

131*. Діагоналі трапеції перетинаються в точці О, S – точка перетину 
продовжень її бічних сторін, M і N – середини основ. Знайдіть відно -

 шен ня меншої основи трапеції до більшої, якщо  5  = 12 .
132*. Точка А(x; y) при паралельному перенесенні на вектор (a; b) та го-

мотетії відносно точки О(xo; yo) з коефіцієнтом k переходить у точ-
ку А1(x1; y1). Знайдіть формули взаємозв’язку між координатами то-
чок А і А1.
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ПІДСУМ КО ВЕ  ПОВ ТО РЕН НЯ  КУР СУ  ПЛАНІМЕТРІЇ

Повторення курсу планіметрії радимо почати, ще раз звернувшись до «Завдань 
для повторення розділу», котрі містяться наприкінці кожного розділу. Нагадаємо, 
що питання обов’язкового (мінімального) рівня знань виділено кольоровою рискою. 
Доцільно спочатку звернутись до завдань в тестовій формі (с. 251), а потім – до за-
вдань, наведених нижче.

 Дана підбірка завдань містить задачі на перевірку знань, набутих у попередні 
роки навчання, готуючи вас до подальших загальних атестацій та випробувань.

Пропоновані завдання поділено на два рівні складності: середній і підвищений. 
За потреби опрацювання завдань обов’язкового (мінімального) рівня звертайтеся до 
задач з нуликами наприкінці параграфів та наприкінці розділів.

Середній  рівень  складності

Три кут ни ки

1. У три кут ни ках АВС і А1В1С1: ∠ А = ∠ А1 = 45°, ∠С = ∠С1 = 105°, А1С1 = 6 см, 
АС = 12 см, MN – се ред ня лінія три кут ни ка АВС (М ∈ АВ, N ∈ ВС). За да ни ми 
за дачі: а) до ведіть, що 	АВС 
 	А1В1С1; б) до ведіть, що 	А1В1С1 = 	MBN; 
в) порівняй те BN і А1В1; г) знайдіть ВС; д) об числіть пло щу три кут ни ка АВС.

2. Два відрізки АВ і СD од на ко вої дов жи ни пе ре ти на ють ся в точці О так, що прямі 
AD і ВС па ра лельні, OD = a, OC = b. За да ни ми за дачі: а) до ведіть, що OА = а, 
ОВ = b; б) знайдіть відно шен ня пе ри метрів три кут ників OAC і ODB; в) знайдіть 
довжини відрізків CB і AD; г) знайдіть площу три кут ни ка ACD; д) знайдіть 
радіус ко ла, впи са но го в три кут ник AOD; е) радіус ко ла, опи са но го нав ко ло три-
кут ни ка BOC, як що ∠ADO = α.

3. Ос но ва рівно бед ре но го три кут ни ка дорівнює b, кут при ос но ві – α. Знайдіть: 
а) пе ри метр три кут ни ка; б) пло щу три кут ни ка; в) радіус опи са но го ко ла; 
г) радіус впи са но го ко ла; д) медіану і висоту, що проведені до бічної сторони.

4. Дві сто ро ни три кут ни ка дорівню ють 4 см і 6 см, кут між ни ми – 60°. Знайдіть: 
а) пло щу три кут ни ка; б) пе ри метр три кут ни ка; в) висоту, проведену до третьої 
сторони; г) радіус опи са но го ко ла; д) радіус впи са но го ко ла.

Чо ти ри кут ни ки

5. Че рез се ре ди ну діаго налі BD па ра ле лог ра ма ABCD пер пен ди ку ляр но до неї про ве-
де на пря ма, що пе ре ти нає сто ро ни BC і AD в точ ках M і T відповідно. За да ни ми 
за дачі: а) до ведіть, що BMDT – ромб; б) знайдіть ра діус ко ла, впи са но го в чо ти ри-
кут ник BMDT, як що BD = 8 см, TM = 6 см.

6. Бічну сто ро ну тра пеції поділе но на n рівних час тин і че рез точ ки поділу про ве де-
но прямі па ра лель но ос но вам тра пеції. Знайдіть дов жи ну відрізків цих пря мих, 
які ле жать між бічни ми сто ро на ми тра пеції, як що ос но ви тра пеції дорівню ють 
23 см та 15 см і: а) n = 2; б) n = 4.

7. Діагональ прямокутника дорівнює 40 см. Пер пен ди ку ляр, про ве де ний з вер ши-
ни пря мо го ку та пря мо кут ни ка до діаго налі, ділить її у відно шенні 2 : 3. Виз нач-
те: а) довжини сто рі н пря мо кут ни ка; б) тангенс кута, ут во ре ного стороною і 
діаго нал лю.

8. Катети пря мо кут но го три кут ни ка дорівнюють 3 м і 4 м. Че рез се ре ди ну його 
гіпо те ну зи про ве де но прямі, па ра лельні ка те там. Виз нач те вид ут во ре но го чо ти-
ри кут ни ка і знайдіть йо го діаго налі.

Ко ло. Ба га то кут ни ки

9. Три кут ник з ку та ми 30°, 60°, 90° опи са но нав ко ло ко ла. Знайдіть гра дусні міри 
дуг, на які ко ло ділить ся точ ка ми до ти ку.
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10. У кут ABC впи са но ко ло. Точ ки до ти ку ділять ко ло на дві час ти ни, які відно-
сять ся як 5 : 4. Виз нач те ку т АВС.

11. Че рез кінці хор ди, яка ділить ко ло у відно шенні 2 : 7, про ве де но дві до тичні. 
Виз нач те ку ти ут во ре но го три кут ни ка.

12. Круг впи са но у три кут ник. Радіуси, про ве дені в точ ки до ти ку, поділи ли пло щу 
кру га на час ти ни, що відно сять ся як 13 : 12 : 11. Знайдіть ку ти три кут ни ка.

13. Бічна сто ро на рівно бед ре но го три кут ни ка дорівнює 6 см, ос но ва – 4 см. 
Знайдіть радіуси впи са но го й опи са но го кіл.

14. Ка те ти пря мо кут но го три кут ни ка дорівню ють 6 см і 8 см. Знайдіть радіуси 
впи са но го й опи са но го кіл.

15. Бічна сто ро на рівнобічної тра пеції дорівнює 5 см, ос но  ви – 4 см і 10 см. 
Знайдіть радіус ко ла, опи са но го нав ко ло тра пеції.

16. Діаметр ве ду чо го ко ле са елект ро во за дорівнює 2 м. Виз нач те швидкість елект-
ро во за, як що ве ду че ко ле со ро бить за 1 хв 100 обертів.

17. Знайдіть діаметр кру га, пло ща яко го дорівнює: а) різ ниці площ двох кругів, 
радіуси яких дорівню ють 10 см і 8 см; б) сумі площ двох кругів, радіуси яких 
дорівнюють 3 см і 4 см.

18. Нав ко ло пра виль но го neкут ни ка зі сто ро ною 6 см опи са но ко ло. Крім то го, у цей 
neкут ник впи са не ко ло. Знайдіть пло щу кіль ця, ут во ре но го дво ма ко ла ми, 
як що: а) n = 3; б) n = 4; в) n = 6.

19. Сто ро на пра виль но го neкут ни ка дорівнює а. Від йо го вер шин відріза ли кру гові 
сек то ри з цент рами у вер ши нах, радіусів b. Знай діть площі ут во ре них фігур, 
якщо: а) n = 3 (мал. П.1-а); б) n = 4 (мал. П.1-б); в) n = 6.

Мал. П.1

Ме тод ко ор ди нат. Век то ри

20. Вер ши ни три кут ни ка розміщено в точках: A(−5; 5), B(8; 8), C(5; −5); BD – бісект-
ри са його внутрішнь о го ку та. За умо вою за дачі: а) до ведіть, що трикут ник 
АВС рівно бед ре ний; б) ви разіть век тор  че рез  і ; в) на пи шіть рівнян ня 
ко ла, діамет ром яко го є сто ро на АС; г) складіть рів нян ня пря мих, на яких 
ле жать сто ро ни три кут ни ка; д) об  чис літь дов жи ну медіани, про ве де ної до сто-
ро ни ВС; е) знай діть ко си ну си кутів  три кут ни ка ABC; є) обчисліть площу 
трикутника ABC.

21. Три кут ник ABC за да ний ко ор ди на та ми своїх вер шин A(0; 12), B(9; 0), C(0; −12); 
K – центр впи са но го в три кут ник ко ла, М – сере ди на сто ро ни АВ. За умо вою 
за дачі: а) знайдіть дов жи ну медіани СМ; б) за пишіть рівнян ня впи са но го 
в трикут ник ко ла; в) за пишіть рівнян ня опи са но го нав ко ло три кут ни ка ко ла; 
г) ви  ра зіть век тор  че рез  і ; д) знай діть ко си нус ку та між век то ра ми 

 і .

По бу до ви

22. По бу дуй те рівно бед ре ний пря мо кут ний три кут ник за йо го гіпо те ну зою.
23. По бу дуй те пря мо кут ний три кут ник за ка те том і бісект ри сою пря мо го ку та.
24. По бу дуй те пря мо кут ник за сто ро ною та діаго нал лю.

Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   267Apostolova_geom_pidr_9_klas_ukr.indd   267 7/1/2009   13:08:247/1/2009   13:08:24



268

25. По бу дуй те пря мо кут ний три кут ник за гіпо те ну зою та відно шен ням ка тетів, 
яке дорівнює 2 : 3.

26. По бу дуй те паралелограм за двома діагоналями і кутом між ними.
27. По бу дуй те ромб, діаго налі яко го відно сять ся як 3 : 5.

Підви ще ний  рівень  склад ності
28. Знайдіть пло щу пря мо кут но го три кут ни ка, один ка тет яко го – 13 см, а ви со та, 

проведена до гіпо те ну зи, дорівнює 12 см.
29. У пря мо кут но му три кут ни ку ос но ва ви со ти, опу ще ної на гіпо те ну зу, відда ле на 

від бічних сторін на 3 см і 4 см. Знайдіть гіпо те ну зу.
30. У пря мо кут но му три кут ни ку бісект ри са гост ро го ку та ділить про ти леж ний 

ка тет у відно шенні 5 : 4. Знайдіть гіпо те ну зу, як що пе ри метр три кут ни ка 
дорівнює 72 см.

31. У пря мо кут но му три кут ни ку з вер ши ни пря мо го ку та про ве дені ви со та дов жи-
ною 48 см і медіана – 50 см. Знайдіть пе ри метр три кут ни ка.

32. Пе ри метр пря мо кут но го три кут ни ка дорівнює 120 мм, ви со та, про ве де на до 
гіпо те ну зи, – 24 см. Знайдіть пло щу три кут ни ка.

33. На ка теті ВС пря мо кут но го три кут ни ка АВС як на діаметрі по бу до ва но ко ло, 
яке пе ре ти нає гіпо те ну зу АВ в точці Р. Знайдіть пло щу три кут ни ка ВСР, як що 
ВС = а, АС = b.

34. Ка тет і гіпо те ну за пря мо кут но го три кут ни ка відно сять ся як 5 : 13. Об чис літь 
пло щу ць о го три кут ни ка, як що су ма радіусів впи са но го й опи са но го кіл 
дорівнює 17 см.

35. До ведіть, що впи са не в пря мо кут ний три кут ник ко ло точ кою до ти ку ділить гіпо-
те ну зу на відрізки, до бу ток яких дорівнює площі три кут ни ка.

36. До ко ла, радіус яко го дорівнює 7 см, із точ ки, відда ле ної від цент ра цього кола 
на 25 см, про ве де но до тичні. Знайдіть відстань між точ ка ми до ти ку.

37. Дві сто ро ни три кут ни ка дорівню ють 27 см і 18 см. З вер ши ни ку та, який во ни 
ут во рю ють, про ве де но бісект ри су. Один з відрізків, на які бісект ри са поділи ла 
третю сторону цього трикутника, дорівнює його бічній сто роні. Знайдіть пе ри-
метр три кут ни ка.

38. У три кут ни ку АВС про ве де но бісект ри су ВР. Знайдіть її дов жи ну, як що 
АВ = 10 см, ВС = 15 см і АС = 20 см.

39. У три кут ни ку дві сто ро ни дорівню ють 13 см і 15 см, а ви со та, про ве де на до 
третьої сторони, – 12 см. Знайдіть діаметр впи са но го ко ла.

40. У рівно бед ре но му три кут ни ку бічна сто ро на дорівнює 10 см, ос но ва – 12 см. 
Знайдіть радіуси впи са но го й опи са но го кіл.

41. У кут 2α впи са но ко ло, радіус яко го дорівнює R. До ко ла про ве де но до тич ну, 
пер пен ди ку ляр ну до бісект ри си ку та (проходить між вер ши ною ку та і ко лом). 
Виз нач те пе ри метр три кут ни ка, який відти нає до тич на від заданого ку та.

42. У рівно бед ре ний три кут ник АВС з ку том α при ос нові впи са но ко ло. Пе ри метр 
три кут ни ка, який ут во рив ся внаслідок спо лу чен ня то чок до ти ку, дорівнює Р. 
Виз нач те пе ри метр три кут ни ка АВС.

43. Дві сто ро ни три кут ни ка дорівню ють а і b, кут між ни ми – α. Знайдіть радіус 
ко ла, яке про хо дить че рез інцентр да но го три кут ни ка та кінці третьої сто ро ни.

Для допитливих
Як що за пи са ти пло щу сег мен та че рез радіан ну міру йо го ду ги α, то ма ти-
мемо ви раз S = 0,5R2(α − sinα).
Звідcи вип ли ває, що при всіх α має місце нерівність sin α < α.

1. До ведіть, що при всіх  спра вд жуєть ся нерівність α < tg α. 

2. Чи мож ли во, щоб су ма радіусів кіль кох кругів бу ла біль шою за 100, а 
су ма їхніх площ – мен шою за 0,01?
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44. У три кут ни ку АВС кут В становить 140°, сто ро на АС дорівнює 1, а площа 
трикутника – 0,7. Круг, радіус яко го дорівнює , має за центр точ ку В. 
Знайдіть пло щу спіль ної час ти ни три кут ни ка АВС і кру га.

45. Знайдіть  пло щу спіль ної час ти ни двох кругів, радіуси яких – 1 і , а відстань 
між їхніми цент ра ми дорівнює 2.

46. Вер ши ни пра виль но го шес ти кут ни ка, сто ро на яко го дорівнює 2, є цент ра ми 
кругів, радіуси яких – . Знайдіть пло щу час ти ни шес ти кут ни ка, що містить-
ся по за ци ми кру га ми.

47. Пря ма, па ра лель на сто ро ні три кут ни ка, ділить йо го на час ти ни, площі яких 
відно сять ся як 2:1, ра ху ю чи від вер ши ни. У яко му відно шенні ця пряма 
поділяє дві інші сто ро ни три кут ни ка?

48. До ко ла, впи са но го в рівно бед ре ний три кут ник з ос но вою 12 см, про ве де на 
до тич на, па ра лель на його ос нові. Об числіть дов жи ну відрізка до тич ної, який 
зна хо дить ся між сто ро на ми три кут ни ка, якщо висота, проведена до основи, 
дорівнює 8 см.

49. Су ма гост рих кутів тра пеції становить 90°, ви со та тра пеції дорівнює 2 см, ос но-
ви – 12 см і 16 см. Знайдіть бічні сто ро ни тра пеції.

50. Біль ша ос но ва тра пеції є діамет ром опи са но го нав ко ло неї ко ла, радіус яко го 
дорівнює R. Гост рий кут тра пеції – α. Виз нач те пло щу тра пеції.

51. Рівнобічна тра пеція опи са на нав ко ло ко ла. Знайдіть пло щу тра пеції, як що її 
ос но ви дорівню ють 8 см і 18 см.

52. Пря мо кут на тра пеція опи са на нав ко ло кру га. Знайдіть пло щу кру га, як що 
ос но ви тра пеції дорівню ють 2 см і 6 см. 

53. Центр впи са но го у тра пецію ко ла відда ле ний від кінців мен шої ос но ви на 
156 см і 100 см, а від кінців бічної сто ро ни – на 156 см і 65 см. Об числіть пло щу 
тра пеції.

54. Діаго наль тра пеції, впи са ної в ко ло, радіус яко го дорівнює R, ут во рює з бічни-
ми сто ро на ми ку ти α і 2α. Виз начте пло щу тра пеції.

55. У пря мо кутній тра пеції бічні сто ро ни дорівню ють 24 см і 25 см, а біль ша діаго-
наль є бісект ри сою гост ро го ку та. Об числіть пло щу тра пеції.

56. Виз нач те гост рий кут ром ба, як що йо го пло ща дорівнює 8 см2, а пло ща впи са-
но го в нь о го кру га – π см2.

57. Ви со та ром ба дорівнює 6 см, од на з діаго на лей – 10 см. Об числіть пло щу ром ба.
58. У па ра ле лог рамі бісект ри са гос тро го ку та, який дорівнює 30°, ділить про ти-

леж ну сто ро ну на відрізки 6 см і 4 см, по чи на ю чи від вер ши ни ту по го ку та. 
Об числіть пло щу па ра ле лог ра ма.

59. У ко ло впи са но квад рат, а в квад рат – ко ло. Пло ща кіль ця, ут во ре но го ко ла ми, 
дорівнює 9π см2. Знайдіть сто ро ну квад ра та.

60. Круг і квад рат ма ють од на кові площі. У круг впи са ли квад рат, а в квад рат – 
круг. Що біль ше: пло ща квад ра та, впи са но го у круг, чи пло ща кру га, впи са но-
го у квад рат? 

61. До ведіть, що су ма відста ней від довіль ної точ ки пра виль но го шес ти кут ни ка до 
пря мих, що містять йо го сто ро ни, є ве ли чи ною ста лою для да но го шес ти кут ни ка 

Для допитливих
До ведіть, що пло щу ар бе ло са Архіме да (внут-
рішня частина площини, обмежена трьома 
півколами, центри яких лежать на одній прямій, 
а діаметр більшого півкола дорівнює сумі діа-
метрів менших півкіл – див. мал.) мож на об чис-
ли ти за фор му лою

.
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і не за ле жить від ви бо ру точ ки на шестикутнику. Знайдіть цю відстань, як що 
 сто ро на шес ти кут ни ка дорівнює 4 .
62. Шес ти кут ник впи са но в ко ло. Три йо го сто ро ни, взяті че рез од ну, до рів ню ють 

5 см кожна, а реш та сторін по 3 см. Знайдіть дов жи ну ко ла.
63. Діаго налі опук ло го чо ти ри ку тни ка дорівню ють 10 см і 12 см. Відрізки, що спо-

лу ча ють се ре ди ни про ти леж них сторін, рівні. Знайдіть пло щу чо ти ри кут ни ка.
64. Діаго налі опук ло го чо ти ри кут ни ка рівні. Відрізки, що спо лу ча ють се ре ди ни 

про ти леж них сторін, дорівню ють 6 см і 8 см. Знайдіть пло щу чо ти ри кут ни ка.
65. Із точ ки по за ко лом до нь о го про ве де но січну і до тич ну. Су ма їх дов жин 

дорівнює 30 см, а внутрішній відрізок січної на 2 см мен ший від до тич ної. 
Об числіть дов жи ни січної і до тич ної.

66. До тич на і січна, про ве дені до ко ла з однієї точ ки, дорівню ють 20 см і 40 см 
відповідно. Січна відда ле на від цент ра ко ла на 8 см. Знайдіть радіус ко ла.

67. До ведіть, що у впи са но му чо ти ри кут ни ку до бу ток діаго на лей дорівнює сумі 
до бутків про ти леж них сторін.

68. Усе ре дині ко ла, радіус яко го дорівнює 13 см, да но точ ку М, яка відда ле на від 
цент ра ко ла на 5 см. Че рез точ ку М про ве де но хор ду АВ = 25 см. Знай діть дов-
жи ну біль шо го з відрізків, на які хор да АВ ділить ся точ кою М. 

69. У кут впи са но ко ло з цент ром О. Во но до ти каєть ся до сторін ку та в точ ках А і 
В. Знайдіть радіус ко ла, як що точ ка О відда ле на від вер ши ни ку та на відстань 
b і ВС = а.

70. У кут 60° впи са но два ко ла, що до ти ка ють ся од не до од но го і до сторін ку та. 
Знайдіть відно шен ня радіусів кіл.

71. Знайдіть внутрішні кути чотирикутника, якщо його зовнішні кути відносяться 
як 8 : 2 : 5 : 3. 

72. Знайдіть площу чотирикутника, вершинами якого є точки перетину бісектрис 
паралелограма, якщо сторони цього паралелограма дорівнюють 3 м і 1 м, а 
один з його кутів 150°.

73. У колі, радіус якого дорівнює 1 см, про ве де но хор ду дов жи ною 1 см. Знайдіть 
площі час тин кру га, на які він поділе ний хор дою.

74. У кру го вий сек тор з цент раль ним ку том α впи са но ко ло. Знайдіть радіус ко ла, 
як що радіус сек то ра дорівнює R.

75. До кола радіуса R про ве де но до тичні, кут між якими дорівнює ϕ. Знайдіть пло-
щу фігу ри, яку ут во рю ють відрізки до тич них і мен ша ду га ко ла, об ме же на точ-
ка ми до ти ку.

76. Відстань між цент ра ми двох кіл, що ма ють внутрішній до тик, дорівнює d. 
До тич на, про ве де на до мен шо го ко ла з цент ра біль шо го, ут во рює з лінією 
центрів кут α. Знайдіть радіус біль шо го ко ла.

77. Два ко ла, радіуси яких дорівню ють R і r (R > r), до ти ка ють ся зовнішньо в 
точці А. До них про ве де но спіль ну зовнішню до тич ну, що до ти каєть ся до обох 
кіл у точ ках В і С. Знайдіть: а) дов жи ну відрізка ВС; б) дов жи ну відрізка спіль-
ної внутрішньої до тич ної до даних кіл, що обмежений ВС і точ кою А; в) радіус 
ко ла, що до ти каєть ся до обох за да них кіл і до пря мої ВС; г) відстань від точки А 
до прямої ВС; д) міру кута ВАС.

78. Знайдіть кут, який утворюють діагоналі паралелограма ABCD, якщо А(5; 1), 
В(1; 2), C(3; 5). 

79. Знайдіть дов жи ну відрізка, один із кінців яко го має ор ди на ту 8, а дру гий – абс-
ци су 6, як що точ ка М(–1; 4) на ле жить відрізку і ділить йо го у відно шенні 1 :  5.

80. Точки A(1; 5) і B(3; 1) – симетричні відносно прямої n. Знайдіть рівнян ня 
прямої n.

81. Знайдіть рівнян ня геометричного місця точок, рівновіддалених від точки (0; 5) 
і прямої x = −1,5.

82. Знайдіть відстань між пря ми ми 5x – 6y + 11 = 0 і 5x – 6y – 1 = 0.
83. Складіть рівнян ня до тич них, про ве де них до ко ла x2 + (y + 1)2 = 6 че рез точ ку: 

а) А(0; 10); б) В(5; 6).
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84. Складіть рівнян ня: а) пря мої, си мет рич ної прямій 2x − 3y = 4 віднос но точ ки 
М(3; −6); б) прямої, що отримана поворотом прямої 2x – 3y = 4 навколо точки 
(2; 1) на кут 90°; в) ко ла, си мет рич но го ко лу (x − 3)2 + (y + 1)2 = 7 від нос но точ ки 
М(3; −6).

85. У рівнобедреному трикутнику ABC (AB = BC) висоти перетинаються в точці H. 
Розкладіть вектор  за векторами  і , якщо BАC  = α.

86. ABCDE – правильний п’ятикутник. Розкладіть вектор  за векторами  і 
.

87. Знайдіть гост рий кут ром ба, сто ро на яко го є се реднім ге о мет рич ним йо го діаго-
на лей.

88. Складіть рівнян ня пря мої, одер жа ної по во ро том пря мої 2x – 3y + 5 = 0 на 45° 
про ти го дин ни ко вої стрілки нав ко ло по чат ку ко ор ди нат.

89. Складіть рівнян ня ко ла, у яке перетворюється ко ло x2 + y2 – 2x + 6y = 6 по во ро-
том проти годинникової стрілки на 45° нав ко ло по чат ку ко ор ди нат.

90. Па ра лель не пе ре не сен ня пе рет во рює кри ву x2 + y2 = 2(2 + 2y − x) у кри ву x2 + y2 = 
= 2(2 + 2x + y). Складіть рівнян ня об ра зу пря мої 4x − 5y + 1 = 0, яка ут во рить ся 
внаслідок та ко го па ра лель но го пе ре не сен ня.

91. У три кут ни ку АВС:  АВ = ВС = 6, АС = 4. Знайдіть  · ,  · ,  · .
92. При гомотетії з коефіцієнтом k < 0 і центром P коло x2 + y2 + 4x + 6y + 9 = 0 

перетворюється на коло x2 + y2 + 10x + 24 = 0. Знайдіть координати точки P.
93. По бу дуй те па ра ле лог рам за стороною, ви со тою та діаго нал лю.
94. По бу дуй те три кут ник за ви со тою, відно шен ням відрізків, на які ця ви со та 

поділяє сторону трикутника, і кутом при вершині, з якої висоту було проведено.
95. По бу дуй те три кут ник за сто ро ною, су мою двох інших сторін і ви со тою, опу ще-

ною на од ну з цих двох сторін.
96. По бу дуй те відрізок за да ної дов жи ни, па ра лель ний даній прямій з кін ця ми на 

двох да них ко лах.
97. По бу дуй те квад рат із цент ром у даній точці, щоб се ре ди ни двох йо го сусідніх 

сторін на ле жа ли даній прямій, а двох інших – да но му ко лу.
98. По бу дуй те три кут ник за дво ма да ни ми сто ро на ми та різни цею про ти леж них їм 

кутів.
99. По бу дуй те ромб із цент ром симетрії у даній точці і вер ши на ми на трь ох да них 

пря мих.
100. По бу дуй те пря мо кут ник за да ним відно шен ням сторін, як що за да но по одній 

точці на кожній йо го сто роні.

Для допитливих
У людсь ко му суспільстві, де ге о метрія 
зай має ви нят ко ве по ло жен ня, як це 
спос терігаємо те пер, мис те цт во і дум-
ка не мо жуть бу ти відок рем лені від 
цьо го ге о мет рич но го й ма те ма тич но го 
фе но ме на.

Я га даю, що ніко ли досі ми не жи ли 
в та кий ге о мет рич ний період... Усе нав-
ко ло – ге о метрія. Ніко ли ми не ба чи ли 
настіль ки яс но та ких форм, як круг, 
пря мо кут ник, кут, циліндр, ку ля, втіле-
них так ви раз но, дбай ли во й упев не но. 
Мо дернізм тим і цінний особ ли во, що 
по ка зав світ у зовсім но во му виг ляді – 
інші віки не мог ли так «вби ра ти ся».

Ле Кор бюзьє

Архітектурний проект 
Ле Корбюзьє.

Капела НотрeДамeдюeО 
в м. Роншане (Франція)
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СЛОВНИЧОК

Аксіоми сте ре о метрії – тверд жен ня сте-
ре о метрії, що прий ма ють ся без до ве-
ден ня (с. 182).

Аналітич на ге о метрія – розділ ге о-
метрії, що вив чає влас ти вості гео-
мет рич них фігур за до по мо гою систе-
ми ко ор ди нат (с. 9).

Апол лонія – коло – див. коло.
Апол лонія за да ча – за да ча про по бу до ву 

ко ла, до тич но го до трь ох даних еле-
ментів із мно жи ни: «ко ла, прямі, точ-
ки» (до  тик ко ла і точ ки оз на чає, що 
ко ло про хо дить че рез цю точ ку) 
(с. 235, 240, 241, 243).

Ба га тог ран ник – внутрішня час ти на 
прос то ру, об ме же на ба га то кут ни ка-
ми (гранями) (с. 188).

Ба га то кут ник – внутрішня час ти на пло-
щи ни, об ме же на замк не ною ла ма ною, 
яка не пе ре ти нає са ма се бе (8 кл.);

 – однойменні – ба га то кут ни ки з од-
на ко вим чис лом вер шин (с. 86, 88);

 – подібні – ба га то кут ни ки, які пе ре-
хо дять один в од ний пе рет во рен ням 
подібності (с. 121);

 – пра виль ний – ба га то кут ник, у яко-
го всі сто ро ни рівні і всі ку ти рівні 
(с. 85).

Век тор – нап рям ле ний відрізок (c. 146);
– до бу ток век то ра на чис ло (c. 150, 
159);
– вектор-нормаль до прямої – вектор, 
перпендикулярний до прямої 
(с. 166);
– коліне арні – век то ри, що ле жать на 
одній прямій або на па ра лель них пря-
мих; поділя ють ся на про ти леж но на-
прям лені та спів напрям лені (c. 147);
– мо дуль век то ра  – дов жи на від-
різка АВ (c. 147, 156);
– нуль о вий –  век тор, по ча ток і кі-
нець яко го збіга ють ся, йо го дов жи-
на і координати дорівнюють ну лю  
(c. 147);
– про ти лежні век то ри –  век то ри, 
дов жи ни яких рівні, а нап ря ми про-
ти лежні (с. 147);
– рівні век то ри – співнап рям лені 
век то ри, дов жи ни яких рівні (с. 148, 
156);

– різни ця двох век торів – су ма пер-
шо го век то ра і про ти леж но го дру го-
му (с. 152, 160); 
– розк лас ти век тор за дво ма 
неколіне ар ними век то рами – пред-
с тав лен ня век торів у виг ляді су ми 
двох век торів (с. 154);
– су ма двох век торів – век тор, ут-
во ре ний з цих век торів за пра ви-
лом три кут ни ка або па ра ле лог ра ма 
(с. 151, 152).

Відстань від точ ки до пло щи ни – дов жи-
на пер пен ди ку ля ра, про ве де но го з цієї 
точ ки до за да ної пло щи ни (с. 185).

Відстань від точки до прямої на коор-
ди натній площині – формула для 
обчислення довжини відповідного 
від різка через координати заданої 
точки і коефіцієнти прямої, рівняння 
якої записано в загальній формі 
(с. 168, 169).

Вісь абс цис – вісь Ох у де кар товій 
си стемі ко ор ди нат (с. 10).

Вісь ор ди нат – вісь Оу у де кар товій 
системі ко ор ди нат (с. 10).

Гамільтона формула (теорема Ейлера) – 

 вираз  =  +  + , де O і H – 
центр описаного кола і ортоцентр 
трикутника АВС (с. 163).

Гар монічна четвірка то чок – чо ти ри точ-
ки пря мої А, В, С, D, для яких від но-

 ношен ня  дорівнює 2 або , 

 або –1 (с. 221, 233).
Гек са едр – шес тиг ран ник (с. 190);

– пра виль ний гек са едр – куб.
Ге о мет рич не місце то чок – су купність 

(мно жи на) усіх то чок, які за до воль-
ня ють певну умову (с. 129, 210).

Гео мет рич не пе рет во рен ня – однознач-
на відповід ність, яка вста нов люєть-
ся між дво ма фігу ра ми як су куп нос-
тя ми то чок (с. 111); 

 – обер не не да но му – ге о мет рич не пе-
рет во рен ня, при яко му про об раз і об-
раз міня ють ся місця ми (с. 111).

Го мо тетія з цент ром у точці О і ко-
ефіцієнтом k – та ке ге о мет рич не пе-
рет во рен ня, що пе ре во дить довіль ну 
точ ку А фігу риeпро об ра зу в точ ку А1 
фігу риeоб ра зу так, що точ ки А і А1 
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ле жать на одній прямій, при чо му 
A1O = |k| АО (с. 113).

Ге ро на фор му ла – фор му ла для об чис-
лен ня площі три кут ни ка за дов жи-
на ми трьох йо го сторін (с. 60, 63).

Гіпер бо ла – ге о мет рич не місце то чок, 
різни ця відста ней від яких до двох 
за да них то чок (фо кусів) є ве ли чи ною 
сталою (с. 213).

Гру па си метрії фігу ри – ге о мет ричні 
пе рет во рен ня, які пе ре во дять да ну 
фігу ру са му в се бе (с. 124).

Де кар то ва пря мо кут на сис те ма ко ор ди-
нат – 1) осі ко ор ди нат, які пе ре ти на-
ють ся під пря мим ку том у по чат ку 
відліку і на яких за да но оди ничні 
відрізки; 2) взаємно од ноз нач на 
відповідність між точ ка ми пло щи ни 
і впо ряд ко ва ни ми па ра ми чи сел – її 
ко ор ди на та ми (с. 9, 10).

До де ка едр – два над ця тиг ран ник (с. 190).
Достатня умова – ознака певної множи-

ни фігур (7 кл.).

Ей ле ра те о ре ма – те о ре ма про співвідно-
шен ня між су мою чис ла вер шин і 
гра ней ба га то кут ни ка та чис лом йо го 
ре бер (с. 191).

Еліпс – ге о мет рич не місце то чок, су ма від-
ста ней від яких до двох за да них то чок 
(фо кусів) є ве ли чи ною ста лою (с. 211).

Жергона теорема – теорема про перетин 
трьох чевіан трикутника в одній точці 
(с. 70).

Зовнівписане коло – коло, що дотика-
ється однієї зі сторін трикутника і 
продовження двох інших його сторін 
(с. 62, 63, 64).

Зо ло тий пе реріз – ділен ня ціло го на дві 
нерівні час ти ни, при яко му ціле відно-
сить ся до біль шої час ти ни так, як 
біль ша час ти на до мен шої (с. 224).

Іко са едр – двад ця тиг ран ник (с. 190).
Інверсія – перетворення віднос но ко ла 

(ко ло інверсії) з цент ром О (центр 
інверсії) і радіусом r (r2 – степінь 
інверсії) (с. 235).

Інвер сор – прилад для побудови зобра-
ження образу фігур, отриманих 
ін вер сією (с. 243, 244, 245).

Індукція – див. метод математичної 
індукції.

Інцентр три кут ни ка – точ ка пе ре ти ну 
йо го бісект рис (7 кл.).

Коло – ГМТ площини, рівновіддалених 
від однієї її точки (центра кола) 
(7 кл.);

– рівнян ня ко ла – рівнян ня, яке за до-
воль ня ють ко ор ди на ти всіх то чок за да-
но го ко ла і не за до воль ня ють ко ор ди-
на ти всіх то чок, що не належать йому 
(c. 12, 97);

– Апол лонія Пергсь ко го ко ло – ге о мет-
рич не місце то чок, відно шен ня 
відста ней від яких до двох да них 
то чок є величиною сталою (будьeяке 
ко ло є ко лом Апол лонія) (с. 78, 211, 
221). 

Ко ор ди на ти век то ра – ко ефіцієнти 
розк ла ду век то ра за ко ор ди нат ни ми 
век то ра ми (с. 155).

Ко ор ди нат на пло щи на (де кар то ва пло-
щи на, пло щи на xy або (xOy)) – пло-
щи на, на якій вве де но де кар то ву 
систе му ко ор ди нат (c. 10).

Ко ор ди натні век то ри (ор ти) у де кар-
товій сис темі ко ор ди нат – век то ри   
і 

 
– оди ничні век то ри, що ле жать на 

ко ор ди нат них осях і співнапрямлені 
з ними (с. 155). 

Ко нус пря мий кру го вий – прос то ро ва 
фігу ра, ут во ре на обер тан ням пря мо-
кут но го три кут ни ка нав ко ло од но го з 
йо го ка тетів (осі конуса) (с. 202).

Ко си нусів те о ре ма – те о ре ма, що до во-
дить фор му лу для об чис лен ня дов-
жи ни однієї зі сторін три кут ни ка 
че рез дов жи ни двох інших йо го сторін 
і ко си нус ку та між ни ми (с. 51, 52).

Косинусів теорема для чотирикутника – 
теорема, що доводить формулу для 
обчислення квадрата сторони чоти-
рикутника через квадрати довжин 
його інших сторін і косинуси кутів 
(с. 175).

Круг – внутрішня час ти на пло щи ни, 
об ме же на ко лом разом із точками 
цього кола (с. 103).

Куб – пра виль ний шес тиг ран ник (с. 189).
Ку ля – тіло обер тан ня, яке ут во рюєть ся 

обер тан ням кру га нав ко ло йо го 
діамет ра (с. 203).

Кут між дво ма век то ра ми – зі спіль ним 
по чат ком – кут між півпря ми ми, на 
яких ле жать дані век то ри (с. 165);

 – що не ма ють спіль но го по чат ку, – 
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кут між рівни ми їм век то ра ми, що 
ма ють спіль ний по ча ток (с. 165).

Кут між дво ма ко ла ми – кут між до тич-
ни ми до цих кіл, які про ве дені че рез 
їх спіль ну точ ку (с. 239).

Лейбніца те о ре ма – те о ре ма про су му 
квад ратів відста ней від будьeякої 
точ ки пло щи ни три кут ни ка до вер-
ши ни ць о го три кут ни ка і до йо го 
цент роїда (с. 177).

Метод векторний – метод розв’язування 
задач за допомогою введення векторів 
(с. 160, 170, 171).

Метод геометричних перетворень – 
метод розв’язування задач за допо-
могою геометричних перетво рень 
(с. 127, 227).

Метод інверсії – метод розв’язування 
задач за допомогою перетворення 
інверсії (с. 243).

Ме тод ко ор ди нат – ме тод розв’язу ван ня 
ге о мет рич них за дач вве ден ням си -
стеми ко ор ди нат (с. 75, 209, 215).

Ме тод ма те ма тич ної індукції – ме тод 
до ве ден ня пра виль ності нескінчен-
ної послідов ності тверд жень (с. 246).

Ме тод зображення просторових фігур – 
ме тод паралельних проекцій (с. 186, 
234).

Ме тод площ – ви ко рис тан ня по нят тя 
площі як до поміжно го еле мен та для 
до ве ден ня те о рем і розв’язу ван ня 
за дач (с. 67).

Ме тод про ко лу – ме тод предс тав лен ня 
 век то ра  за до по мо гою де я кої точ-
 ки X:  +  або  −  (с. 161).
Ме тод центральних проекцій – зобра-

ження фігури (або тіла) на площині 
множиною точок, кожна з яких є 
перетином з цією площиною прямої, 
що проходить через певну точку – 
центр проекції і точку фігури (с. 208, 
232, 233).

Мет ричні влас ти вості – влас ти вості, 
які вста нов лю ють ся вимірю ван ням 
(с. 232).

Ми мобіжні прямі – прямі, що не ма ють 
спіль них то чок і че рез які не мож на 
про вес ти пло щи ну (с. 184).

Мо ра–Мас ке роні по бу до ва – ге о мет рич-
на по бу до ва, що ви ко нуєть ся ли ше 
цир ку лем (с. 235, 238).

Необхідна умова – властивість певної 
множини фігур (7 кл.).

Ок та едр – вось миг ран ник (с. 190).
Ортоцентр трикутника – точка перетину 

його висот (с. 64, 129, 163, 164).
Ортоцентричний трикутник – трикут-

ник, вершини якого є основами висот 
даного трикутника (с. 117).

Ос новні еле мен ти три кут ни ка – мно жи на 
йо го сторін і внутрішніх кутів (с. 55).

Ос новні фігу ри сте ре о метрії – фігу ри, 
по нят тя про які прий ма ють ся без 
оз на чен ня (с. 182).

Паппа задача – на побудову триктуника 
за стороною, протилежним кутом і 
бісектрисою цього кута (с. 59).

Паппа рівність – збіг подвійних відно-
шень відстаней між шістьма точка-
ми прямої (с. 221).

Па ра бо ла – ге о мет рич не місце то чок, 
рівновідда ле них від де я кої точ ки 
(фо ку са) і від де я кої пря мої (ди ре кт-
ри си) (с. 213).

Па ра ле лепіпед – приз ма, ут во ре на 
шість ма па ра ле лог ра ма ми, які 
по пар но рівні і паралельні між со бою 
(с. 193);
– пря мо кут ний – па ра ле лепіпед, 
утво ре ний шіс тьма пря мо кут никами 
(с. 194).

Па ра лель не пе ре не сен ня – пе ретво рен-
ня, при яко му дві довільні точ ки А і В 
фігу риeпро об ра зу пе ре хо дять у точ ки 
А1 і В1 фігу риeоб ра зу так, що чо ти ри-
кут ник АВВ1А1 є па ра ле лог ра мом або 
відрізком (с. 111, 132).

Паскаля теорема – теорема про точки 
перетину прямих, що містять три 
хорди кола (с. 50, 53).

Пе рет во рен ня по во рот з цент ром у 
точці О на кут α – гео  мет рич не пе ре-
т во рен ня, що пе ре во дить довіль ну 
точ ку А фігу риeпро об ра зу в точ ку А1 
фі гуриeоб ра зу так, що А і А1 роз та шо-
вані на одній відстані від точ ки О і 
∠АОА1 = α (с. 112, 141). 

Пе рет во рен ня подібності – пе рет во рен-
ня однієї фігу ри в іншу, при яко му 
відно шен ня відстані між дво ма до-
віль ни ми точ ка ми однієї фігу ри до 
відстані між дво ма відповідни ми точ-
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ка ми дру гої фігу ри – ста ле чис ло, це 
чис ло на зи ва ють ко ефіцієнтом подіб-
ності перетворення (с. 114).

Пе рет во рен ня си метрії віднос но пря мої 
(осі симетрії) – переводить довільну 
точку A фігуриeпрообразу в точку A1 
фігуриeобразу так, що точки A і A1 
лежать на одній прямій, пер пен ди-
кулярній до осі симетрії, і на одна-
ковій відстані від неї (с. 112, 135).

Пе рет во рен ня си метрії віднос но точ-
ки О (центра симетрії) – пе ре во дить 
довіль ну точ ку А фігу риeпро об ра зу 
в точ ку А1 фігу риeоб ра зу так, що точ-
ки А, О, А1 ле жать на одній прямій і 
А1О = АО (с. 112, 136).

Пер пен ди ку ляр до пло щи ни, про ве де-
ний з да ної точ ки, – відрізок пер пен-
ди ку ляр ної до цієї пло щи ни пря мої, 
об ме же ний за да ни ми точ кою і пло-
щи ною (с. 184).

Піка формула – формула для обчислення 
площі багатокутника з вершинами у 
вузлах цілочислової решітки (с. 90).

Піраміда – прос то ро ва фігу ра, ут во ре на 
три кут никами (бічними гра нями), 
які схо дять ся в певній точці (вер-
шині) і ма ють по одній спільній сто-
роні з де я ким ба га то кут ни ком (ос но-
вою) (с. 198).

Пло щи ни па ра лельні – пло щи ни, що не 
ма ють спіль них то чок (с. 185).

Пло щи ни пер пен ди ку лярні – називають 
площини, якщо пло щи на, пер пен ди-
ку лярна до лінії пе ре ти ну даних пло-
щи н, перетинає їх по пер пен ди ку-
ляр них прямих (с. 185).

Подібні три кут ни ки – три кут ни ки, ку ти 
яких рівні, а про ти рівних кутів ле-
жать про порційні сто ро ни (с. 114). 

Подібні фігу ри – фігу ри, які пе ре во-
дять ся од на в од ну пе рет во рен ням 
подібності (с. 114).

Поділ відрізка в крайнь о му і се реднь о-
му відно шенні – поділ відрізка за 
прин ци пом зо ло то го пе рерізу (с. 92, 
224).

По ляр на сис те ма ко ор ди нат – сис те ма 
ко ор ди нат на пло щині, що за да на 
по лю сом (точ кою), по ляр ною віссю 
(півпря мою) і по ляр ним ку том 
(ку том між по ляр ною віссю і по ляр-
ним радіусом, який відкла даєть ся 
про ти го дин ни ко вої стрілки) (с. 140).

По лярні ко ор ди на ти точ ки – по ляр ний 
радіус і по ляр ний кут точ ки в 
по лярній сис темі ко ор ди нат (с. 140).

По хи ла до пло щи ни – відрізок, що спо-
лу чає пев ну точ ку прос то ру (що не 
на ле жить за даній пло щині) з точ кою 
пло щи ни і який не є пер пен ди ку ля-
ром до цієї пло щи ни (с. 185).

Приз ма – ба га тог ран ник, дві грані яко-
го (ос но ви) рівні і па ра лельні плоскі 
ба га то кут ни ки, а інші грані (бічні) – 
па ра ле лог ра ми (с. 193).

Прос то рові фор ми – три вимірні ге о мет-
ричні фігу ри (с. 181).

Пря ма, пер пен ди ку ляр на до пло щи ни, – 
пря ма, що пер пен ди ку ляр на до будьe 
якої пря мої цієї пло щи ни (с. 184).

Птолемея нерівність – нерівність, що 
пов’язує попарні добутки сторін і 
діагоналей опуклого чотирикутника 
(с. 89).

Птолемея теорема – рівність добутку 
діагоналей вписаного чотирикутника 
сумі добутків його протилежних сто-
рін (с. 54). 

Радіан – оди ни ця виміру ку та (дов жи на 
оди нич но го півко ла, поділе на на чис-
ло π) (с. 99).

Радіан на міра ку та – вимірю ван ня цент-
раль но го ку та ко ла че рез відно шен-
ня дов жи ни ду ги, на яку спи раєть ся 
цей кут, до йо го діамет ра (с. 99). 

Рівні фігу ри – фігу ри, які мож на су міс-
тити нак ла дан ням (7, 8 кл.); фігу ри, 
що пе рет во рю ють ся од на в од ну ру-
хом (с. 115).

Рівно ве ликі фігу ри – фігу ри, що ма ють 
рівні площі (8 кл.).

Рівноск ла дені фігу ри – фігу ри, які мож-
на поділи ти на од не й те са ме чис ло 
по пар но рівних фігур (8 кл.). 

Розв’язу ван ня три кут ни ка – об чис лен-
ня сторін і кутів три кут ни ка за трь о ма 
йо го ос нов ни ми еле мен та ми (с. 55).

Рух – ге о мет рич не пе рет во рен ня, яке збе-
рігає відстань між парами точок фігу-
ри (зберігає фор му та  розміри  фігу ри) 
(с. 111).

Сег мент – внутрішня час ти на пло щи ни, 
об ме же на ко лом і його січною (с. 104).

Сек тор – час ти на цент раль но го ку та 
кола, яку об ме жує відповідна йо му 
ду га (с. 103).
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Середня лінія чотирикутника – відрізок, 
що сполучає середини протилежних 
сторін чотирикутника (с. 164, 170).

Си нусів те о ре ма – те оре ма про відно-
шен ня дов жи ни сторони три кут ни ка 
до си ну са про ти леж но го цій сто роні 
ку та (с. 46, 52);

 – розширена – порівняння цього від-
ношення з діаметром описаного кола 
трикутника (с. 48).

Ска ляр ний до бу ток двох век торів – сума 
до бутків відповід них ко ор ди нат цих 
век торів (с. 165).

Ска ляр ний квад рат – ска ляр ний до бу-
ток век то ра са мо го на се бе (с. 165).

Софізм – навмисно хибний умовивід 
(с. 30, 55, 56).

Спіраль Архіме да – лінія, за да на 
рівнян ням ρ = aϕ у по лярній сис темі 
ко ор ди нат (с. 140).

Степінь точ ки віднос но ко ла – ве ли чи на 
σ = d2 – r2, де r – радіус ко ла, а d – 
відстань від точ ки до цент ра ко ла 
(с. 235).

Сте ре о метрія – розділ ге о метрії, що 
вивчає фігу ри у прос торі (с. 181).

Тет ра едр – чо ти риг ран ник (с. 189, 199).
Тіло обер тан ня – прос то ро ва фігу ра, 

утво ре на обер тан ням плос кої фігу ри 
нав ко ло пев ної осі (с. 201).

Три зна ме ниті ге о мет ричні за дачі дав-
ни ни – квад ра ту ра кру га, под воєння 
ку ба, три секція ку та (с. 243).

Три кут ник виз на че ний – як що за да ни-
ми еле мен та ми мож на по бу ду ва ти 
конк рет ний три кут ник (с. 55). 

Умова розміщення трьох точок на одній 
прямій (необхідна і достатня) – 
властивість і ознака відповідного 
ГМТ (с. 26, 28, 153).

Фігу раQоб раз – су купність то чок, що 
відповідає фігуріeпро об ра зу при ге о-
мет рич но му пе рет во ренні (с. 111).

Фігу раQпро об раз – вихідна сукупність 
то чок при ге о мет рич но му пе рет во-
ренні (с. 111).

Цент роїд три кутни ка (центр ва ги три-
кут ни ка) – точ ка пе ре ти ну йо го 
медіан (7 кл.).

Центр пра виль но го ба га то кут ни ка – 
точ ка, яка збігається з цент ром впи-
са но го та опи са но го кіл ць о го ба га то-
кут ни ка (с. 87).

Циліндр пря мий кру го вий – тіло обер-
тан ня, ут во ре не обер тан ням пря мо-
кут ни ка нав ко ло однієї з йо го сторін 
(осі циліндра) (с. 201).

Че ви те о ре ма – те о ре ма про пе ре ти н 
трьох чевіан три кут ни ка в одній 
точці (с. 69);

 – тригонометрична форма теореми 
Чеви – запис твердження теореми 
через тригонометричні функції 
кутів між чевіанами і сторонами 
трикутника (с. 69).

Чевіана – відрізок, який спо лу чає вер-
ши ну три кут ни ка з точ кою на про-
ти лежній сто роні ць о го три кут ни ка 
(с. 68).

Чис ло π – відно шен ня дов жи ни ко ла до 
йо го діамет ра – чис ельно дорівнює 
дов жині оди нич но го півко ла (с. 98).

Яко ба Штей не ра по бу до ва – ге о мет рич-
на по бу до ва ви ко нуєть ся ли ше ліній-
кою, за умо ви, що на пло щині за да но 
ко ло з виз на че ним цент ром (с. 147, 
234).
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Опорні задачі на побудову (7 клас)

Базові трикутники

[AB] → [AB] : 2 ∠A → ∠A : 2

∠A → ∠В = ∠А m || a через А ∉ a γ → т. O –
центр γ

β → α
і див. № 15

n – дотична
до γ у точці А

Базові прямокутні трикутники

b ⊥ a
A ∈ a

b ⊥ a
A ∉ a

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11

12

13 14 15 16
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Опорні задачі на побудову (8–9 клас)

ГМТ, з яких даний від-
різок а видно під зада-
ним кутом α – сегмент, 
що вміщує заданий кут

[AB], n → x [AB] : n

∠ A і k – довільні ∠ A – довільний

Ділення заданого від-
різка АВ на задану кіль-
кість рівних частин

Побудова четвертого 
про  порційного від різка 

а, b, с 
a,  → 
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ВІДПОВІДІ І ПО РА ДИ

РОЗДІЛ І

Зав дан ня 1

5. в) На осі Ox. 7. B(4; 2), D(–2; –1). 10. Точка A. 11. (0; 0), (6; 0), (6; 6) і (0; 6). 
15. Так. 

Зав дан ня 2

1. б) 10; г) 3. 2. б) ; г) 5. 6. Ні. 8. (4,75; 0). 9. б) (0; 0). 10. б) . 

14. б) (x + 3)2 + (y – 4)2 = 64; г) (x –3)2 + y2 = 16. 15. б) (–3; 7) і 4. 17. A, D, E, F. 
20. (x + 3)2 + (y – 5)2 = 20. 22. б) (3; 0) і 2. 26. (x – 1)2 + (y + 1)2 = 1. 27. (2; 2), (–2; 2), 

(–2; –2) або (2; –2). 28. (x – 1)2 + (y – 1)2 = 1 або (x – 5)2 + (y – 5)2 = 25. 31. . 

33. C(7; –10), D(–2; –1). 35. а) (0; 7), (0; –7); б) (0; 14). 37. C(2; 0), D(3; 2). 

41. . 42. a) ; б) . 45. Та ких то чок не існує.

Зав дан ня 3

1. б) (1,75; 0) і (0; 7). 7. y = 10. 9. a = 2. 11. x = 0; x = –2; y = 0 і y = 2. 12. x = 0; 

x = 5; y = 0 і y = –3. 15. б) ; г) . 17. б) x = –5; г) y = –12. 

18. б) y = x; г) 3x – 2y + 13 = 0. 20. б) k = –1,6; г) k = 0,8. 21. б) 135°; в) 60°. 22.  

. 23. б) 3x – 4y – 1 = 0. 24. в) ; г) x + y – 10 = 0. 26. б) 16x – 13y +

+ 46 = 0; 2x + 13y + 12 = 0; x + 3 = 0. 28. y = 12. 30. K(0; 0).

Зав дан ня 4

1. б) Прямі па ра лельні; в) прямі збіга ються; є) прямі пе ре ти на ють ся в точ -

ці (1; 1). 2. а) Так; б) ні; в) так; г) так; д) ні. 3. а) m = 4; б) m = 3 або m = –4. 4. а) ; 

б) . 5. а) y = 7x + 3; б) 3x – y – 2 = 0; в) 3x + 2y = 0; 6. а) y = – 0,125x – 

– 0,625; б) x + 4y – 22 = 0; в) 7x – y + 25 = 0. 7. а) x – y – 7 = 0; б) x + 4y + 11 = 0. 
9. 6x – y – 19 = 0; 5x – 2y = 0; 4x + 5y – 29 = 0. 10. 3. 11. 4. 12. 10x + 8y + 1 = 0. 

13. (5; 5). 17. Так. 19. y = – 7x – 25. 20.  і . 21. x2 + y2 = 2,25. 22. а) (x – 1)2 + 
+ (y – 1)2 = 1; (x – 2)2 + (y – 1,5)2 = 6,25; б) (x – 2)2 + (y – 3)2 = 1; (x – 3)2 + (y – 3,5)2 = 
= 6,25. 23. C(–3; 3).

Зав дан ня 5

3. а) sinx; б) –cosx. 4. б) sinβ; в) ctgβ. 5. б) 2sinα; г) 2tgβ. 6. а) cosβ; б) 2sinα – 
– 2cosα; в) 5tgα + 2tgβ + ctgβ. 7. а) cos2α; б) 0. 8. а) –1; б) 1 + sinβ; в) 1; г) 2/cos 2β; 

д) 1. 10. а) –0,5; б) 1,5; г) ; д) 0. 11. а) 9; б) 5,75; в) –2,25; д) 1. 

12. в) ; ; ; г) ; ; . 

13. б) ; ; ; в) ; ; . 
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14. б) ; ; . 18. а) α > β; б) α < β; в) α > β; г) α > β. 

19. а) sin150° < sin130°; б) cos100° > cos140°; г) ctg50° > tg100°; д) sin120° > sin50°. 
21. 1. 22. 2. 23. а) cos3α; б) cos2α; в) 1; г) cos2α; д) 1. 24. а) –1; б) 1. 25. а) 1; б) 1.

Зав дан ня 6

1. б) 4 см2; г) 6 см2. 3. б) 30° або 150°. 4. 8 см. 5. 2R2 sinα sinβ sin(α + β). 6. а)  см; 

б)  см; в) 2 см. 7. 30° або 150°. 8. а) 90°; б) 45° або 135°. 9. а)  см і 

 см; б)  см і  см. 10. б) t і 2t; в)  і . 

11. . 12. ; ; 

. 13. а) 2 см; в) 1 см. 14. а) 4 дм; б)  дм. 15. а) 12 см; б)  см; 

в) 6 см. 16. а) 4 дм; б)  дм; в) 4 дм. 18. . 19. . 

20. . 21. 
 
дм. 22. c = . 23. . 

25. ; . 26. . 29. а) 12 см; 

б) . 30. 5 см. 31. 45°. 32. Порада. По бу дуй те до поміжний три кут ник за висо-

тою (яка дорівнює за да но му радіусу впи са но го ко ла), сто ро ною (яка дорівнює 
діамет ру опи са но го ко ла, пом но же но му на си нус за да но го про ти леж но го ку та) і 
ку том, під яким цю сто ро ну вид но з інцент ра три кут ни ка. 33. Шуканим ГМТ є 
серединний перпендикуляр до відрізка AB з виколотою точкою, що належить 
відрізку.

Зав дан ня 7

1. а) AB = 35 дм; б) AB = 6,5 м; в) AB = 2 см або AB = 4 см. 3. ≈ 43,3 см. 5. 28 см. 

6. а) Ту по кут ний; б) гост ро кут ний; в) пря мо кут ний. 8. а)  і ; б) прAC AB = 9 см; 

прACCB = 5 см. 10. а) 7 см і 7 см. 11. Порада. Знайдіть діаго налі тра пеції. 12. 50 см. 

13. 24  см2. 14. 7 см  і 11 см. 15. 7 см. 16. 13 см. 17. а) 4 см; б)  см. 18. 14 см. 

19. 14 см або  см. 20. 7 см. 21. 6 см. 22. 96 см. 23. 96 см, 192  см2. 26.  см. 

28. 6 см. 29. Порада. Пе ре ко най те ся, що три кут ник, ут во ре ний сто ро ною с і відріз-
ка  ми медіан, про ве де них до сторін a і b, пря мо кут ний. 33. Порада. Пе рет воріть ви раз 

, що зве де 
за да чу до по бу до ви се реднь о го ге о мет рич но го двох відрізків, які є діаго на ля ми 
па ра ле лог ра ма зі сто ро на ми a i b та гост рим ку том 45°. 35. Не хай ABCD вписа ний 
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чо ти ри кут ник. Поз на чи мо: AB = a; BC = b; CD = c; DA = d; AC = d1; BD = d2. За тео-

 ре мою ко си нусів зна хо ди мо ; . Вра хо ву ю чи, що

cosB = –cosD, маємо: ; звідси 

. Врахо ву ю чи, що cosA = –cosC, маємо: ; 

звідси . Тоді:

, що і тре ба бу ло до вес ти.

Зав дан ня 8

1. а) b ≈ 47,5 см; c ≈ 61,1 см; ∠C = 107°; б) a ≈ 92; c ≈ 50; ∠A = 102°; в) ∠B ≈ 19°; 
∠C ≈ 76°; c ≈ 29,22; г) ∠ A ≈ 135°; ∠B ≈ 28°; a ≈ 12,1 або ∠ A ≈ 11°; ∠B ≈ 152°; a ≈ 3,3; 
д) c ≈ 14,4; ∠ A ≈ 54°; ∠B ≈ 75°; е) c ≈ 23; ∠A ≈ 35°; ∠B ≈ 113°; є) ∠ A = 54°; b ≈ 128 см; 
c ≈ 91,8 см; ж) a ≈ 26,9; b ≈ 13,9; ∠B = 15°; ∠C = 135°; з) a ≈ 10,5; b ≈ 14,8; ∠C = 59°; 
и) ∠ A ≈ 58°; ∠B ≈ 75,5°; ∠C ≈ 46,5°. 2. ≈ 99,7 м. 3. ≈ 2 км. 4. ≈ 100 м. 5. а) В об’їзд; 
б) навп рос тець. 6. У то му разі, ко ли кут між магістрал лю і шо се не пе ре ви щує 22°. 
8. У відповідях на ве дені наб ли жені зна чен ня: а) 50,48 см; 56,92 см; 44,92 см; 58°; 
73°; 49°; б) 44,04 см; 41,34 см; 22,96 см; 81°; 68°; 31°; в) 22,57 см; 33,24 см; 38,18 см; 
36°; 60°; 84°; г) 6,36 см; 6,36 см; 2,12 см; 70,53°; 70,53°; 38,94°; д) 41,7 см; 34,5 см; 
43,1 см; 64°; 48°; 68°; е) 9 см; 19 см; 20 см; 26,5°; 70,6°; 82,9°; ж) 24 см; 25 см; 
15,5 см; 68°; 75,1°; 36,9°; и) 22,57 см; 18,06 см; 15,05 см; 85,5°; 52,9°; 41,6°; і) 24 см; 
28,8 см; 25,32 см; 52,2°; 71,4°; 56,4°; ї) 21 см; 19 см; 16 см; 73°; 60°; 47°. 

9. 19 хв. 10. 1349 м. 11. 1 см. 12. . 13. 8,125 см. 15. 2,56 см. 16. 4,5 см. 

17. . 18. . 19. 37,73 см. 20. .

Перший спосіб

Не хай BC = а, ∠A = α, ∠B =β, ∠C = γ (мал. 1), 
O1, O2, O3 – цент ри кіл, M – точ ка їх пе ре ти ну, 
x – шу ка ний радіус. Оскіль ки x – радіус ко ла, 
опи са но го нав ко ло трикут ни ка O1O2O3, то 

O2O3 = 2хsinα, а = 2Rsinα, ; . 

З іншо го бо ку, ; 

, то му .

Дру гий спосіб

На малюнку 2 позначено: O1, O2, O3 – цент ри рів них кіл, M – точ ка їх пе ре ти ну, 
x – шу ка ний радіус. (O2H2 = O3H3 = x). Крім то го, MO1 = MO2 = MO3 = x.

	O1O2O3 
 	ABC (O1O2 || AB; O1O3 || AC; O2O3 || BC), M – точ ка пе ре ти ну бісект-

 рис кутів обох три кут ників, то му MN – радіус впи са но го y 	O1O2O3 ко ла; 

. 21. 12,5. Не хай І – інцентр, AM – 

Мал. 1
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бісект ри са в 	ABC, О – центр ко ла, який ле жить на AC (мал. 3). Тоді ∠CMP = 90°. 
Поз на чи мо ∠PMI = x, тоді ∠CPM = 2x; ∠AMC = 90° + x; ∠CAM = 90° – 3x ⇒ ∠CAB = 

= 180° – 6x. Звідси: ∠ABC = 4x. За те о ре мою си нусів: . Ко рис ту ю чись 

фор му лою sin2α = 2sinαcosα, маємо:  

= 0,8. Звідси: .

 Мал. 2  Мал. 3

22. а) Для сто ро ни AB = с три кут ни ка ABC має місце рівність c = acosB + bcosA (1), 
до ве ден ня якої оче вид не з малюнка 4. Зас то со ву ю чи те о ре му си нусів, маємо 
2RsinC = 2RsinAcosB + 2RsinBcosA, звідси отри маємо потрібну рівність. 

Мал. 4

б) Ана логічно до (1) мож на за пи са ти ще: a = bcosC + ccosB (2); b = ccosA + acosC (3). 
З цих фор мул маємо: a + b = bcosC + ccosB + ccosA + acosC. Звідси: (a + b)(1 – cosC) =

= c(cosB + cosA) ⇔ . Зас то со ву ю чи тео ре му си  нусів, маємо 

. в) З (1) і (2) маємо: c = acosB + bcosA = (bcosC + 

+ ccosB)cosB + bcosA = bcosCcosB + ccosBcosB + bcos A ⇔ c(1 – cos2B) = b(cosBcosC + 
+ cosA) ⇔ csin2B = b(cosBcosC + cosA). Ко рис ту ю чись те о ре мою си нусів, маємо: 
2RsinCsin2B = 2RsinB(cosBcosC + cosA) ⇔ sinCsinB = cosBcosC + cosA ⇔ cosA = 
= sinBsinC – cosBcosC. г) За те о ре мою ко си нусів маємо: c2 = a2 + b2 – 2abcosC ⇔ 
⇔ 4R2sin2C = 4R2sin2A + 4R2sin2B – 2 ⋅2RsinAsinBcosC ⇔ sin2C = sin2A + sin2B – 
– 2sinAsinBcosC ⇔ 1 – sin2A = 1 – sin2C + sin2B – 2sinAsinBcosC ⇔ cos2A = cos2C + 
+ sin2B – 2sinAsinBcosC. 23. Порада. Ско рис тай теся фор му лою в за дачі 22 а) або 
те о ре мою Пто ле мея. 

Зав дан ня 9

1. а) 1,5 см2. 2. а) 21 см2. 3. а) 24 см2. 4. 486 см2. 5.  ≈ 0,18a2. 

6. а) 84 см2. 7. а) R = 8,125 см, r = 4 cм. 8. 4,8 см2. 9. а) 432 см2; б) 1452 см2. 
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10. а) 300 см2. 11. а) 96 см2 і 54 см2; б) 188,16 см2 і 105,84 см2; в) 245,76 см2 і 
138,24 см2. 12. 6 см2. 13. 9,6 см; 19,2 см; 28,8 см; 38,4 см і 16 см. 14. 3 : 1. 15. 1:7. 
16. 42 см2, 61,5 см2 і 22,5 см2. 17. mn. 18. Порада. Ви корис та йте фор му лу Ге ро на і 

S = pr. 19. 384 см2. 20. . 23. а) 76,5  см2; б) 42  см2; в) 936 см2; г) 208 см2. 

24. . 25. . 26. 88 см2. Порада. Не забудьте довести, що більша основа 

не може дорівнювати 10. 27. 43,2 см2. 28. а) 1620 см2. 29. 36(2 + ) см2; б)  см2.

30. 624 см2. 31. 5 см. 32. 5 см, 5 см, 2 см і 8 см. 33. 40  см2. 35. 17 640 см2. 

37. 2  см, 2  см, 4 см і 8 см. 38. с = .

Зав дан ня 10

1. 45°, 45°. 3. Порада. Вра хуй те, що  � . 4. Порада. Врахуйте 

вказівку до по пе редньої за дачі і ма ти ме те: S �  і S � . 5. 9 см, 9 см і 

6  см. 9. 15  см. 11. 15° і 75°. 12. Порада. a – b = ha – hb. Пом нож те обидві час -

ти ни рівності на ab. 13. 45°, 45° і 90°. 14. Три кут ник рівнос то ронній. 15. 12 см. 

16. 24 см. 17. ; . 18. 15 см, 26 см і 37 см.

Зав дан ня 11

11. Се ре дин ний пер пен ди ку ляр відрізка, що спо лу чає за дані точ ки. 12. Ко ло, 

цент ром яко го є се ре ди на відрізка між точ ка ми, радіус яко го дорівнює , де 

с2 – за да на су ма квад ратів відста ней, a – по ло ви на відстані між точ ка ми. 13. Ко ло, 
цент ром яко го є точ ка, си мет рич на точці C віднос но AB, а радіус дорівнює сто роні 
AB. 14. а) Пря ма – се ре дин ний пер пен ди ку ляр до відрізка AB; б) ко ло, радіус яко го 
дорівнює 4а; центр ко ла роз та шо ва ний на прямій AB і відда ле ний від точ ки A на 
відстань 2а, від точ ки B – на відстань 4а, де a – по ло ви на відстані AB; в) ко ло, радіус 
яко го дорівнює 8/3а; центр ко ла роз та шо ва ний на відрізку AB і відда ле ний від точ-
ки A на відстань 4/3а, від точ ки B – на 2/3а, де a – по ло ви на відстані AB. 
15. Ко ло, центр яко го збігається з цент ром квад ра та, радіус яко го дорівнює а . 

17. Ко ло, радіус яко го дорівнює , де a – по ло ви на відстані між точ ка ми A і B. 

Центр ко ла розміще но на прямій AB на відста ні  від точ ки A і на відстані  

від точки B.

Зав дан ня для пов то рен ня розділу І

16. а) (–1; –1,5); б) 13; в) (х + 1)2 + (у + 1,5)2 = ; г) так. 17. а) (–1; 2) і (1; 0); 

б) 5 і 1; в) х2 + (у – 1)2 = 9; г) ні. 21. . 22. а) a = ±1; 

б) a = ±0,5; в) a = 0; г) a ∈ {0,2; }. 23. а) x = 2; б) y = 3; в) 3х – 2y = 0; г) x + y – 5 = 0.

25. а) x – y + 2 = 0; б) x + y – 8 = 0. 26. а) y = 5; б) x = –1; в) x – y + 6 = 0; г) 2х – y + 
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+ 7 = 0; д) 3х + y – 2 = 0; е) x + 2y – 9 = 0. 27. а) ; б) 9х – 4у – 25 = 0; г) M(3; 0,5); 
д) 11х + 16у – 41 = 0; е) 4х + 9y – 34 = 0. 28. (0; 6) і (0; –2). 29. Ні. 30. a = 0. 31. 2 см 

і 2  см. 32. Ні. 33. 12 см. Не хай бісект ри са AM (мал. 5) пе ре ти нає сторо ну CB під 
ку том 60°; MC = 4 см; MB = 3 см. Про ве де мо бісект ри-
су MD ку та CMA. 	AMD = 	ABM. Позна чи мо AM = l. 
За влас тивістю бісект ри си: AB : MB = AC : CM ⇔ AB = 
= 3t, AC = 4t, тоді CD = t, AD = 3t. За влас тивістю 

бісект риси: AM : CM = AD : CD ⇔  ⇔ l = 12. 

34. 14 см. 35. . 36. ;

; . 40. 2 : 3.

41. а) 3 см2; б) 156 см2; в) 468 см2; г) ; д) ; е) 
 
см2. 

42. а) 120 см2; б) 150 см2; в) 24 см2; г) 294 см2; д) 150 см2; е) 864 см2. 43. а) 75 см2; 
б) 168 см2; в) 360 дм2. 44. а) 600 см2; б) 140 см2; в) 120 см2; г) 600 мм2. 45. а) 37,2 см2; 
б) 54 мм2. 46. а) 1024 дм2; б) 768 см2; в) 486 см2; г) 960 см2; д) 432 см2. 47. а) 665 см2; 

б) 6 см2. 48.  см2. 49. 18 см2. 50. 13 дм, 14 дм і 15 дм. 51. 40, 30 і 14.

Го туємося до те ма тич но го оціню ван ня № 1

В – І
1. (–5; 3). 2. (x + 3)2 (y – 4)2 = 25. 3. A, C – не на ле жать, В – на ле жить. 4. O(2;  –3); 

r = 2. 5.  см.

В – ІІ
1. 5. 2. B(0; 3). 3. B, C, D. 4. y = 4x + 13. 5.  см.

Го туємося до те ма тич но го оціню ван ня № 2

В – І

1. Вра хо ву ю чи, що tg(180° – α) = –tgα, бу дуємо кут, тан генс яко го дорів нює 0,4. 

Суміжний йо му кут і бу де шу ка ним. 2. 60°. 3. (16  ± 4 ) см. 4. 9 см.

В – ІІ

1. sinα = 0,6; tgα = –0,75. 2. Ні, бо, ви хо дя чи з те о ре ми си нусів,  

 
⇒ sin(∠ABC)  > 1, чо го не мо же бу ти. 3. Ту покут ний. 

4. 26 см. 

РОЗДІЛ ІI

Зав дан ня 12

1. а) 135° і 45°. 2. а) 12. 3. а) 12. 4. а) 10. 5. а) Ні; б) ні. 9. а) 12 ; б) 4 . 

15. а) R  , R , 2R; б) a ; a(1 + ), a . 17. а) . 18. 4  см. 

Мал. 5
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19. а) 4  см; б) 2  см; в) 2  см. 20. a . 21. 18  см. 

22. а) 3 : 4 : 2; б) 3  : 8 : 6 ; в)  : 4 : 6 . 23. (  + 2). 24. (  + 2). 29. . 

31. а) ; б) ; в) . 32. 4  : 9 : 6 . 35. . 

Зав дан ня 13

5. а) ; б) π ; в) ; г) ; д) 8π см. 6. π  см. 7. а) πа; 

б) πс(  – 1); в) πс(sinα + cosα – 1); г) . 8. 4 см. 9. 48 + 48  см або 

48 + 24  см. 10. 2π см. 11. а)  см; б) 3 см; в) 3  см. 12. 7 разів. 13. 5,85 м. 

14. 3,2 обер та. 16. а) π см. 17. а) 120°. 18. а)  м. 19. 30°; 330°. 20. 150°; 210°. 

21. 40 зубців. 22. ≈ 700 м. 23. ≈ 18°. 24. а) . 25. а) . 26. а)  ≈ 0,52. 

27. 8 м/с. 28. . 29. 5 см. 31. Порада. Порівняй те радіуси кіл. 32. Ні. 33. C = nC1, 

де C – дов жи на за да но го ко ла, C1 – дов жи на по бу до ва но го ко ла. 35. Точ ка A прой де 
1 км y 4 ра зи швид ше, ніж точ ка B. 36. r. 

Зав дан ня 14

1. а) 4π см2. 3. а) Збіль шить ся в 4 ра зи. 4. а) Збіль шить ся в 4 ра зи. 5. а) 20π см2. 

6. 64π см2. 7. а) ; б) ; в) . 8. а) ; б) ;

в) ; г) . 9. а) ; б) ; в) . 10. а) ; б) ; в) . 

11. . 12. 2. 14. . 15. . 16. 5 дм. 17. ≈ 134 м2. 18. ≈ 11; . 19. 1 мм. 

20.  см. 21. ≈ 7,15 дм2. 22. а) ; в) ; д) . 23. а) 1,8π см2. 24. Так. 

25.  см2 ≈ 260 см2. 26. . 27. а) . 28. . 29. . 30. а) R2(π – 2); 

б) R2(4π – 3 ). 31. а) 12π см2; б) 18(2  – π) см2; в) 12π(7 – 4 ) см2. 34. . 

35. а2(2π + 1 – ). 36. Пер ша хор да. 37. (4π – 3 ). 38. . 39. , де 

кут α подано в радіанах. 40.  – .
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Зав дан ня для пов то рен ня розділу ІІ

18. а) 12; б) 9. 19. 18  см. 20. 4  см. 21. а) ; б) 0,5h. 23. а) 48(7 – 4 ) ×

× (  – ) см2; б) 16(3 – 2 )(4 – π) см2; в)  см2. 24. 30°. 25. 16π см2. 

26. 6 см.

Го туємося до те ма тич но го оціню ван ня № 3

В – І

1. Сторін – 33, діаго на лей – 495. 2. 10. 3. 50 см2. 4. 2 см.

В – ІІ

1. 7 сторін, су ма внутрішніх кутів – 900°. 2. 156° і 24°. 3. 8 см. 4. 4  см.

Го туємося до те ма тич но го оціню ван ня № 4

В – І

1. 10π см. 2. 8π см. 3.  см. 4.  см2.

В – ІІ

1. 8π см. 2.  см. 3. 15°. 4.  см2.

РОЗДІЛ III

Зав дан ня 15

1. При па ра лель но му пе ре не сенні пря ма пе ре хо дить у пря му. 2. Так. 3. Так. 
4. Ні. 6. По ра да. Ви ко най те па ра лель не пе ре не сен ня однієї бічної сто ро ни па ра-
лель но ос но вам тра пеції на відрізок, що дорівнює меншій ос нові.

Зав дан ня 16

4. Вер ши ни квад ра та рівновідда лені від точ ки пе ре ти ну діаго на лей, то му при по-
во роті квад ра та ABCD на 90° вер ши на A пе ре хо дить у вер ши ну B, вер ши на В – у вер-
ши ну С і т. д. От же, квад рат при та ко му по во роті пе ре хо дить сам у се бе. 5. По ра да . 
До ве ден ня ана логічне до ве ден ню в по пе редній за дачі.

Зав дан ня 17

2. Дві осі: од на – се ре дин ний пер пен ди ку ля р до відрізка, кінці яко го є за дані 
точ ки, дру га – пря ма, що про хо дить че рез них. 4. Як що прямі пе ре ти на ють ся, 
то осі си метрії – дві прямі, які про хо дять че рез точ ку пе ре ти ну да них пря мих і 
збігаються з бісект ри са ми кутів, ут во ре них при пе ре тині да них пря мих; як що ж 
прямі па ра лельні, то ося ми си метрії є безліч пря мих, а са ме: будьeяка пря ма, пер-
пен ди ку ляр на до за да них, і од на пря ма, па ра лель на їм і рівновідда ле на від них. 

Зав дан ня 18

3. Один, він є се ре ди ною відрізка, кінці яко го – за дані точ ки. 4. Як що дві прямі 
пе ре ти на ють ся, то центр си метрії один – точ ка пе ре ти ну пря мих; як що ж прямі па-
ра лельні, то центрів си метрії безліч – будьeяка точ ка, рівновідда ле на від пря мих. 
5. а) – в) Як що во ни пе ре ти на ють ся в одній точці. 6. Як що три прямі па ра лельні і 
од на пря ма рівновідда ле на від двох інших. 
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Зав дан ня 19

5. Фігу ра не змінить ся, бо прямі пе рей дуть самі в се бе. 7. Такі відрізки го мо те-
тичні. Центрів го мо тетії два – це точ ки пе ре ти ну пря мих АА1 і ВВ1 або пря мих АВ1 
і А1В. 9. а) – г) Центрів го мо тетії два – це точ ки пе ре ти ну пря мих, про ве де них че-
рез кінці двох па ра лель них радіусів цих кіл, з лінією центрів. 10. а) – в) Центр 
го мо тетії один – точ ка пе ре ти ну прямої, проведеної через кінці двох па ра лель-
них радіусів цих кіл, з лінією центрів, во на є се ре ди ною відрізка, кінця ми яко го є 
цент ри кіл. 11. Один – центр цих кіл.

Зав дан ня 20

5. а) Так; б) так. 6. а) Так; б) так. 

Зав дан ня 21

1. По во ро том на 180° або цент раль ною си метрією. 4. а) Не обов’яз ко во; б) не 
обов’язково. 8. а) По во рот на 180° є цент раль ною си метрією; б) па ра лель не пе ре-
не сен ня мож на отрима ти в ре зуль таті послідов но го зас то су ван ня двох ось о вих си-
метрій; в) по во рот мож на отрима ти в ре зуль таті послідов но го зас то су ван ня двох 
ось о вих си метрій; г) цент раль на си метрія є го мо тетією з ко ефіцієн том –1.

Зав дан ня 22

1. k = , ку ти рівні, то му відно сять ся як 1 : 1. 2. а) ; б) . 3. . 4. а) 12 см, 

16 см, 20 см, 24 см і 8 см. 6. а) 2 см. 7. 140 см. 8. 768 см2. 9. 225 см. 10. 2400 см2. 

11. а) 2,5 см; б) 5 см. 12. Так. 13. Так. 15. AB = 7,5 дм; AD = 8  дм. 

Зав дан ня 23

2. а) Дві осі си метрії; б) од ну вісь си метрії; в) дві осі си метрії; як що прямі пер-
пен ди ку лярні, то – чо ти ри. 5. а) Безліч; б) безліч; в) од ну; г) безліч. 7. а) Так; б) ні; 
в) так. 9. Безліч. 10. Ні. 16. Па ра лель не пе ре не сен ня, го мо тетія або цент раль на си-
метрія. 

Зав дан ня 24

1. По ра да .  По бу дуй те пря му, па ра лель ну одній зі сторін ку та так, щоб відстані 
від точки M до сторони кута і побудованої прямої відносилися як 1 : 2. Точ ка пе-
ре ти ну по бу до ва ної пря мої з дру гою сто ро ною ку та бу де од ним із кінців шу ка но-
го відрізка. 2. По ра да .  Зас то суй те па ра лель не пе ре не сен ня з тим, щоб сумістити 
береги річки. 3. По ра да .  а) Поз нач те прямі, на яких по винні ле жа ти кінці 
відрізків b і c. Зас то суй те па ра лель не пе ре не сен ня до однієї з пря мих (скажімо, с) 
па ра лель но прямій l на відрізок за да ної дов жи ни а. 4. По ра да .  Зас то суй те па ра-
лель не пе ре не сен ня однієї з діаго на лей па ра лель но ос но вам так, щоб ут во рив ся 
три кут ник, дві сто ро ни яко го дорівню ють за да ним діаго на лям. 5. По ра да .  Ви ко-
най те по во рот однієї з пря мих віднос но точ ки О на кут 120°. Точ ка пе ре ти ну дру-
гої пря мої з пря мою, одер жа ною в ре зуль таті по во ро ту, бу де вер ши ною три кут ни ка. 
6. По ра да .  Зас то суй те по во рот, ана логічно до по пе редньої за дачі. 7. По ра да .  По-
бу дуй те два кон це нт ричні ко ла з цент ром у точці М і радіуса ми, рівни ми за да ним 
відста ням. Ви ко най те по во рот од но го з кіл на 120° віднос но цент ра три кут ни ка. 
8. По ра да .  Ви ко най те по во ро ти три кут ників COD і BOC віднос но точ ки О так, щоб 
три кут ни ки поміня лися місця ми. 9. ϕ1 – 60°; ϕ2  – 60°; ϕ3 – 60°. По ра да .  Ви ко най-
те по во рот три кут ни ка віднос но однієї з вер шин на кут 60°. 10. По ра да. По бу дуй-
те ко ло, си мет рич не за да но му ко лу віднос но пря мої, що містить діаго наль квад ра-
та. 12. По ра да .  По бу дуй те точ ки Р і Н, си мет ричні точці А віднос но пря мих, на 
яких ле жать бісект ри си кутів з вер ши на ми В і С. Точ ки Р і Н на ле жать прямій ВС. 
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13. По ра да .  По бу дуй те пря му, си мет рич ну прямій a віднос но пря мої b. Точ ка пе-
ре ти ну по бу до ва ної пря мої з пря мою c є од ним з кінців шу ка но го відрізка. 15. По-
ра да .  До ведіть, що точ ка пе ре ти ну діаго на лей од но го па ра ле лог ра ма є цент ром 
си метрії дру го го. 16. По ра да .  Ви ко рис тай те те, що се ре ди на відрізка є йо го цент-
ром си метрії. 17. По ра да .  Ви ко рис тай те те, що центр квад ра та є цент ром си метрії 
пря мих, на яких ле жать про ти лежні сто ро ни квад ра та. 18. По ра да .  Див. по ра ду 
до за дачі 16. 19. Не хай за дані прямі m і n. По бу дуй те точ ку Н, си мет рич ну точці 
С віднос но точ ки пе ре ти ну пря мих. Че рез точ ку Н про ведіть пря му, па ра лель ну 
прямій m, точ ку пе ре ти ну її з пря мою n поз нач те В. Дру гу вер ши ну А три кут ни-
ка по бу дуй те в та кий самий спосіб і до ведіть, що прямі m і n є медіана ми три кут-
ни ка АВС. 20. По ра да .  Спо чат ку по бу дуй те ромб з гост рим ку том α і довіль ною 
сто ро ною, а потім по бу дуй те подібний до нього ромб із за да ною су мою діаго на лей. 
21. По ра да .  Спо чат ку впишіть довіль не ко ло в кут, а потім зас то суй те го мо тетію з 
цент ром у вер шині за да но го ку та для по бу до ви ко ла, що про хо дить че рез за да ну точ-
ку. 22. По ра да. а) Спо чат ку впишіть довіль ний квад рат у три кут ник так, щоб три 
йо го вер ши ни ле жа ли на двох сто ро нах, а потім для по бу до ви потрібно го квад ра-
та зас то суй те го мо тетію, за центр якої візьміть вер ши ну три кут ни ка, спіль ну для 
двох сторін, на яких ле жать три вер ши ни впи са но го квад ра та. Спро буй те ви ко-
на ти по бу до ву в інший спосіб; б) спо чат ку впишіть пря мо кут ник так, щоб йо го дві 
вер ши ни  ле жа ли на бічних сто ро нах три кут ни ка, а діаго налі були па ра лельні цим 
сто ро нам, а потім по бу дуй те потрібний пря мо кут ник, зас то со ву ю чи го мо тетію, за 
центр якої візьміть вер ши ну три кут ни ка, що лежить про ти  ос нови. Спро буй те ви ко-
на ти по бу до ву в інший спосіб. 23. а) Ко ло (діамет р якого дорівнює радіусу за да но го 
ко ла), що про хо дить че рез точ ку А з ви ко ло тою точ кою А; б) ко ло, діамет ром яко-
го є відрізок з кінця ми в даній точці А і в центрі за да но го ко ла. 24. Дві більші ду-
ги кіл, го мо те тичних за да но му (цент ром го мо тетії є точ ка А, ко ефіцієнти го мо тетії 
дорівнюють 1/4 або 3/4). Ду ги об ме жені до тич ни ми, про ве деними з точ ки А до ко-
ла. Точки дотику ви ко лоті. 25. По ра да .  Для по бу дови доціль но ви ко рис та ти те о ре-
му про січну й до тич ну, про ве дені до ко ла з однієї точ ки, і опор ну за да чу на по бу-
до ву се реднь о го про порційно го. 26. Доцільно використати перетворення поворот.

Зав дан ня 25

1. (5; 5), (3; –7), (6; 0). 2. (0; –3), (–3; –1), (0; –5). 3. а) (–5; 6); б) (8; 10); в) (–6; 2). 
5. а) (–8; 5); б) (–20; 10); в) (–13; –3). 6. а) х′ = x + 12; y′ = y – 10; б) х′ = x + 7; y′ = 
= y + 3. 7. а) B′(–6; 14); б) F′(5; 25). 8. A(–8; 4), B(–15; 9). 9. L(10; –5), M(3; –7). 
11. х′ = x – 12; y′ = y + 9. 12. х′ = x + 1; y′ = y – 1; 
M′(5; –7); N(–5; 7). 14. а) 3х – 2у + 6 = 0; б) 3х – 2у = 0; 
в) 3х – 2у + 17 = 0. 15. Як що a і b не па ра лельні, то 
потрібно ви ко на ти па ра лель не пе ре не сен ня пря мої a 
так, щоб за да на точ ка бу ла рівновідда ле на від a і а′. 
Точ ка пе ре ти ну а′ і b є од ним з кінців шу ка но го відрізка. 
У разі, ко ли прямі a і b па ра лельні, за да ча мо же не ма ти 
розв’яз ку (як що за да на точ ка не рівновіддале на від a і 
b) або мо же ма ти безліч розв’язків (як що за да на точ ка 
рівновідда ле на від a і b). 16. Шу ка не ге о мет рич не місце 
то чок по да но на ма люн ку 6.

Зав дан ня 26

1. A(2; 5). 2. а) A(5; –2), A1(5; 2); б) D(12; 4), D1(–12; 4); в) M(2; 0), M1(2; 0). 
3. а) A(–3; 7), A1(3; 7); б) F(4; –2), F1(–4; –2); в) K(–1; 3), K1(1; 3). 4. а) Оy; б) Оx. 
5. а) D, F; б) A, C. 6. (0; 8), (8; 0), (0; –8), (–8; 0). 8. а) (4; 3); б) (–4; –3). 9. х – у – 1 = 0. 
10. x – 4y + 7 = 0 і (19/17; –76/17). 11. а) A1(34/13; –41/13), B1(–4; 6); б) A1(–1; –2), 

Мал. 6
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B1(2,4; 4,8). 12. а) (х + 1)2 + (у – 4)2 = 25; б) (х + 3)2 + (у – 6)2 = 25. 13. (2; 1), (–2; –1), 
(–1; –2). 14. Порада. Че рез M і точ ку N1, си мет рич ну точці N віднос но пря мої l, 
про ведіть пря му до пе ре ти ну з пря мою l. Точ ка пе ре ти ну C і є шу ка ною точ кою. 
При до ве денні слід зас то со ву ва ти нерівність три кут ни ка. 15. Найбіль шу різни цю 
відста ней має та са ма точ ка C, що і в за дачі 14. 16. Точ ка пе ре ти ну пря мої l і пря-
мої AB′, де B′ – точ ка, си мет рич на точці B віднос но l. 17. Точ ки A1 і A2, си мет ричні 
точці A віднос но бісект рис, на ле жать прямій BC. Та ким чи ном, B і C є точ ка ми 
пе ре ти ну бісект рис з прямою A1A2. 18. По бу дуй те три кут ник з ос но вою, яка дорів-

нює половині суми діаго на лей, та дво ма при лег ли ми до неї ку та ми:  і . Про ведіть 

у цьому  трикутнику ви со ту до ос но ви. Один з ут во ре них пря мо кут них три кут ників 
і є чвер тю ром ба. 19. Порада. Ви со ти три кут ни ка, вер ши на ми яко го є за дані точ-
ки, па ра лельні се редин ним пер пен ди ку ля рам шу ка но го три кут ни ка. 

Зав дан ня 27

7. б) (3; –3); в) (–5; –19). 9. б) A1(3; 4); B1(7; 8); C1(4; 11); в) A1(–1; –2); B1(–5; –6); 
C1(–2; –9). 10. О(–0,5; 1); D(0; –2). 11. (х – 7)2 + (у – 10)2 = 7. 12. а) 2х – 3у + 6 = 0; 
б) 2х – 3у = 0. 14. Порада. Вра хо ву ю чи, що се ре ди на відрізка є йо го цент ром 
симетрії, зас то суй те пе рет во рен ня си метрії віднос но точ ки. 15. Порада. Вра хо ву ю-
чи, що точ ка пе ре ти ну діаго на лей па ра ле лог ра ма є йо го цент ром си метрії, засто суй-
те пе рет во рен ня си метрії віднос но точ ки. 17. (3; –3), (1; –1); (–3; –3), (–1; 1). 

18.  і . 

Зав дан ня 28

1. а) G( ; ); б) E(4; 4 ); в) О(2 ; 2); г) M(–6; 6 ); д) Т(–3; 0). 2. а) (3; 0); 

б) (8; ); в) (2; ); г) ( ; ); д) (6; ). 3. а) A1(0; –3), B1(0; –2), C1(2; –5), D1(–3; 1); 

б) A2(0; 3), B2(0; 2), C2(–2; 5), D2(3; –1). 4. M(2; 5). 5. M(–3; 5), M1(5; 3). 6. а) A1(–2; –3), 

B1(–2; 3), C1(2; 3), D1(2; –3); б) A2(3; –2), B2(–3; –2), C2(–3; 2), D2(3; 2). 8. а) A1(2; ), 

B1(4; ); б) A2(2; ), B2(4; ). 9. Три кут ник з вершинами: A1(3; ), B1(6; ), C1(2; π). 

10. Ко ло, радіус якого дорівнює 3, а цент р лежить у точці M1(8; ).

Зав дан ня для пов то рен ня розділу ІІІ

14. (3; 10); (0; 6). 16. а) A1(–3; 1); б) A2(3; –1); в) A3(3; 1); г) A4(5; –9); д) A5(1; –3). 

17. а) (–2; –2); б) (2; 2); в) (5; 5). 18. а) y = 2х + 2; б) y = 2 – 2х; в) y = –2 – 2х; г) . 

Го туємося до те ма тич но го оціню ван ня № 5

В – І

1. A1(–2; –1). 2. O(1; –1). 3. S : S = 22. 4. y = –2x.

В – ІІ

1. B1(–1; –3). 2. O(1; –2). 3. S1 : S = 0,52. 4. y = –x.
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РОЗДІЛ ІV

Зав дан ня 29

5. а) M(–2; –4); б) M(1; –2); в) M(–5; 4). 6. а) G(6; –2); б) G(–2; –2); в) G(–1; 1). 

10. (7; 7); (–7; –7); (5; –1); (–5; 1); (–2; –8); (2; 8); (–2; –8); 

(2; 8); (–9; –15); (9; 15); (–7; –7); (7; 7);  = ;  = ; 

 = ;  = . Рівні за мо ду лем всі па ри про ти леж них век торів. 12. а) D(0; –6); 

б) C(–2; 4). 13. D(–4; 0). 14. y =  або y = – . 15. x = 4  або x = –4 . 16. Мож ливі 
розв’яз ки: (0; 5); (0; –5); (5; 0); (–5; 0); (3; 4); (4; 3); (–3; 4); (–4; 3); (3; –4); (4; –3); 

(–3; –4); (–4; –3). 17.  1(–6; 2); 2(1; –5,5); 3(6; 3,5). 18. /2. 19. C(–1; –6); 

D(4; –6) або C(–1; 18); D(4; 18). 

Зав дан ня 30

6. а)  +  = ;  –  = ; б)  +  = –  – ;  –  = 7  – 3 ; в)  +  = ; 

 –  = ; г)  +  = 2  – 5 ;  –  = . 7. а) 8  – 3 ; б) –5  – 15 ; в) –1,5  – 6 ; 

г) 3  + 42 . 8. а) ; б) 1; в) ; г) . 9. а) (10; –2), 2 ; б) (–9; –8), ; в) (11; –12), 

; г) (23; –6), . 10. а) (50; –41); б) (–4; 8). 11. 
 

|| 
 

|| ;  || . 13. а) 18; 

б) 1,5; в) не існує. 14. а) –18; б) –1,5; в) . 15. а) (–25; 20); б) (25; –20). 16. а) ; 

б) . 17. (0,6; –0,8). 18. б), в), г). 19. а)  =  + ; б)  = 4  + 3 . 

20.  = 3,5  – 7,5 . 21. D(–3; 2). 22. D(–2; 6). 24. D(11; 18) або D(–19; –6). 

25. а) (–12; 5), (–3; –4); б)  і  або протилежні їм векто ри; 

в) . 26. а) –6; б) 1; в) 7; г) 12; д) –16. 27. а) –1; б) 1; в) –1; г) ; д) –1; е) . 

Зав дан ня 31

2. а) x = 1; б) x = –3,5; в) x = –5; г) x = 0. 3. (–1; 0,75). 4. б) –10,5; в) 0. 8. б) 10; 

г) –1; е) –12. 9. б) ; в) . 10. 90°; . 12. в) 120°; г) 45°. 14. а) x = –2,4; 

б) x = ±6. 15. а) –115 – 14 ; в) –649. 16. k = 40. 17. . 18. а) ; б) ; в) . 

19. . 21. (4; 8). 22. 60°. 23.  = –3/2  – 3 . 24. . 26.  =  ⇒ ABCD – 

па ра ле лог рам; (  ⋅ ) = –3 ⋅ 2 + 1 ⋅ 6 = 0 ⇒ сто ро ни пер пен ди ку лярні. З ць о го 
ABCD – пря мо кут ник.

Зав дан ня 32

2. . 4. Мож ливі два ви пад ки: 1) 60°; 2) кут, ко си нус яко го дорівнює . 

5. Порада. Поз нач те точ ку пе ре ти ну діаго на лей О і до ведіть, що  = . 6. . 
9. Не хай у три кут ни ку ABC прямі ha, hb, hc містять ви со ти. Точ ка M на ле жить пря- 

мій ha тоді і тіль ки тоді, ко ли  ⋅  = 0. Оскіль ки  =  – , то ця рівність 

рівно силь на (  – ) = 0 ⇔  ⋅  =  ⋅  (1). Ана логічно точ  ка M на  ле  -
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жить прямій  hb тоді і тіль ки тоді, ко ли ви ко нуєть ся рівність  ⋅  =  ⋅  (2). 
Як що ж точ ка M є точ кою пе ре ти ну ви сот, про ве де них з вер шин A і B, то ви ко ну-
ють ся одно час но обидві рівності (1) і (2):

  

.

А це оз на чає, що M ле жить на прямій hc. 9.  ⋅  = (  + )(  – ) = 
= (  +  +  + ) ⋅ (  – ) = (  + )(  – ) = 2 – 2 = 0 ⇒  ⊥ . 
Ана логічно доводиться, що  ⊥  ⇒ H – точка перетину висот. 11. З рівнос тей 
(мал. 7)  =  – ;  =  – ;  =  –  маємо: 2 = 2 + 2 – 
– 2  ⋅ ; 2 = 2 + 2 – 2  ⋅ ; 2 = 2 + 2 – 2  ⋅ . До да ю чи ці 
рівності, от ри маємо: 2 + 2 + 2 = 3R2 + 3r2 – 2OM ⋅ (  +  + ) = 3R2 + 
+ 3r2, оскіль ки  +  +  = 0, а точ ка O – центр впи са но го і опи са но го кіл.
12.  =  –  (мал. 8);  =  – ;  =  – . Звідси 2 + 2 + 
+ 2 = 2 – 2  ⋅  + 2 + 2 – 2  ⋅  + 2 + 2 – 2  ⋅  + 2 =
= 2 + 2 + 2 + 3 2 – 2 (  +  + ) = 6R2, де R – радіус ко ла.

Мал. 7     Мал. 8  Мал. 9

Зав дан ня для пов то рен ня розділу ІV

15. . 16. . 17. б) –(  + ); в) 
 

– . 18. а) –   –  ; б)   +  ; 

в)  – ; г)   –  . 24. а) (12; 5),  = 12  + 5 ; | | = 13; б) (3; –4), 

 = –3  – 4 ; | | = 5; г) (8; 2),  = 8  + 2 ; | | = 2 . 25. а) n = ; співна- 

прям лені; б) при n = 6 век то ри співнап рямлені; при n = –6 про ти леж но нап рямлені. 

26. а) β = –1,5; б) β = 2 ; в) ± . 27. . 29. 135°. 30. . 32. а) 13; б) 46; 

в) 481. 34. Поз на чи мо (мал. 9)  =  і  = . Тоді  =  –  і  =  + ;  –  = ; 

 +  = . Додамо 2 = 2 + 2 – 2  ⋅ 
 
і 2 = 2 + 2 + 2  ⋅ , маємо 2 + 2 = 2 2 + 2 2. 

Го туємося до те ма тич но го оціню ван ня № 6

В – І

1. . 2. x = 0. 3. D(3; 7). 4. а) 0; б) –18. 5. До ведіть, що  =  і  ⋅  = 0.

В – ІІ

1. . 2. . 3. x = –4. 4. а) 7; б) 28. 5. До ведіть, що  =  і  ⋅  = 0.
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РОЗДІЛ V

Зав дан ня 33

1. Порада. Ви ко рис тай те те о ре му 1. 4. Ні. 7. а) Безліч; б) безліч; в) безліч або 
од ну. 8. Як що точ ка ле жить на прямій. 9. Три точ ки на ле жать одній прямій. 
10. Пря ма і точ ка по за нею виз на ча ють тіль ки од ну пло щи ну, а три точ ки на прямій 
виз на ча ють безліч пло щин. 11. Так. 12. Так.

Зав дан ня 34

1. Або пе ре ти на ють ся, або ми мобіжні. 3. Порада. Ви ко рис тай те оз на чен ня 
ми мобіжних пря мих. 4. Ні. 6. Так. 7. Порада. Зас то суй те ме тод від суп ро тив но го. 
8. Безліч. 9. Так. 10. а) Ні; б) ні; в) так. 13. Порада. Ви ко рис тай те те о ре му (див. 
с. 183). 15. Так. 16. Порада. Розглянь те ви пад ки: а) точ ка ле жить на прямій; 
б) точ ка не ле жить на прямій. 17. Ні. 18. Ні. 21. Так. 22. Так. 24. Порада. Ви ко рис-
тай те аксіому (див. с. 182).

Зав дан ня 35

4. 25. 6. 3. 7. 6. 9. 4. 12. 48 см2. 13. У 9 разів. 14. 3  см. 15. Збіль ши ти квад рат 
діаго налі y два ра зи. 16. Ні.

Зав дан ня 36

2. Ні. 3. Так. 5. Так, три кут на. 6. Шістнад ця ти кут ник. 8. Пря ма приз ма. 9. Так. 
10. Так. 11. Так. 13. У чо ти ри кут ник ос но ви мож на впи са ти ко ло. 14. 60 см2. 

15. 225 см2; 125 см3. 16. 520 см2; 800 см3. 17. Так. 18. Так. 19. 2  м3. 20. 1500  дм3. 

22. 30 дм3; 62 дм2. 23. 3 см; 9  см3. 24. 75 кг. 25. 60 м3.

Зав дан ня 37

6. а) n + 1, 2n, n + 1; б) 4n. 7. а) Ні; б) ні. 9. 360°(n – 1). 10. а) Ні; б) так. 

11. a2. 12.  дм2. 13. 3 см2. 14. 4  см2. 15.  см2. 16. 36  см3. 

17. Збіль шить ся в 4,5 ра за.

Зав дан ня 38

1.  або . 2. Площі бічної по верхні од на кові. 3. Не змінила ся. 4. Ні, об’єм 

одно го в три ра зи біль ший за об’єм дру го го. 5. 4 см. 10. Ні. 11. 3πR2. 12. 100 куль ок. 

13. Існує, R = 3. 14. Кавун радіусом 20 см. 15. 125 куль ок. 16. . 17. 1,5.

Завдання для пов то рен ня розділу V

18. Порада. Розг лянь те мож ли ве розміщен ня то чок A, B, C. 19. Площини 
збігаються. 20. Три точки  на ле жать прямій. 22. Так. 23. Порада. Зас то суй те 

метод від суп ро тив но го. 29. Ні. 31. Ні. 35. а) 6а2 і 24а2; б) а3 і 8а3; в) а  і 2а ; г) а  

і 2a . 36. а)  см; б) 384 см2; в) 512 см3. 39.  см2. 41. Ні. 42. 720°. 57. Змен- 

шить ся в 9 разів. 58. 2 грн. 59. Один ве ли кий. 60. 4S. 61. 1000.
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ПЕРЕВІР СЕБЕ

1. Д. Порада. Врахуйте, що перше дерево буде на відстані 2 м : 4 = 0,5 м від 
початку вулиці. 2. Б. 3. Г. 4. А. 5. Г. 6. В. Порада. Розгляньте випадок, коли один 
з даних кутів гострий, а інший – тупий. 7. Г. 8. В. 9. Г. 10. А. 11. Г. 12. Д. Пора-
да.  Пригадайте властивості бісектриси кута. 13. В. 14. В. 15. Б. 16. Г. 17. А. 18. Д. 
19. Б. 20. В. 21. Г. 22. А. 23. Д. 24. Б. 25. Г. 26. Д. 27. Б. 28. В. 29. А. 30. Г. 31. В. 
32. Б. 33. Б. 34. В. 35. Г. 36. В. 37. А. 38. Д. 39. Б. 40. А, В, Г, Д. 41. А, Б, В, Г. 
42. А, В. 43. А, Д. Порада. Розгляньте два можливих випадки розміщення точки С 
відносно відрізка АВ. 44. В, Г. Порада. Див. пораду до № 43. 45. В, Д. 46. Г. 47. Б, 
Д. 48. В. 49. Б, Г. 50. А, Г. Порада. Врахуйте, що шукана дотична, не пара лель на 
осі ординат, проходить через точку М, і скористайтеся формулою відстані від точки 
до прямої. 51. Б. 52. Д. 53. А-2, Б-5, В-2, Г-4, Д-4. 54. А-2; Б-7; В-6; Г-4; Д-4; Е-2. 
55. А-2; Б-3; В-4; Г-2, Г-4; Д-2, Д-6. 56. А-3; Б-2; В-3; Г-5; Д-5; Е-3; Є-3. 57. А-3; Б-1; 
В-4; Г-6; Д-2. 58. А-8; Б-4; В-4, В-3; Г-7; Д-5; Е-1. 59. А-5, А-3; Б-5; В-2; Г-2; Д-5, 
Д-3. 60. А-8; Б-4; В-2; Г-3; Д-6; Е-5. 61. 1) ... коло з центром, що збігається з центром 
заданого кола і радіусом, що дорівнює відстані між центром кола і серединою хорди 
даної довжини; 2) ... ко ло з центром у середині заданої гіпотенузи й радіусом, що 
дорівнює половині цієї гіпотенузи; 3) ... пряма – серединний перпендикуляр до 
відрізка з кінцями в даних точках; 4) ... коло з центром у заданій точці, радіус 
якого дорівнює радіусу кіл, що розглядаються; 5) ... пряма паралельна даним, 
що ділить відстань між ними навпіл; 6) ... дві взаємно перпендикулярні прямі – 
бісектриси вертикальних кутів, утворених заданими прямими. 62. 1) ... його 
діагоналі взаємно перпендикулярні; 2) ... його діаго налі рівні; 3) ... всі його 
сторони рівні – це ромб; 4) ... його діагоналі рівні і взаємно перпендикулярні; 
5) ... кут, протилежний прямому куту, прямий. 63. Див. § 16. 1) 3 – його висоти; 
2) нескінченна множина – довільний діаметр; 3) 2 – бісектриси пар вертикальних 
кутів; 4) 4 – діагоналі і прямі, що сполучають середини протилежних сторін; 
5) 6 – діагоналі і прямі, що сполучають середини  протилежних сторін. 64. 20; 9; 
5; 6. 65. ... бісектрисі кута. 66. ... паралельні. 67. ... взаємно перпендикулярні. 
68. ... ∠A = ∠A1, ∠B = ∠B1; АБО a = a1; b = b1; АБО ... 69. ... рівнобедрений. 
70. ... гострокутний. 71. ... тупий. 72. ... взаємно перпендикулярні; АБО 
... і дві сторони одного трикутника рівні двом сторонам другого, АБО ... 
73. ... рівні. 74. а) ... паралельні; б) ... паралельні. 75. ... паралельні. 76. ... 
належать одній прямій. 77. ... лежать на одній прямій. 78. ... рівнобічна. 

79. ... є правильними. 80. . 81. a = b ≠ 0 і . 82. 13. 

83. . 84. . 85. ... це – нуль-вектор. 86. 30о, 66о, 84о. 87. АМ = 2 МС. 

88. SABO > SCDO. 89. 30о, 60о, 90о. Порада. Продовжіть медіану до перетину з колом, 
описаним навколо даного трикутника. 90. 48 см2. 91. 46 мм, 46 мм. Порада. 
Розгляньте два можливі випадки і врахуйте, що повинна виконуватися нерівність 
для сторін трикутника. 92. 8 см і 4 см. 93. 6 см2. 94. 30о; 75о; 75о. Порада. 
Скористайтеся теоремою Фалеса і знай діть довжину висоти, проведеної до бічної 
сторони. 95. 51о. 96. 0,5 м < AB < 1 м. Порада. Врахуйте, що в рівнобедреному 
трикутнику АВС кут В – тупий. Тоді АВ < АС = 1; 2АВ > АС = 1. 97. 5 см. Порада. 
Врахуйте, що тупим може бути тільки кут при вершині рівнобедреного трикутника, 
тоді висота, проведена до бічної сторони, міститься поза трикутником. 98. 34 см. 
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Порада. Див. пораду до № 97. 99. 5 см. Порада. Врахуйте властивість бісектриси 

кута як ГМТ рівновіддалених від сторін кута. 100. 120о. 101. 90о. 102. . 

103. А – точка перетину серединного перпендикуляра до ВС з прямою а. 104. 2 : 1. 

105. . Порада. Скористайтеся тим, що: медіана ділить трикутник на два рів но -

великі трикутники; площі подібних фігур відносяться як квадрати коефіцієнтів 

подібності. 106. . Порада. Скористайтеся порадою до № 105 і врахуйте, що 

, де N – середина АВ. 107. 6 см, 4 см і 6 см. 108. 80 см2. По-
рада. Врахуйте, що сума кутів опуклого чотирикутника 360о. 109. 24 см2. Пора-
да. Запишіть площу ромба через добуток його діагоналей і застосуйте теорему 
Піфагора до трикутника, катетами якого є половини діагоналей. 110. 45о; 135о; 

135о; 45о; 4 см. 111. 54 см2. 112. Основи: 4 см і 12 см, бічні сторони: 8 см і 8 см. 

113.  см. 114.  см2. 115. . 116. 12 см. 117. 4  м і 4 м. 118. Ні. Порада. 

Зверніть увагу на ординати точок. 119. Так. Порада. Запишіть рівняння прямої 
АC і перевірте, чи належить точка В цій прямій. 120. (x – 5)2 + (y + 5)2 = 25. 
121. y = –1. 122. х = –11. 123. y = –2x. 124. y = 0,5x + 2,5. 125. (x + 1)2 + (y – 3)2 = 7,2. 
Порада. Знайдіть радіус кола, скориставшись фор мулою для відстані від точки до

прямої, . 126. а) ; б) ; 

в) . 127. а) Зовні трикутника; б) зовні трикутника. 128. а) 0; б) 2; в) 2. 

129.  . 130. Поворот на кут, косинус якого дорівнює  з центром у точці (2; –4). 

131. . 132. х1 = х0 + k(х – х0) + a, y1 = y0 + k(y – y0) + b.
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Нав чаль не ви дан ня

АПОС ТО ЛО ВА Га ли на Ва димівна

Упо ряд ку ван ня зав дань 
Ка рли ко вої О. А., Баришнікової О. І., 

Вашу лен ко О. П.

ГЕ О МЕТРІЯ

Дворівневий підруч ник для 9 кла су 
за галь но освітніх нав чаль них зак ладів

Ре ко мен до ва но 
Міністер ством освіти і на у ки Ук раїни

Видано за рахунок державних коштів.
Продаж заборонено

Ре дак тор О. Мовчан
Обк ла дин ка та художнє оформлення 

В. Марущинця
Технічні ма люн ки Ю. Лебедєва
Технічний ре дак тор В. Олійник

Ко рек то р І. Іванюсь
Комп’ютер на верстка Ю. Лебедєва

Зда но на ви роб ни цт во і підпи са но до дру ку 01.06.2009 р.
Фор мат 70×100 1/16. Папір оф сет ний. Друк оф сет ний.

Гарніту ра Шкіль на. Умовн. друк. арк. 24,7 + 0,33
форзац. Умовн. фарбо-відб. 49,4 + 0,66 форзац. 

Обл.-вид. арк. 24,37 + 0,51 форзац.
Нак лад 118 606 прим. (1-й з-д 83 030 прим.)

Вид. № 948. Зам. №

Ви дав ни цт во «Гене за»,
04212, м. Київ, вул. Ти мо шен ка, 2-л.

Свідоцтво про внесення суб’єкта видавничої справи 
до Державного реєстру видавців
серія ДК № 25 від 31.03.2000 р. 

Віддру ко ва но з го то вих по зи тивів
на ДП «Державна картографічна фабрика»,

21100, м. Вінниця, вул. 600-річчя, 19.
Свідоцтво серія ДК № 869 від 26.03.2002 р.
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