Лекція №2
Група підстановок. Група симетрій правильного 
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 - кутника. Таблиця Келі та її властивості

Послідовне виконання двох відображень 
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 називають їх композицією або добутком. Будемо дотримуватись такого правила композиції відображень: 
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, тобто виконувати відображення справа наліво. Композиція є асоціативною операцією на множині всіх відображень.

Підстановкою 
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 - го степеня називається взаємно однозначне відображення множини перших 
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 натуральних чисел на себе. 
Множина всіх підстановок на множині 
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 відносно множення підстановок (композиції) є групою. Вона називається симетричною групою степеня 
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 і позначається 
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. Для елементів з 
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 прийняте позначення 
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. Роль нейтрального елемента відіграє тотожна підстановка 
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, для підстановки 
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 підстановка 
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 є оберненою.             
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Нетотожну підстановку 
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 називають циклом, а число 
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 - довжиною циклу. Цикл прийнято позначати символом 
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Транспозицією в 
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 називається цикл довжини 2.

Теорема. Будь-яка нетотожна підстановка степеня 
[image: image20.wmf]n

 або є циклом, або розкладається в добуток деякого числа попарно незалежних циклів. Такий розклад є однозначним з точністю до порядку множників.

Приклад. 
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- добуток двох двоелементних незалежних циклів; 
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 - цикл
Означення. Нехай дано підстановку 
[image: image23.wmf]a

. Говорять, що числа 
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 утворюють інверсію відносно 
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 називається парною, якщо число всіх інверсій відносно 
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 парне, і непарною – в противному випадку.

Приклад. Інв.( 
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 - парна.   
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 теж парна.

Всі парні підстановки групи 
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 утворюють її підгрупу, яка позначається 
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 і називається знакозмінною групою степеня 
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. Порядок групи 
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 дорівнює 
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Нехай дано групу 
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, деяку її підмножину 
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 і всі підгрупи 
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 такі, що 
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. Цю підгрупу називають породженою множиною 
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 і позначають 
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 називають множиною (системою) твірних підгрупи 
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Теорема. Якщо 
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 - підмножина групи 
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Підмножина 
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 групи 
[image: image57.wmf]G

 така, що 
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, називається системою твірних цієї групи. Якщо множина 
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 скінчена, то група називається скінчено породженою. 

Кожна група 
[image: image60.wmf]G

 породжується деякою системою твірних. Якщо для деякої групи існує система твірних, яка складається лише з одного елемента, то група називається циклічною. Циклічна група складається із всіх можливих цілих степенів твірного елемента.

Адитивна група 
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 цілих чисел є циклічною групою. Вона породжується, наприклад, елементом 1. Групи 
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 класів лишків відносно операції додавання класів є циклічними групами, породженими елементом 1.  А як отримати -1?
Теорема. Всі циклічні групи одного і того ж порядку (скінчені або нескінчені) ізоморфні між собою.

Теорема. Будь-яка нескінчена циклічна група ізоморфна групі 
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, а будь-яка скінчена циклічна група ізоморфна групі 
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Доведення. Нехай 
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 - циклічна група, тобто існує елемент 
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 - найменше число з цієї множини. Розглянемо елементи 
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 попарно різних елементів.

Визначимо відображення 
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Якщо ж група 
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 нескінчена, то рівність 
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 - ізоморфізм, що і треба було довести.
Теорема Лагранжа для циклічної  групи. В циклічній групі порядку 
[image: image117.wmf]n

 порядок будь-якої підгрупи ділить 
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 існує рівно одна підгрупа порядку 
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Задача 3. Знайти всі підгрупи циклічної групи порядку 
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 - просте число.

Розв’язання. За теоремою Лагранжа порядок будь-якої підгрупи є дільником порядку групи. Крім того, підгрупа циклічної групи сама є циклічною.

Нехай дана група 
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 породжується елементом 
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Задача 4. В циклічній групі 
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 порядку п знайти всі елементи 
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Розв’язання. Нехай 
[image: image141.wmf]g

 - шуканий елемент, тоді 
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Системи твірних елементів симетричної та знакозмінної груп
Для групи 
[image: image150.wmf]n

S

 є такі системи твірних:

Теорема. Будь-який цикл породжується кожною із наступних систем твірних
1) 
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Теорема. Будь-яка підстановка групи 
[image: image158.wmf]3
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 може бути представлена у вигляді добутку наступних видів циклів
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Доведення. 1) Група 
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 породжується добутками пар транспозицій. Якщо дві транспозиції однакові, то їх добуток дорівнює тотожній підстановці. Якщо мають одну однакову букву, то їх добуток - 
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. Якщо не мають однакових букв, то робимо перетворення 
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2) Оскільки 
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, то для другої системи твірних теж доведено.

Групи самосуміщень многокутників
Нехай 
[image: image165.wmf]F

 - фігура на евклідовій площині. Множина всіх рухів евклідової площини, які відображають фігуру 
[image: image166.wmf]F

 на себе, відносно композиції рухів є групою. Ця група називається групою симетрій фігури 
[image: image167.wmf]F

. Якщо фігура 
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 є правильним 
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 - кутником, то групу її симетрій позначають 
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 і називають групою діедра.
Перетворення 
[image: image171.wmf]f

 площини називається інволюцією, якщо 
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 - тотожне перетворення.

Прикладами інволюцій є симетрії – осьова і центральна.
Квадратна таблиця є таблицею Келі групи тоді і лише тоді, коли має такі властивості:

1. Містить лише такі символи, які записані в заголовному рядку (або стовпці).

2. Кожний рядок і кожний стовпець містять кожний символ рівно один раз.

3. Має один рядок, який співпадає із заголовним, і один стовпець, який співпадає із заголовним. Спільний елемент цього рядка і цього стовпця називається нейтральним.
4. Кожному нейтральному елементу таблиці відповідають симетричні елементи. Вони розташовані у відповідних рядку і стовпці.
5. Розташування елементів в таблиці має наступну властивість: кожний прямокутник, в одній із вершин якого записано нейтральний елемент, має один із наступних видів:
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Нехай дано множину 
[image: image179.wmf]G

 і таблицю, яка визначає бінарну операцію на цій множині. Для перевірки асоціативності операції 
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 треба для кожного елемента 
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 скласти дві таблиці. В першій з них головний стовпець має вигляд 
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, а головний рядок - 
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 - всі можливі елементи множини 
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. В другій таблиці головний стовпець має вигляд 
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, а головний рядок - 
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 - всі можливі елементи множини 
[image: image189.wmf]G

. Якщо  операція асоціативна, то таблиці співпадають.

Приклади розв’язування задач
Задача 1. Чому дорівнює порядок групи рухів, які суміщають із самим собою правильний 
[image: image190.wmf]n

 - кутник?

Розв’язання. В групі симетрій правильного 
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 - кутника є рівно 
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 елементів: 
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 поворотів за годинниковою стрілкою на кути 
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 навколо центру і 
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 осьових симетрій відносно прямих, що проходять через центр і одну з його вершин або через середини протилежних сторін. Всі повороти в групі симетрій правильного 
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 - кутника утворюють підгрупу, яка називається підгрупою поворотів даного 
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 - кутника.

Задача 2. Знайти порядки всіх елементів в групі симетрій квадрата.

Розв’язання. У відповідності до задачі 1 в цій групі 8 елементів, а саме 
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 (рис.1). Позначимо елементи цієї групи інакше, записавши їх в тій же послідовності. 
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. Очевидно всі симетрії мають порядок 2, а для поворотів легко отримати, що 
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Задача 3. Описати всі підгрупи групи 
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Розв’язання. Порядок групи 
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 дорівнює 6. З теореми Лагранжа випливає, що власні підгрупи цієї групи можуть складатись лише із 2 або із 3 підстановок. 

Нехай 
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 - двоелементна підгрупа групи 
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, не може співпадати з 
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. Таким чином, елемент 
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 має порядок 2, тобто є транспозицією. Це єдина можливість в групі 
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. В цій групі є лише три транспозиції, кожна з яких визначить двоелементну підгрупу. Отже, 
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 всі можливі підгрупи порядку 2.
Нехай тепер 
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 - підгрупа порядку 3 групи 
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. Введемо позначення 
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. Очевидно, що порядок кожного ненульового елемента не перевищує 3. Припустимо, що хоча б один з елементів має порядок 2. Наприклад, 
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 - протиріччя. Отже, 
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 більше 3 елементів. Дійсно, повинно бути 
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Отже, наше припущення невірне і кожен з елементів 
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 має порядок 3. Відомо, що цикл довжини 3 має порядок 3. Розглянемо цикл 
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. Оскільки інших циклів довжини 3 в цій групі не існує, то й інших триелементних підгруп, крім 
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 не існує.

Повний список підгруп групи 
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 складається з шести підгруп: 
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. Перша і остання є невласними, всі інші – власні.
Теорема (Келі). Будь-яка скінчена група порядку 
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 ізоморфна деякій підгрупі групи 
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Доведення. Нехай елементи групи 
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 записані в певному порядку: 
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 - будь-який елемент групи 
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 відрізняється від попереднього лише розташуванням елементів. Елементу 
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 ставиться у відповідність підстановка 
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. Двом різним елементам відповідають різні підстановки, оскільки з 
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. Знайдемо підстановку, яка відповідає добутку 
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, де 
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 - деякий елемент групи 
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. Якщо елементу 
[image: image261.wmf]b

 відповідає підстановка 
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 відповідає підстановка 
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. Таким чином, групи 
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 та 
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 ізоморфні, що і треба було довести.
Приклади розв’язування задач
Задача 1. Довести, що групи 
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Розв’язання. Для доведення ізоморфності груп достатньо вказати ізоморфне відображення однієї з них на іншу. Розглянемо відображення множини 
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 додатних дійсних чисел у множину 
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 всіх дійсних чисел, яке задається формулою 
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, то це відображення є ізоморфізмом.

Задача 2. Нехай 
[image: image275.wmf](

)

*

,

G

 і 
[image: image276.wmf](

)

o

,

H

 - групи і 
[image: image277.wmf]H

G

f

®

:

 - ізоморфізм. Довести, що образом нейтрального елемента групи 
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 є нейтральний елемент групи 
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Розв’язання. Запишемо властивість ізоморфізму для елементів 
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Задача 4. В мультиплікативній групі 
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 і задано нову операцію за правилом 
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. Довести, що відносно цієї операції 
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 є групою, ізоморфною заданій.

Розв’язання. Замкнутість 
[image: image291.wmf]G

 відносно нової операції очевидна. Перевіримо аксіоми.

1) асоціативність.
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Тут використана асоціативність операції «
[image: image293.wmf]×

» в групі 
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.

2) існування нейтрального елемента.

Якщо 
[image: image295.wmf]E

 - нейтральний, то 
[image: image296.wmf]x

E

x

=

o

 для будь-якого 
[image: image297.wmf]x

 або 
[image: image298.wmf]x

E

a

x

=

×

×

. Помножимо обидві частини зліва на 
[image: image299.wmf]1

-

x

 - обернений до 
[image: image300.wmf]x

. Він існує, оскільки 
[image: image301.wmf]G

 - група. Отримаємо 
[image: image302.wmf]e

E

a

=

×

, де 
[image: image303.wmf]e

 - нейтральний елемент в групі 
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. З останньої рівності отримаємо, що 
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3) існування симетричного елемента для будь-якого 
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Гомоморфізми груп
Означення. Відображення 
[image: image322.wmf]H

G

f

®

:

 групи 
[image: image323.wmf](

)

*

,

G

 в групу 
[image: image324.wmf](

)

o

,

H

 називається гомоморфізмом, якщо для будь-яких елементів 
[image: image325.wmf]G

b

a

Î

,

 виконується вимога:


[image: image326.wmf](

)

(

)

(

)

b

f

a

f

b

a

f

o

=

*

.

Підмножини 
[image: image327.wmf](

)

{

}

G

e

a

f

G

a

Kerf

Ì

=

Î

=

|

 та 
[image: image328.wmf](

)

{

}

H

b

a

f

G

a

H

b

f

Ì

=

Î

$

Î

=

|

Im

 називаються відповідно ядром і образом гомоморфізму 
[image: image329.wmf]f

. Очевидно, 
[image: image330.wmf]Kerf

 та 
[image: image331.wmf]f

Im

 є підгрупами, а 
[image: image332.wmf]Kerf

 є нормальною підгрупою. 
Розрізняють такі види гомоморфізмів:

мономорфізм (або ін’єктивний гомоморфізм) – це такий гомоморфізм, при якому для будь-яких елементів 
[image: image333.wmf]b

a

G

b

a

¹

Î

,

,

 виконується вимога 
[image: image334.wmf](

)

(

)

b

f

a

f

¹

 (в цьому випадку 
[image: image335.wmf]{

}

e

KerF

=

),

епіморфізм (сюр’єктивний гомоморфізм) - це такий гомоморфізм, при якому для будь-якого елемента 
[image: image336.wmf]H

b

Î

 існує 
[image: image337.wmf]G

a

Î

 такий, що 
[image: image338.wmf](

)

b

a

f

=

, тобто 
[image: image339.wmf](

)

H

G

f

=

.

ендоморфізм – це гомоморфізм в себе,

Очевидно, ізоморфізм є одночасно і мономорфізмом, і епіморфізмом. Отже, ізоморфізм є частинним випадком гомоморфізму. Нагадаємо, що автоморфізм – це ізоморфізм на себе.

Теорема. (основна про гомоморфізми) Нехай 
[image: image340.wmf]F

G

®

:

j

 - гомоморфізм групи 
[image: image341.wmf]G

 на групу 
[image: image342.wmf]F

. Тоді відображення 
[image: image343.wmf]F

Ker

G

®

j

f

/

:

, при якому кожному суміжному класу 
[image: image344.wmf]T

 ставиться у відповідність елемент 
[image: image345.wmf](

)

F

g

Î

j

, де 
[image: image346.wmf]T

g

Î

 - будь-який елемент із класу 
[image: image347.wmf]T

, є ізоморфізмом.
Приклад. 
[image: image348.wmf]n

S

G

=

, 
[image: image349.wmf]{

}

1

,

0

=

H

, 
[image: image350.wmf]H

S

n

®

:

j

, причому 
[image: image351.wmf](

)

î

í

ì

=

непарна

якщо

парна

якщо

a

a

a

j

,

1

,

0

. Ядро цього гомоморфізму дорівнює 
[image: image352.wmf]n

A

 - нормальна підгрупа групи 
[image: image353.wmf]n

S

. Тоді 
[image: image354.wmf]{

}

n

n

n

n

n

A

S

A

A

S

\

,

/

=

. Відображення 
[image: image355.wmf]H

A

S

f

n

n

®

/

:

 за правилом 
[image: image356.wmf]1

/

,

0

®

®

n

n

n

A

S

A

 є ізоморфізмом.

_1433934909.unknown

_1433936867.unknown

_1435214604.unknown

_1450872759.unknown

_1547723329.unknown

_1725271023.unknown

_1725272046.unknown

_1725272363.unknown

_1725273179.unknown

_1725817399.unknown

_1725272214.unknown

_1725271579.unknown

_1725271699.unknown

_1725271442.unknown

_1547723338.unknown

_1547723420.unknown

_1547723489.unknown

_1547723343.unknown

_1547723334.unknown

_1450873099.unknown

_1458709226.unknown

_1547721982.unknown

_1450873373.unknown

_1450873403.unknown

_1450873428.unknown

_1450873189.unknown

_1450872814.unknown

_1450872861.unknown

_1450872782.unknown

_1435913654.unknown

_1435913804.unknown

_1435913843.unknown

_1435913758.unknown

_1435214685.unknown

_1435913593.unknown

_1435214660.unknown

_1433940267.unknown

_1435126086.unknown

_1435213951.unknown

_1435214590.unknown

_1435213813.unknown

_1435213873.unknown

_1435213921.unknown

_1435126135.unknown

_1434095978.unknown

_1434096252.unknown

_1434096414.unknown

_1434096484.unknown

_1434096144.unknown

_1433941747.unknown

_1434091952.unknown

_1434092047.unknown

_1434092311.unknown

_1434095919.unknown

_1434092103.unknown

_1434092003.unknown

_1433941897.unknown

_1434091686.unknown

_1433941787.unknown

_1433941896.unknown

_1433940704.unknown

_1433940994.unknown

_1433941651.unknown

_1433941686.unknown

_1433940776.unknown

_1433940608.unknown

_1433940651.unknown

_1433940516.unknown

_1433937558.unknown

_1433939631.unknown

_1433940162.unknown

_1433939683.unknown

_1433940049.unknown

_1433940069.unknown

_1433939997.unknown

_1433939641.unknown

_1433937694.unknown

_1433939510.unknown

_1433939556.unknown

_1433939613.unknown

_1433939298.unknown

_1433939347.unknown

_1433937643.unknown

_1433937386.unknown

_1433937466.unknown

_1433937517.unknown

_1433937455.unknown

_1433936947.unknown

_1433936991.unknown

_1433936934.unknown

_1433935046.unknown

_1433935793.unknown

_1433936592.unknown

_1433936741.unknown

_1433936779.unknown

_1433936651.unknown

_1433936324.unknown

_1433936547.unknown

_1433935972.unknown

_1433935463.unknown

_1433935560.unknown

_1433935581.unknown

_1433935541.unknown

_1433935308.unknown

_1433935381.unknown

_1433935187.unknown

_1433935005.unknown

_1415963226.unknown

_1431670876.unknown

_1433914569.unknown

_1433934499.unknown

_1433934719.unknown

_1433934851.unknown

_1433934768.unknown

_1433934803.unknown

_1433934677.unknown

_1433934519.unknown

_1433934641.unknown

_1433914859.unknown

_1433914995.unknown

_1433915166.unknown

_1433934428.unknown

_1433915315.unknown

_1433915086.unknown

_1433914918.unknown

_1433914791.unknown

_1433914845.unknown

_1433914730.unknown

_1433914154.unknown

_1433914219.unknown

_1433914329.unknown

_1433914068.unknown

_1431670892.unknown

_1433258471.unknown

_1424447749.unknown

_1431507404.unknown

_1431669298.unknown

_1431670794.unknown

_1431670828.unknown

_1431670694.unknown

_1431670364.unknown

_1431507620.unknown

_1431507905.unknown

_1431669272.unknown

_1431507713.unknown

_1431507426.unknown

_1431507450.unknown

_1431507416.unknown

_1424695175.unknown

_1424706949.unknown

_1431507368.unknown

_1431507378.unknown

_1424707201.unknown

_1424707674.unknown

_1424707007.unknown

_1424705928.unknown

_1424706020.unknown

_1424706042.unknown

_1424705975.unknown

_1424695203.unknown

_1424695337.unknown

_1424695373.unknown

_1424695187.unknown

_1424694444.unknown

_1424694652.unknown

_1424694965.unknown

_1424694464.unknown

_1424694068.unknown

_1424694104.unknown

_1424694350.unknown

_1424447807.unknown

_1423546064.unknown

_1423768281.unknown

_1424269088.unknown

_1424439067.unknown

_1424439076.unknown

_1424443010.unknown

_1424443187.unknown

_1424439072.unknown

_1424352050.unknown

_1423768736.unknown

_1424266016.unknown

_1424266526.unknown

_1424267063.unknown

_1423769133.unknown

_1423768661.unknown

_1423755047.unknown

_1423763468.unknown

_1423765095.unknown

_1423765597.unknown

_1423765669.unknown

_1423765182.unknown

_1423765378.unknown

_1423764553.unknown

_1423755555.unknown

_1423755637.unknown

_1423755082.unknown

_1423673473.unknown

_1423673714.unknown

_1423755027.unknown

_1423673708.unknown

_1423673456.unknown

_1423673466.unknown

_1423673461.unknown

_1423673448.unknown

_1423673452.unknown

_1423547204.unknown

_1423549200.unknown

_1423547980.unknown

_1423546183.unknown

_1416055641.unknown

_1423507041.unknown

_1423507402.unknown

_1423509758.unknown

_1423507384.unknown

_1423503775.unknown

_1423503792.unknown

_1416055121.unknown

_1416055136.unknown

_1415964168.unknown

_1415964219.unknown

_1415963819.unknown

_1415898218.unknown

_1415958356.unknown

_1415962640.unknown

_1415963080.unknown

_1415963203.unknown

_1415962791.unknown

_1415958811.unknown

_1415959340.unknown

_1415961685.unknown

_1415962176.unknown

_1415962188.unknown

_1415961753.unknown

_1415961625.unknown

_1415958939.unknown

_1415959043.unknown

_1415958892.unknown

_1415958477.unknown

_1415958552.unknown

_1415958391.unknown

_1415958288.unknown

_1415958305.unknown

_1415958128.unknown

_1415958167.unknown

_1415958201.unknown

_1415898326.unknown

_1415898392.unknown

_1415957552.unknown

_1415898249.unknown

_1391685031.unknown

_1415897784.unknown

_1415898139.unknown

_1415897758.unknown

_1329758949.unknown

_1391684274.unknown

_1391684432.unknown

_1391684471.unknown

_1391684561.unknown

_1391684464.unknown

_1391684380.unknown

_1329760247.unknown

_1389111885.unknown

_1391683071.unknown

_1391684177.unknown

_1391683097.unknown

_1389112073.unknown

_1389112097.unknown

_1389112035.unknown

_1389111303.unknown

_1389111777.unknown

_1389111179.unknown

_1329759290.unknown

_1329759515.unknown

_1329759549.unknown

_1329759344.unknown

_1329759363.unknown

_1329759162.unknown

_1328802133.unknown

_1329758897.unknown

_1328800787.unknown

_1328800810.unknown

_1328800823.unknown

_1328800761.unknown

