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РОЗДІЛ 6

ВИКОРИСТАННЯ РІВНЯНЬ ТИПУ ВИТРАТА-ВИПУСК

ДЛЯ ПРОГНОЗУВАННЯ РЕЖИМІВ ФУНКЦІОНУВАННЯ

ЕКОНОМІЧНОЇ СИСТЕМИ

Вступ

Раніше ми неодноразово звертались до економічної тематики, використовуючи відповідні приклади при розгляданні деяких часткових задач. У даному розділі економічні питання будуть головними. При цьому будуть використані моделі типу "витрата-випуск", які більш за все відомі завдяки працям лауреата Нобелевської премії з економіки Леонтьева.

Ці моделі базуються на звичайному бухгалтерському балансі, що робить їх досить достовірними з економічної точки зору. У той же час використання мови алгебраїчних та диференціальних рівнянь дає можливість робити досить складні та змістовні дослідження на базі цих моделей і використовувати їх з метою прогнозування розвитку економічних систем.

6.1. Загальна теорія статичних рівнянь Леонтьева

Рівняння Леонтьева дають математичну форму звичайного бухгалтерського балансу. У зв'язку з цим їх називають моделлю «витрата-випуск». Розглянемо спочатку найпростіші варіанти цих рівнянь.

Почнемо з односекторної економічної системи. Нехай ця система випускає єдиний вид продукції, сумарна вартість якої за деякий проміжок часу (місяць, квартал, рік) дорівнює 
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Рис. 6.6.3.

. Частина цієї вартості залишається в системі з метою поновлення її роботи (витрати на закупівлю сировини, амортизацію, і т.п.). Нехай ця частина, що залишається, дорівнює 
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. Величину 
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, що показує частку продукції, що залишається, називають виробничим коефіцієнтом. Таким чином, для використання поза системою (продаж, сплата податків і т.п.) залишається величина 
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, що дорівнює:
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Це і є рівняння Леонтьева для односекторної економіки. Переписуючи його у формі:
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бачимо, що при заданому (і постійному) виробничому коефіцієнті 
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 воно дозволяє знаходити або залишок 
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 по заданому 
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, або, навпаки, величину 
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, що повинна бути вироблена для досягнення заданого залишку 
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Таким чином, можна, наприклад, уклавши договір на постачання обсягу 
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 продукції, спланувати обсяг 
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, що випускається, який забезпечує договірну величину 
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Наприклад, нехай 
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. Тоді рівняння (6.1.2) приймає вид:
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При 
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Рівняння (3) при цьому буде:
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При 
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Рівняння (6.1.1) дозволяє розглядати і більш складні ситуації, що виникають у випадках залежностей коефіцієнта 
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 і величини 
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 від 
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. Відповідні приклади будуть розглянуті нижче.

Перейдемо до двохсекторної економіки. Позначимо обсяги випуску продукції в двох секторах економіки, виражені в однаковому грошовому еквіваленті, через 
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 і 
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. Частина величини 
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 йде на поновлення випуску продукції в першому секторі економіки. Позначимо її 
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. Величина 
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 показує, яка кількість продукції першого сектора затрачається на виробництво одиниці продукції цього ж сектора. Також частина 
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 йде на поновлення випуску продукції в другому секторі економіки. Позначимо її 
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 показує, яка кількість продукції першого сектора йде на виробництво одиниці продукції другого сектора.

Аналогічно, частина величини 
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 йде на виробництво продукції в першому секторі економіки. Вона позначається 
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. Коефіцієнт 
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 показує, яке кількість продукції другого сектора йде на виробництво одиниці продукції першого сектора. Ще частина величини 
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 йде на виробництво продукції в другому секторі економіки. Позначимо її 
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. Коефіцієнт 
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 показує кількість продукції другого сектора економіки, що йде на виробництво одиниці продукції цього ж сектора.

Позначаючи величини продукції, що залишилася в обох секторах економіки після задоволення внутрішніх потреб, через 
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 і 
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, одержуємо рівняння Леонтьева для двохсекторної економіки:
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(6.1.4)
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Матриця:
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називається виробничою матрицею системи.

Приводячи подібні, перепишемо рівняння (6.1.4) у формі:
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(6.1.6)
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При заданих 
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 з рівнянь (6.1.5) знаходяться залишки 
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, які можна пустити «на експорт». При заданих 
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, тобто спланованих постачаннях продукції, можна знайти необхідні для забезпечення цих постачань величини 
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. Для цього необхідно вирішити систему рівнянь (6.1.6):
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(6.1.7)
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Зрозуміло, рішення (6.1.7) придатне тільки при не рівному нулю визначнику системи: 
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. Також мається на увазі, що усі компоненти технологічної матриці, а також величини 
[image: image56.wmf]2

1

y

,

y

 є постійними (не залежними від 
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. Випадки непостійних компонентів і величин будуть розглянуті нижче.

Розглянемо відповідні приклади. Нехай компоненти виробничої матриці будуть: 
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. Нехай при цьому відомі обсяги валової продукції кожної галузі: 
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. Тоді, відповідно до (6.1.6), маємо:
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Таким чином, обсяг продажів першої галузі дорівнює 320, а другої галузі – 80.

Якщо при тій же виробничій матриці:
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відомі договірні обсяги постачань, наприклад, 
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, то відповідно до (6.1.7), знаходимо необхідний випуск валової продукції:
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Перейдемо тепер до випадку довільної кількості 
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 секторів економіки. Позначимо обсяги виробництва в секторах економіки, виражені в єдиному грошовому еквіваленті, через 
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 частина валової продукції 
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 цього сектора витрачається для підтримки виробництва цього ж і інших секторів. Ту частину продукції 
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 показує, яке кількість продукції 
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-го сектора витрачається на виробництво одиниці продукції 
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-го сектора. Величини кінцевої продукції, що виходить після задоволення усіх внутрішніх потреб даної економічної системи, позначимо 
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. Усі зазначені величини поєднуються очевидними рівняннями:
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Перепишемо ці рівняння у формі:
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Уведемо у розгляд такі матриці та вектори:
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(6.1.10)

Тут матриця А носить назву виробничої; сенс векторів Х та Y очевидний. За допомогою цих матриць, а також одиничної матриці Е рівняння (6.1.9) можна записати у виді:
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Так само як у випадках одно- і двохсекторної економіки система рівнянь (6.1.9) або еквівалентне матричне рівняння (6.1.11) можуть застосовуватися для рішення двох задач. По-перше, по заданих обсягах валової продукції 
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 можна обчислити обсяги кінцевої продукції 
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. Ця задача розв'язується шляхом безпосередніх обчислень відповідно до рівнянь (6.1.9) або (6.1.11).

По-друге, по заданих обсягах кінцевої продукції можна обчислити обсяги валової продукції 
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. Ця задача вимагає рішення системи рівнянь (6.1.9). При великих значеннях 
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 подібні системи рівнянь вирішуються на комп'ютерах за допомогою існуючих стандартних програм. Зокрема, можна вказати на те, що популярні електронні таблиці EXEL, що входять у комплект Microcoft Office і широко застосовуються при оформленні бухгалтерських документів, містять необхідні програми.

Найбільш зручно користуватися при цьому матричним рівнянням (6.1.11). Для його розв'язання спочатку обчислимо зворотну матрицю 
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, а потім умножимо рівняння (6.1.11) справа на цю зворотну матрицю, одержуючи:
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Усі вказані тут процедури, тобто знаходження різниці матриць Е та А, знаходження зворотної матриці 
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, та добутку цієї матриці і вектора Y легко виконуються за допомогою електронних таблиць EXEL.

Розглянемо відповідні приклади. Вивчимо функціонування економічної системи з сімома галузями. Обсяги валового випуску в галузях запишемо у виді вектора:
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Для зручності запису тут використано не вектор-стовпчик Х, а транспонований до нього вектор-строку 
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Нехай виробнича матриця для цієї системи має вид:
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Тоді, використовуючи рівняння (6.1.11), обчислюємо компоненти вектора продажів як добуток векторів А та Х:
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Природно, що обсяги продажів значно менше, ніж відповідні валові показники. Знизимо обсяг виробництва в першому секторі економіки з 200 до 100. Результат буде:
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Перша галузь витратила більше, ніж зробила, тобто є збитковою.

Нехай тепер задані обсяги продажів:
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Користуючись формулою (6.1.12) та відповідною комп'ютерною програмою, одержуємо обсяги валового випуску продукції:


[image: image101.wmf])

45

,

656

;

64

,

686

;

77

,

783

;

87

,

761

;

51

,

353

;

80

,

643

;

99

,

629

(

X

~

=


Таким чином, розглянуті приклади показують практичне застосування рівнянь Леонтьева для рішення основних виробничих задач.

У випадку змінних величин 
[image: image102.wmf]ij
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 і 
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 (їхньої залежності від 
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) рішення рівнянь (6.1.9) ускладнюється, однак і в цьому випадку застосування сучасних комп'ютерних програм дозволяє успішно справитися з задачею при досить великих значеннях 
[image: image105.wmf]n
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Можна вирішувати і дослідницькі задачі, наприклад, досліджувати вплив елементів виробничої матриці на співвідношення обсягів валової і кінцевої продукції. Можливе рішення й інші задачі.

Ті ж рівняння (6.1.9) можна розглядати і як таке, що описує торгівлю ряду країн між собою. У цьому випадку величини 
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 задають валові національні доходи країн; величини 
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 задають національні витрати країн, а величина виду 
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 задає обсяг імпорту країни номер 
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 із країни номер 
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. У цьому випадку величина 
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 називається маргінальною схильністю країни з номером 
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 до імпорту з країни з номером 
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, а величина 
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 – маргінальною схильністю країни номер 
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 до споживання власних товарів.

6.2. Нелінійні узагальнення рівнянь Леонтьева для односекторної

економіки

Вище рівняння (6.1.1) розглядалося для випадку постійних 
[image: image116.wmf]a

 і 
[image: image117.wmf]y

. Однак на практиці цілком можливі випадки, коли ці величини залежать від обсягу валової продукції 
[image: image118.wmf]x

.

Почнемо з виробничого коефіцієнта 
[image: image119.wmf]a

. Припущення про його сталість означає, що відрахування на виробничі нестатки:
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(6.2.1)

пропорційні обсягу валової продукції. Однак можливі й інші варіанти. Розглянемо, наприклад, випадок квадратичної залежності:
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(6.2.2)

[image: image1.wmf]x

Ця залежність, на відміну від (6.2.1), містить, по-перше, постійну величину 
[image: image122.wmf]0
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. Ця величина може, наприклад, показувати обсяг витрат на утримання устаткування (оплата оренди, комунальних послуг і т.і.). Такі витрати не залежать від 
[image: image123.wmf]x

 і присутні навіть у періоди простою, відсутності виробництва.

По-друге наявність квадратичного доданка 
[image: image124.wmf]2
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 показує, що обсяг відрахувань може змінюватися не пропорційно 
[image: image125.wmf]x

, а більш складним образом. При 
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 відрахування ростуть швидше, ніж у лінійному випадку, а при 
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 – повільніше (рис. 6.2.1). Подібні явища можуть викликатися різними причинами. Випадок 
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, тобто порівняно повільний ріст відрахувань може викликатися, наприклад, недовантаженням виробництва, коли додаткові замовлення удається виконати порівняно просто, без значного залучення нових коштів. Випадок 
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, навпаки, типовий для перевантаженого виробництва, коли для виконання нових замовлень необхідні додаткові інвестиції.

Перейдемо до аналізу величини 
[image: image130.wmf]y

. У випадку постійного коефіцієнта 
[image: image131.wmf]a

, розглянутому в попередньому параграфі, величина 
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, відповідно до (6.1.2) і (6.1.3), пропорційна 
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Однак і тут можливі більш загальні залежності, наприклад, квадратична:
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Постійний доданок 
[image: image136.wmf]0
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 описує якісь обов'язкові витрати, що не залежать від валового доходу, наприклад, витрати на соціальні потреби. Квадратичний доданок 
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 може бути зв'язаним, наприклад, із прогресивним оподатковуванням. При 
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 величина податку росте швидше, ніж обсяг валового продукту.

Таким чином, узагальнене рівняння для односекторної економіки може мати вид:


[image: image139.wmf])

x

(

y

)

x

(

z

x

=

-


(6.2.5)

чи


[image: image140.wmf]2

2

1

0

2

2

1

0

x

b

x

b

b

x

a

x

a

a

x

+

+

=

-

-

-


(6.2.6)

На відміну від рівняння (6.1.2), що має рішення при будь-якім значенні 
[image: image141.wmf]x

 (оскільки для кожного 
[image: image142.wmf]x

 знаходиться відповідне значення 
[image: image143.wmf]y

), рівняння (6.2.6) вимагає рішення з метою пошуку задовольняючих йому значень 
[image: image144.wmf]x

. Приводячи подібні по однакових ступенях 
[image: image145.wmf]x

 одержуємо квадратне рівняння:
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(6.2.7)

Це рівняння може мати два дійсних корені, один корінь чи жодного дійсного кореня. Відповідні ситуації представлені графічно на рис. 6.2.2, 6.2.3, 6.2.4.[image: image364.wmf]a
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Рис. 6.2.1.


Рис. 6.2.2 відповідає випадку, коли криві 
[image: image147.wmf])
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 перетинаються в двох точках, що відповідає двом рівноважним станам функціонування системи. На рис. 6.2.3 відповідні криві мають тільки одну загальну точку (дотичну), що відповідає тільки одному рівноважному стану. Нарешті, рисунок 6.2.4 відповідає випадку відсутності загальних точок двох кривих, що означає неможливість для економічної системи знаходитися в стані рівноваги. Можливі й інші варіанти кривих, зображених на рис. 6.2.2, 6.2.3, 6.2.4 і способів їхнього взаємного розташування. Але в будь-якому випадку кількість станів рівноваги може бути рівним або нулю, або одиниці, або двом.
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Рис. 6.2.4.
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Рис. 6.2.3.

Ці стани рівноваги вимагають додаткового дослідження на стійкість. Інакше кажучи, важливо з'ясувати, яким буде поводження економічної системи при невеликих відхиленнях від положення рівноваги. У випадку стійкого стану рівноваги система прагне повернутися в нього, у випадку нестійкого стану – віддаляється від нього. Дослідження на стійкість відіграє важливу роль, у чому ми мали можливість впевнитись вище.

Питання стійкості розглядаються за допомогою динамічних рівнянь, що будуть розглянуті нижче.

Підводячи підсумки вищесказаному, відзначимо той важливий момент, що врахування нелінійних явищ призвело до розгляду принципово нових питань, що були відсутні в лінійному випадку. У нелінійному випадку виникають природні стани рівноваги економічної системи, що дозволяє ставити і вирішувати задачу про пошук оптимальних режимів функціонування системи. Ці режими є власними характеристиками системи й описують ті її стани, що вона сама прагне вибрати як найкращі для неї. Як уже говорилося вище, повне дослідження даного питання вимагає обліку динамічних факторів, що буде зроблено нижче.

Однак, у рамках нелінійного рівняння можна вирішувати і традиційні задачі планування виробництва, що були основними в лінійному випадку. Пошук положень рівноваги, розглянутий вище, припускав, що всі коефіцієнти 
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, що входять у рівняння (6.2.6), (6.2.7), відомі. Розглянемо докладніше структуру вираження для 
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 (6.2.4). Роль доданків 
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 задає кількість реалізованої продукції, тобто власне плановий показник постачання. Тоді будемо вважати невідомими окремо узяті величини 
[image: image154.wmf]1
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Рівняння (6.2.7) у цьому випадку прийме вид:
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(6.2.8)

Якщо вважати величину 
[image: image158.wmf]1
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 заданою, як договірний обсяг постачання продукції, то рівняння (6.2.8) дозволяє знаходити обсяг валової продукції 
[image: image159.wmf]x

. Зрозуміло, і в цьому випадку можлива відсутність позитивних дійсних коренів, що буде означати неможливість виконання зобов'язань (наприклад, через надмірне оподатковування).

У випадку заданого обсягу 
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 з рівняння (6.2.8) можна знайти 
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(6.2.9)

Ця формула добре показує, що надмірно великі відрахування на виробництво (коефіцієнти 
[image: image163.wmf]1
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), на податки (коефіцієнт 
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), а також обов'язкові відрахування – оренда, амортизація (коефіцієнт 
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), соціальна сфера (коефіцієнт 
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) можуть зробити величину 
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 негативною, тобто привести до збитковості підприємства.

Якщо усе-таки величина 
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 вийшла позитивною, то, при необхідності, можна зі співвідношення (6.2.7) знайти коефіцієнт 
[image: image170.wmf]1

b

:


[image: image171.wmf]x

y

b

1

1

=


(6.2.10)

У цьому параграфі розглянуте тільки найпростіше нелінійне узагальнення рівняння Леонтьева для односекторної економіки. Зрозуміло, можливі і більш складні варіанти завдання функцій 
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, що приводять до більшої розмаїтості результатів. Але головні ефекти врахування нелінійності тут освітлені цілком.

Відзначимо, що завдання функцій виду 
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 як у квадратичному, так і в більш складних випадках вимагає додаткового дослідження з метою пошуку коефіцієнтів виду 
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 в квадратичному випадку чи їхніх аналогів у більш складних випадках. Таке дослідження виконується відомими методами математичної статистики.
6.3. Нелінійні узагальнення рівнянь Леонтьева для двохсекторної економіки

Поширимо ті узагальнення, що були зроблені у випадку односекторної економіки на випадок двох секторів.

Розглянемо рівняння (6.1.4). Вони допускають значні узагальнення, однак обмежимося, для початку, прямим поширенням на ці рівняння досвіду попереднього параграфа. У першому рівнянні замінимо члени 
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відповідно. Аналогічно, у другому рівнянні замінимо члени 
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відповідно.

Зміст виразів (6.3.1) для першого сектора економіки і виразів (6.3.2) для другого сектора залишається таким же, як виразів (6.3.2), (6.3.4) у попередньому параграфі для єдиного сектора економіки.

Доданки 
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, що відповідають за взаємозв'язок двох секторів, залишимо без зміни. У підсумку, замість (6.3.4), одержимо рівняння:


[image: image185.wmf]2

1

12

1

11

10

2

12

2

1

12

1

11

10

1

)

x

(

b

x

b

b

x

a

)

x

(

x

x

+

+

=

-

b

-

b

-

b

-


(6.3.3)


[image: image186.wmf]2

2

22

2

21

20

2

2

22

2

21

20

1

21

2

)

x

(

b

x

b

b

)

x

(

x

x

a

x

+

+

=

b

-

b

-

b

-

-


Якщо всі коефіцієнти рівнянь (6.3.3) відомі, то знову одержуємо задачу про пошук рівноважних станів економічної системи, тобто тих значень 
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, що задовольняють рівнянням (6.3.3).

Перепишемо рівняння (6.3.3) у виді:
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Розглянемо площину 
[image: image190.wmf]2
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. Перше з рівнянь (6.3.4) відповідає графічно на цій площині параболі з вертикальною віссю, а друге – параболі з горизонтальною віссю. У залежності від взаємного розташування цих парабол кількість їхніх точок перетинання, що і відповідають рішенням системи рівнянь (6.3.4), може бути різною, починаючи від відсутності таких точок (відсутність дійсних рішень) і кінчаючи наявністю чотирьох точок перетинання (чотирьох рішень). Випадки двох і чотирьох рішень зображені на рис. 6.3.1 і 6.3.2.

Зрозуміло, і тут, як у випадку односекторної економіки, необхідно додаткове дослідження знайдених статичних рішень на стійкість. Це робиться за допомогою динамічних рівнянь, що будуть вивчені далі.

Розглянемо тепер рішення, на основі нелінійних рівнянь, звичайних задач планування виробництва. Нехай коефіцієнти 
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Перепишемо рівняння (6.3.3), відповідно до цього, у виді:
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При заданих величинах 
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, тобто обсягах договірних постачань, з рівнянь (6.3.6) можуть бути знайдені величини 
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При заданих обсягах валової продукції 
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Тепер, при необхідності, можуть бути знайдені коефіцієнти 
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Так само, як і в односекторному випадку, можливі і більш складні варіанти нелінійних узагальнень рівнянь Леонтьева для двохсекторної економіки.

Як зазначений варіант узагальнення, так і більш складні варіанти вимагають, для правильного завдання коефіцієнтів, досліджень за допомогою методів математичної статистики.
6.4. Загальна теорія динамічних рівнянь Леонтьева

Розглянемо знову рівняння (6.1.1). У лівій частині цього рівняння знаходиться величина 
[image: image206.wmf]ax

, що показує витрати, необхідні для підтримки функціонування економічної системи в стабільному режимі. У правій частині рівняння знаходиться величина 
[image: image207.wmf]y

, що означає вільні засоби, якими можна розпоряджатися довільно. Нехай прийняте рішення про розширення виробництва і з цією метою передбачається використовувати частину вільних засобів. Відповідно до цього виконаємо заміну:
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де 
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 – обсяг інвестицій, а величина 
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, розташована в правій частині (6.4.1), задає новий обсяг вільних засобів (природно, менший, ніж колишній обсяг, зазначений у лівій частині).

Розглянемо докладніше величину 
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. Інвестиції викликають приріст обсягу виробництва. Будемо вважати, що швидкість цього приросту пропорційна обсягу інвестицій 
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. Оскільки швидкість зміни величини 
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 в часі задається похідною 
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Коефіцієнт пропорційності 
[image: image216.wmf]n

 називається коефіцієнтом фондомісткості. Він дорівнює тому обсягу інвестицій, що необхідний для підтримки одиничної швидкості приросту валової продукції. Нехай, наприклад, обсяг продукції виміряється в тисячах доларів, а характерним масштабом часу є рік. Тоді величина 
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.

0

=

n

 показує, що для забезпечення приросту 1000 $/рік необхідний обсяг інвестицій:
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Одиницею виміру коефіцієнта фондомісткості є час. Тому його можна також розглядати, як час повної окупності інвестицій. Наприклад, та ж величина 
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 означає, що окупність інвестицій досягається за час, рівного однієї десятої року.

Остаточно, підставляючи (6.4.2) у (6.4.1), а (6.4.1) у (6.1.1) одержуємо:
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Це і є динамічне рівняння Леонтьева для односекторної економіки.

Перейдемо до рівнянь для двохсекторної економіки. У статичних рівняннях (6.1.6) у правих частинах рівнянь зазначені вільні кошти, частину яких можна направити на розширення виробництва. Врахуємо при цьому, що кошти, отримані в одному із секторів, можуть використовуватися для інвестицій в обидва сектори. У зв'язку з цим величину 
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Тут 
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 – інвестиції в перший сектор, а 
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 в правій частині задає новий (менший, чим раніш) обсяг вільних засобів. Припустимо, що швидкість росту валового продукту в першому секторі 
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а швидкість росту в другому секторі 
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Аналогічно, величину 
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і вважаємо величину 
[image: image234.wmf]2
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а 
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Коефіцієнти пропорційності 
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 і тут називаються коефіцієнтами фондомісткості. До них відноситься всі те, що було сказано про коефіцієнт фондомісткості у випадку односекторної економіки, однак необхідно зробити деякі додавання. Коефіцієнти 
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 задають фондомісткість першої галузі економіки. Тому можна чекати, що вони рівні між собою. Так і буде у випадку, якщо вільні засоби 
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 зберігаються в однакових умовах, наприклад, у тому самому банку на тому самому рахунку. Однак, цілком можливо, що умови збереження цих засобів відрізняються, наприклад, вони зберігаються в різних банках і навіть у різних країнах світу. Тоді умови їхніх інвестицій у те саме підприємство можуть відрізнятися, у тому числі і дуже значно, з ряду відомих причин. Тому, у загальному випадку, варто вважати коефіцієнти 
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 величинами різними. Те ж саме відноситься і до коефіцієнтів 
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, що визначають інвестиції в другу галузь економіки.

Підставляючи (6.4.5) і (6.4.6) у (6.4.4); (6.4.8) і (6.4.9) у (6.4.7) і (6.4.4) і (6.4.7) у (6.1.6) одержуємо динамічні рівняння Леонтьева для двохсекторної економіки:
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Після докладного розгляду одно- і двохсекторних випадків нескладно узагальнити отримані тут результати на випадок економіки з довільною кількістю 
[image: image251.wmf]n

 секторів. Відповідні динамічні рівняння Леонтьева мають вид:
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Коефіцієнт фондомісткості 
[image: image255.wmf])
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 означає час повної окупності інвестицій із сектора номер 
[image: image256.wmf]i

 у сектор номер 
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 чи, що те же саме, обсяг інвестицій із сектора номер 
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, що необхідний для підтримки одиничної швидкості приросту валової продукції в секторі номер 
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.

Використання динамічних рівнянь Леонтьева дозволяє вирішувати значно більше коло задач, чим у статичному випадку. Особливо важливим є застосування цих рівнянь при вивченні перехідних процесів, тобто функціонування економіки в процесі її значних змін. Рішення рівнянь Леонтьева дозволяє прогнозувати наслідки тих чи інших економічних (і політичних) рішень.
6.5. Рішення лінійних динамічних рівнянь

Раніше, у параграфах 2.7 та 2.8, були розглянуті випадки рішень лінійних динамічних рівнянь Леонтьева для одно- та двохсекторної економіки. Розглянемо тут загальний випадок довільної кількості секторів n.

У відповідності до рівнянь 6.4.11 уведемо до розгляду такі матриці:
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(6.5.1)

Матриця А та вектори X та Y вже розглядались раніше, у статичному випадку. Новими тут є матриця фондомісткості N та вектор швидкостей 
[image: image261.wmf]X
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. За допомогою усіх цих векторів рівняння (6.4.11) можна замінити одним матричним рівнянням:
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Якщо вектор Х є заданим, тобто відомі залежності від часу усіх його компонент, то є можливість знайти похідну 
[image: image263.wmf]X

&

, а потім вектор Y:
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Більш складною є задача пошуку Х по заданому Y. Розглянемо процедуру її розв'язання, вважаючи, як і у статичному випадку, що усі необхідні матричні операції робляться за допомогою комп'ютера. Система рівнянь (6.4.11) є лінійною системою з постійними коефіцієнтами. Отже, і параметри матриць А, N та Y також є постійними. У цьому випадку рішення матричного рівняння (6.5.2) розшукується таким чином. Спочатку вирішуємо статичне рівняння:
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яке відповідає постійному вектору X=const. Рішення рівняння (6.5.4) розшукується таким же чином, як у параграфі 6.1:
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Знайдений вектор:
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(6.5.6)

відповідає стану рівноваги системи. Зробимо заміну:

X=X*+Z
(6.5.7)

Тут вектор:
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(6.5.8)
задає відхилення системи від стану рівноваги. Підставимо (6.5.7) у (6.5.2). При цьому врахуємо рівність 
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, яка є наслідком постійності вектора Х*. У результаті отримуємо:
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(6.5.9)

Вектор Х* відповідає рівнянню (6.5.4). Скорочуючи відповідні складові у (6.5.9) маємо:
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Це рівняння, на відміну від вихідного (6.5.2), є однорідним. Розшукуємо його рішення у виді:
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де вектор В:
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є вектором постійних коефіцієнтів. У розгорнутому виді співвідношення (6.5.11) буде:
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Інакше кажучи, ми вважаємо, що усі шукані функції змінюються за часом однаковим чином, відрізняючись тільки коефіцієнтами b1, b2,…,bn. Обчислимо похідну:
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та підставимо (6.5.11) і (6.5.14) у (6.5.10). Скорочуючи на ненульовий множник 
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 отримуємо таке матричне рівняння вже алгебраїчного типу:
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Припустимо, що визначник матриці N є ненульовим. Тоді знаходимо зворотну матрицю 
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 і умножаємо рівність (6.5.15) зліва на цю матрицю, одержуючи:
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Позначаючи:
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приходимо до відомої задачі про пошук власних векторів В та власних чисел k матриці D:


[image: image281.wmf]kB

DB

=


(6.5.18)

І ця задача вирішується за допомогою спеціальних комп'ютерних програм. У результаті цього вирішення маємо n різних власних векторів Bi (i=1, …,n) і відповідні їм n власних чисел ki (i=1,…,n). Враховуючи, що усі власні вектори визначені з точністю до довільного множника запишемо їх у розгорнутій формі:
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(6.5.19)

Тут компоненти власних векторів bij є величинами визначеними, а множники (і – довільними.

Для компонент вектору Z маємо:
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(6.5.20)
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Повертаючись до компонент вектору Х маємо, у відповідності до (6.5.7):
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(6.5.21)

Ми знайшли загальне рішення системі рівнянь (6.4.11), або, що те й саме, матричного рівняння (6.5.2). Це рішення містить n довільних констант (1,…,(n, які треба знайти з початкових умов. Не розглядаючи цієї задачі, проаналізуємо хід рішення та головні результати не з математичної, а з економічної точки зору.

Усі принципові математичні задачі тут розв'язуються, за допомогою комп'ютера, порівняно легко. Але є не менш принципові економічні питання, які тож потребують обговорення. Перше з них – пошук параметрів матриць А та N. З ростом кількості секторів швидко зростає кількість цих параметрів. Отже, ця задача стає досить важкою і потребує багато часу. Нагадаємо, що динамічні рівняння повинні давати прогноз про можливий розвиток системи через деякий час. Якщо час для збирання вихідних даних, у тому числі компонент матриць А та N, перевищить час, на який дається прогноз, то цей прогноз вже буде нікому не потрібний.

З цим перекликається і інша особливість знайденого рішення. Ще на прикладі двохсекторної економіки (параграф 2.8) ми бачили, що рішення є нестійким. Так само буде і в більшості випадків для багатосекторної економіки. А з цього витікає наступне. Нестійкість, у даному контексті, свідчить про те, що будь які, зовсім невеликі, похибки при знаходженні компонент матриць А та N, а також похибки у початкових умовах будуть з часом необмежено зростати. Оскільки таких похибок уникнути неможливо, то це знецінює знайдені результати, роблячи їх недостовірними.

Таким чином, мі бачимо, що лінійні моделі практично непридатні для опису складних систем. Це є саме риса лінійних моделей, які дають експоненціальні зміни результатів за часом. Ми бачили, починаючи з простіших екологічних та економічних моделей, що лінійні результати дійсні тільки для дуже обмежених проміжків часу. Значно більш достовірними є нелінійні моделі, але ж вони є і значно більш складними. Відповідні труднощі можна перемогти за допомогою сучасних комп'ютерних та аналітичних підходів, але тільки для досить невеликої кількості секторів.

Інакше кажучи, моделювання складних економічних ситуацій потребує кваліфікованої оцінки того, які саме фактори даної системи є найбільш важливими у даний момент її розвитку і тому повинні бути обов'язково враховані у моделі. Відповідно, треба указати і другорядні фактори, які можна і не враховувати у даній ситуації. Такий аналіз можливий тільки за участю як замовника, тобто фахівця у задачі, що розглядається, так і математика, який створює математичну модель з урахуванням як її потенціальних можливостей у прогнозуванні економічних параметрів, так і можливостей реального і досить швидкого розв'язання задач за допомогою цієї моделі.

Усі ці вимоги, здебільшого, вдається виконати, якщо розглядати моделі для невеликої кількості секторів, але з врахуванням нелінійних ефектів. Відповідні питання будуть розглянуті нижче.

6.6. Нелінійне узагальнення динамічних рівнянь Леонтьєва для

односекторної економіки

Раніше, у параграфі 2.7, було розглянуто рішення лінійного рівняння Леонтьева для односекторної економіки. Результат показав, що у лінійному випадку маємо експоненціальне з часом відхилення системи від її стану рівноваги. Зрозуміло, що таке відхилення може продовжуватись лише невеликий проміжок часу.

Для того, щоб одержати більш повну інформацію про еволюцію економічної системи не тільки на початковому, але і на наступних етапах розвитку (чи деградації), скористаємося тими нелінійними узагальненнями, що були розглянуті в параграфі 6.3 для статичного випадку.

Розглянемо рівняння (6.3.5). Його динамічний варіант має вид:
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Обмежимося випадком постійного коефіцієнта фондомісткості 
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 і квадратичних залежностей для 
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 (6.3.2) і (6.3.4), одержуючи:
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(6.6.2)

Це рівняння, у принципі, також може бути вирішено аналітичним способом, однак у даному випадку, як і в багатьох попередніх, набагато зручніше застосувати чисельне інтегрування цього рівняння яким-небудь відомим методом, наприклад, методом Рунге-Кутта з використанням комп'ютера. Однак, застосування комп'ютера не звільняє від аналітичного дослідження, що полегшує аналіз результатів і підбор параметрів При цьому будемо використовувати метод, який вже добре показав себе у теорії катастроф.

Розглянемо, спільно, дві площини (рис. 6.6.1). Одна з них – це фазова площиною. Уздовж її осей відкладають величини 
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. На іншій площині уздовж осей координат відкладають величини 
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, тобто на ній графічно зображуються рішення 
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 рівняння (6.6.2).

Фазова крива, зображена на фазовій площині, є графіком рівняння (6.6.1) чи (6.6.2), розглянутого як алгебраїчне рівняння 
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Почнемо з аналізу случаю, коли 
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 характеризує нелінійну залежність відрахувань на виробничі нестатки від обсягу валового продукту 
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 ці відрахування ростуть швидше, ніж у лінійному випадку, а при 
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Коефіцієнт 
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 характеризує прогресивне оподатковування. При 
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 величина податку росте швидше, ніж обсяг валового продукту. Таким чином, випадок 
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 означає, що сумарні відрахування на виробничі нестатки і податки ростуть швидше, ніж обсяг валового продукту. У підсумку фазова крива має вид, зображений на рис. 6.6.1.

Розглянемо спочатку випадок, коли ця парабола перетинає вісь 
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 у двох точках. Це означає, що статичне рівняння (6.2.7), що відповідає случаю 
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, має два різних дійсних корені 
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Звернемо увагу на те, що при 
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 меншим 
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, те надалі величина 
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 буде зменшуватися.

При 
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. Отже, якщо задати початкове значення 
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 в діапазоні: 
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, то надалі валовий продукт буде зростати.

При 
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 знову буде 
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, що означає убування обсягу валового продукту при кожнім 
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Рис. 6.3.1.


У підсумку маємо картину, отриману за допомогою чисельного інтегрування диференціального рівняння (6.6.2) і зображену графічно на рис. 6.6.1.

З цього рисунка видно, що величина 
[image: image323.wmf]1

x

 відповідає нестійкому стану рівноваги економічної системи, а величина 
[image: image324.wmf]2

x

 – стійкому стану рівноваги. Принципова відмінність від лінійного випадку полягає в тому, що тепер, почавши ріст зі стану, близького до 
[image: image325.wmf]1

x

, система переходить у новий, уже стійкий, стан 

. Природно, це набагато більше відповідає дійсності, чим колишній, лінійний, результат, що показує необмежений експонентний ріст валового продукту.

Зауважимо, що ми вже розглядали схожий результат у параграфі 2.7 (рис. 2.7.8). Але там розгляд задачі був поверхневий, тільки для прикладу, тут же ми розглядаємо задачу більш ґрунтовно.

Розглянемо докладніше процес переходу від нестійкого стану 
[image: image326.wmf]1

x

 до стійкого стану 
[image: image327.wmf]2

x

. Як ми вже знаємо, цей процес був уперше вивчений Ферхюльстом на прикладі екологічних задач.

При початковому значенні валового продукту, більшому, ніж значення 
[image: image328.wmf]1

x

, але близькому до нього, характерний вид відповідних кривих на площині 
[image: image329.wmf]xt

 дав їм назву S-образних. Подібні криві можна умовно розбити на три ділянки.

На першій ділянці, поблизу значення 
[image: image330.wmf]1

x

, крива має вид, близький до того, що був у лінійному випадку. Це відповідає росту валового продукту за законом, близькому до експонентного. Нагадаємо, що при цьому вкладення всіх додаткових доходів в інвестиції забезпечує максимальну швидкість росту валового продукту.

На другій ділянці уже виявляється вплив нелінійних ефектів. Швидкість росту валового продукту досягає максимального значення, і додаткові інвестиції вже не можуть збільшити цю швидкість; тому нема рації на витрату всіх додаткових доходів на інвестиції.

Нарешті, на третьому етапі настає стабілізація обсягу валового продукту 
[image: image331.wmf]x

 поблизу нового рівноважного стану 
[image: image332.wmf]2

x

, тому вкладення додаткових інвестицій уже нічого не дає. Навіть якщо, за рахунок значних інвестицій, перевищити рівень 
[image: image333.wmf]2

x

, то надалі, після припинення інвестицій, величина 
[image: image334.wmf]x

 знову повернеться до цього рівня.

Розглянемо далі питання, зв'язаний із впливом величин 
[image: image335.wmf]0

a

 і 
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 на еволюцію системи. Нагадаємо, що ці величини задають постійні відрахування, що не залежать від обсягу валового продукту. Графік на рис. 6.6.1 відповідає порівняно малим значенням таких відрахувань. При їхньому збільшенні відбудеться зближення величин 
[image: image337.wmf]1

x

 і 
[image: image338.wmf]2

x

, тобто звуженню зони, у якій можливий ріст валового продукту. Природно, що і величина цього росту стає відносне меншою (рис. 6.6.2).
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Рис. 6.6.1.


З подальшим ростом 
[image: image339.wmf]0
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 і 
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 настає ситуація, коли в статичнім рівнянні (6.2.7) зникають дійсні корені. Це означає, що система втрачає здатність знаходитися в стані рівноваги. Графічно це відповідає фазової кривої, що не має точок перетинання з віссю 
[image: image341.wmf]x

. У цьому випадку, при будь-яких початкових умовах, обсяг валового продукту може тільки зменшуватися. Відповідна ситуація зображена на рис. 6.6.3.
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Рис. 6.6.2.


Звернемо увагу на те, що перехід від стану, зображеному на рис. 6.6.2, до стану, що відповідає рис. 6.6.3, викликається дуже незначним збільшенням величин параметрів 
[image: image342.wmf]0
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 і 
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. Інакше кажучи, незначне збільшення невиробничих витрат перевело систему зі стану, у якому вона мала положення рівноваги і навіть могла нарощувати обсяг валового продукту, у стан, у якому відбувається тільки спад виробництва. Мі вже знаємо, що такі явища вивчаються в теорії катастроф і називаються, відповідно, катастрофами. Порівнюючи з прикладом екологічної катастрофи, що був розглянутий у параграфі 5.3, бачимо, що з математичної точки зору економічний та екологічний процеси співпадають.

Головною особливістю катастроф є те, що мала зміна деякого параметра до деякої межі викликає також малу реакцію системи, що породжує ілюзію про можливість подальшої зміни даного параметра в колишньому напрямку. Однак, настає момент, коли мала зміна параметра переводить систему в принципово новий стан, у якому вона втрачає (чи здобуває) якісь свої істотні якості.

У даному випадку як параметр виступав обсяг позавиробничих витрат. Однак схожого результату можна домогтися, збільшуючи коефіцієнти 
[image: image344.wmf]2
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 і 
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, наприклад, збільшуючи (коефіцієнт 
[image: image346.wmf]2

b

) збір податків. Цей шлях приводить до руйнування економічної системи ще ефективніше, ніж збільшення позавиробничих витрат.

Отримані результати показують, що навіть найпростіші варіанти рівняння Леонтьева для односекторної економіки дозволяють розкривати досить змістовні економічні ситуації і прогнозувати еволюцію економічної системи, а також керувати цією еволюцією.
6.7. Нелінійні узагальнення динамічних рівнянь Леонтьева для двохсекторної економіки

Узагальнимо на нелінійний випадок динамічні рівняння (6.4.10) для двохсекторної економіки, використовуючи досвід статичної задачі. Використовуючи позначення (6.3.1) і (6.3.2) запишемо замість (6.4.10):
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(6.7.1)
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Уводячи позначення:
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(6.7.2)
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одержуємо:
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Вирішуючи систему рівнянь (6.7.3) відносно похідних 
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(6.7.4)
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На відміну від лінійних рівнянь (6.4.10) нелінійні рівняння (6.7.4) можна вирішити тільки чисельним методом із застосуванням комп'ютера. Однак, незважаючи на відносну нескладність цієї процедури, вона вимагає попереднього аналітичного дослідження методом, схожим на застосований у випадку односекторної економіки.

Почнемо з рівнянь рівноваги:
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(6.7.5)

За умови:
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яке безумовно виконується при переході від рівнянь (6.7.3) до рівнянь (6.7.4), рівняння (6.7.5) еквівалентні рівнянням:
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(6.7.7)

тобто статичним рівнянням (6.3.4), розглянутим у параграфі 6.3. Тому, природно, що і результати будуть однаковими. Точки рівноваги, які знаходяться за допомогою рішень статичних рівнянь, є тепер особливими точками на фазовій площині. Конкретний вигляд цих точок залежить від багатьох факторів, зокрема від інвестиційної політики, яка відображується у коефіцієнтах фондомісткості.

Розглянемо, наприклад, випадок чотирьох особливих точок, тобто чотирьох станів рівноваги. Нехай також буде справедлива нерівність:
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(6.7.8)

Таке співвідношення означає, у цілому, що коефіцієнти фондомісткості (11 та (22, які характеризують окупність власних інвестицій секторів загалом перевищують коефіцієнти фондомісткості (12 та (21, які характеризують перехресні інвестиції. Це означає, що кожний сектор більш ефективно використовує чужі гроші, ніж власні. Подивимось, що з цього витікає на прикладі фазового портрету, зображеного на рис. 6.7.1.

Ми маємо три нестійких особливих точки та одну стійку. Розглянемо можливості розвитку економіки. Припустимо, що ми знаходимось поблизу нестійкого вузла з координатами х1,1, х2,1. Тоді, якщо досить ретельно вибрати напрям у бік стійкого вузла з координатами х1,2 х2,2, то є теоретична можливість досягти значного росту показників одночасно у обох секторах економічної системи.
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Рис. 6.6.3.


Але будь яке відхилення від цього напряму приводить до збочення вправо або вліво з проходом повз одну із нестійких точок типу сідло х1,3, х2,3 або х1,4, х2,4 і вихід на негативні показники одного із секторів, тобто руйнування системи.

Фактично, досягти точку х1,2 х2,2 з упевненістю можна тільки зверху, знижуючи показники х1 чи х2 (один з них, чи обидва одночасно).

Таким чином, можна стверджувати, що додержання нерівності (6.7.8) практично не дає можливості до розвитку системи.

Змінимо нерівність (6.7.8) на протилежну:
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(6.7.9)

Картина на фазовій площині повністю змінюється (рис. 6.7.2).
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Рис. 6.7.1.


Два нестійких сідла замінюються на два стійких фокуси. Тепер ми маємо два сценарії розвитку. Починаючи трохи вище точки х1,1, х2,1, яка тут є особливою точкою типа сідло, ми рухаємось угору. При цьому, якщо спочатку переважала величина х1, то вона буде переважати і далі і навпаки. Минаючи точку х1,2, х2,2, яка є також сідлом, ми звертаємо або до точки х1,3, х2,3 (при перевищенні х1 над х2) або до точки х1,4, х2,4 (при перевищенні х2 над х1). Кожна з цих двох точок є стійким фокусом, тому гарантується сталий розвиток з асимптотичним наближенням до відповідної точки. Важливим є те, що розвиток гарантується для досить широкого діапазону вихідних даних. Це вигідно відрізняє даний випадок від попереднього, коли діапазон даних, який дозволяв розвиток, був настільки вузьким, що робив цей розвиток практично неможливим.

Звернемо особливу увагу на те, що у розглянутих двох випадках зберігаються ті ж самі стани рівноваги, тобто особливі точки. Змінюється лише їх характер. У термінах теорії катастроф така зміна і є катастрофа. Однак у даному випадку це зміна на краще, тобто "прекрасна катастрофа", як назвав одну з своїх книжок український письменник Стельмах.

Що ж привело до такої "прекрасної катастрофи"? Зміни у інвестиційний політиці. Нерівність (6.7.9) означає, що кожний сектор у першу чергу використовує власні інвестиції, а тільки потім – з іншого сектора. Час засвоєння власних інвестицій меншій, ніж час засвоєння чужих інвестицій. Саме це і привело систему із нестійкого до стійкого стану, із стану з практично неможливим розвитком до стану, коли цей розвиток гарантується у великому діапазоні вихідних даних.

Пригадаємо, що у наш час вважається начебто єдиним спосіб розвитку за рахунок зовнішніх інвестицій. Це якраз перший випадок. При цьому не враховується сумний досвід цілих країн, для яких така політика завершилась катастрофою. Наприклад, Аргентина кілька років бурхливо розвивалась завдяки кредитам Міжнародного валютного фонду, а потім досить раптово збанкрутувала. Це якраз відповідає рисунку 6.7.1. Починаючи від точки х1,1, х2,1 спочатку маємо якусь ділянку росту, яка закінчується стрімким падінням.

У той же час відомі досить вагомі успіхи у розвитку економічних систем без зовнішнього кредитування. Наприклад, Генрі Форд принципово ніколи не брав кредитів, побудувавши свою індустріальну імперію тільки за рахунок автоінвестицій. Він вважав, що банківські кредити створюють умови для побудови фінансових пірамід і тому майже неодмінно шкодять розвитку промисловості, штовхаючи її до банкрутства.

Зрозуміло, що окремі приклади – це ще не докази, але цікаво те, що використана досить проста модель економіки також привела до висновків про більшу ефективність власних інвестицій порівняно із зовнішніми.
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Рис. 6.7.2.

Розглянемо ще деякі приклади. На рис. 6.7.3 наведений фазовий портрет, який відповідає двом станам рівноваги та справедливості нерівності (6.7.8).

Ми бачимо тут дві нестійкі особливі точки, що означає відсутність сценаріїв розвитку. Будь які початкові умови неминуче приводять до негативних показників одного з секторів, тобто до руйнування системи.

Але і тут є можливість зробити "прекрасну катастрофу", замінивши нерівність (6.7.8) на (6.7.9). Відповідна картина наведена на рис. 6.7.4.
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Рис. 6.7.3.


Ми бачимо, що друга особлива точка перетворилася із нестійкої до стійкої (стійкий вузол), що гарантує розвиток системи для досить широкого кола початкових умов.

У всіх попередніх випадках розглядалися симетричні системи, коли ролі двох секторів були однакові. На рис. 6.7.5 розглянуто випадок несиметричної системи. Ми бачимо, що тут є явний перекіс у бік одного з стійких фокусів. Розвиток, який починається з околу точки х1,1, х2,1, приводить до точки х1,3, х2,3. 

Загалом, запропонована нелінійна модель дозволяє розглянути безліч різних випадків розвитку, чи навпаки, деградації системи. Безумовно, краще проводити чисельні комп'ютерні експерименти перед тим, як планувати якійсь дійсні перетворення життя. Чисельні експерименти дозволяють уявити наслідки тих чи інших політичних та економічних рішень для того, щоб вибрати з них найкраще.
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Рис. 6.7.4.


Висновки

Розглянутий підхід до задач економіки є досить перспективним. Застосування диференціальних рівнянь дозволяє створювати різноманітні моделі економічного розвитку і враховувати у цих моделях досить складні ефекти взаємодії секторів економіки.

Особливо важливим висновком з розглянутих прикладів є той, що замість розповсюджених лінійних багатосекторних моделей краще застосовувати моделі з відносно невеликою кількістю секторів, але такі, що враховують досить складні нелінійні ефекти. Кількість секторів є величиною відносною і обумовлюється питанням, що розглядається, а також кваліфікацією замовника. Моделі з порівняно невеликою кількістю параметрів дозволяють розглядати будь-які складні задачі, якщо враховувати тільки найбільш важливі у даний момент параметри.

У той же час обмеження у кількості параметрів дозволяє сміливо враховувати нелінійні ефекти, які, як правило, і є найбільш важливими для зрозуміння функціонування економічної системи.

Усі математичні проблеми, які виникають при цьому, долаються за рахунок використання сучасних аналітичних та чисельних методів із допомогою комп'ютерів.
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Рис. 6.7.5.
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Рис. 6.7.2.
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