Лекція 3
Кільце (алгебраїчна структура з двома алгебраїчними операціями)

Означення. Кільцем називається непуста множина [image: image1.wmf]K

 разом із заданими на ній алгебраїчними операціями +  і [image: image2.wmf]*

, для яких виконуються аксіоми:

1) Для будь-яких трьох елементів [image: image3.wmf]c
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 (асоціативність операції +).
2) Існує такий елемент [image: image5.wmf]Q

 множини К, що для будь-якого елемента [image: image6.wmf]a

 цієї ж множини [image: image7.wmf]a
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 (існування нейтрального елемента відносно додавання). Прийнято елемент [image: image8.wmf]Q

 називати нулем.

3) Для кожного елемента [image: image9.wmf]a

 множини К існує такий елемент [image: image10.wmf]a
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 цієї ж множини, що [image: image11.wmf]Q
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 (існування протилежного елемента). Позначають [image: image12.wmf]a

a

-

=

¢

.

4) Для будь-яких двох елементів [image: image13.wmf]b
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 (комутативність операції +).

5.1) Для будь-яких трьох елементів [image: image15.wmf]c
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 (ліва дистрибутивність).

5.2) Для будь-яких трьох елементів [image: image17.wmf]c
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 (права дистрибутивність).

Кільце позначають символом [image: image19.wmf](
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Крім вказаних аксіом, які визначають на множині структуру кільця, на цій множині можуть виконуватись й інші аксіоми. Тоді кільця мають спеціальну назву.

Означення Кільце називається:

· асоціативним, якщо виконується аксіома
 6) Для будь-яких трьох елементів [image: image20.wmf]K
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 (асоціативність операції *);

· комутативним, якщо виконується аксіома 
7) Для будь-яких двох елементів [image: image22.wmf]K
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 (комутативність операції *);

· кільцем з одиницею, якщо виконується аксіома 
8) Існує такий елемент [image: image24.wmf]e

 , що для будь-якого елемента [image: image25.wmf]K
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 (існування нейтрального елемента відносно множення). Елемент [image: image27.wmf]e

 називають одиницею.

Означення. Полем називається асоціативне комутативне кільце з одиницею, в якому виконується аксіома 

9) Для кожного елемента [image: image28.wmf]Q
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 існує такий елемент [image: image29.wmf]K

a

Î

, що [image: image30.wmf]e

a

a

=

*

 (існування оберненого елемента). Позначають [image: image31.wmf]1
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Означення. Елемент [image: image32.wmf]Q
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 кільця К називається дільником нуля, якщо існує такий елемент [image: image33.wmf]Q
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. Якщо кільце є асоціативним, комутативним і в ньому відсутні дільники нуля, то воно називається областю цілісності.

Означення. Підмножина М кільця К називається його підкільцем, якщо вона є кільцем відносно тих самих алгебраїчних операцій. Позначають [image: image35.wmf]K
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Теорема (критерій підкільця) Непуста підмножина М кільця [image: image36.wmf](
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 буде підкільцем тоді і тільки тоді, коли 

1) для будь-яких [image: image37.wmf]b
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 із М елемент [image: image38.wmf]b
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 також належить множині М,

2) для будь-яких [image: image39.wmf]b
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 із М елемент [image: image40.wmf]b
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 також належить множині М.

Приклади. 1) Множини [image: image41.wmf]C

R

Q

Z

,

,

,

 є кільцями і областями цілісності. Крім того, [image: image42.wmf]C
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є кільцем, але не є областю цілісності. Крім того, [image: image44.wmf]{
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Завдання:

1. Нехай A - деяка множина, B - сукупність всіх підмножин множини A. На множині B задамо операцію додавання і множення наступним чином: [image: image46.wmf](

)

(

)

Y

X

Y

X

Y

X

I

U

\

=

+

, [image: image47.wmf]Y

X

Y

X

I

=

×

. Довести, що В відносо цих операцій є кільцем з одиницею.
2. Довести, що оборотні елементі комутативного кільця утворюють групу відносно операції множення.

3. Довести, що поле є областю цілісності.

4. З’ясуйте, чи є в кільцях Z6 , Z8, Z9 , Z10 дільники нуля. При яких m кільце Zm є областю цілісності?

5. Знайти всі підкільця кілець Z3, Z 4 , Z6.
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