3.8 Похідні вищих порядків

Похідна функції 
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Означення 3.10. Похідною 
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Похідні порядків, вищих, ніж перший, називають похідними вищих порядків.

Приклад 3.10. Знайти похідну третього порядку від функції 
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Розв’язання. 
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Приклад 3.11. Довести, що похідна 
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Розв’язання. Скористаємось методом математичної індукції. Перевіримо істинність формули при 
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Отже, згідно з методом математичної індукції, 
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Наведемо формули для похідних 
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-го порядку деяких елементарних функцій.
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2. 
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4. 
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5. 
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6.  
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Для знаходження похідної 
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Приклад 3.12. Знайти похідну 
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Розв’язання. Застосуємо формулу Лейбніца (3.35). Для цього виберемо 
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 Враховуючи, що похідні 
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 (за формулою (3.32)), 
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Нехай функція 
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Приклад 3.13. Знайти 
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Розв’язання. Продиференціюємо рівняння 
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Нехай функція 
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Якщо функції 
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Аналогічно можна знайти похідну будь-якого порядку 
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Приклад 3.14. Знайти 
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Розв’язання. У прикладі 3.6 знайдено, що 
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За цією ж формулою знайдемо і третю похідну:
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3.9 Диференціал функції та його властивості

Нехай функція 
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Означення 3.11. Диференціалом 
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Диференціал 
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Знайдемо диференціал незалежної змінної 
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Таким чином, диференціал функції дорівнює добутку її похідної на диференціал незалежної змінної.

З формули (3.38) випливає, що 
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Приклад 3.15. Знайти диференціал функції 
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 З’ясуємо механічний зміст диференціала. Нехай матеріальна точка рухається за відомим законом 
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Основні формули, пов’язані з диференціалами, можна отримати, використовуючи зв’язок між диференціалом функції та її похідною (
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Нехай 
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Теорема 3.7. Диференціал складеної функції дорівнює добутку похідної цієї функції по проміжному аргументу на диференціал цього проміжного аргументу.
Доведення. Нехай 
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Таким чином, 
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, тобто перший диференціал функції 
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)

yx

 визначається однією й тією ж формулою незалежно від того, чи є її аргумент незалежною змінною, чи функцією іншого аргументу. Цю властивість диференціала першого порядку називають інваріантністю (незмінністю) форми першого диференціала.    
3.10 Застосування диференціала до наближених обчислень

Як вже зазначалося, приріст 
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 можна наближено замінити диференціалом 
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, отримаємо наближену формулу:
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   Абсолютна похибка величини 
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 є нескінченно малою вищого порядку, ніж 
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є еквівалентними нескінченно малими:
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Тут 
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Можна довести, що абсолютна похибка формули (3.39) не перевищує величини 
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 – максимальне значення 
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Приклад 3.16. Обчислити наближено 
[image: image189.wmf]1,01

arctg

.

Розв’язання. Маємо: 
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 за формулою (3.39) отримаємо:
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3.11 Диференціали вищих порядків

Нехай 
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 – диференційовна функція незалежної змінної 
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 і можна знайти диференціал цієї функції. Диференціал диференціала функції 
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 називають її другим диференціалом, або диференціалом другого порядку. Його позначають 
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Знайдемо вираз для 
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Таким чином, отримали формулу:
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Аналогічно можна визначити диференціал третього поряду як диференціал диференціала другого порядку: 
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Означення 3.12. Диференціалом 
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-го порядку називають диференціал диференціала 
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З формули (3.41) випливає, що 
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-у похідну функції 
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 можна записати у вигляді відношення її диференціала 
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Наведені вище формули для диференціалів вищих порядків є вірними, якщо 
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є незалежною змінною. Якщо ж змінна 
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є функцією незалежної змінної 
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Таким чином, якщо у функції 
[image: image219.wmf](

)

yfx

=

 змінна 
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 є залежною змінною (
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. Ми бачимо, що диференціали вищих порядків не мають властивості інваріантності форми.
Приклад 3.17. Знайти диференціал третього порядку функції 
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Розв’язання. Оскільки потрібно знайти диференціал третього порядку функції незалежної змінної, то можна використати формулу (3.41) при 
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Приклад 3.18. Знайти 
[image: image229.wmf]2

dy

, якщо 
[image: image230.wmf]3

yx

=

 і 
[image: image231.wmf]4

2

xtt

=+

, 
[image: image232.wmf]t

 – незалежна змінна.

Розв’язання. Оскільки 
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Зауважимо, що аналогічний результат ми б отримали, записавши спочатку 
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 як функцію незалежної змінної 
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, тобто підставивши у вираз для 
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 і далі використавши формулу (3.41) для отриманої функції незалежної змінної 
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