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Практикум з аналітичної геометрії містить теоретичні відомості, 

розв’язання базових задач, систему вправ для самостійного розв’язування (зі 

вказівками щодо розв’язування) та добірку задач для практичних занять для 

таких тем: «Лінії другого порядку», «Поверхні другого порядку». У збірнику 

також містяться по 32 варіанти до кожної позааудиторної модульної 

контрольної роботи із вказаних тем. 

Для студентів фізико-математичних факультетів очної та заочної форм 

навчання вищих навчальних закладів, для викладачів аналітичної геометрії. 
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РОЗДІЛ 1. ЛІНІЇ ДРУГОГО ПОРЯДКУ 

 

1.1. КОРОТКІ ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ ТЕМИ 

 

Лінією другого порядку називається лінія, яка в деякій системі 

координат задається рівнянням   0, yxf , де  yxf ,  – многочлен другого 

степеня. До ліній другого порядку належать еліпс, гіпербола, парабола.  

Для вивчення геометричних властивостей ліній другого порядку 

користуються їх канонічними рівняннями. До канонічних рівнянь ліній входять 

параметри, які безпосередньо характеризують вид і форму лінії. 
 

І. Еліпс 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.1 

 

 

Еліпсом називається геометричне місце точок площини, сума відстаней від 

яких до двох фіксованих точок цієї площини, що називаються фокусами, є 

величиною сталою:  arr 221  .  

Канонічне рівняння еліпса (див. рис. 1.1):  1
2

2

2

2


b

y

a

x
, де ba   ( параметр a  – 

велика піввісь еліпса, параметр b  – мала піввісь). 

Для поданого еліпса виконується співвідношення  222 cba  , де c2  – 

фокусна відстань (відстань між фокусами). Координати фокусів:  0,1 cF   і 

 0,2 cF . 

F1 (-c, 0) 

a (велика піввісь) 

b (мала піввісь) 

O 

r2 

d2 (директриса 2) 

Y 

F2 (c, 0) X 

фокальні радіуси 

М (х, у) 

r1 

d1 (директриса 1) 

М0 (х0, у0) g (дотична) 

Н1 Н2 
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Ексцентриситет еліпса   1
a

c
 . 

Рівняння директрис еліпса (розміщені зовні еліпса):  


a
x  . 

Характеристична властивість еліпса. Відношення відстаней від будь-якої 

точки еліпса до його фокуса і відповідної директриси є величиною сталою і 

дорівнює ексцентриситету еліпса: 

MH

MF

MH

MF

2

2

1

1   . 

Рівняння дотичної до еліпса в точці ),( 000 yxM , яка належить еліпсу: 

1
2

0

2

0 
b

yy

a

xx
. 

УВАГА!  Якщо  ba , то маємо співвідношення  222 cab  . 

Координати фокусів:  cF ,01  і  cF ,02 . 

Ексцентриситет такого еліпса   1
b

c
 . 

Рівняння директрис еліпса (розміщені зовні еліпса):  


b
y   (див. рис. 1.2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.2. 
 

X 

Y 

 

 

 

 

 

O 

F1(0, -c) 

F2(0, c) 

b 

а 

М(х,  у) 

d2 (директриса 2) 

r2  

r1  

фокальні 

радіуси 

d1 (директриса 1) 
H1 

H2 
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ІІ. Гіпербола 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.3. 

 

 

Гіперболою називається геометричне місце точок площини, різниця 

відстаней від яких до двох фіксованих точок цієї площини, що називаються 

фокусами, є величиною сталою:  arr 221  . 

Канонічне рівняння гіперболи (див. рис.1.3.):   1
2

2

2

2


b

y

a

x
 (параметр a  – 

дійсна піввісь, параметр  b  – уявна піввісь гіперболи). 

Для даної гіперболи виконується  222 cba  , де  c2  – фокусна відстань 

(відстань між фокусами). Координати фокусів:  0,1 cF   і  0,2 cF . 

Ексцентриситет гіперболи   1
a

c
 . 

Рівняння директрис даної гіперболи  


a
x  . 

Рівняння асимптот гіперболи  x
a

b
y  . 

Характеристична властивість гіперболи. Відношення відстаней від будь-

якої точки гіперболи до його фокуса і відповідної директриси є величиною 

сталою і дорівнює ексцентриситету гіперболи: 

MH

MF

MH

MF

2

2

1

1   . 

Рівняння дотичної до гіперболи в точці ),( 000 yxM , яка належить гіперболі: 

1
2

0

2

0 
b

yy

a

xx
. 

 

O 

Y 

X 

F1 (-c,0) F2 (c,0) 

a 

b 

M (x, y) 

M0 (x0, y0) 

d1 

(директриса 1) 

d2 

(директриса 2) 

асимптоти 

r2  

r1  

фокальні 

радіуси 

g (дотична) 

H1 

H2 
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УВАГА!  Гіпербола 1
2

2

2

2


a

x

b

y
 називається спряженою з гіперболою 1

2

2

2

2


b

y

a

x
 

(див. рис. 1.4). 

Аналогічно маємо, що 222 cba  . 

Координати фокусів:  cF ,01  і  cF ,02 . 

Ексцентриситет такої гіперболи   1
b

c
 , а рівняння директрис:  



b
y  . 

Рівняння асимптот гіперболи не міняються x
a

b
y  . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.1.4 

 
 

 

 

 

 

O 

Y 

X 

F1 (0,-с) 

F2 (0,с) 

a 

b 

M (x, y) 

d1 

(директриса 1) 

d2 

(директриса 2) 

асимптоти 
r2  

r1  

фокальні 

радіуси 

H1 

H2 
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ІІІ. Парабола 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.5 

 

 

Параболою називається геометричне місце точок площини, рівновіддалених 

від даної точки )( 1r , що називається фокусом, і даної прямої )( 2r , що 

називається директрисою: 21 rr  . 

Канонічне рівняння параболи (див. рис. 1.5):   pxy 22  . 

Ексцентриситет параболи   1 . 

Дана парабола має фокус в точці 







0,

2

p
F  і директрису  

2

p
x  . 

Рівняння дотичної до параболи, в точці ),( 000 yxM , яка належить параболі: 

 00 xxpyy  . 

 

 

 

Оптичні властивості ліній другого порядку. 

1. Світлові промені, які виходять з одного фокуса еліпса, після дзеркального 

відбиття від еліпса проходять через його другий фокус. 

2. Світлові промені, які виходять з одного фокуса гіперболи, відбившись від 

неї, розходяться так, що їх продовження проходять через його другий фокус 

гіперболи. 

3. Промені, які виходять з фокуса параболи, після дзеркального відбиття від 

неї, ідуть паралельно до її осі. 

d 

(директриса) 

О 

Y 

X 

M (x, y) 

F (
2

p
, 0) 

r2 

r1 

M0 (x0, y0) 
g 

(дотична) 
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Розглянемо інші випадки розміщення параболи відносно координатних осей 

та подамо їх канонічні рівняння із зазначенням фокусів та директрис 

(див. рис. 1.6-1.8). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.6. Парабола 

pxy 22   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.7. Парабола 

pyx 22   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.8. Парабола 

pyx 22   

 

d:  
2

p
x   

(директриса) 

О 

Y 

X 
F (

2

p
 , 0) 

d:  
2

p
y   

(директриса) 

О 

Y 

X 

F (0,
2

p
) 

d:  
2

p
y   

(директриса) 

О 

Y 

X 

F (0,
2

p
 ) 
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Рівняння еліпса, гіперболи і параболи в полярній системі координат 

(єдине для всіх):  



cos1


p

, де p  – полярний параметр лінії (для еліпса і 

гіперболи 
a

b
p

2

 ),   – ексцентриситет. 

 

Хордою лінії другого порядку називається відрізок, що сполучає будь-які 

дві її точки. 

 

Середини паралельних між собою хорд лінії другого порядку 

лежать на одній прямій. 

 

Пряма, яка проходить через середини паралельних між собою хорд лінії 

другого порядку, називається діаметром цієї лінії, спряженим до хорд даного 

напряму (див. рис. 1.9). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.9 

 

Два діаметри еліпса (або гіперболи) називаються спряженими, коли один 

поділяє навпіл хорди, паралельні другому, або навпаки. 

 

Геометричне місце середин паралельних хорд з кутовим 

коефіцієнтом  k    є діаметр з кутовим коефіцієнтом k : 

для еліпса: 
2

2

a

b
kk  , 

для гіперболи: 
2

2

a

b
kk  . 

 

Усі діаметри параболи паралельні: 
k

p
y   
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Лінії другого порядку (еліпс, гіперболу, параболу) ще називають 

конічними перерізами через те, що їх можна дістати як лінії перетину 

звичайного кругового конуса з площиною. 

 

Загальне рівняння лінії другого порядку має шість членів: 

0222 332313

2

2212

2

11  ayaxayaxyaxa . 

Подане рівняння може описувати такі лінії: 

І. Невироджені: еліпс, гіперболу, параболу. 

ІІ. Вироджені: лінії еліптичного типу (пара комплексно спряжених 

прямих); лінії гіперболічного типу (пара дійсних прямих, що перетинаються); 

лінії параболічного типу (пара паралельних прямих дійсних або уявних). 

 

Алгоритм зведення рівняння лінії другого порядку 

0222 332313

2

2212

2

11  ayaxayaxyaxa  до канонічного вигляду: 

1) скласти характеристичне рівняння лінії: 

0
2221

1211










aa

aa
  і знайти його корені  21,  ; 

2) знайти кут повороту системи координат за формулами: 

12

111

a

a
tg





 ,  



21

1
cos

tg
 ,  






21
sin

tg

tg


 ; 

3) записати формули повороту системи координат: 





cossin

,sincos

yxy

yxx




 

і, підставивши їх у відповідне рівняння лінії, знайти коефіцієнти 2313 , aa  , 

беручи до уваги, що коефіцієнти при квадратах змінних дорівнюють 21,  , а 

коефіцієнт при добутку  yx   дорівнює 0. Записати рівняння лінії в новій 

системі координат: 

    022 332313

2

2

2

1  ayaxayx  ; 

4) паралельним перенесенням системи координат одержати канонічне рівняння 

лінії. 
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1.2. БАЗОВІ ЗАДАЧІ ТА СИСТЕМА ЗАДАЧ ДЛЯ САМОСТІЙНОГО 

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 

 
РІВЕНЬ А 

 
Завдання 1.1. Задано рівняння лінії другого порядку (див. таблиця 1.1). 
Виконайте такі дії: 
а) визначте за рівнянням тип лінії; 
б) для еліпса знайдіть величину півосей, координати фокусів, ексцентриситет, 
складіть рівняння директрис; 
в) для гіперболи визначте величину півосей, координати фокусів, 
ексцентриситет, складіть рівняння директрис та асимптот; 
г) для параболи знайдіть значення параметра, координати фокуса, складіть 
рівняння директриси; 
д) побудуйте криву з поданням фокусів, директрис, асимптот (за наявності). 

Таблиця 1.1 
Рівняння лінії згідно варіанта Рівняння лінії згідно варіанта 

1.1.1. 0100425 22  yx  1.1.17. 044 22  yx  

1.1.2. 082  xy  1.1.18. 03649 22  yx  

1.1.3. 0144916 22  yx  1.1.19. 04002516 22  yx  

1.1.4. 099 22  yx  1.1.20. 04002516 22  yx  

1.1.5. 09003625 22  yx  1.1.21. 0102  yx  

1.1.6. 04559 22  yx  1.1.22. 0144169 22  yx  

1.1.7. 03694 22  yx  1.1.23. 04002516 22  yx  

1.1.8. 0122  yx  1.1.24. 042  xy  

1.1.9. 05761636 22  yx  1.1.25. 05763616 22  yx  

1.1.10. 0144169 22  yx  1.1.26. 04001625 22  yx  

1.1.11. 02045 22  yx  1.1.27. 044 22  yx  

1.1.12. 0324369 22  yx  1.1.28. 0100254 22  yx  

1.1.13. 044 22  yx  1.1.29. 0324369 22  yx  

1.1.14. 09002536 22  yx  1.1.30. 03694 22  yx  

1.1.15. 09003625 22  yx  1.1.31. 02045 22  yx  

1.1.16. 02 2  xy  1.1.32. 082  yx  

 
Покажемо розв’язання завдання 1.1 для лінії 3649 22  yx . 

Розв’язання. 
1. Поділимо на 36  ліву і праву частини рівняння: 

36

36

36

4

36

9 22


yx

, тобто маємо 1
94

22


yx

. 

Лінією другого порядку, що описується канонічним рівнянням 1
94

22


yx

 









 1

2

2

2

2

b

y

a

x
, є гіпербола. 
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2. Гіпербола має довжини півосей  24 a   і  39 b . 
Щоб записати координати фокусів, обчислимо параметр 

1332 2222  bac . Тому координати фокусів будуть такими:  0,131 F  і 

 0,132F . 

Ексцентриситет 1
2

13


a

c
  (ексцентриситет у 

гіперболи більший за одиницю). 

Рівняння директрис:  
13

4

2

13

2




a
x . 

Рівняння асимптот: xx
a

b
y

2

3
  (див. рис. 1.10). 

Відповідь: 1. Гіпербола. 2. 2a , 3b ;  0,131 F , 

 0,132F ; 
2

13
 ; 

13

4
x ; xy

2

3
 . 

 
 
Завдання 1.2. Покладаючи своє значення для ексцентриситету і знаючи 

координати фокуса F , скласти канонічне рівняння заданої лінії другого 

порядку та обчислити довжину хорди, що проходить через фокус і 
перпендикулярно до координатної осі, де лежить фокус (див. таблиця 1.2). 

Таблиця 1.2 

№ Координати фокуса Задана лінія 

1.2.1.  0,1F  гіпербола 

1.2.2.  3,0 F  еліпс 

1.2.3.  0,2F  парабола 

1.2.4.  4,0F  гіпербола 

1.2.5.  0,2F  парабола 

1.2.6. 









2

1
,0F  гіпербола 

1.2.7.  0,3F  еліпс 

1.2.8.  1,0F  парабола 

1.2.9. 







 0,

2

1
F  еліпс 

1.2.10.  2,0 F  парабола 

1.2.11.  0,1F  гіпербола 

1.2.12. 








4

1
,0F  еліпс 

1.2.13.  0,3F  гіпербола 

1.2.14.  7,0 F  еліпс 

1.2.15. 







0,

4

1
F  парабола 

1.2.16.  2,0F  гіпербола 

1.2.17.  0,4F  парабола 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.10 

y 

-2 2 

3 

F1 F2 
x O 
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1.2.18.  5,0 F  гіпербола 

1.2.19. 







0,

2

1
F  еліпс 

1.2.20.  3,0F  парабола 

1.2.21.  0,7F  еліпс 

1.2.22. 









4

1
,0F  парабола 

1.2.23.  0,4F  гіпербола 

1.2.24.  5,0F  еліпс 

1.2.25.  0,5F  гіпербола 

1.2.26.  4,0 F  еліпс 

1.2.27.  0,7F  парабола 

1.2.28. 








2

1
,0F  гіпербола 

1.2.29. 







 0,

4

1
F  парабола 

1.2.30.  1,0 F  гіпербола 

1.2.31.  0,5F  еліпс 

1.2.32.  7,0F  парабола 

 
Покажемо розв’язання завдання 1.2 для гіперболи з фокусом  6,0F . 

Розв’язання. 
Канонічне рівняння такої гіперболи згідно заданого фокуса будемо шукати 

у вигляді  1
2

2

2

2


b

y

a

x
 (див. рис. 1.4). Ексцентриситет для гіперболи більший за 

1, тому покладемо власне значення, наприклад, 2 . 
Оскільки задано фокус, то відомий параметр 6c . З означення 

ексцентриситета маємо 
b

c
 , тобто 

b

6
2  , тому 3

2

6
b , а 92 b . 

Із співвідношення між параметрами для такої гіперболи  222 bac    маємо 
222 36  a , тобто  279362 a , а  33a . 

Остаточно, канонічне рівняння шуканої гіперболи запишеться так: 

1
927

22


yx

. 

Через заданий фокус проходить хорда, перпендикулярно до координатної 
осі, де лежить фокус. Це означає, що ординати усіх точок цієї хорди рівні 6, 

тобто підставимо  1
9

6

27

22


x

, отже, 14
27

2


x

, тому 812 x   і  9x . 

А довжина шуканої хорди буде шукатись як   189912  xx  (лін. од.) 

 

Відповідь: 1) 1
927

22


yx

  і  2) 18 лін.од. 
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РІВЕНЬ Б 
 
Завдання 1.3. Зобразити множину точок, яка в прямокутній системі 
координат задається нерівністю (див. таблиця 1.3): 

Таблиця 1.3 
Нерівність згідно варіанта Нерівність згідно варіанта 

1.3.1.   42
22  yx  1.3.17.     422 2222

 xyxy  

1.3.2. 25
2

3

2

1
22


















 yx  1.3.18. 9

9
1 2

2

 y
x

 

1.3.3. xy 42   1.3.19. xy 62   

1.3.4. 0,0322  yxyx  1.3.20. xyx 32   

1.3.5. 7221 22  yxyx  1.3.21. xyxx 22 22   

1.3.6. 1
916

22


yx

 1.3.22. 1
912

22


yx

 

1.3.7. 1
94

22


yx

 1.3.23. 1
49

22


yx

 

1.3.8. 016944 22  yyxx  1.3.24.     211 2222
 yxyx  

1.3.9.     611 2222
 yxyx  1.3.25.     411 2222

 xyxy  

1.3.10. 1
916

22


yx

 1.3.26. 4
4

1 2
2

 y
x

 

1.3.11. 1
94

22


yx

 1.3.27. 1
4

2
2 

y
x  

1.3.12. xyx 92 2   1.3.28. 44243 22  yxyx  

1.3.13. xyx 42   1.3.29.     622 2222
 xyxy  

1.3.14. 1
364

22


yx

 1.3.30. 3
76

1
22


yx

 

1.3.15. 193 22  yx  1.3.31. xyx 42   

1.3.16. 2
64

22


yx

 
1.3.32. 84 22  yx  

 
Покажемо розв’язання завдання 1.3 для нерівності: 

    222 2222
 yxyx . 

Розв’язання. 
Множиною точок, яка в прямокутній системі координат задається 

нерівністю:     222 2222
 yxyx , буде частина координатної площини, 

обмежена лінією     222 2222
 yxyx . Спростимо рівняння даної лінії: 

    222 2222
 yxyx ,     2222

222 yxyx   і піднесемо ліву і 

праву частини до квадрату:       222222
22442 yxyxyx  . Зведемо 

подібні доданки, отримаємо   22
2448 yxx  . Розділимо ліву і праву 
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частини на 4, матимемо   22
212 yxx  . При умові, що 012  x , 

піднесемо обидві частини рівняння до квадрату:    
2

222
212 





  yxx . 

Після елементарних перетворень матимемо: 1
3

2
2 

y
x . 

Тобто, гіпербола 1
3

2
2 

y
x  розбиває 

координатну площину на дві частини, тому 
підставивши координати довільної точки з 
якоїсь з півплощин і порівнявши знак виразу з 
умовою, виберемо шукану.  

Наприклад, точка з координатами  0;0 : 

    022020020 2222
 . Тому 

шуканою півплощиною буде та, де лежить 
точка з координатами  0;0  і згідно знаку сама 

гіпербола не входить в шукану множину. 
Не забудемо врахувати, що в ході перетворень ми накладали умову  

012  x , або 
2

1
x . 

 Тепер зобразимо дану множину точок (див. рис. 1.11). 
 
 

Завдання 1.4. Якщо заданою лінією другого порядку є еліпс або гіпербола, 
скласти рівняння і знайти довжини двох спряжених діаметрів такої лінії 
другого порядку, один з яких проходить через задану точку. Для параболи 
обчислити довжину хорди, яка б ділилася заданою точкою навпіл (див. 
таблиця 1.4). 

Таблиця 1.4 

№ Задана лінія Координати точки 

1.4.1. 043 2  xy   1,3   

1.4.2. 1223 22  yx   3,0   

1.4.3. 4583 22  yx   2,1  

1.4.4. 042  xy   1,5  

1.4.5. 632 22  yx   6,3  

1.4.6. 1472 22  yx   0,2  

1.4.7. 052 2  xy   8,4  

1.4.8. 2874 22  yx   9,0  

1.4.9. 82 22  yx   5,0;1   

1.4.10. 0102  xy   1,7   

1.4.11. 2483 22  yx   2,5  

1.4.12. 1892 22  yx   1,1   

1.4.13. 05 2  xy   1,6   

1.4.14. 248 22  yx   8,1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.11 

х 

у 

O 
F1 

3
b 

F2 

-1 1 
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1.4.15. 93 22  yx   25,0;2   

1.4.16. 02  xy   3,10  

1.4.17. 105 22  yx   3,4  

1.4.18. 100254 22  yx   5,1;0  

1.4.19. 02 2  xy   2,9   

1.4.20. 3575 22  yx   4,3   

1.4.21. 1243 22  yx   1,1   

1.4.22. 062  xy   2,2   

1.4.23. 124 22  yx   5,4   

1.4.24. 4553 22  yx   5,2,0   

1.4.25. 083 2  xy   3,7   

1.4.26. 2872 22  yx   8,2   

1.4.27. 155 22  yx   1,1   

1.4.28. 0122  xy   7,12   

1.4.29. 2464 22  yx   1,1   

1.4.30. 186 22  yx   1;5,0   

1.4.31. 02  xy   2,5   

1.4.32. 2464 22  yx   3,3   

 
Покажемо розв’язання завдання 1.4 для лінії, заданої рівнянням 

042  xy   і  точки   1,2A . 

Розв’язання. 
За рівнянням  xy 42    визначимо, що заданою лінією є парабола.  

З рівняння параболи визначимо її параметр: 
222422  pxxpxy . Тоді рівняння діаметра для 

параболи через точку А таке: 21
2

 k
kk

p
y . 

Тепер запишемо рівняння шуканої хорди через 
точку A  (див. рис. 1.12) як прямої через задану точку і 
кутовий коефіцієнт:  00 xxkyy  , тобто після 

підстановки маємо  221  xy . Після спрощення: 

032  yx .  

Щоб обчислити довжину шуканої хорди BC , знайдемо координати точок  
B   і  C , як точок перетину прямої з параболою, тобто розв’яжемо наступну 
систему рівнянь: 









032

42

yx

xy
. 

Виразимо  
4

2y
x    і  підставимо  03

4
2

2

 y
y

, 

0622  yy , 

    286142
2

D , 

 
Рис. 1.12 

В 

А 
С 
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71
2

282
2,1 


y . 

Підставимо 
 

2

74

2

7
2

4

71

4

22

1
1







y
x , отже точка B  має 

координати 
















71,

2

74
. Підставимо 

 
2

74

2

7
2

4

71

4

22

2
2







y
x , отже 

точка C  має координати 
















71,

2

74
. 

Довжину шуканої хорди BC  будемо шукати за формулою відстані між 
двома точками: 

         357171
2

74

2

74 2

2

2

12

2

12 


























 














 
 yyxxBC  

Відповідь:  35 . 

 
 

РІВЕНЬ С 
 
Завдання 1.5. Які точки заданої лінії другого порядку мають найкоротшу 
відстань до заданої прямої (див. таблиця 1.5). Обчислити цю відстань: 

Таблиця 1.5 

№ Задана лінія Задана пряма 

1.5.1. xy 162   04  yx  

1.5.2. 1
520

22


yx  06512  yx  

1.5.3. 1956 22  yx  07  yx  

1.5.4. xy 122   02532  yx  

1.5.5. 1
818

22


yx

 015  yx  

1.5.6. 1
512

22


yx

 01434  yx  

1.5.7. xy 642   0543  yx  

1.5.8. 1
7

9

28

27 22


yx

 053  yx  

1.5.9. 1
3620

22


yx

 0125  yx  

1.5.10. xy 42   0104  yx  

1.5.11. 1
525

22


yx  012  yx  

1.5.12. 1
1625

22


yx

 0163  yx  

1.5.13. xy 22   02324  yx  
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1.5.14. 1
2430

22


yx

 0103  yx  

1.5.15. 1
6416

22


yx

 09104  yx  

1.5.16. xy 62   02  yx  

1.5.17. 4583 22  yx  01665  yx  

1.5.18. 1
1824

22


yx

 0322  yx  

1.5.19. xy 82   05  yx  

1.5.20. 15 22  yx  01665  yx  

1.5.21. 1
520

22


yx

 077  yx  

1.5.22. xy 102   06  yx  

1.5.23. 1
83

22


yx

 072  yx  

1.5.24. 4868 22  yx  034  yx  

1.5.25. xy 202   01665  yx  

1.5.26. 96 22  yx  014  yx  

1.5.27. 1
68

22


yx

 02  yx  

1.5.28. xy 142   0125  yx  

1.5.29. 1
34

22


yx

 0734  yx  

1.5.30. 93 22  yx  08  yx  

1.5.31. 032  xy  0123  yx  

1.5.32. 1
35

22


yx

 042  yx  

 

Покажемо розв’язання завдання 1.5 для  лінії 1
42

22


yx

  

і  прямої  0152  yx . 

Розв’язання. 
Найкоротшу відстань до заданої прямої має та точка гіперболи, яка є 

точкою дотику прямих, паралельних до заданої прямої. Тому запишемо 
рівняння дотичної до гіперболи, паралельної до заданої прямої. Рівняння будь-

якої дотичної до гіперболи 1
42

22


yx

 таке 1
42

00 



 yyxx

, де  00; yx  – координати 

точки дотику. Щоб прямі були паралельні, потрібно зберегти пропорційність 

відповідних коефіцієнтів при змінних, тобто 
1
4

2
2

00 yx

 , або 00 xy  . Оскільки 

точка  00; yx  належить гіперболі, то її координати задовольняють рівняння 

гіперболи, тому маємо систему з двох рівнянь: 



 22 













1
42

2

0

2

0

00

yx

xy

, розв’язком якої є пари чисел  2;2  і  2;2  . Знайдені пари 

чисел є координатами точок дотику прямих, паралельних до заданої. Тепер 
обчислимо відстані від одержаних точок до заданої прямої: 

1) 1
  5

13

12

152122

22





; 2) 2

   

  5

21

12

152122

22





. Отже, точка гіперболи з 

координатами  2;2  розташована найближче до заданої прямої 0152  yx  і ця 

відстань дорівнює 
5

13
. 

Відповідь:  2;2 ; 
5

13
. 

 

Завдання 1.6. Визначити тип лінії другого порядку (див. таблиця 1.6), скласти 

її канонічне рівняння та зробити рисунок: 

Таблиця 1.6 

№ Загальне рівняння лінії другого порядку 

1.6.1. 0928542 22  yxyxyx  

1.6.2. 0419816249 22  yxyxyx  

1.6.3. 02  yxxy  

1.6.4. 014610125 22  yxyxyx  

1.6.5. 0196893025 22  xyxyx  

1.6.6. 051289124 22  yxyxyx  

1.6.7. 04552 22  yxyxyx  

1.6.8. 022882 22  yxyxyx  

1.6.9. 0134462151615 22  yxyxyx  

1.6.10.     1117561712
22
 yxyx  

1.6.11.     5234134
22
 yxyx  

1.6.12. 0215349284 22  yxyxyx  

1.6.13. 042522 22  yyxyx  

1.6.14. 0391022510 22  yxyxyx  

1.6.15. 058444 22  yxyxyx  

1.6.16. 0610434 2  yxyxy  

1.6.17. 022  yxyxyx  

1.6.18. 0256102 22  yxyxyx  

1.6.19. 01718188348 22  yxyxyx  

1.6.20. 013668 2  yxxyx  

1.6.21. 01163064240225 22  yxyxyx  

1.6.22. 013142565 22  yxyxyx  

1.6.23. 0202430152415 22  yxyxyx  
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1.6.24.     112543
22
 yxyx  

1.6.25.    433  yxyx  

1.6.26. 033217 22  yxyxyx  

1.6.27. 01425158124 22  yxyxyx  

1.6.28. 0493552 22  yxyxyx  

1.6.29. 0210613165 22  yxyxyx  

1.6.30. 09246168 22  yxyxyx  

1.6.31. 0784126 22  yxyxyx  

1.6.32. 07416343 22  yxyxyx  

 
Покажемо розв’язання завдання 1.6 для наступної лінії другого порядку 

0256102 22  yxyxyx . 

Розв’язання. 

1) Складемо характеристичне рівняння лінії і знайдемо його корені: 

0
11

11









,    011

2
  ,  2,0 21   ; 

2) Знайдемо кут повороту системи координат: 

1
1

10





tg ,  отже, 

4


  , 

2

2
sincos   ; 

3) Запишемо формули повороту системи координат: 

yxyyxx 
2

2

2

2
,

2

2

2

2
 

Запишемо рівняння лінії в новій системі координат YXO  : 

    025
2

2

2

2
6

2

2

2

2
1020

22






























 yxyxyx ; 

  02522282
2

 yxy  

4) Виділимо повний квадрат по  y ,  

згрупуємо лінійний доданок з  x   з 

вільним членом і отримаємо: 

0
2

23
24

2

2
2






























 xy . 

Здійснивши паралельне перенесення за 

формулами 
2

23
 xx , 

2

2
 yy , або  

2

23
 xx , 

2

2
 yy , дістанемо  

  024
2

 xy , або    xy  24
2 . 

 

Отже, дана лінія – це парабола з параметром  22p  (рис. 1.13.). 

 

 
Рис. 1.13. 
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1.3. ВКАЗІВКИ ЩОДО ОФОРМЛЕННЯ ПОЗААУДИТОРНОЇ 

МОДУЛЬНОЇ КОНТРОЛЬНОЇ РОБОТИ З ТЕМИ 

«ЛІНІЇ ДРУГОГО ПОРЯДКУ» ТА КРИТЕРІЇ ЇЇ ОЦІНЮВАННЯ 

 

Модульна контрольна робота складається з шести завдань різного типу 

складності. Кожне завдання інтерпретується у 32 варіантах і наводиться 

приклад розв’язання кожного завдання. 

Для успішного виконання модульної контрольної роботи виконайте 

наступні кроки: 

І. З’ясуйте термін виконання модульної контрольної роботи (встановлює 

викладач). 

ІІ. Визначте свій варіант за номером прізвища у журналі групи. (Наприклад, 

якщо прізвище студента міститься під номером 5, то він виконує 5-й 

варіант). Слід зауважити, що варіант роботи для студента (студентів) може 

бути змінений викладачем.  

ІІІ. Підпишіть зошит для модульної контрольної роботи на титульній 

сторінці наступним чином (див. рис. 1.14): 

 

МОДУЛЬНА КОНТРОЛЬНА РОБОТИ (ПОЗААУДИТОРНА) №__ 

із аналітичної геометрії  

студента ____групи очної (заочної) форми навчання 

фізико-математичного факультету ЖДУ імені Івана Франка 

(                   прізвище, ім’я та по-батькові           ) 

 

Тема: «Лінії другого порядку» 

Варіант: 

Термін здачі: ____________ 

Перевірив: ______________ 

Бали: 

Рис. 1.14 

 

ІV. Ознайомтесь перед розв’язуванням варіанта з теоретичними 

відомостями, поданими на початку кожного розділу та рекомендованою 

літературою. Продивіться розв’язання типового завдання. З’ясуйте чим 

умова для вашого варіанта відрізняється від розв’язаного. 

Проконсультуйтесь, у разі необхідності, із викладачем.  

V. Розв’язані завдання записуйте в тому порядку, в якому вони подані у 

варіанті. Спочатку запишіть умову; потім власне розв’язання, яке може 

супроводжуватись малюнком і поясненням кроків міркувань та 

математичних операцій; в кінці обов’язково слід записати відповіді на усі 

запитання завдання.  

VI Критерії оцінювання модульної контрольної роботи представлено у 

таблиці 1.7. 
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Таблиця 1.7 

Вид завдання Бали Критерії оцінювання 

Рівень А 

Завдання 1 2,5 

0,5 бала – вірно визначено тип лінії; 

0,5 бала – записані величини півосей; 

0,5 бала – записано координати фокусів; 

0,5 бала – обчислено ексцентриситет; 

0,5 бала – записані рівняння ліній (директрис, 

асимптот) 

Завдання 2 2,5 

0,5 бала – вірно вибраний тип канонічного 

рівняння лінії ІІ-го порядку; 

0,5 бала – вірно покладене значення 

ексцентриситету записані величини півосей; 

0,5 бала – готове рівняння кривої; 

1 бал – правильно обчислена довжина хорди 

Максимальна кількість балів 5  

Рівень В 

Завдання 3 4 
2 бали – вірні арифметичні перетворення 

рівняння лінії; 

2 бал – якісний малюнок 

Завдання 4 5 

0,5 бала – вірно визначений тип лінії; 

0,5 бала – правильно вибрана умова для 

спряжених напрямів; 

2 бали – знайдено рівняння спряжених 

діаметрів (або діаметра); 

2 бали – вірно обчислено довжини діаметрів 

(діаметра) 

Максимальна кількість балів 9  

Рівень С 

Завдання 5 5 

2 бали – вірно записано рівняння дотичної, 

паралельної до заданої прямої; 

2 бали –знайдено координати точки дотику; 

1 бал – правильно обчислена відстань 

Завдання 6 8 

1 бал – складене характеристичне рівняння; 

1 бал – знайдений кут повороту системи; 

1 бал – записати формули кута повороту 

системи; 

1 бал – записати рівняння лінії в новій 

системі координат після повороту і 

спростити; 

1 бал – записати формули паралельного 

перенесення; 

1 бал – записати рівняння лінії в новій 

системі координат після паралельного 

перенесення і спростити; 

2 бали – якісний малюнок 

Максимальна кількість балів 13  

Загальна кількість балів 27  
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1.4. ВАРІАНТИ ПМКР З ТЕМИ «ЛІНІЇ ДРУГОГО ПОРЯДКУ» 

 

Номер 
варіанта 

Завдання 
№ 1 

Завдання 
№ 2 

Завдання 
№ 3 

Завдання 
№ 4 

Завдання 
№ 5 

Завдання 
№ 6 

В – 1 1.1.1. 1.2.1. 1.3.1. 1.4.1. 1.5.1. 1.6.1. 

В – 2 1.1.2. 1.2.2. 1.3.2. 1.4.2. 1.5.2. 1.6.2. 

В – 3 1.1.3. 1.2.3. 1.3.3. 1.4.3. 1.5.3. 1.6.3. 

В – 4 1.1.4. 1.2.4. 1.3.4. 1.4.4. 1.5.4. 1.6.4. 

В – 5 1.1.5. 1.2.5. 1.3.5. 1.4.5. 1.5.5. 1.6.5. 

В – 6 1.1.6. 1.2.6. 1.3.6. 1.4.6. 1.5.6. 1.6.6. 

В – 7 1.1.7. 1.2.7. 1.3.7. 1.4.7. 1.5.7. 1.6.7. 

В – 8 1.1.8. 1.2.8. 1.3.8. 1.4.8. 1.5.8. 1.6.8. 

В – 9 1.1.9. 1.2.9. 1.3.9. 1.4.9. 1.5.9. 1.6.9. 

В – 10 1.1.10. 1.2.10. 1.3.10. 1.4.10. 1.5.10. 1.6.10. 

В – 11 1.1.11. 1.2.11. 1.3.11. 1.4.11. 1.5.11. 1.6.11. 

В – 12 1.1.12. 1.2.12. 1.3.12. 1.4.12. 1.5.12. 1.6.12. 

В – 13 1.1.13. 1.2.13. 1.3.13. 1.4.13. 1.5.13. 1.6.13. 

В – 14 1.1.14. 1.2.14. 1.3.14. 1.4.14. 1.5.14. 1.6.14. 

В – 15 1.1.15. 1.2.15. 1.3.15. 1.4.15. 1.5.15. 1.6.15. 

В – 16 1.1.16. 1.2.16. 1.3.16. 1.4.16. 1.5.16. 1.6.16. 

В – 17 1.1.17. 1.2.17. 1.3.17. 1.4.17. 1.5.17. 1.6.17. 

В – 18 1.1.18. 1.2.18. 1.3.18. 1.4.18. 1.5.18. 1.6.18. 

В – 19 1.1.19. 1.2.19. 1.3.19. 1.4.19. 1.5.19. 1.6.19. 

В – 20 1.1.20. 1.2.20. 1.3.20. 1.4.20. 1.5.20. 1.6.20. 

В – 21 1.1.21. 1.2.21. 1.3.21. 1.4.21. 1.5.21. 1.6.21. 

В – 22 1.1.22. 1.2.22. 1.3.22. 1.4.22. 1.5.22. 1.6.22. 

В – 23 1.1.23. 1.2.23. 1.3.23. 1.4.23. 1.5.23. 1.6.23. 

В – 24 1.1.24. 1.2.24. 1.3.24. 1.4.24. 1.5.24. 1.6.24. 

В – 25 1.1.25. 1.2.25. 1.3.25. 1.4.25. 1.5.25. 1.6.25. 

В – 26 1.1.26. 1.2.26. 1.3.26. 1.4.26. 1.5.26. 1.6.26. 

В – 27 1.1.27. 1.2.27. 1.3.27. 1.4.27. 1.5.27. 1.6.27. 

В – 28 1.1.28. 1.2.28. 1.3.28. 1.4.28. 1.5.28. 1.6.28. 

В – 29 1.1.29. 1.2.29. 1.3.29. 1.4.29. 1.5.29. 1.6.29. 

В – 30 1.1.30. 1.2.30. 1.3.30. 1.4.30. 1.5.30. 1.6.30. 

В – 31 1.1.31. 1.2.31. 1.3.31. 1.4.31. 1.5.31. 1.6.31. 

В – 32 1.1.32. 1.2.32. 1.3.32. 1.4.32. 1.5.32. 1.6.32. 
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1.5. ДОБІРКА ЗАДАЧ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 

НА ПРАКТИЧНИХ ЗАНЯТТЯХ 

 

І. Зобразити множину точок, яка в полярній системі координат задається 

рівнянням: 

 

1.1) 1r ; 1.6) 
2

3
r ; 

1.2) 
cos21

1


r ; 1.7) 

cos1

6


r ; 

1.3) 
cos2

3


r ; 1.8) 

cos1312

25


r ; 

1.4) 
2sin

1
r ; 1.9) 

cos1

4


r ; 

1.5) 
cos54

9


r ; 1.10) 

cos45

9


r . 

 

ІI. Скласти канонічне рівняння: 

1.11) еліпса, якщо відстань між вершинами, що лежать на великій осі, рівна 16, 

а відстань між фокусами рівна 10; 

1.12) еліпса, якщо хорда, яка з’єднує дві вершини еліпса, має довжину 5 і 

нахилена до його великої осі під кутом 
5
3arcsin ; 

1.23) еліпса, якщо фокусами еліпса є точки (1, 0), (-1, 0), а точка 














2

3
,3  

належить еліпсу; 

1.24) еліпса, якщо фокусами еліпса є точки (2, 0), (-2, 0), а директрисами є прямі 

х = 18 ; 

1.25) еліпса, якщо відстань від директриси до найближчої вершини рівна  4, а 

до вершини, яка лежить на осі Оу, рівна 8; 

1.26) еліпса, якщо трикутник з вершинами у фокусах і в кінці малої осі 

правильний, а діаметр кола, яке проходить через центр і дві вершини 

еліпса, рівний 7; 

1.27) еліпса, якщо відрізок осі Ох між фокусом F1 і віддаленою вершиною А 

великої осі ділиться другим фокусом F2 навпіл, а відстань від F2 до прямої , 

яка проходить через А і вершину малої осі, рівна 
17

1
; 

1.28) еліпса, якщо директрисами еліпса э прямі х = 4 , а чотирикутник з 

вершинами в фокусах і кінцях малої осі є квадратом; 

1.29) еліпса, якщо ексцентриситет еліпса дорівнює 
4

7
, а чотирикутник, 

вершинами якого є вершини еліпса, описаний навколо кола радіуса 4,8; 

1.30) еліпса, якщо прямі х = 
3

8
  є директрисами еліпса, а мала піввісь рівна 2; 
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1.31) гіперболи, якщо кут між асимптотами дорівнює 60
0
 і гіпербола проходить 

через точку М (4 3 , 2); 

1.32) гіперболи, якщо вона має асимптоти  4y±3x=0  і директриси  5x±16=0; 

1.33) гіперболи, якщо відстань між вершинами рівна 10, а відстань між 

фокусами рівна 12; 

1.34) гіперболи, якщо довжина дійсної осі рівна 1, а точка (1, 3) належить 

гіперболі; 

1.35) гіперболи, якщо директрисами гіперболи є прямі  х = 
6

5
 ,  а точка (-9, 4) 

належить гіперболі; 

1.36) гіперболи, якщо довжина уявної осі дорівнює 1, а вершина гіперболи 

ділить відстань між фокусами у відношенні  4:1; 

1.37) гіперболи, якщо ексцентриситет гіперболи рівний  1,4, а відстань від 

вершини до найближчого фокуса рівна  2; 

1.38) гіперболи, якщо точка (7, -2 3 ), яка належить гіперболі, віддалена від 

лівого фокуса на відстань 4 7 ; 

1.39) гіперболи, якщо кут між асимптотами, який містить фокус, дорівнює 60
0
, а 

відстань від директриси до найближчої вершини рівна  32
2

3
 ; 

1.40) гіперболи, якщо точка 









2

3
,

4

5
 належить гіперболі, а асимптотами є прямі  

у = x2 ; 

1.41) гіперболи, якщо кут між асимптотами дорівнює 60
0
 і гіпербола проходить 

через точку М (4 3 , 2); 

1.42) гіперболи, якщо точка (-1, 3) належить гіперболі, а асимптотами є прямі у 

= x2 ; 

1.43) гіперболи, знаючи чотири точки  2,4   перетину її директрис і асимптот; 

1.44) параболи, якщо її фокус  0;7F , а рівняння директриси 07 x ; 

1.45) параболи, якщо її фокус  0;6F , а рівняння директриси 06 x ; 

1.46) спільної хорди параболи  у
2
 = 8х   й кола  (х – 6)

2
 + у

2 
 = 64; 

1.47) спільної хорди параболи  у
2
 = 18х   й кола  (х + 6)

2
 + у

2 
 = 100. 

 

ІІІ. Обчислити: 

1.48) довжину фокальної хорди еліпса 1
49

22


ух

, яка перпендикулярна до 

великої осі; 

1.49) відстань від кінців великої осі до однієї з його директрис еліпса 

1
925

22


óõ

; 

1.50) ексцентриситет еліпса, якщо відрізок між фокусом і віддаленою 

вершиною великої осі ділиться другим фокусом у відношенні 2:1; 

1.51) ексцентриситет еліпса, якщо відстань від фокуса до віддаленої вершини 

великої осі в 1,5 рази більша за відстань до вершини малої осі; 
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1.52) ексцентриситет еліпса, якщо велика вісь видна з кінця малої осі під кутом 

120
0
; 

1.53) площу прямокутника, вписаного в еліпс 1
2449

22


yx

, протилежні сторони 

якого проходять через фокуси еліпса; 

1.54) ексцентриситет еліпса, якщо відрізок між фокусом і віддаленою 

вершиною великої осі видно з кінця малої осі під прямим кутом; 

1.55) ексцентриситет еліпса, якщо сторони квадрата, вписаного в еліпс, 

проходять через фокуси еліпса; 

1.56) ексцентриситет еліпса, знаючи, що відстань між фокусами є середнім 

арифметичним довжин осей; 

1.57) ексцентриситет еліпса, знаючи, що сторони вписаного в нього квадрата 

проходять через фокуси еліпса; 

1.58) довжину сторони квадрата, вписаного в еліпс 1
2

2

2

2


b

у

а

х
; 

1.59) площу прямокутника, вершини якого лежать на гіперболі 1
10

у

20

х 22

 , а 

дві сторони проходять через фокуси паралельно до осі Оу; 

1.60) ексцентриситет гіперболи, якщо її півосі рівні; 

1.61) фокальні радіус-вектори та кут між ними точки гіперболи 1
2425

22


yx

  з 

абсцисою, рівною 10,  і позитивною ординатою; 

1.62) ексцентриситет гіперболи, якщо кут між асимптотами, який містить 

фокус, дорівнює 120
0
; 

1.63) ексцентриситет гіперболи, якщо асимптотами гіперболи є прямі  у = x3 ; 

1.64) ексцентриситет гіперболи, якщо відстані від точки М (5, -4), яка належить 

гіперболі, до директрис відносяться як  2:1; 

1.65) ексцентриситет гіперболи, якщо сума відстаней від точки Р (-5, -4) до 

асимптот гіперболи рівна 
3

20
; 

1.66) фокальний радіус FM точки М параболи у
2
 = 8х, якщо її абсциса дорівнює 

8; 

1.67) довжину фокальної хорди параболи 
5

2 x
y  , яка перпендикулярна до осі 

параболи; 

1.68) довжину сторони правильного трикутника АВС, вписаного в параболу з 

параметром 5, припускаючи, що точка А співпадає з вершиною параболи; 

1.69) площу неорієнтованого трикутника, в якого одна вершина належить 

директрисі параболи у
2
 = 2рх, а дві інші є кінцями хорди, що проходить 

через фокус і перпендикулярно до осі Ох; 

 

ІV. Знайти: 

1.70) точки перетину параболи  у
2
 = 12х  з еліпсом  1

1625

22


yx

; 
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1.71) софокусну гіперболу, яка проходить через точку М (-5, 3)  для 

рівносторонньої гіперболи  х
2
 – у

2
 = 8; 

1.72) кут між асимптотами гіперболи, в якої відстань між фокусами вдвічі 

більша за відстань між директрисами; 

1.73) таку точку на гіперболі 1
916

22


yx

, для якої відстань від лівого фокуса 

вдвічі більша, ніж від правого; 

1.74) таку точку на гіперболі 1
916

22


yx

, для якої фокальні радіус-вектори 

перпендикулярні один до одного; 

1.75) точки перетину параболи   у
2
 = 6х  з прямою  6х + 3у – 1 = 0; 

1.76) таку точку М на параболі  у
2
 = 10х, щоб площа трикутника з вершинами в 

даній точці М, фокусі параболи й точці перетину осі параболи з 

директрисою дорівнює 5; 

1.77) таку точку М на параболі  у
2
 = 10х, щоб пряма, яка проходить через точку 

М і фокус параболи, утворює з віссю Ох кут 60
0
; 

 

V. Через точку: 

1.78) М (0, 3) провести пряму, яка перетинає еліпс х
2
 + 4у

2
 = 25   в двох точках 

А і В так, що  МА = 2 МВ; 

1.79) А (2, 1) провести таку хорду параболи у
2
 = 14х, яка ділилася б в цій точці 

навпіл; 

1.80) А (2, 2) провести таку хорду параболи х
2
 = 4у, яка ділилася б в цій точці 

навпіл. 

 

VІ. Скласти рівняння: 

1.81) прямої, яка дотикається до еліпса 1
525

22


yx  у точці ( 5 ;2); 

1.82) дотичних до еліпса 1
520

22


yx , які паралельні до прямої   04  yx ; 

1.83) дотичних до еліпса 1
2430

22


yx

, які паралельні до прямої 02324  yx , і 

визначити відстань між ними; 

1.84) еліпса, який проходить через точку  1;4 A  і дотикається до прямої 

0104  yx , якщо його осі збігаються з координатними осями; 

1.85) рівняння тих дотичних до еліпса  3х
2
 + 8у

2
 = 45, віддаль яких від центра 

еліпса дорівнює 3; 

1.86) дотичних до еліпса 1
520

22


yx

, які паралельні до прямої 02  yx ; 

1.87) дотичних еліпса 1
520

22


yx

, які проходять через точку 








3

5
,

3

10
A ; 

1.88) еліпса, до якого дотикається пряма 05  yx   і фокуси якого знаходяться 

в точках )0,3(1 F  і )0,3(2F ; 
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1.89) дотичних до гіперболи  1
6416

22


yx

, які перпендикулярні до прямої 

0103  yx ; 

1.90) дотичну до гіперболи 1
1824

22


yx

, що проходить через точку  3;6 M ; 

1.91) гіперболи, яка дотикається до двох прямих 01665  yx  і 

0481013  yx , якщо осі гіперболи збігаються з координатними осями; 

1.92) гіперболи, знаючи рівняння її асимптот: у = 
2

1
 х  і  рівняння дотичної: 

0865  yx ; 

1.93) гіперболи, яка дотикається до прямої  02  yx   в точці (4, 2); 

1.94) дотичних до гіперболи 1
520

22


yx

, які перпендикулярні до прямої 

0734  yx ; 

1.95) дотичних до параболи xy 42  , які проходять через точку  2;3M ; 

1.96) дотичної до параболи   у
2
 = 12х, що утворює з прямою 4х – 2у + 9 = 0  кут 

4


; 

1.97) прямої, яка дотикається параболи  xy 82    і яка паралельна до прямої  

0322  yx ; 

1.98) кола, що має центр на прямій 02  yx  і дотикається до прямих 

01034  yx ; 03034  yx ; 

1.99) кола з центром в точці P(6,-3), яке дотикається до прямої  01543  yx ; 

1.100) кола, яке дотикається до прямих 057  yx ; 013  yx , причому до 

однієї з них в точці  2;1M ; 

1.101) дотичних до кола 522  yx , що проходять через точку  3;11A . 

 

1.102) Із точки Р(1, –5) проведені дотичні до гіперболи 1
53

22


yx

. Обчислити 

відстань d від точки Р до хорди гіперболи, яка сполучає точки дотику. 

1.103) Визначити параметр параболи pxy 22  , якщо вона дотикається до прямої 

052  yx . 
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РОЗДІЛ 2. ПОВЕРХНІ ДРУГОГО ПОРЯДКУ 

 

2.1. КОРОТКІ ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ ТЕМИ 

 

Поверхнею другого порядку називається поверхня, яка в деякій системі 

координат задається рівнянням   0,, zyxF , де  zyxF ,,  – многочлен другого 

степеня. 

Усі поверхні другого порядку можна утворити рухом прямої або рухом 

лінії другого порядку. Найпростіші форми руху є обертання і паралельне 

перенесення. Більшість поверхонь другого порядку можна дістати 

обертанням лінії другого порядку навколо осі і рівномірним стисненням або 

розтягненням добутої поверхні обертання в певному напрямі.  

Означимо та проілюструємо усі невироджені поверхні другого порядку 

й запишемо їх канонічні рівняння. 

 

І. Поверхні обертання 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.1 Рис. 2.2 

Поверхня, яка утворюється 

внаслідок обертання кривої L  

навколо прямої l , називається 

поверхнею обертання (див. 

рис. 2.1). При цьому пряма l  

називається віссю обертання, а крива 

L  – твірною поверхні обертання. 

Якщо крива L  у системі координат 

Oyz  задається рівнянням   0; zyF  і 

вісь обертання поверхні l  збіглася з 

віссю Oz , то рівняння поверхні 

обертання (див. рис. 2.2) запишеться 

так:   0;22  zyxF  

Правило складання рівняння поверхні обертання: необхідно в рівнянні лінії, 

яка обертається, залишити без змін ту змінну, яка відповідає осі обертання, а 

другу змінну замінити на корінь квадратний, взятий зі знаками «+» та «–», з 

суми квадратів цієї ж змінної і тієї змінної, яка відсутня в рівнянні кривої. 
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Приклади утворення поверхонь обертання 

Назва поверхні Вісь l  Твірна лінія L  Рівняння поверхні 

Сфера Ox  коло 








0

222

z

Ryx
 2222 Rzyx   

Еліпсоїд обертання Oy  еліпс 












0

1
2

2

2

2

z

b

y

a

x

 1
2

2

2

22




b

y

a

zx
 

Однопорожнинний 

гіперболоїд обертання 
Oz  гіпербола 













0

1
2

2

2

2

y

c

z

a

x

 1
2

2

2

22




c

z

a

yx
 

Двопорожнинний 

гіперболоїд обертання 
Ox  гіпербола 













0

1
2

2

2

2

y

c

z

a

x

 1
2

22

2

2





c

zy

a

x
 

Параболоїд обертання Oz  парабола 








0

22

y

pzx
 pzyx 222   

 

 

 

ІІ. Сфера 

 

 

 

 

 

 

 

 

Сферою (див. рис. 2.3) називається 

геометричне місце точок, відстань 

яких від заданої точки простору 

(центр сфери) є величина стала 

(радіус сфери). 

Cферу можна задати чотирма 

точками, які не лежать на одній 

площині. 
Рис. 2.3 

ІІІ. Еліпсоїд 

 

Еліпсоїдом називається поверхня, 

яка в деякій прямокутній системі 

координат задається рівнянням (див. 

рис. 2.4): 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
. 

Поверхня утворена внаслідок 

рівномірного стиснення еліпсоїда 

обертання до однієї з його площин 

симетрії або шляхом розтягнення в 

протилежних напрямах. Рис. 2.4 

 

 

 

 

A (x, y, z) 

O (a, b, c) 

R 
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ІV. Однопорожнинний гіперболоїд 

 

Однопорожнинним гіперболоїдом 
називається поверхня, яка в деякій 

прямокутній системі координат 

задається рівнянням (див. рис. 2.5): 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
. 

Поверхня утворена внаслідок 

рівномірного стиснення одно-

порожнинного гіперболоїда обертання 

до однієї з його площин симетрії або 

шляхом розтягнення в протилежних 

напрямах. 

Рис. 2.5 

Інші канонічні рівняння однопорожнинних гіперболоїдів:  

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
,  1

2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 

V. Двопорожнинний гіперболоїд 

 

 

 

Двопорожнинним гіперболоїдом 
називається поверхня, яка в деякій 

прямокутній системі координат 

задається рівнянням (див. рис. 2.6): 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
. 

Поверхня утворена внаслідок 

рівномірного стиснення 

двопорожнинного гіперболоїда 

обертання до однієї з його площин 

симетрії або шляхом розтягнення в 

протилежних напрямах. 

Рис. 2.6 

Інші канонічні рівняння двопорожнинних гіперболоїдів:  

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
,  1

2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
, 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
,  1

2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
,  1

2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
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VІ. Еліптичний параболоїд 

 

Еліптичним параболоїдом 
називається поверхня, яка в деякій 

прямокутній системі координат 

задається рівнянням (див. рис. 2.7): 

z
q

y

p

x
2

22

 . 

Поверхня утворена внаслідок 

рівномірного стиснення параболоїда 

обертання до однієї з його площин 

симетрії або шляхом розтягнення в 

протилежних напрямах. 
Рис. 2.7 

Інші канонічні рівняння еліптичних параболоїдів: 

y
q

z

p

x
2

22

 ,  x
q

z

p

y
2

22

  

VІІ. Гіперболічний параболоїд 

 

Гіперболічним параболоїдом 
називається поверхня, яка в деякій 

прямокутній системі координат 

задається рівнянням (див. рис. 2.8): 

z
q

y

p

x
2

22

 . 

Поверхня описана параболою, яка 

рухається в просторі так, що її 

площина залишається весь час 

паралельною заданій площині  Oyz , а 

вершина ковзає по нерухомій параболі, 

розміщеній в перпендикулярній 

площині  Oxz . Напрями осей обох 

парабол (рухомої і нерухомої) 

протилежні. 

Рис. 2.8 

Інші канонічні рівняння гіперболічних параболоїдів: 

y
q

z

p

x
2

22

 ,  x
q

z

p

y
2

22

 , 

z
q

y

p

x
2

22

 ,  y
q

z

p

x
2

22

 ,  x
q

z

p

y
2

22

  

Еліптичний параболоїд теж можна утворити рухом параболи, площина якої, 

переміщаючись, залишається весь час паралельною заданій площині, а вершина 

ковзає по нерухомій параболі, розміщеній в площині, перпендикулярній до неї. 

Але напрями осей обох парабол (рухомої і нерухомої) повинні мати однакові 

напрями. 
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VІІІ. Циліндрична поверхня 

 

 

 

 

 

 

 

 

Поверхня, утворена внаслідок 

руху прямої (твірної), яка перетинає 

задану криву (напрямну) L  і 

залишається паралельною даній 

прямій l , називається циліндричною 

поверхнею (див. рис. 2.9). 

 

Рис. 2.9 

Кожне рівняння другого порядку з двома змінними  x , y  в просторі, якщо 

воно виражає дійсну поверхню і не розкладається на два лінійні множники, 

є рівняння циліндра, твірні якого паралельні осі Oz . 

Коли б рівняння поверхні в просторі мало дві змінні x , z , то воно виражало 

б циліндр з твірними, паралельними осі Oy , а коли б воно містило змінні y , 

z , то твірні циліндра були б паралельні осі Ox . 

Приклади циліндрів та їх канонічних рівнянь 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Рис. 2.10. Еліптичний 

циліндр 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

Рис. 2.11. Гіперболічний 

циліндр 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

Рис. 2.12. Параболічний 

циліндр pxy 22   
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ІХ. Конічна поверхня 
 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.13 Рис. 2.14 

Поверхня, утворена внаслідок руху 

прямої (твірної), яка проходить через 

дану точку 0M  (вершину) і перетинає 

дану криву L  (напрямну), 

називається конічною поверхнею 

(див. рис. 2.13). 

Однорідне рівняння другого порядку 

з трьома змінними, якщо воно 

виражає дійсну поверхню в просторі 

і не розкладається на лінійні 

множники, є рівняння конуса з 

вершиною в початку координат, 

наприклад: 0
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 (див. 

рис. 2.14). 

 

Інші важливі характеристик поверхонь другого порядку . 

Довільна пряма перетинає поверхню другого порядку в двох точках. 

Перетином поверхні другого порядку з довільною площиною є лінія 

другого порядку або пряма. 

Поверхні другого порядку, які мають дійсні прямолінійні твірні, 

називають лінійчастими. Їх можна утворити рухом прямої. До таких 

поверхонь належать циліндричні й конічні поверхні, однопорожнинний 

гіперболоїд та гіперболічний параболоїд. 

Дотичною площиною в точці до поверхні другого порядку називається 

геометричне місце дотичних до всіх ліній, які лежать на поверхні і 

проходять через цю точку (точку дотику). Опукла поверхня другого 

порядку (наприклад, еліпсоїд) з дотичною площиною мають одну спільну 

точку. Лінійчасті поверхні з дотичною площиною мають або спільну пряму 

дотику (наприклад, циліндр, конус), або дві спільні прямі (прямолінійні 

твірні) (наприклад, однопорожнинний гіперболоїд та гіперболічний 

параболоїд). 

Для поверхні другого порядку   0,, zyxF  і точки  0000 ,, zyxP , яка 

належить цій поверхні, рівняння дотичної площини в точці  0000 ,, zyxP  

матиме вигляд:          0,,,,,, 000000000000  zzzyxFyyzyxFxxzyxF zyx . 
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Центром поверхні другого порядку називається точка, в якій усі хорди 

поверхні, що через неї проходять, діляться навпіл. Тому розрізняють такі 

типи невироджених поверхонь другого порядку: 1) центральні (еліпсоїд, 

однопорожнинний і двопорожнинний гіперболоїди, конус); 2)  нецентральні 

(еліптичний і гіперболічний параболоїди); 3) поверхні з прямою центрів 

(еліптичний і гіперболічний циліндри) тощо. 

Щоб знайти центр поверхні другого порядку, необхідно розв’язати 

систему рівнянь: 

 

 

 













0,,

0,,

0,,

zyxF

zyxF

zyxF

z

y

x

. 

Відрізок, який сполучає дві довільні точки поверхні другого порядку, 

називається хордою цієї поверхні. Середини паралельних хорд поверхні 

другого порядку лежать на площині. Площина, яка проходить через середини 

хорд поверхні другого порядку, паралельних до деякого вектора  cbau ,,


, 

називається діаметральною площиною цієї поверхні, спряженою з вектором 

u


. Рівняння діаметральної площини, спряженої з вектором  u


 має вигляд: 

      0,,,,,,  czyxFbzyxFazyxF zyx . 

 

 

 

 

 

2.2. БАЗОВІ ЗАДАЧІ ТА СИСТЕМА ЗАДАЧ ДЛЯ САМОСТІЙНОГО 

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 

 

РІВЕНЬ А 

 

Завдання 2.1. Скласти рівняння поверхні, утвореної обертанням навколо 

заданої осі такої лінії (див. таблиця 2.1): 

Таблиця 2.1 

№ 
Вісь 

обертання 
Задана лінія 

2.1.1. Oy 23 22  yx ,  0z  

2.1.2. Oz 045  zx ,  0y  

2.1.3. Ox 053 2  yx ,  0z    

2.1.4. Oy 042  zyz ,  0x  

2.1.5. Oz 075 22  zx ,  0y  

2.1.6. Ox xyx 25 22  ,  0z  

2.1.7. Oy 09127
2

1 22  yyx ,  0z  

2.1.8. Oz 024 2  zyzy ,  0x  
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2.1.9. Ox 09122 2  zxz ,  0y  

2.1.10. Oy 05  zy ,  0x  

2.1.11. Oz 0723 22  yzy ,  0x  

2.1.12. Ox 052 22  xzx ,  0y  

2.1.13. Oy 0125
2

3 2  yx ,  0z  

2.1.14. Oz 01432  yzz ,  0x  

2.1.15. Ox 01174  yx ,  0z  

2.1.16. Oy 01355 22  zyz ,  0x  

2.1.17. Oz 09
13

7
3 22  zx ,  0y  

2.1.18. Ox 016 2  xxyy ,  0z  

2.1.19. Oy 053 2  yx ,  0z  

2.1.20. Oz 0173
11

5
 yz ,  0x  

2.1.21. Ox 0756 22  xzzx ,  0y  

2.1.22. Oy 03443 22  yyx ,  0z  

2.1.23. Oz 05  zy ,  0x  

2.1.24. Ox 04432  yxx ,  0z  

2.1.25. Oy 03 22  yzzy ,  0x  

2.1.26. Oz 074 22  zzx ,  0y  

2.1.27. Ox 045  zx ,  0y  

2.1.28. Oy 07495 2  xyx ,  0z  

2.1.29. Oz 01578 22  xzzx ,  0y  

2.1.30. Ox 0153
5

1 22  xyy ,  0z  

2.1.31. Oy 024
3

1
2  zy ,  0x  

2.1.32. Oz 0632 22  zy ,  0x  

 

Покажемо розв’язання завдання 2.1 для осі Oz  і лінії 
 









0

14 22

y

zx
. 

Розв’язання. 

Щоб отримати рівняння шуканої поверхні обертання скористаємось 

правилом: необхідно в рівнянні лінії, яка обертається, залишити без змін ту 

змінну, яка відповідає осі обертання, а другу змінну замінити на корінь 

квадратний, взятий зі знаками «+» та «–», з суми квадратів цієї ж змінної і тієї 

змінної, яка відсутня в рівнянні кривої. Тобто, якщо віссю обертання є Oz , то 

змінну z  залишаємо без змін, а замість x  в рівняння твірної лінії (кола) 

підставимо 22 yx  . Відповідно, отримуємо   14 2
2

22  zyx . Далі 

розкриємо дужки, піднісши до квадрату: 1816 22222  zyxyx . 
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Остаточно звільнившись від ірраціональності, маємо рівняння поверхні 

обертання (до речі, це тор):    222222 6415 yxzyx  . 

Відповідь:    222222 6415 yxzyx  . 

 

 

Завдання 2.2. Знайти центр і радіус поданого кола, утвореного при перетині 

сфери площиною (див. таблиця 2.2):  

Таблиця 2.2 

№ Рівняння кола № Рівняння кола 

2.2.1. 









64)1()1(

0922

222 zyx

zyx
 

2.2.17. 









64)3()1(

0324

222 zyx

zyx
 

2.2.2. 









25)1()7()1(

0423

222 zyx

zyx
 

2.2.18. 









81)2()1()3(

0134

222 zyx

zyx
 

2.2.3. 









36)1()2(

035

222 zyx

zyx
 

2.2.19. 









64)1()6(

074

222 zyx

zyx
 

2.2.4. 









49)2()4(

014

222 zyx

zyx
 

2.2.20. 









100)1()4(

0732

222 zyx

zyx
 

2.2.5. 









64)5()1(

02

222 zyx

zyx
 

2.2.21. 









81)1()3(

0725

222 zyx

zyx
 

2.2.6. 









25)3()2()1(

0432

222 zyx

zyx
 

2.2.22. 









25)1()4()2(

01

222 zyx

zyx
 

2.2.7. 









36)3()2(

0232

222 zyx

zyx
 

2.2.23. 









36)2()4(

025

222 zyx

zyx
 

2.2.8. 









81)2()1(

01432

222 zyx

zyx
 

2.2.24. 









64)3()1(

032

222 zyx

zyx
 

2.2.9. 









100)5()1(

02

222 zyx

zyx
 

2.2.25. 









100)2()2(

06

222 zyx

zyx
 

2.2.10. 









36)1()1()2(

054

222 zyx

zyx
 

2.2.26. 









64)1()1()4(

022

222 zyx

zyx
 

2.2.11. 









100)3()3(

012232

222 zyx

zyx
 

2.2.27. 









25)4()1(

0643

222 zyx

zyx
 

2.2.12. 









64)2()2(

024

222 zyx

zyx
 

2.2.28. 









81)1()3(

0243

222 zyx

zyx
 

2.2.13. 









144)1()2(

0133

222 zyx

zyx
 

2.2.29. 









64)1()4(

01023

222 zyx

zyx
 

2.2.14. 









225)5()1()2(

0722

222 zyx

zyx
 

2.2.30. 









25)1()2()1(

0

222 zyx

zyx
 

2.2.15. 









36)1()2(

0253

222 zyx

zyx
 

2.2.31. 









36)2()3(

022

222 zyx

zyx
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A 

O1 

O 

П 

2.2.16. 









81)3()2(

0533

222 zyx

zyx
 

2.2.32. 









100)1()2(

052

222 zyx

zyx
 

 

Покажемо розв’язання завдання 2.2 для кола 








36)1()7()4(

093

222 zyx

zyx
. 

Розв’язання. 

Знайдемо спочатку радіус кола. Зробимо рисунок (рис. 2.15). 

 Нехай  ОА = R  – радіус сфери, 

дорівнює 6. 

ОО1 теж можна знайти як відстань від 

точки О  до площини П: 

  





222

000
,

cba

dczbyax
ÏO  

         
 

 
11

113

9117143

222





 .                         

Тобто  ОО1 = 11 .    

Рис. 2.15 

Тепер за теоремою Піфагора маємо:  
2

1

2

1 OOOAAOr   5116
2

2  . 

Центр кола знайдемо як точку перетину площини П і прямої, яка 

перпендикулярна до П, і проходить через точку О. 

Рівняння цієї прямої має вигляд: 
1

1

1

7

3

4









 zyx
. 

Розв’язавши систему  




















093

1

1

1

7

3

4

zyx

zyx

, маємо координати центра 

кола О1 (1, 6, 0). 

Відповідь: радіус кола  5r , центр кола  О1 (1, 6, 0). 

 

 

РІВЕНЬ В 

 

Завдання 2.3. Дослідити методом перерізів поверхню другого порядку, задану в 

прямокутній декартовій системі координат рівнянням (див. таблиця 2.3):  

Таблиця 2.3 

№ Задана поверхня другого порядку 

2.3.1. 023 222  zyx  

2.3.2. 0722489 222  zyx  

2.3.3. 01052 22  yx  

2.3.4. 01443694 222  zyx  

2.3.5. 042 22  zyx  

2.3.6. 044 22  zyx  
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2.3.7. 0142 22  zxyx  

2.3.8. 0164 22  zyx  

2.3.9. 0842 222  xzyx  

2.3.10. 0346832 222  zyxzyx  

2.3.11. 054222  zzyx  

2.3.12. 010126822 222  zyxzyx  

2.3.13. 08842 222  zzyx  

2.3.14. 0106222  xzyx  

2.3.15. 04432 222  yxzyx  

2.3.16. 022 22  zxzx  

2.3.17. 0122 22  zyx  

2.3.18. 0122 22  zyx  

2.3.19. 0632 222  zzyx  

2.3.20. 064432 222  yxzyx  

2.3.21. 0224 222  yzyx  

2.3.22. 01468 222  xzyx  

2.3.23. 020652 22  xyx  

2.3.24. 0121864 222  zzyx  

2.3.25. 048 22  zyx  

2.3.26. 031244 22  zyx  

2.3.27. 0442 22  zyyx  

2.3.28. 06523 222  zzyx  

2.3.29. 024492 222  yxzyx  

2.3.30. 02236 222  yzyx  

2.3.31. 094462 222  xzyx  

2.3.32. 063 22  yxyx  

 

Покажемо розв’язання завдання 2.3 для поверхні другого порядку  

0211268232 222  zyxzyx . 

Розв’язання. 

Будемо перетинати нашу поверхню другого порядку площинами, 

паралельними до координатних: 

1) hx  : 

0211268232 222  zyhzyh , 

після спрощення отримаємо      hhzy 823213 222
 . 

Якщо     ;40;h , то в перерізах будуть еліпси; якщо 0h   або  

4h   маємо в перерізі дві точки  (0, 1, -3)  і  (4, 1, -3); при   4;0h   поверхні не 

існує. 

2) hy  : 

0211268232 222  zhxzhx , 
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після спрощення отримаємо      11633222 222
 hhzx . 

Оскільки 01163 2  hh , то в перерізах для  Rh  завжди будуть гіперболи. 

3) hz  : 

0211268232 222  hyxhyx , 

після спрощення отримаємо      261221322 222
 hhyx . 

Оскільки 026122 2  hh , то в перерізах для  Rh  завжди будуть 

гіперболи. 

Отже, даною поверхнею є двопорожнинний гіперболоїд. 

Відповідь: це двопорожнинний гіперболоїд. 
 

 

Завдання 2.4. Дано алгебраїчне рівняння (див. таблиця 2.4). 

А) Визначте, яку поверхню другого порядку воно описує; 

Б) Що являє собою центр поверхні? 

В) Запишіть рівняння дотичної площини до поверхні в заданій точці; 

Г) Скласти рівняння діаметральної площини поверхні, спряженої із 

заданим  вектором. 

Таблиця 2.4 

№ Рівняння поверхні Точка Вектор 

2.4.1. 222 zyx    2,1,10 A   1,5,3 u  

2.4.2. 0
4

2
22 

x
zy   1,0,0 S   4,0,2 u  

2.4.3. 1
156

222


zyx

  1,7,2 M   0,4,7u  

2.4.4. 0251086222  zyxzyx   5,5,0 A   2,9,0 u  

2.4.5. 0
94

22


yx

  5,4,3 D   0,6,0 u  

2.4.6. 22 yxz    0,0,8E   5,2,1 u  

2.4.7. 01
56

222


 yzx

  4,10,7 S   7,2,0 u  

2.4.8. 0482448 222  zyx   0,5,2M   8,0,3 u  

2.4.9. 224 yxz    2,3,1 A   0,1,0u  

2.4.10. 028 22  zyx   0,1,3D   0,9,1 u  

2.4.11. 042  xz   0,1,8E   1,3,5u  

2.4.12. 084 22  yx   1,10,2 S   8,6,1 u  

2.4.13. zyx 1253 22    7,2,4 M   11,0,2u  

2.4.14. 0852 22  yx   1,0,5A   3,11,0 u  

2.4.15. xzy  12 22   1,9,2 D   3,6,7 u  

2.4.16. 33 222  zyx   3,4,1E   7,5,2u  

2.4.17. 06242  xzz   9,0,6S   4,1,1 u  
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2.4.18. z
yx

2
13

22

   6,7,2 M   7,2,0 u  

2.4.19. 29yx    2,6,0 A   1,7,5u  

2.4.20. 01422  xyy   8,3,0 D   9,0,1 u  

2.4.21. 0
24

2
2

2


z

y
x

  2,2,7 E   6,3,2 u  

2.4.22. yzx  12 22   3,0,2S   4,0,3u  

2.4.23. 1
494

222


zyx

  1,0,3 M   2,7,0 u  

2.4.24. 22zx    7,4,0 A   81,5,2 u  

2.4.25. 024 222  zyx   9,5,4 D   0,5,1 u  

2.4.26. 1
49

22


xz

  6,3,8 E   4,2,1 u  

2.4.27. 1
34

222


 xzy

  1,0,0 S   3,2,6 u  

2.4.28. 1
75

22


xy

  1,7,2 M   1,1,11 u  

2.4.29. 221 yxz    5,5,0 A   1,7,4 u  

2.4.30. 022  zyx   5,4,3 D   10,5,8 u  

2.4.31. 065722  zyxyx   0,0,8E   5,0,4 u  

2.4.32. 036 222  zyzyx   4,10,7 S   7,2,2 u  

 

Покажемо розв’язання завдання 2.4 для рівняння поверхні 084 22  zyx , 

точки  2,2,1 B  і вектора  2,3,0 u


. 

Розв’язання. 

А) Дане алгебраїчне рівняння 084 22  zyx  описує поверхню другого 

порядку, а саме: zyx 84 22  , або z
y

x 2
4

2
2   – це еліптичний параболоїд. 

Б) Щоб знайти центр поверхні, скористаємось формулою: 

 

 

 













0,,

0,,

0,,

zyxF

zyxF

zyxF

z

y

x

. 

З вихідного рівняння маємо   zyxzyxF 84,, 22  , тому  

 

 

 













08,,

02,,

0824,,

zyxF

yzyxF

xxzyxF

z

y

x

. 

Ми не можемо розв’язати систему, отже, еліптичний параболоїд не має 

центра (це нецентральна поверхня). 

В) Щоб записати рівняння дотичної площини до поверхні в точці 

 2,2,1 B , скористаємось формулою: 
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         0,,,,,, 000000000000  zzzyxFyyzyxFxxzyxF zyx . 

Частинні похідні в загальному вигляді вже шукали, тепер підставимо 

координати точки: 

    8188,, 0000  xzyxFx , 

  4222,, 0000  yzyxFy , 

  8,, 000  zyxFz . 

Тепер підставимо в рівняння дотичної площини: 

        0282418  zyx , або після розкриття дужок маємо 

0822  zyx . 

Г) Щоб записати рівняння діаметральної площини, спряженої з вектором  

u


, скористаємось формулою: 

      0,,,,,,  czyxFbzyxFazyxF zyx . 

З попереднього пункту маємо   xxzyxFx 824,,  ,   yzyxFy 2,,  , 

  8,,  zyxFz . 

Підставимо в рівняння:   0283208  yx , або після спрощення 

083 y . 

Відповідь: А) еліптичний параболоїд; Б) нецентральна поверхня; 

В) 0822  zyx ; Г) 083 y . 

 

 

Завдання 2.5. Використовуючи задане рівняння кривої як напрямної (див. 

таблиця 2.5), скласти: 

а) рівняння конічної поверхні  з вершиною в заданій точці; 

б) рівняння циліндричної поверхні, твірні якої паралельні до заданої прямої. 

Таблиця 2.5 

№ Рівняння кривої Задана точка Задана пряма 

2.5.1. 












0

1
916

22

y

zx

  0,5,2M  
40

1

3

2 zyx








 

2.5.2. 








0

032 22

z

xyxyx
  2,3,1 A  















18

5

2

tz

ty

tx

 

2.5.3. 
 









0

41 22

y

zx
  0,1,3D  









02

042

zyx

yx
 

2.5.4. 








0

2522

z

yx
  0,1,8E  

3

1

1

3

2

4 







 zyx
 

2.5.5. 








zx

zyx

2

22

  1,10,2 S  














1

3

92

tz

ty

tx
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2.5.6. 








0

1622

z

yx
  7,2,4 M  









052

0423

yx

zyx
 

2.5.7. 








152

034 22

zyx

zyx
  1,0,5A  

6

2

3

9

1









zyx
 

2.5.8. 








0

0346 22

y

xzxzx
  1,9,2 D  















103

54

2

tz

ty

tx

 

2.5.9. 
   









0

914
22

z

yx
  3,4,1E  









0835

043

zyx

zyx
 

2.5.10. 












0

1
249

22

z

yx

  9,0,6S  
091

2 zyx





 

2.5.11. 








0

064 22

y

xzxzx
  6,7,2 M  















75

12

tz

y

tx

 

2.5.12. 
 









0

62 22

z

yx
  2,6,0 A  









014

0102

zx

zyx
 

2.5.13. 








0

2025 22

x

zy
  8,3,0 D  

4

9

7

3

3

11 







 zyx
 

2.5.14. 








02

053 22

zyx

xzy
  2,2,7 E  















93

14

10

tz

ty

x

 

2.5.15. 








132

046 22

zyx

xzx
  3,0,2S  









0425

03

zyx

zyx
 

2.5.16. 












0132

1
294

222

zõ

zóõ

  1,0,3 M  
2

1

3

8

5

5 







 zyx
 

2.5.17. 
   









5

1621
222

x

zyx
  7,4,0 A  















tz

ty

tx

3

52

16

 

2.5.18. 












013

1
94

2
22

zyx

z
yx

  9,5,4 D  








0323

023

zyx

zyx
 

2.5.19. 












042

1
25

2
2

2

zyx

z
y

x

  6,3,8 E  
7

9

2

3

1

4 







 zyx
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2.5.20. 
   









4

2111
222

zx

zyx
  1,0,0 S  















27

1

36

tz

ty

tx

 

2.5.21. 












01234

1
716

2
22

zy

z
óõ

  1,7,2 M  








02432

03

zyx

x
 

2.5.22. 








01

012 22

zy

yzx
  5,5,0 A  

9

7

5

3

2

20









 zyx
 

2.5.23. 








0

934 22

y

zx
  5,4,3 D  















10

5

32

tz

ty

tx

 

2.5.24. 
 









0

23
22

x

zy
  0,0,8E  









022

064

zyx

zyx
 

2.5.25. 












0

1
925

22

õ

zó

  4,10,7 S  
3

2

1

9

4









zyx
 

2.5.26. 












0ух

1
4

z

16

у

9

х 222

  0,7,0 M  














73

2

24

tz

ty

tx

 

2.5.27. 








0

032 22

x

zzyzy
  2,1,2A  









03

04

zyx

zyx
 

2.5.28. 












0

1
710

22

x

yz

  11,2,7 D  
4

9

0

1

0

4









 zyx
 

2.5.29. 












zzyx

z
yx
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2
89

222

22

  2,3,8 E  
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4

3

tz

ty

tx

 

2.5.30. 












0242

1
42

2
22

zyx

z
yx

  9,8,0 S  








03752

042

zyx

yx
 

2.5.31. 
 









4

95
222

z

zyx
  3,0,1 M  

407

5 zyx





 

2.5.32. 








1

063 22

zyx

zyx
  2,1,10 A  















10

2

75

z

ty

tx
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Покажемо розв’язання завдання 2.5 для лінії 
   









02

2523)1(
222

zóx

zyõ
 , 

точки  0,5,0M  і  прямої 








4z

yx
. 

Розв’язання. 

А) Знайдемо рівняння шуканої конічної поверхні. 

 

Зробимо рисунок (рис. 2.16). 

Нехай М (X, Y, Z) – біжуча точка 

шуканої конічної поверхні, Р (х, у, z) – 

її проекція на напрямну конуса, а 

 1,, nmp  – вектор, якому колінеарні 

вектори KM  і KP . 

З колінеарності векторів 

випливає пропорційність їх 

координат, тому маємо наступну 

систему співвідношень: 


























1

050

1

050

z

n

y

m

x

Z

n

Y

m

X

 

Виразимо з другого рівняння х і у через  z  і підставимо все в рівняння 

напрямної: 

mzx    і  5 nzy , 

     









025

25231
222

znzmz

znzmz
. 

Виразимо з другого рівняння z  через  m   і  n:  
1

7




nm
z   і підставимо в 

перше рівняння: 

252
1

7
3

1

7
1

1

7
222






































nmnm

n

nm

m
. 

Після спрощення маємо  010923650452 22  nmmnnm . 

Тепер використавши підстановку 
Z

X
m    і  

Z

Y
n

5
 ,  остаточно отримаємо 

рівняння конічної поверхні:      01036550925452 222  ZXZYXZYX . 

 

Б) Знайдемо рівняння шуканої циліндричної поверхні. 

Зробимо рисунок (рис. 2.17). Нехай М (X, Y, Z) – біжуча точка шуканої 

циліндричної поверхні, Р (х, у, z) – її проекція на напрямну циліндра, а p  – 

напрямний вектор твірних. 

 

Рис. 2.16 

К 

М 

Р 
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Знайдемо спочатку координати вектора p , якщо відомо, що твірні 

паралельні до прямої 








4z

yx
. 

 

Треба обчислити наступний 

детермінант 

100

011 

kji

= kji  011 . Тобто, 

за кординати вектора p  можна 

взяти або (-1, -1, 0), або (1, 1, 0). 

З колінеарності векторів p  і 

PM  випливає пропорційність їх 

координат, тому маємо 

співвідношення: 

011

zZyYxX 






, тобто 















zZ

tyY

txX

, або 














Zz

tYy

tXx

. 

Врахувавши умову 
   









02

2523)1(
222

zóx

zyõ
, маємо 

   









02

2523)1(
222

ZtYtX

ZtYtX
. З другого рівняння системи маємо  

2

2


ZYX
t , підставимо в перше рівняння: 

  2523
2

2
1

2

2 2

22
























 Z

ZYX
Y

ZYX
X  і маємо, після 

спрощення, рівняння циліндричної поверхні: 

      1002444
222
 ZXZYZYX . 

Відповідь: А)      01036550925452 222  ZXZYXZYX ; 

Б)       1002444
222
 ZXZYZYX . 

 

 

Завдання 2.6. Скласти рівняння тих прямолінійних твірних заданої лінійчастої 

поверхні, які паралельні до заданої площини. 

Таблиця 2.6 

№ Рівняння поверхні Рівняння площини 

2.6.1. 1
4169

222


zух

 01022  zyx  

2.6.2. 224 yxz   0732  zyx  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.17 

Р 

 
р 

 

М 
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2.6.3. 1
41625

222


zух

 05  zyx  

2.6.4. 0169 22  xyz  023  zyx  

2.6.5. 1
481

22
2 

zó
x  0433  zyx  

2.6.6. zx
y

2
25

2
2

  0325  zyx  

2.6.7. 1
254

2
2

2


z

y
х

 042  zyx  

2.6.8. yz
x

12
9

2
2

  0236  zyx  

2.6.9. 1
425

2
22

 z
óõ

 0129  zyx  

2.6.10. 069
4

2
2

 zy
x

 0852  zyx  

2.6.11. 1
369

22
2 

zó
x  0923  zyx  

2.6.12. yzx  22 425  0223  zyx  

2.6.13. 1
25

2
22 

z
yx  0534  zyx  

2.6.14. 04
81

2
2

 zy
x

 0114  zyx  

2.6.15. 149 222  zyx  02  zyx  

2.6.16. 029 22  xzy  0176  zyx  

2.6.17. 12536 222  zyx  08423  zyx  

2.6.18. yz
x

12
25

2
2

  0139  zyx  

2.6.19. 1
25164

222


zóõ

 03  zyx  

2.6.20. yzx 10425 22   01184  zyx  

2.6.21. 1
3694

222


zóõ

 0144  zyx  

2.6.22. yzx  22  076312  zyx  

2.6.23. 1981 222  zyx  0962  zyx  

2.6.24. yzx 328 22   0243  zx  

2.6.25. 1
644

22
2 

zó
x  0923  zy  

2.6.26. 010254 22  xzy  01257  zyx  

2.6.27. 1
925

2
2

2


z

y
õ

 072  zyx  

2.6.28. y
zx

2
819

22

  015243  zyx  
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2.6.29. 18136 222  zyx  01083  yx  

2.6.30. 0816 22  xzy  0492  zyx  

2.6.31. 1
4

9
2

22 
z

yx  036  zyx  

2.6.32. yzy 16169 22   01823  zyx  

 

Покажемо розв’язання завдання 2.6 для  поверхні 1
4

z

16

у

25

х 222

   і  

площини  0201054  zyx . 

Розв’язання. 

Запишемо рівняння сімейств прямолінійних твірних для заданого 

однопорожнинного гіперболоїда. 

16
1

425

222 yzx
 , 






































4
1

4
1

2525

yyzxzx
, тому маємо 

1d : 
































4
1

1

25

4
1

25

y

k

zx

y
k

zx

   і   2d : 
































4
1

1

25

4
1

25

y

m

zx

y
m

zx

. 

Для того, щоб пряма була паралельна до площини, необхідно, щоб 

скалярний добуток напрямного вектора прямої і вектора нормалі до площини 

дорівнював би нулеві. 

Знайдемо координати векторів 21,, ddn . 

Координати вектора n  візьмемо з рівняння площини:  10,5,4 n . Для того, 

щоб знайти координати вектора 1d , треба обчислити наступний «детермінант»: 

2

1

4

1

5

1

2

1

45

1

k

k

kji



 = k
k

k
ji

k

k







20

1

5

1

8

1 22

. 

З умови, що   0,1 nd , тобто    10
20

1
5

5

1
4

8

1 22







k

k

k

k
 = 1k  = 0.  Звідки 

1k . 

Аналогічно знайдемо m : 

2

1

4

1

5

1

2

1

45

1

m

m

kji

 = k
k

m
ji

m

m







20

1

5

1

8

1 22

. 
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З умови, що   0,2 nd , тобто    10
20

1
5

5

1
4

8

1 22







m

m

m

m
 = m1  = 0.  Звідки 

1m . 

Отже, маємо наступні прямолінійні твірні, паралельні до заданої площини: 

1d : 












1
425

1
425
yzx

yzx

   і   2d : 












4
1

25

4
1

25
yzx

yzx

, або 

1d : 








0201054

0201054

zyx

zyx
   і   2d : 









0201054

0201054

zyx

zyx
. 

 

Відповідь: 








0201054

0201054

zyx

zyx
  і  









0201054

0201054

zyx

zyx
. 

 
 

 

2.3. ВКАЗІВКИ ЩОДО ОФОРМЛЕННЯ ПОЗААУДИТОРНОЇ 

МОДУЛЬНОЇ КОНТРОЛЬНОЇ РОБОТИ З ТЕМИ 

«ПОВЕРХНІ ДРУГОГО ПОРЯДКУ» ТА КРИТЕРІЇ ЇЇ ОЦІНЮВАННЯ 

 

Модульна контрольна робота складається з шести завдань різного типу 

складності. Кожне завдання інтерпретується у 32 варіантах і наводиться 

приклад розв’язання кожного завдання. 

Для успішного виконання модульної контрольної роботи виконайте 

наступні кроки: 

І. З’ясуйте термін виконання модульної контрольної роботи (встановлює 

викладач). 

ІІ. Визначте свій варіант за номером прізвища у журналі групи. (Наприклад, 

якщо прізвище студента міститься під номером 5, то він виконує 5-й 

варіант). Слід зауважити, що варіант роботи для студента (студентів) може 

бути змінений викладачем.  

ІІІ. Підпишіть зошит для модульної контрольної роботи на титульній 

сторінці наступним чином (див. рис. 2.18). 

ІV. Ознайомтесь перед розв’язуванням варіанта з теоретичними 

відомостями, поданими на початку кожного розділу та рекомендованою 

літературою. Продивіться розв’язання типового завдання. З’ясуйте чим 

умова для вашого варіанта відрізняється від розв’язаного. 

Проконсультуйтесь, у разі необхідності, із викладачем.  

V. Розв’язані завдання записуйте в тому порядку, в якому вони подані у 

варіанті. Спочатку запишіть умову; потім власне розв’язання, яке може 

супроводжуватись малюнком і поясненням кроків міркувань та 

математичних операцій; в кінці обов’язково слід записати відповіді на усі 

запитання завдання.  
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МОДУЛЬНА КОНТРОЛЬНА РОБОТИ (ПОЗААУДИТОРНА) №__ 

із аналітичної геометрії  

студента ____групи очної (заочної) форми навчання 

фізико-математичного факультету ЖДУ імені Івана Франка 

(                   прізвище, ім’я та по-батькові           ) 

 

Тема: «Поверхні другого порядку» 

Варіант: 

Термін здачі: ____________ 

Перевірив: ______________ 

Бали: 

Рис. 2.18 

 

VI Критерії оцінювання модульної контрольної роботи представлено у 

таблиці 2.7. 

Таблиця 2.7 

Вид завдання Бали Критерії оцінювання 

Рівень А 

Завдання 1 3 
1 бал – вірно вибрана підстановка; 

2 бали – без помилок звільнилися від 

ірраціональності 

Завдання 2 4 

1 бал – знайдена відстань від центра сфери до 

площини; 

1 бал – обчислено радіус кола; 

1 бал – записано рівняння прямої через центр 

сфери і перпендикулярно до площини; 

1 бал – правильно визначено координати 

сфери 

Максимальна кількість балів 7  

Рівень В 

Завдання 3 7 
по 2 бали – за перетин поверхні площиною, 

паралельною до координатної; 

1 бал – інтерпретація результатів 

Завдання 4 7 

1 бал – правильна назва поверхні; 

2 бали – знайдено центр; 

2 бали – записано рівняння дотичної 

площини; 

2 бали – записано рівняння діаметральної 

площини 

Максимальна кількість балів 14  

Рівень С 
Завдання 5 12 

по 1 балу – записана система співвідношень 

(для конуса і циліндра); 

по 2 бали – вираження 2-х змінних через 

третю і підстановка в рівняння напрямної; 

по 2 бали – записано рівняння відносно 

біжучих параметрів; 

по 1 балу – рівняння поверхні 

Завдання 6 11 
2 бали – записані сімейства прямолінійних 

твірних; 
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1 бал – координати вектора нормалі 

площини; 

по 2 бали – координати напрямного вектора 

прямих з сімейства; 

по 1 балу – знайдено значення лічильника в 

кожному сімействі; 

по 1 балу – запис кожної прямої як перетин 

площин 

Максимальна кількість балів 23  

Загальна кількість балів 44  
 

 

 

 

 

2.4. ВАРІАНТИ ПМКР З ТЕМИ «ПОВЕРХНІ ДРУГОГО ПОРЯДКУ» 

 

Номер 
варіанта 

Завдання 
№ 1 

Завдання 
№ 2 

Завдання 
№ 3 

Завдання 
№ 4 

Завдання 
№ 5 

Завдання 
№ 6 

В – 1 2.1.1. 2.2.1. 2.3.1. 2.4.1. 2.5.1. 2.6.1. 

В – 2 2.1.2. 2.2.2. 2.3.2. 2.4.2. 2.5.2. 2.6.2. 

В – 3 2.1.3. 2.2.3. 2.3.3. 2.4.3. 2.5.3. 2.6.3. 

В – 4 2.1.4. 2.2.4. 2.3.4. 2.4.4. 2.5.4. 2.6.4. 

В – 5 2.1.5. 2.2.5. 2.3.5. 2.4.5. 2.5.5. 2.6.5. 

В – 6 2.1.6. 2.2.6. 2.3.6. 2.4.6. 2.5.6. 2.6.6. 

В – 7 2.1.7. 2.2.7. 2.3.7. 2.4.7. 2.5.7. 2.6.7. 

В – 8 2.1.8. 2.2.8. 2.3.8. 2.4.8. 2.5.8. 2.6.8. 

В – 9 2.1.9. 2.2.9. 2.3.9. 2.4.9. 2.5.9. 2.6.9. 

В – 10 2.1.10. 2.2.10. 2.3.10. 2.4.10. 2.5.10. 2.6.10. 

В – 11 2.1.11. 2.2.11. 2.3.11. 2.4.11. 2.5.11. 2.6.11. 

В – 12 2.1.12. 2.2.12. 2.3.12. 2.4.12. 2.5.12. 2.6.12. 

В – 13 2.1.13. 2.2.13. 2.3.13. 2.4.13. 2.5.13. 2.6.13. 

В – 14 2.1.14. 2.2.14. 2.3.14. 2.4.14. 2.5.14. 2.6.14. 

В – 15 2.1.15. 2.2.15. 2.3.15. 2.4.15. 2.5.15. 2.6.15. 

В – 16 2.1.16. 2.2.16. 2.3.16. 2.4.16. 2.5.16. 2.6.16. 

В – 17 2.1.17. 2.2.17. 2.3.17. 2.4.17. 2.5.17. 2.6.17. 

В – 18 2.1.18. 2.2.18. 2.3.18. 2.4.18. 2.5.18. 2.6.18. 

В – 19 2.1.19. 2.2.19. 2.3.19. 2.4.19. 2.5.19. 2.6.19. 

В – 20 2.1.20. 2.2.20. 2.3.20. 2.4.20. 2.5.20. 2.6.20. 

В – 21 2.1.21. 2.2.21. 2.3.21. 2.4.21. 2.5.21. 2.6.21. 

В – 22 2.1.22. 2.2.22. 2.3.22. 2.4.22. 2.5.22. 2.6.22. 

В – 23 2.1.23. 2.2.23. 2.3.23. 2.4.23. 2.5.23. 2.6.23. 

В – 24 2.1.24. 2.2.24. 2.3.24. 2.4.24. 2.5.24. 2.6.24. 

В – 25 2.1.25. 2.2.25. 2.3.25. 2.4.25. 2.5.25. 2.6.25. 

В – 26 2.1.26. 2.2.26. 2.3.26. 2.4.26. 2.5.26. 2.6.26. 

В – 27 2.1.27. 2.2.27. 2.3.27. 2.4.27. 2.5.27. 2.6.27. 
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В – 28 2.1.28. 2.2.28. 2.3.28. 2.4.28. 2.5.28. 2.6.28. 

В – 29 2.1.29. 2.2.29. 2.3.29. 2.4.29. 2.5.29. 2.6.29. 

В – 30 2.1.30. 2.2.30. 2.3.30. 2.4.30. 2.5.30. 2.6.30. 

В – 31 2.1.31. 2.2.31. 2.3.31. 2.4.31. 2.5.31. 2.6.31. 

В – 32 2.1.32. 2.2.32. 2.3.32. 2.4.32. 2.5.32. 2.6.32. 

 

 

 

 

2.5. ДОБІРКА ЗАДАЧ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 

НА ПРАКТИЧНИХ ЗАНЯТТЯХ 
 

І. Скласти рівняння поверхні, утвореної обертанням: 

2.1) навколо осі Оz кола, що лежить в площині хОz, з центром в точці 

(4, 0, 0) і радіусом, рівним 1; 

2.2) навколо осі Ох кола, що лежить в площині хOу, з центром в точці 

(1, 2, 0) і радіусом, рівним 2; 

2.3) навколо осі Оу кола, що лежить в площині уOz, з центром в точці (0, 2, -

1) і радіусом, рівним 1; 

2.4) навколо осі Оz еліпса, розташованого в площині хОz; 

2.5) навколо осі Ох еліпса, розташованого в площині уOz; 

2.6) навколо осі Оу еліпса, розташованого в площині хOу; 

2.7) навколо осі Оz гіперболи, розташованої в площині уOz; 

2.8) навколо осі Ох гіперболи, розташованої в площині хОz; 

2.9) навколо осі Оу гіперболи, розташованої в площині хOу; 

2.10) навколо осі Оz параболи, розташованої в площині хОz ; 

2.11) навколо осі Ох параболи, розташованої в площині хOу; 

2.12) навколо осі Оу параболи, розташованої в площині уOz. 

 

ІІ. Вивести рівняння геометричного місця точок: 

2.13) сума відстаней яких до двох даних точок (-3, 0, 0) і (3, 0, 0) є величина 

стала, рівна 8; 

2.14) сума відстаней яких до двох даних точок (0, -1, 0) і (0, 1, 0) є величина 

стала, рівна 4; 

2.15) сума відстаней яких до двох даних точок (0, 0, -2) і (0, 0, 2) є величина 

стала, рівна 6; 

2.16) різниця відстаней яких до двох даних точок (-3, 0, 0) і (3, 0, 0) є 

величина стала, рівна 10; 

2.17) різниця відстаней яких до двох даних точок (0, -1, 0) і (0, 1, 0) є 

величина стала, рівна 6; 

2.18) різниця відстаней яких до двох даних точок (0, 0, -2) і (0, 0, 2) є 

величина стала, рівна 8; 

2.19) – середин усіх можливих променів, проведених з точки (8, 6, -1) до 

перетину з площиною хОz; 
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2.20) – середин усіх можливих променів, проведених з точки (0, -3, 2) до 

перетину з площиною хОу; 

2.21) – середин усіх можливих променів, проведених з точки (4, 0, -5) до 

перетину з площиною уОz; 

2.22) рівновіддалених від двох заданих точок (1, 2, 0), (-4, 2, 1); 

2.23) рівновіддалених від двох заданих точок (-3, 5, 1), (0, 3, -1); 

2.24) рівновіддалених від двох заданих точок (4, 2, -7), (-2, 2, 8). 

 

ІІІ. Записати рівняння сфери: 

2.25) з центром в точці О (1, 1, 1) і радіусом 3 ; 

2.26) з центром в точці В (1, 2, 3) і радіусом 1; 

2.27) з центром в точці  С (1, 2, 3) і яка проходить через точку А (6, -2, 3); 

2.28) з центром в точці М (6, -8, 3) і яка дотикається до осі Оz. 

 

IV. Знайти координати центра і радіус сфери: 

2.29) 0444222  zyxzyx ; 

230) 031284222 222  zyxzyx ; 

2.31) 010286222  zyxzyx ; 

2.32) 0442222  yxzyx ; 

2.33) 0106222  xzyx ; 

2.34) 0412124222  zyxzyx ; 

2.35) 095722436363636 222  zyxzyx . 

 

V. Записати канонічне рівняння еліпсоїда, осі якого співпадають з осями 

координат і який проходить через точку: 

2.36) М (1, 3 , 2) і перетинає площину уОz за еліпсом 1
20

z

5

y 22

 ; 

2.37) М (0, 7 , 1) і перетинає площину хОz за еліпсом 1
84

22


zx

; 

2.38) М (1, 2,2 ) і перетинає площину хОу за еліпсом 1
102

22


yx

; 

 

VI. Записати рівняння еліпсоїда, для якого координатні площини даної 

прямокутної декартової системи координат є площинами симетрії і який 

проходить через точки: 

2.39) (2, 2, 4), (0, 0, 6), (2, 4, 2); 

2.40) (0, 7 , 1), (1, -3, 5), (2, 4, 0); 

2.41) (-1, 5, 2), (2, 3, -1), (1, 0, -3). 

 

VII. Знайти точки перетину поверхні: 

2.42) zyx  22   з прямою tztyx 4,  ; 

2.43) zyx  22   з прямою 1 zyx ; 
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2.44) zyx  22   з прямою 
8

6

1

1

1

1 





 zyx
; 

2.45) 1
41216

222


zyx

  з прямою 
2

2

3

6

2

4











 zyx
; 

2.46) 1
94

2
2

2


z

y
x

  з прямою 
3

6
13




z
yx ; 

2.47) 1
916

2
22

 z
yx

  з прямою 
1

1

0

3

4

4 





 zyx
; 

2.48) zyx 44 22    з прямою 
2

5

12

2






 zyx
. 

 

VIIІ. Написати канонічне рівняння: 

2.49) однопорожнинного гіперболоїда, якщо поверхня проходить через 

точку ( 5 , 3, 2) і перетинає площину хОz за гіперболою 1
4

z

5

х 22

 ; 

2.50) однопорожнинного гіперболоїда, якщо поверхня перетинає площину 

хОу за колом 922  yx , а площину хОz за гіперболою 1
109

22


zõ

; 

2.51) двопорожнинного гіперболоїда, якому належать точки М1 (3, 1, 2), 

М2 (2, 11 , 3), М3 (6, 2, 15 );  

2.52) двопорожнинного гіперболоїда, якому належать точки М1 (4, 0, 0), 

М2 (5, 
2

1
 , 1), М3 ( 24 , 2, 

2

1
);  

2.53) еліптичного параболоїда з вершиною у початку координат, вісь якого 

співпадає з віссю Ох та якому належать точки М1 (2, -2, 1) і  М2 (5,4, -1); 

2.54) еліптичного параболоїда з вершиною у початку координат, вісь якого 

співпадає з віссю Оу та якому належать точки М1 (1, -2, 1) і  М2 (-3,-3, 2); 

 

ІХ. Написати рівняння кругової циліндричної поверхні обертання, якщо  

2.55) вісь обертання співпадає з віссю Оz, а радіус рівний шести; 

2.56) вісь обертання співпадає з віссю Ох, а радіус рівний трьом; 

2.57) вісь обертання співпадає з віссю Оу, а радіус рівний чотирьом. 

 

Х. Скласти рівняння конічної поверхні: 

2.58) з вершиною в точці А (1, 2, 4), твірні якої утворюють з площиною 2х + 

+ 2у +  z = 0, кут  = 45
0
 ; 

2.59) яка проходить через усі три координатні осі; 

2.60) утвореної обертанням прямої  
623

2 zyx



  навколо осі Ох; 

2.61) що є геометричним місцем прямих, які проходять через точку А (3, 0, 5) 

і утворюють з площиною хОу кут 
4


. 

 

ХI. Знайти проекцію на площину хОу лінії перетину: 
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2.62) еліпсоїда 1
416

2
22

 z
óõ

  з площиною 044  zx ; 

2.63) еліпсоїда       25173
222
 zyx   з площиною 01022  zyx ; 

2.64) еліпсоїда 1
3412

222


zóõ

  з площиною 011432  zyx ; 

2.65) однопорожнинного гіперболоїда гіперболоїда 1
49

2
22

 z
óõ

 з площиною 

061234  zyx . 

 

ХІІ. Скласти рівняння прямолінійних твірних: 

2.66) гіперболічного параболоїда  4х
2
 – z

2
 = у  і визначити ті з них, які 

проходять через точку М (1, 3, -1); 

2.67) однопорожнинного гіперболоїда  1
4

z

4

у

9

х 222

   і визначити гострий 

кут між тими, які проходять через точку (-6, 2 , 4); 

2.68) гіперболічного параболоїда  z2
2

у

8

х 22

  і визначити ті з них, які 

паралельні до площини 6х + 4у – 8z + 1 = 0; 

2.69) гіперболічному параболоїді  z
4

у

16

х 22

  і визначити ті з них, які 

паралельні до площини 3х + 2у – 4z = 0; 

2.70) гіперболічного параболоїда z
9

у

4

х 22

   і визначити гострий кут між 

тими, які проходять через точку А (-2, 0, 1); 

2.71) однопорожнинного гіперболоїда  х
2
 + у

2
 – z

2
 = 1  і визначити гострий кут 

між тими, які паралельні до площини х + у – z = 0. 

 

ХІІІ. Скласти рівняння сфери: 

2.72) яка проходить через чотири точки  (1, -2, -1), (-5, 10, -1), (4, 1, 11), 

(-8, -2, 2); 

2.73) яка проходить через чотири точки   (0, 3, -1), (2, -2, 5), (1, 7, -3), (2, 10, -3); 

2.74) яка проходить через чотири точки  (1, 1, 0), (-3, 5, 8), (3, 0, -8), ( 5, 2, 3); 

2.75) яка проходить через точку (0, -3, 1) і перетинає площину хОу по колу 

х
2
 + у

2
 =  16, z = 0; 

2.76) яка проходить через точку (1, 5, 1) і через коло х
2
 + у

2
 – 2х – 10у + 23 = 0, 

яке розташоване в площині хОу; 

2.77) яка дотикається прямої 
4

6

6

4

3

1 





 zyx
 в точці (1, -4, 6) і прямої 

6

2

1

3

2

4









 zyx
 в точці (4, -3, 2); 

2.78) яка має центр в точці С (4, 5, -2) і сфера 036124222  yxzyx  має з 

нею внутрішній дотик; 

2.79) яка дотикається до кожної з координатних площин і площини 2х + у + z –  
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– 1 =  0; 

2.80) яка описана навколо тетраедра, одна з вершин якого співпадає з початком 

координат, а три інші знаходяться в точках: А (2, 0, 0), В (0, 5, 0), С (0, 0, 3). 

 

2.81) Знайти проекцію кола 








010z2yx2

25)1z()7y()3x( 222

 на площину хОz. 

 

2.82) Скласти рівняння кругової циліндричної поверхні, якщо відомі рівняння її 

осі х = t, у = 1 + 2t, z = -3 – 2t  і координати однієї з її точок М (1, -2, 1). 

 

ХIV. Скласти рівняння циліндричної поверхні: 

2.83) якщо напрямна лежить в площині хОу і має рівняння  х
2
 + 2ху + 3у

2
 – х = 

0, а твірні паралельні до вектора (1, 0, 1); 

2.84) якщо напрямна лежить в площині хОz і є колом (х – 1)
2
 + z

2
 = 4, а твірні 

паралельні до осі Оу; 

2.85) для якої напрям твірної задано співвідношенням 2:3:5:: pnm   і 

напрямною є крива 








0

2522

z

yx
; 

2.86) твірні якої паралельні до осі Ох, а напрямною є крива 

   









02

2523)1(
222

zóx

zyõ
; 

2.87) твірні якої перпендикулярні до площини напрямної 








zx

zyx

2

22

; 

2.88) описаної навколо сфери 1222  zyx , і твірні якої утворюють рівні кути з 

трьома осями координат. 

 

2.89) Дано три паралельні прямі:  х = у = z, х + 1 = у = z – 1, 

х – 1 = у + 1 = z – 2. Скласти рівняння кругового циліндра, який проходить 

через них. 

2.90) Записати рівняння площини, яка паралельна до площини  х – у + z – 5 = 0  

і перетинає гіперболічний параболоїд у2
4

z

9

х 22

  за двома прямолінійними 

твірними. Знайти рівняння цих твірних. 

2.91) Довести, що площина 4х – 5у – 10z – 20 = 0 перетинає однопорожнинний 

гіперболоїд 1
4

z

16

у

25

х 222

  за прямолінійними твірними. Скласти їх 

рівняння. 

2.92) Довести, що еліптичний параболоїд у2
4

z

9

х 22

  має спільну точку з 

площиною 2х – 2у – z – 10 = 0. Знайти її координати. 
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ДЛЯ НОТАТОК 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


