
Лекція 10. Диференціювання функції багатьох змінних. 

 
Визначення. Змінну величину називають функцією двох змінних  yх, , якщо 

кожній парі їх значень ),( yх  із даної області площини поставлено у відповідність 

єдине значення z . Позначення ),( yхfz  . Змінні yх,  називають аргументами 

або незалежними змінними.  

Аналогічно означуються функції трьох та більшого числа змінних.  

 Під областю визначення функції ),( yхfz   розуміють сукупність точок 

),( yх  площини хОy , в яких задана функція визначена, тобто набуває певних 

дійсних значень.  

   

Частинні похідні функції двох змінних. 

  
За означенням частинна похідна функції ),( yхfz   у точці ),( yхP по 

змінній х  -  

x

yxfyxхf

х

z
z

x
x













),(),(
lim

0

. 

За означенням частинна похідна функції ),( yхfz   у точці ),( yхP по 

змінній y  -  
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 За означенням частинних похідних випливає, що для їх знаходження можна 

використовувати відомі формули обчислення похідних функцій однієї змінної, 

вважаючи іншу змінну сталою.  

 Аналогічно означуються і знаходяться частинні похідні функцій трьох та 

більшого числа змінних.  

Приклад 1. Знайти частинні похідні функції 53 222  yxyxz . 

Розв’язання. Вважаючи y  сталою, знаходимо 

xxyxxyyxyxz xx 2600223)53( 222  . 

Вважаючи x  сталою, знаходимо 

yxyxyxyxz yy 2302013)53( 22222  . 

Приклад 2. Знайти частинні похідні функції 3cossin5  xyxz . 

Розв’язання. Вважаючи y  сталою, знаходимо 



xyxyxyxz xx sinsin50)sin(sin15)3cossin5(  . 

Вважаючи x  сталою, знаходимо 

yxyxxyxz yy cos500cos5)3cossin5(  . 

Приклад 3. Знайти частинні похідні функції 
x

y
z  . 

Розв’язання. Вважаючи y  сталою, знаходимо 
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Вважаючи x  сталою, знаходимо 
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Приклад 4. Знайти частинні похідні функції 
324 )52( yxz  . 

Розв’язання. Вважаючи y  сталою, знаходимо частинну похідну складеної функції 

2243322424224 )52(24)042()52(3)52()52(3 yxxxyxyxyxz xx 

. 

Вважаючи x  сталою, знаходимо частинну похідну складеної функції 

22422424224 )52(30)250()52(3)52()52(3 yxyyyxyxyxz yy  . 

 

Частинні похідні вищих порядків. 

 Частинними похідними другого порядку функції  називають частинні 

похідні від її частинних похідних першого порядку. Для частинних похідних 

другого порядку використовують позначення 
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Якщо частинні похідні, що обчислюються, неперервні, то результат 

повторного диференціювання не залежить від порядку диференціювання, тобто  
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Приклад  5. Знайти частинні похідні другого порядку функції 

12 3243  yxyxz . 



Розв’язання. Знайдемо частинні похідні першого порядку 

xyxyxyxz xx 43)12( 423243  , 

2333243 34)12( yyxyxyxz yy  . 

Знайдемо частинні похідні від похідних першого порядку 

46)43( 442  xyxyxz хxх , 

323242 12043)43( yxyxxyxz yxy  , 

3232233 12034)34( yxyxyyxz xyx  , 

yyxyyxyyxz yyy 6122334)34( 2323233  . 

Приклад  6. Знайти частинні похідні другого порядку функції 5)73( yxz   

Розв’язання. Знайдемо частинні похідні першого порядку 

444 )73(153)73(5)73()73(5 yxyxyxyxz xx  , 

444 )73(357)73(5)73()73(5 yxyxyxyxz yy  . 

Знайдемо другі частинні похідні  

334 )73(1803)73(415))73(15( yxyxyxz xxx  , 
334 )73(4807)73(415))73(15( yxyxyxz yxy  , 

334 )73(9807)73(435))73(35( yxyxyxz yyy  . 

 

Екстремум функції двох змінних 

  

Функція ),( yxf  має локальний максимум (мінімум) ),( baf  у точці ),( baP , 

якщо для всіх відмінних від P  точок ),( yxP  у деякому околі точки P  

виконується нерівність ),(),( yxfbaf   (відповідно ),(),( yxfbaf  ).  Максимум 

або мінімум функції називається її екстремумом.   

Необхідна умова екстремуму. Точки, в яких диференційована функція 

),( yxf  може набувати екстремуму, знаходять шляхом розв’язання системи 

рівнянь 
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Розв’язки системи називають стаціонарними точками. 

Достатня умова екстремуму. У стаціонарній точці екстремуму ),( baP  

знаходимо  

),( bafA xx , ),( bafB xy , ),( bafC yy , 2BAC  . 

Якщо:  

1) 0 , то функція має екстремум  у точці ),( baP , а саме – максимум, 

якщо 0А , і мінімум, якщо 0А ; 

2) 0 , то екстремуму в точці ),( baP  немає; 

3) 0 , то потрібні подальші дослідження. 

Приклад. Дослідити на екстремум функцію yxxyxz 12153 23   

Розв’язання. Знайдемо частинні похідні і складемо систему 

1533 22  yxzх , 126  хyz y  
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Розв’язуємо систему 
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 і знаходимо чотири стаціонарні точки 

)2;1(1M , )1;2(2M , )2;1(3 M , )1;2(4 M . 

Знайдемо похідні другого порядку  

xzхx 6 ,  xzхy 6 ,  хzyy 6 . 

Обчислимо 2222 3636)6(66 yxyxxBAC   для кожної 

стаціонарної точки:  

1) 10814436236136)( 22
1  М , оскільки 0)( 1  М , то у 

точці екстремуму 1М немає; 

2) 10836144136236)( 22
2  М , оскільки 0)( 2  М , 

012)( 2 МA , то у точці 2М  функція має мінімум. Цей мінімум дорівнює 

значенню функції при 2х , 1y : 281122151232 23
min z . 

3) 10814436)2(36)1(36)( 22
3  М , оскільки 0)( 3  М , то 

у точці 3М  екстремуму немає; 

4) 10836144)1(36)2(36)( 22
4  М , оскільки 0)( 4  М , 

012)( 2 МA , 012)( 2 МA , то у точці 4М  функція має максимум, що 

дорівнює 28)1(12)2(15)1()2(3)2( 23
min z . 


