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///. Приклади розв'язання задач 

х 
Приклад 1. Обчислити подвійний інтеграл | [ т-сіхсіу, 

де И - прямокутник (0 < х < 1, 0<у<1). 
• Область Б (рис.3.4) є правильною як у напрямі осі Оу , так і осі Ох. 

У* 

1 

Б 

а 

Рис.3 .4 
Тоді за ф о р м у л о ю (3.2) маємо: 

її -ахау=\ах\ т-ау= \х2ах\ 

" і + у •Н і „ 2 •> ^ 

ау 

]х2 сіх ( а гс1 8 у | | , ) = ^ -

о о] + У 

і о о 
\ + у2 

л _ 1 л _ л 

~4~ 3 1~ 12 

Зауважимо, щ о у цьому прикладі внутр ішній інтеграл має сталі межі 
інтегрування і тому він дор івнює сталій величині . У даному випадку под­
в ійний інтеграл перетворився на добуток двох визначених інтегралів.-^ 

Приклад 2. Знайти межі інтегрування подвійного інтег­

рала | | /(х,у)ахсіу, якщо область £> є трикутник, обмежений 

лініями:у = 0, у-2-х, х = 0 . 
• Область Б (рис.3.5) є правильною як у напрямі осі Оу , так і осі Ох. 

Тоді за ф о р м у л о ю (3.2) маємо : 

2 7-х 

11/(х,у)ахау = Іах \/(х,у)ау. 
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Рис.3 .5 < 

Приклад 3. Змінити порядок інтегрування у повторному 
1 2-х 

інтегралі | ах ^ /(х,у)сіу . 
0 -Лс 

• Область інтегрування £> (рис.3 .6) обмежена л ін іями х = 0 , х = 1, 

у = >/х, у = 2 - х . З останніх двох р івнянь маємо: х - у 2 , х = 2- у . 

1 2 \ у - 2 -

Рис .3 .6 

П р я м а у = 1 розбиває область О на області £), і £>2 > Д е 

Д : 0 < у < 1 , 0 < х < > > 2 , £>2 : 1 < у < 2, 0 < х < 2 - у . 
О т ж е , 

1 2-х 1 .у 2 2 2 - у 

| Д х , у - ) ^ = \ау\/{х,у)ах + \ау \ї(х,у)йх.< 
0 ^ 0 0 1 0 

2 д: 
Приклад 4. Обчислити повторний інтеграл | о х | у сіу. 

1 о 
2 * 2Г* ^ 2 

>• \ах^уау-\ \усіу ах= \ 
До ] і і о 

2-х2 

сіх = \—сіх= — 
2 6 
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Приклад 5. Обчислити подвійний інтеграл ^ху2сіхсіу, де 
о 

область В обмежена лініями х = 0, х = 1, у -х , у = х. 
• Область й з ображена на рис .3 .7 . Ця область правильна у напрямі 

як осі Оу , так і осі Ох . Для обчислення даного інтеграла можна користува­
тись як формулою (3.2), так і формулою (3.3). 

Приклад 6. Перейти у податному інтегралі Д / ( х , у) ахсіу до 
полярних координат, якщо область £> обмежена колом х 2 + у2 =2х. 

• П е р е т в о р и м о р івняння х2 + у2 =2х до канонічного вигляду, виді­

л и в ш и повний квадрат в ідносно змінної х. М а є м о (х - 1 ) 2 + у2 = 1. Отже , 

це р івняння кола з центром 0\ (1, 0) рад іуса Я = 1, а область /> в ідповідно 

круг (рис.3.8) . 

X 

Рис.3.8 
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Перейдемо до полярних координат х = р созф , у = р зіп ф , тоді рівнян­
ня кола набуває вигляду р = 2 с о з ф , причому змінна ф задовольняє умові : 

71 71 
- — < ф < — , бо р > 0 , а 0 < р < 2 с о з ф . 

Тоді за ф о р м у л о ю (3.8) маємо 

Ц/(х,у)ахау = 

х = р с о з ф , £)—>£>', 

_у = р з іпф , £>': 0 < р < 2 с о з ф , 

сіхсіу = р фа?ф, 71 ТІ 
-— < ф < —. 

2 2 
2 2совф = Лдрсозф,рзіпф)рфс/ф = | </ф | / ( р С 0 3 ф , р 5 І П ф ) р ф б Л р . Ч 

О' _л 0 
2 

Я 2_ 2 
е х у сіхсіу, де область £) є 

круг радіуса Л з центром у початку координат: х2 + у2 <К2. 

• З р о б и м о з а м і н у з м і н н и х : х = рсозф, і> = рзіпф, тоді р і в н я н н я 
х1 + у2 = К2 перетвориться на р = К (0 < ф < 2к). Тоді за формулою (3.8) 
маємо: 

Я 2 2 -де - у 

2 л Я 

х = р с о з ф , Б -> О' , 

у ^ р з і п ф , й':0<р<К, 

сіхау = р ф с / ф , 0 < ф < 2тг. 

= Ц е р р ф і ф = 

2кґК 2 \ 2 п ( ] К 2 
= | с / ф | е _ р р ф = | _ [ е ~ р р ф «Лр = | | е ^ р ^ ( - р 2 ) 

о о 

2ті/ 

0 \ 0 

сЛр = 

1 - е " 

Приклад 8. Обчислити подвійний інтеграл 

ї И 7 

2 2 
ДГ V 

де область £) обмежена еліпсом - ^ г - + — г - = 1 
а2 Ь2 

User
Карандаш
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• П е р е й д е м о д о у з а г а л ь н е н и х п о л я р н и х к о о р д и н а т , п о к л а в ш и : 
х = а р соз ф, у = Ь р з і п ф . Тоді р івняння еліпса у цих координатах: 

О 2 р 2 С 0 5 2 ф І 2 р 2 З І П 2 ф 2 , 
- — - + к - — - = 1 => р = 1 =» 0 = 1. 

а2 Ь2 

Отже , 0 < р < 1 . Кут. ф змінюється від 0 до 2%. Тоді 

х = а р с о з ф , £> -> І ) ' , 

у = ф з і п ф , О ' : 0 < р < 1 , 

адсау = аЬр ф а ї р , 0 < ф < 2к. 

. 2я 1 . 

= Дд/1-р2
 я * р ф<Ар = а й | а " ф | у 1 - р 2 Р Ф = 

= аЬ-2к 
1 2(1 - р 2 / 2 > 

о о 

1 

= —паЬ. < 
З 

IV. Задачі для практичних занять 

У задачах 3.1-3.9 обчислити повторні (двократні) інтеграли. 

3.1. 
1 2 
]сіх]хусіу. 
о о 
1 1 х 2 

3.3. [сіх\ -сіу. 

1 і 
3.5. \ах\ех+усіу. 

о о 
2 1п>> 

3.7. І сіу \ехсіх. 
і о 
і і 

3.9. І сіх І 
1 

о о(х + У + 1) 
-сіу. 

2Ь а 

3.2. ]сіх](а- у)х2сіу. 
0 о 

2 £ 
3.4. | ф |р$іпф <Лр. 

1 о 
а -їх 

3.6. Іф1. 
о о 
4 2х 

3.8. \сіх сіу. 
2 х 
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У задачах 3.10-3.19 визначити межі інтегрування в інтег­
ралі Л / ( х , у) сіхау для заданої області інтегрування И. 

3.10. £> - прямокутник: 2 < х < 5, 0 < і; < 3 . 

3.11. £) - трикутник, обмежений прямими: х + у = в,у = 2х, 
х 

3.12. В - трикутник: х + .у<1, х ->><1 , х > 0 . 

3.13. Б -паралелограм, обмежений прямими: х = 3, х = 5 , 
Зх-2 .у + 4 = 0, Зх-2>> + 1 = 0 . 

3.14. £) - чверть круга: х > 0, у>0, х + у < 1. 

3.15. Б -область, обмежена параболами: у = х 2 , у = 4 - х 2 . 

3.16. £) - область, обмежена параболами: >>=х2, у= 

3.17. Я . - ^ — І - , ^ > х

2 . 
1 + х 

3.18. В : / < 2х, у > 0, х > 0, х < 2 . 

3.19. £ > : — + ^ - < 1 . 
4 9 

У задачах 3.20 - 3.29 змінити порядок інтегрування в зада­
них інтегралах. 

2 2х 1 4У 
3.20. \сіх) /(х,у)сіу. 3.21. | сіу § / ( х , у) ах. 

ї х о у 

1 Л/і-Х2 г -Іігх-х1 

3.22. | ах | / (х , у )ау . 3.23. | ах \/(х,у)сіу. 

- 1 0 0 х 

4 лґ+3 созд: 
3.24. | сіх | і/ '(х,_у)Ф'- 3.25. | а х \/(х,у)сіу. 

2 х о о 
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к4ї  
2 х К 4к2-х2 

3.26. ]сіх]/(х,у)сіу + \сіх \/(X, у) сіу. 

о о «VI о 
2 

3-х 
1 х1 3 2 

3.27. \сіх\Ах,у)сіу + \с!х |Ах,У)сіу. 

0 0 1 0 

1 Чх2 2 \-4*х-х2-г 

3.28. \сіх \ А х , у) сіу +1 сіх \Ах,у)сіу. 

0 0 1 0 

2 6-х 

3.29. І сіх І А х , У) сіу. 
О 2 * 

У задачах 3.30 - 3.40 обчислити подвійний інтеграл по за­
даній області Б. 

3.30. \\(х2 + у2)сіхсіу , де Б - область, обмежена парабо-
о 

лою у = х2 та прямими х = 0, х = \, >' = 0. 

3.31. | | ( х 3 + у3) сіхсіу ,де Б - трикутник, обмежений пря-

х л 
мими У = ~^> У - х, х - 4. 

ГГ V 3 

3.32. I I — сіхсіу, де Б - область, обмежена параболою 
в х 

— X 
х та прямими У - ^ х = \. 

3.33. Л (бху 2 - \2х 2 у)сіхсіу , де Б - прямокутник 0 < х < 1, 

2<у<3. 
3.34. | | (х + у) сіхсіу , де £) - область, обмежена параболою 

£> 

2 ЗХ 
_у = 4 - ( х - 1 ) та прямими х = 0, у = —. 
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3.35. ]] (1 + х + у) сіхсіу, де В - область, обмежена парабо-

лою х = л[у та прямими у = - х , у = 2., 

3.36. ^ ху2 сіхсіу, де £> - область, обмежена параболою 

у 
у = 2-х та прямими у = х, х = 0 . 

3.37. \\^ху-у2 сіхсіу, де В - трикутник з вершинами 
й 

О(0, 0), Д10, 1 ) І Я ( 1 , 1). 
X 

3.38. ^^е>'сіxсіу, де В - область, обмежена параболою 

'у 
у = х та прямими х = 0, у = 1. 

3.39. Перейти у подвійному інтегралі ^ /(х, у) сіхсіу до 

полярних координат р і ф та розставити межі інтегрування: 

а) В - круг: х 2 + у2 < Ьу ; 
•у -у 

б) В - область, що обмежена колами х +у = 4 х , 
2 2 

х + >> = 8х та прямими у = х , _у = 2х ; 
в) В - область, що обмежена прямими у = х,у = 0,х = 1; 

г) В - сегмент, який відтинається від кола х + у = 4 
прямою х + у = 2; 

д) В - внутрішня частина правої петлі лемніскати Бер-
нуллі (х2 +у2)2 =а2(х2 -у2). 

3.40. Перетворити задані інтеграли до полярних координат: 

Я 4 к 2 - х 2 2К і2Ку-у2 

а) $ сіх \{{х,у)сіу; б)\сіу $/(х,у)сіх. 
0 0 я/ о 

/ 2 
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У задачах 3.41 - 3.50 перейти у подвійному інтегралі до 
полярних координат та обчислити його. 

3.41. | | д /4 - х1 - у2 сіхсіу, де £) - круг радіуса К = 2 зцен-

тром у початку координат: х2 + у2 < 4 . 

3.42. Л ^ , де £> - кільце: 1 < х 2 + у2 < 4 . 
й 4х2 +у2 

3.43. | | - / а 2 - х 2 - у2 сіхсіу, де область й обмежена лем-
о 

ніскатою Бернуллі (х 2 + у2)2 = а2(х2 - у2) (х > 0, а > 0 ) . 

3.44. | | ( х 2 + у2)сіхсіу , де /3 - область, що обмежена ко-

лом х 2 + у2 = 2ах (а > 0) . 

3.45. Г[агс1:§ — сіхсіу, де .О - частина кільця: х2 + у2 > 1, 
X 

х2+у2<9, у>^=, у<х^3. 
л /3 

3.46. | | у а х ф , де /-) - півкруг діаметра а з центром у 

точці С (а /2 , 0): х 2 + у2 <ах, у>0. 

3.47. | | (1 - 2х - Зу) <&ф, де В - круг х 2 + у2 < К2. 
о 

3.48. Перетворити задані інтеграли до узагальнених по­
лярних координат: 

а) | | / ( х . у) сіхсіу , де область В обмежена еліпсом 
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х.-»о 1=1 

яка не залежить в ід способу розбиття області О на частинні області С, та 
в ід вибору точок Р, (і;, ,Г | , , ) , то ця границя називається потрійним інтег­
ралом в ід функці ї /(х,у,г) по області О. 

Потр ійний інтеграл позначається так: 

]\\Дх,у,2)аУ, ІІ\/(х,у,2)сіхауск, ]\\ДР)с1У. 
с в а 

Отже , за означенням 

ІЛДх,у,г)<ІУ = \іт^ДРІ)АУІ . 

Теорема. Я к щ о функція /(х,у,г) неперервна в обмеженій замкненій 

області О , то існує потрійний інтеграл від функці ї /(х,у,г) по області С . 

О б ч и с л е н н я п о т р і й н о г о і н т е г р а л а 
Означення. Я к щ о будь-яка пряма, яка проходить через внутр ішню точ­

ку області О паралельно осі Ог , перетинає границю області С у двох точ­
ках, а проекція О на площину хОу є п р а в и л ь н о ю областю й , то область 
О називається правильною у напрямі осі Ог . 

А н а л о г і ч н о вводиться означення правильно ї області у напрямах осей 
Ох і Оу . 

Нехай область С обмежена знизу і зверху поверхнями 2 = 2, (*,>>) і 
2 = 2 2 (х , у) в ідповідно, а з боків циліндричною поверхнею, твірні якої пара­
лельн і осі 0 2 . Позначимо проекцію області С на площину хОу через £> , 
тобто прх0уС = 0 (рис.3.9) . 

г2(х,у) 

У = У\ (х\^~Р==$0 = у2
У(х) 

Рис .3 .9 
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§3. Застосування кратних інтегралів 

І. Короткі теоретичні відомості 

Г е о м е т р и ч н і з а с т о с у в а н н я п о д в і й н о г о і н т е г р а л а 

О б ч и с л е н н я п л о щ плоских фігур 

П л о щ а 5 0 області £ > с К 2 обчислюється за формулою: 

8в=\\ахсіу. (3 .20) 

Я к щ о Б: ф, (дг) < у < ф 2 (х ) , а<х<Ь (рис.3 .14) , то 

* Фг(*) 
8в=\ах \ау. (3 .21) 

а ф,(дг) 

у = (?2(х) 

О а Б 

у = %(х) 

Рис.3 .14 

Я к щ о Б: у , ( . к ) < х < Ці2(у), с<у<а (рис.3 .15) , то 

сі щ(у) 
5 о | Л • (3 .22) 

Рис .3 .15 
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Я к щ о область £> обмежена л ін іями, р івняння яких задаються у по­
лярн ій системі координат £>: р ^ ф ) < р < р 2 ( ф ) , а < ф < р (рис .3 .16 ) , то 
п л о щ а 8 и обчислюється за ф о р м у л о ю : 

Р Р2(ф) 
5 0 = / Л р / р ф . (3 .23) 

а р)(ф) 

Рис.3 .16 

О б ч и с л е н н я о б ' є м у т іла 

О б ' є м цил індричного т іла О, твірні якого паралельні осі Ог і яке 
о б м е ж е н е знизу о б л а с т ю О п л о щ и н и хОу, а зверху - п о в е р х н е ю а : 
2 = /(х,у), /(х,у)>0 в області О , п р Л ( ^ а = Л (рис.3 .17) , обчислюється 
за формулою: 

V = \\Ях,у)сіхау . (3.24) 

а 

2 = /(х,у) 

, ' " 1 
Рис.3 .17 

Я к щ о тіло О обмежене знизу поверхнею з р івнянням 2 = /\(х,у), 
зверху - поверхнею з р івнянням 2 = /2(х,у), а проекція верхньої та ниж­
ньої поверхонь на площину хОу є областю Б (рис .3 .18) , то о б ' є м т іла С7 
обчислюється за ф о р м у л о ю : 

Уа = Ц(Мх, У)-Аіх, у)) сіхсіу. (3.25) 
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2 = МХ>У) 

Рис.3 .18 

О б ч и с л е н н я площі поверхні 

Я к щ о поверхня а задається р івнянням 2 = /(х,у) і її проекція на 
п л о щ и н у хОу є замкнена область О , то площа 5 С Т поверхні а обчислюєть­
ся за ф о р м у л о ю : 

Ф і з и ч н і з а с т о с у в а н н я п о д в і й н о г о і н т е г р а л а 

(3.26) 

О б ч и с л е н н я маси матеріальної п л а с т и н к и 
Я к щ о пластинка л е ж и т ь у площині хОу і має форму замкненої об­

ласті £ ) , в кожній точці якої задана поверхнева густина ц = \х{х, у), то маса 
т пластинки обчислюється за ф о р м у л о ю : 

т = ]]\і{х,у)сіхау . (3 .27) 

С е р е д н я густина и с е р матеріальної п л а с т и н к и 

Я к щ о маса пластинки дор івнює т, а п л о щ а пластинки 5 , то середня 
густина пластинки 

^ С е р г, 
ОТ 
7 

\\\і{х,у)ахау 

Ц сіхсіу 
(3.28) 

де ц ( х , у) - густина пластинки у кожній точці пластинки . 

Статичні моменти пластинки О в ідносно осей Ох і Оу знаходять­
ся за формулами : 

Мх = Цуіі(х,у)сіхсіу , Му=^хц(х, у) сіхсіу. 
о й 

У випадку однорідної пластинки р. = с о п з і . 
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Координати центра ваги пластинки обчислюються за формулами: 

Му Мх 

х с = ~ , Ус= — > 
т т 

де т - маса пластинки, Мх,Му - ї ї статичні моменти в ідносно координат­
них осей . 

У випадку однорідної пластинки ці формули п р и й м а ю т ь вигляд: 

Цхііхсіу Цусіхсіу 

С г. ' Ус СІ ' 

де 5 - п л о щ а області О . 

М о м е н т и інерції пластинки О в ідносно осей Ох і Оу знаходяться 
за формулами: 

їх = ЦУ2 ^(х,у) сіхау, Іу = Цх2 [і(х, у) сіхсіу , 

а м о м е н т інерції в ідносно початку координат - за ф о р м у л о ю : 

'о =Ц(х2+у2)\і(х,у)сіхсіу = Іх+Іу . 
о 

З а с т о с у в а н н я п о т р і й н о г о і н т е г р а л а 

О б ч и с л е н н я об 'єму тіла 

О б ' є м тіла С с К 3 обчислюється за ф о р м у л о ю : 

V = ЦІ ахсіусіг . (3 .29) 
а 

О б ч и с л е н н я маси матеріального тіла О а К 3 

Я к щ о матеріальне т іло С має о б ' є м н у густину ц = \х(х,у,г), то маса 
тіла обчислюється за ф о р м у л о ю : 

т = ІЦц(х, у, г) ахсіусіг. (3 .30) 
о 

Середня густина | і с е р тіла О є в ідношенням маси тіла д о його об'є­
му, тобто: 

Щ\і(х,у,г)сіхсіусІ2 

V ІЦсіхсіусіг 
а 

де )і{х,у,г) - густина т іла О у кожній точці . 
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///. Приклади розв'язання задач 

Приклад 1. Обчислити площу фігури И, яка обмежена 
параболою у = х2 - 2х та прямою у = х. 

• Побудуємо фігуру О за р івняннями її межі (рис.3 .19) . 

/у = х 

Р о з в ' я з а в ш и систему р і в н я н ь у Х ^ Х , з н а й д е м о , щ о х, = 0 , 
[у = х 

х2 = 3 ; _у, = 0 , у2 = 3 в ідповідно. Отже , лінії , що о б м е ж у ю т ь область , пе ­

ретинаються в точках 0 ( 0 , 0 ) та А / ( 3 , 3 ) . 

Область £) задається с и с т е м о ю нерівностей: 

£ > : 0 < х < 3 , х - 2 х < у < х . 

Тоді 

8 = Цахау= | Л ^ау =](х-х2 +2х)ах •• 
О 0 х2-2х 0 

(г 2 х 3 

— X 

Приклад 2. Обчислити площу фігури, яка обмежена лем­
ніскатою Бернуллі з рівнянням: (х 2 + у2)2 = а2(хг - у2) . 

• Оскільки лемніската Бернуллі (рис.3 .20) симетрична в ідносно ко­
ординатних осей, то 5 = 45 0 . 

у, 

Рис.3 .20 
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П е р е й д е м о д о полярних координат х = р с о з ф , у = р з і п ф , тоді р ів ­
няння лемніскати перетвориться на р івняння 

( р 2 с о з 2 ф + р 2 з і п 2 ф ) 2 = я 2 ( р 2 с о з 2 ф - р 2 з і п 2 ф ) , 

р 4 = а 2 р 2 ( с о з 2 ф - 5 І п 2 ф ) , р 2 = а 2 с о $ 2 ф . 

і л 
Враховуючи, щ о р > 0 , м а є м о р = а-уісо&іт , 0 < ф < — . 

4 
Тоді 

8 = 480 =4^ахау = 

х = р с о з ф , Д — > £ ) , 

у = р з і п ф , Б : 0 < р < Й Д / С 0 3 2 Ф , 

сіх ау = р ф дер, 0 < ф < 
71 

4 а^/соз2(р 4 

= 4 | | р ф а ' ф = 4 | а"ф | р ф = 4 | 
її о о о 

, 2 4 

Г 2 Р 
2 

0 0 

= а 2 . 

о"ф = 

= 4 — | с о з 2 ф й ? ф = а 2 ( з і п 2 ф ) 
2 0 о 

Приклад 3. Знайти об'єм тіла О , обмеженого циліндра­
ми у = л / х , _у = 2 л / х та площинами х + г = 4 , г = 0. 

• Задане т іло С о б м е ж е н о зверху п л о щ и н о ю х + г = 4, знизу пло­

щ и н о ю 2 = 0 і з боків прямими циліндрами у = 4х, у = 2*[х (рис .3 .21а)) . 

Область інтегрування Б = х\^х0уС зображена на рис.3.21 б). 

4Г 

х 
а) б) 

Рис.3.21 
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Змінна х зм інюється в ід 0 до 4 , тобто 0 < х < 4 ; при будь-якому зна­

ченні з цього проміжку V* < у < 2л[х . Крім того, г = 4 - х . 

О т ж е , 

4 2-Гх 4 2л/7 
V = \\{4-х) сіхсіу = \ііх І(4-х)сіу = \(4-х)у сіх = 

о о £ о 4~х 

\ ( 1 З Л 
: | ( 4 - Х ) ( 2 Л / 7 - Л / 7 ) С & = і(4~х)4хах= \ 4 х 2 - х 2 сіх • 

. 2 І 2 Р 
4 - х 2 х2 

З 5 V 

64 64 _ 128 

З 5 ~ 15 

Приклад 4. Обчислити об'єм тіла, яке обмежене цилінд­
ром х2 + у2 = Кх і сферою х2 + у2 + г2 = К2 (х > 0 ) , за допо­
могою подвійного інтеграла. 

• Перша поверхня є циліндр із тв ірною, паралельною осі Ог, і на­

прямною: ( / 0 
1 

2 х + У = 
2 

+ У = , д р у г а - с ф е р а із центром у початку коорди­

нат і радіусом К . Від перетину двох поверхонь утворюється тіло, яке має дві 
симетричні частини в ідносно площини хОу. Проекцію цього тіла на площину 
хОу зображено на рис.3.22. Це є круг. На рисунку заштриховано область £> -

півкруга. О б ' є м тіла обчислюється за формулою (3.24), де 2 = д/л2 - х 2 - у 2 . 
Враховано симетр ію тіла і симетр ію проекції цього тіла на площину хОу. 

V = лЦ^Я2 - х 2 - у 2 сіхсіу = 

Рис.3 .22 

д: = рсо5ф, О-їО, 

у = р з і п ф , £> : 0 < р < /ссохф, 

к 
сіх сіу = р сір сіц>, 0 < ф < — . 
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2 Лсо5ф 

= 4[[д/# 2 - Р 2 рфЛр= 4|Лр І >/̂ 2 - Р 2 РФ = 

2 / йсозф 

= 4 / / 1 / Л 2 - Р 2 Р Ф <*Р=™^} 
л 

( Л 2 - Р 2 ) 2 

ЙС05ф ^ 

*йр = 

( 1 - С 0 5 2 ф ) 2 - І аїр / ? 3 | ( з і п 3 ф - 1 ) с Л р = 

= - - / ? 3 | 5 І П 3 ф й ? ф + - Я 3 | й ' ф = - / г 3 | ( 1 - С 0 8 2 ф)й?С05ф + - Л 3 - = 

З 
С О З ф -

з Л 
СОЗ ф 

о 
З З І 3 3 

З 9 3 2 3 

Приклад 5. Знайти площу частини сфери х2 + у2 + г2 = а2, 
що міститься всередині циліндра х2+у2=ау (х>0,у>0, 
2 > 0 ) . 

• Частина с ф е р и , щ о знаходиться в першому октанті і м іститься все­
редині циліндра , проектується у півкруг, обмежений колом х2 + у2 = ау та 
в іссю Оу (рис.3 .23) . 

о 

б) 
Рис .3 .23 


