2. ЕФЕКТИВНЕ КОДУВАННЯ

2.1. Теоретичні положення

Ефективне або статистичне кодування застосовують для зменшення довжини повідомлення без втрат (або майже без втрат) інформації. Статистичним його називають тому, що при побудові коду враховуються статистичні (ймовірнісні) характеристики джерела інформації, а саме: довжина кодової комбінації, якою кодується символ джерела, пов’язується із ймовірністю його появи. Більш ймовірним символам джерела намагаються зіставити більш короткі кодові комбінації, тобто код буде нерівномірним. Врешті решт середня довжина кодової комбінації буде меншою ніж, наприклад, при застосуванні рівномірного коду.

Будемо розглядати тільки двійкові ефективні коди, алфавіт яких має два символи, наприклад, 0 та 1. Такі коди використовуються в переважній більшості технічних систем.

Потенційні можливості ефективного кодування визначає перша теорема Шеннона, яка для двійкових кодів формулюється так: для будь-якого дискретного джерела інформації можна розробити такий спосіб кодування, що середня довжина  
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 кодової комбінації двійкового коду в розрахунку на один символ джерела буде як завгодно близькою до ентропії цього джерела, вираженої в бітах, але не може бути меншою за неї.

Щоб нерівномірний код можна було застосувати для кодування послідовності символів, яка утворюється дискретним джерелом інформації, він повинен відповідати деяким вимогам. Розглянемо, наприклад, дискретне джерело з алфавітом  {x1, x 2 , x 3} та ймовірностями появи символів  p(x1) = 0,5; p(x2) = 0,4; p(x3) = 0,1. Здавалося б, що для кодування символів цього джерела можна застосувати такі комбінації: 
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Припустимо, що на виході джерела з’явилась послідовність  
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 На виході кодера, що кодує символи джерела запропонованим кодом, буде така двійкова послідовність 000101. Ця послідовність допускає декілька різних результатів декодування, а саме: 
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збігається з послідовністю, що була закодована; 
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 та 
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відрізняються від послідовності, яку згенерувало джерело. Це означає, що такий код не забезпечує однозначне декодування.

Необхідною умовою однозначного декодування нерівномірного двійкового коду є виконання співвідношення  ( нерівність Крафта )
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	(2.1)


де 
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кількість кодових комбінацій коду;
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довжина  i - ої кодової комбінації.

Для запропонованого вище коду ця умова не виконується:
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При 
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нерівність Крафта буде виконуватись, наприклад, якщо 
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Однозначне декодування забезпечують коди, в яких жодна з більш коротких кодових комбінацій не збігається з початковою частиною кожної більш довгої кодової комбінації. Такі коди називають префіксними. У запропонованому коді кодова комбінація 0 для символу 
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 співпадає з початком кодової комбінації 01 для символу 
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 тобто цей код не є префіксним.

Побудова префіксних кодів пов’язана зі спеціальними графами, які мають назву  кодових дерев  (або просто дерев). m - ковим деревом називають граф, тобто систему вузлів і гілок (ребер), в якому відсутні петлі (замкнені шляхи) та із кожного вузла виходить не більше ніж m гілок, а в кожний вузол, крім одного (кореня дерева), входить точно одна гілка. Вузол, з якого не виходить жодної гілки, називають кінцевим, інші вузли – некінцеві. Кожній гілці приписується один символ алфавіту коду, який складається з 
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 символів, при цьому різним гілкам, що виходять із одного вузла, приписують різні символи.

Кожному вузлу, крім кореня, можна поставити у відповідність кодову комбінацію, яка формується як послідовність символів, приписаних тим гілкам дерева, які утворюють шлях від кореня до даного вузла.

На рис. 2.1 зображено  двійкове  (
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)  кодове  дерево.
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Рис. 2.1. Двійкове кодове дерево

Гілкам, що виходять з вузлів ліворуч, приписано символ 1, а що виходять праворуч, – символ 0, але притримуватися такої системи необов’язково. Необхідно тільки, щоб одній з гілок, яка виходить із будь-якого вузла, відповідав символ 0, а іншій гільці, яка виходить з того ж самого вузла, – символ 1. Біля кожного вузла (крім кореня) зображено комбінацію. Комбінації, які відповідають некінцевим вузлам, підкреслені. Кодові  комбінації кінцевих вузлів  завжди утворюють префіксний код. Так, до складу коду, який відповідає кінцевим вузлам зображеного на рис. 2.1 дерева, входять комбінації: 11, 101, 1000, 010, 001, 0001, 0000. Легко пересвідчитись, що цей код є префіксним.

Включення до коду будь-якої кодової комбінації, що відповідає некінцевому вузлу, дає код, який не є префіксним. Дійсно, шлях від кореня до будь-якого некінцевого вузла завжди збігається з початковою частиною шляху від кореня до хоча б одного кінцевого вузла, а це означає, що кодова комбінація, яка відповідає цьому некінцевому вузлу буде збігатися із початковою частиною хоча б однієї більш довгої кодової комбінації. Ці ствердження справедливі для будь-якого кодового дерева. Розглянемо алгоритм синтезу нерівномірного ефективного префіксного коду, який базується на побудові кодового дерева. Цей алгоритм був запропонований у 1952 р. Д. Хаффменом, тому такі коди мають назву кодів Хаффмена. 

Припустимо, що треба розробити нерівномірний ефективний код для немарковського дискретного джерела, алфавіт якого має вісім символів: 
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. Ймовірності виникнення символів є такими:
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Процес побудови кодового дерева є таким (див. рис.2.2). Кожному символу дерева поставимо у відповідність  кінцевий  вузол  кодового дерева. Разом з позначенням символу запишемо біля вузла значення ймовірності його появи. Для зручності пояснення вузли дерева занумеровані. Кінцеві вузли мають номери з 1-го по 8-ий. Далі вибираємо два вузли, яким відповідають найменші значення ймовірностей (це вузли 1 та 2), об’єднуємо (склеюємо) їх, в результаті чого отримуємо новий вузол (номер 9), котрому приписуємо ймовірність, що дорівнює сумі ймовірностей об’єднаних вузлів. Знову вибираємо два вузли з найменшими ймовірностями, але тепер не враховуємо вузли, що були об’єднанні (тобто вузли 1 та 2), а беремо до уваги вузол, який з’явився (вузол 9). В даному випадку це вузли 5 та 9. Об’єднуємо їх у вузол 10, та приписуємо ймовірність 0,09. Повторюємо процедуру об’єднання вузлів з найменшими ймовірностями доки не утвориться кореневий вузол. Таким чином отримуємо кодове дерево. Гілки дерева можуть перехрещуватись.
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Рис.2.2. Двійкове дерево Хаффмена

Слід зауважити, що процес побудови кодового дерева не завжди є однозначним. Так, у прикладі, що розглядається, вузол 6 об’єднано з вузлом 11, однак його можна було б об’єднати замість того з вузлом 3, оскільки і вузлу 11 і вузлу 3 приписані ймовірності 0,15. Вибір того, чи іншого варіанта побудови кодового дерева не змінює середню довжину кодової комбінації коду Хаффмена.

Щоб не захаращувати рисунок, символи двійкового алфавіту коду, що приписуються кожній гілці графа, не показані. Натомість домовимося, що гілці, яка відходить від вузла ліворуч, відповідає символ 1, праворуч – символ 0. Тепер, використовуючи побудоване кодове дерево, запишемо кодові комбінації для символів джерела як послідовності символів 0 та 1, що зустрічаються на шляху від кореня дерева до кінцевих вузлів, які зіставлені відповідним символам джерела.

Результати побудови коду занесені в таблицю 2.1, там же наведені значення довжин  li   кодових комбінацій.

Таблиця  2.1

	xi
	p(xi)
	Кодова   комбінація
	li

	x1
	0,02
	111111
	6

	x2
	0,03
	111110
	6

	x3
	0,15
	101
	3

	x4
	0,06
	1110
	4

	x5
	0,04
	11110
	5

	x6
	0,10
	110
	3

	x7
	0,20
	100
	3

	x8
	0,40
	0
	1


Розрахуємо середню довжину  
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 кодової комбінації:
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Ентропія джерела
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Відзначимо, що рівномірний код для кодування символів цього джерела буде мати довжину 
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Код Хаффмена є оптимальним ефективним кодом, тобто таким, що для джерела із заданими потужністю алфавіту та розподілом ймовірностей появи символів гарантує найменшу середню довжину кодової комбінації. Але ж у прикладі, що розглядається, середня довжина кодової комбінації побудованого за методикою Хаффмана двійкового коду перевищує ентропію на 2,49 – 2,43 = 0,06. В той же час у першій  теоремі Шеннона стверджується, що цю різницю можна зробити як завгодно малою. Яким же чином її можна зменшити? Для цього необхідно будувати ефективний нерівномірний код для кодування не окремих символів джерела, а слів (блоків) по декілька символів. Якщо будувати код для слів по два символи, то для  даного прикладу це будуть слова 
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 Таку процедуру називають укрупненням  алфавіту. По суті отримуємо нове джерело з потужністю алфавіту 64, та з розподілом ймовірностей, які будуть визначатись ймовірностями 
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 появи пар  
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i

x

x

 символів. Побудований для такого джерела код забезпечить середню довжину кодової комбінації в розрахунку на один символ вихідного джерела з алфавітом  
[image: image41.wmf]X

 (питому середню довжину), що буде меншою, ніж 2,49. При збільшенні довжини слів, які підлягають кодуванню, ця питома середня довжина коду буде асимптотично наближатись до 2,43. В той же час збільшення довжини слів призводить до швидкого зростання об’єму коду. 

Інший алгоритм побудови ефективного префіксного коду був запропонований у 1948р. К.Шенноном, а трохи пізніше модифікований Р. Фано. Тому ці коди називають кодами Шеннона-Фано. Методику побудови коду Шеннона-Фано розглядаємо на прикладі дискретного немарковського джерела з алфавітом 
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 ймовірності появи символів є таким:
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Процес побудови коду ілюструється таблицею 2.2. Упорядковуємо символи джерела по незростанню значень ймовірностей їх появи, тобто ймовірність появи символу, який знаходиться на деякій позиції другої колонки таблиці, не повинна перевищувати ймовірність появи символу, що розташований вище.

	Таблиця  2.2

p(xi)
	xi
	Кодова  комбінація
	li
	Номер поділу

	1/2
	x6
	1
	1
	
	1

2

3

5

4

6

	1/4
	x1
	01
	2
	
	

	1/8
	x7
	001
	3
	
	

	1/32
	x2
	00011
	5
	
	

	1/32
	x3
	00010
	5
	
	

	1/32
	x4
	00001
	5
	
	

	1/32
	x5
	00000
	5
	
	


Можна упорядкувати символи також по незменшенню. Далі поділяємо множину упорядкованих символів горизонтальним відрізком на дві підмножини таким чином, щоб сума ймовірностей появи символів, розташованих над відрізком, була якомога ближче до суми ймовірностей появи символів, розташованих під відрізком. В даному випадку цю умову можна виконати ідеально, якщо відрізок провести між 
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 та 
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. Це буде перше розділення, що фіксується в п’ятій колонці таблиці 2.2. Символам джерела, що розташовані вище відрізка, приписуємо символ 1 двійкового коду, нижче – символ 0 (можна символи алфавіту коду поміняти місцями). Це будуть перші символи кодових комбінацій. Далі аналогічні процедури необхідно виконувати над отриманими підмножинами. Оскільки  одна із підмножин містить лише один символ 
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, процес формування кодової комбінації для нього закінчено. Другим поділом розділяємо підмножину символів 
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. Цей поділ також буде ідеальним, оскільки 
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 Як і раніше, символам цієї підмножини, розташованим вище відрізка другого поділу, приписуємо символ 1, нижче – символ 0. Процедуру розділення підмножин та послідовного приписування символів алфавіту коду закінчуємо, коли кожна підмножина буде містити точно один символ.

Отриманий код є префіксним. Середня довжина кодової комбінації:
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Ентропія джерела:
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Середня довжина кодової комбінації точно збігається із значенням ентропії джерела. В такому випадку кажуть, що ефективний код є ідеальним. Необхідною і достатньою умовами можливості побудови ідеального ефективного коду за методикою Шеннона-Фано або Хаффмена для немарковського джерела є рівність ймовірності появи кожного символу його алфавіту будь-який цілій (зрозуміло, від’ємний) степені двійки. Легко пересвідчитись, що в даному випадку ця умова задовольняється.

Коди, побудовані для одного і того ж джерела за методиками Шеннона-Фано та Хаффмена, можуть цілком збігатися. Але якщо це і не так, середні довжини кодових комбінацій цих кодів майже завжди будуть рівними.

Побудова нерівномірного ефективного коду для кодування символів марковського джерела найчастіше не дає бажаних результатів. Так, можна уявити марковське джерело, у якого безумовні ймовірності 
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  виникнення для всіх символів будуть мати одне і те ж значення (рівноймовірний розподіл): 
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, M – потужність алфавіту, але ентропія буде значно меншою, ніж максимально можлива H max =  = log 2 M для алфавіту потужності M. Зменшення ентропії у такого джерела спричиняється тільки наявністю пам’яті. Спроба побудувати нерівномірний ефективний код для кодування символів такого джерела, базуючись тільки на безумовних ймовірностях виникнення символів, призведе до того, що для середньої довжини коду буде завжди виконуватись співвідношення  l cep  (  H max , причому рівність буде мати місце тільки тоді, коли  M = 2 m,  де  m – натуральне число; до речі, код у цьому випадку буде рівномірним.

Якщо марковське джерело має невелику глибину пам’яті, хороші результати можна отримати, якщо побудувати нерівномірний ефективний код для укрупненого алфавіту. Взагалі укрупнення алфавіту та побудова для нього ефективного коду є універсальним способом стиснення повідомлень. Але для марковських джерел, що мають велику глибину пам’яті, треба виконувати значне укрупнення. Це призводить до кодів з такою кількістю кодових комбінацій, що практична реалізація процедур кодування та декодування стає неможливою.

Іншим способом ефективного кодування для марковських джерел з невеликою глибиною пам’яті є спосіб  l – грамм  ( ( – грамм) або марковський алгоритм. Суть способу полягає в тому, що для кожного стану марковського джерела будується нерівномірний ефективний код для кодування символів джерела з урахуванням умовних ймовірностей появи символів, тобто маємо набір кодових таблиць, кількість яких дорівнює кількості 
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 станів джерела. Ці таблиці зберігаються в кодері та декодері, і для кодування та декодування кожного наступного символу вибирається таблиця у відповідності із станом джерела, який визначається набором  h  попередніх символів.

Запропонувати універсальний алгоритм стиснення даних такий, що дозволяв би не занадто складну технічну реалізацію для різноманітних реальних повідомлень, які можна представити як результат генерування марковських джерел з великою глибиною пам’яті (текстові дані, нерухомі та рухомі зображення), неможливо. Це пояснюється значними відмінностями структурних характеристик цих повідомлень. Для кожного типу таких даних розроблені досить складні специфічні процедури стиснення [25]. Слід, однак, зауважити, що майже кожна з таких процедур включає етапи побудови та застосування нерівномірних ефективних кодів Шеннона-Фано або Хаффмена.

2.2.  Приклади  розв’язання  задач

Задача  2.2.1

Чи можна побудувати нерівномірний код, що однозначно декодується, до складу якого входять кодові комбінації з такими довжинами : 
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Розв’язання. Необхідною умовою побудови нерівномірного коду, що однозначно декодується, є виконання нерівності Крафта. Підставивши значення довжин кодових комбінацій  у  (2.1),  отримаємо
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Нерівність Крафта не виконується, таким чином на поставлене в умові задачі запитання відповідь є негативною.

Задача  2.2.2

Яку мінімальну кількість кодових комбінацій необхідно вилучити із множини кодових комбінацій 00, 01, 10, 1110, 1111, 0, 101, 1000, 1001, 110, щоб ті, які залишаться, утворювали префіксний код? Що це за комбінації?

Розв’язання.  Задачу можна розв’язати методом перебору. Починаючи з більш коротких кодових комбінацій, з’ясовуємо, чи не збігається вона з початковою частиною кожної більш довгої. Якщо збіг має місце, коротку кодову комбінацію вилучаємо.
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Рис. 2.3. Кодове дерево до задачі  2.2.2

Інший метод полягає в побудові кодового дерева, в якому є вузли, що відповідають усім кодовим комбінаціям, наведеним в умовах задачі, та вилученні тих кодових комбінацій, які відповідають некінцевим вузлам. Таке дерево зображено на рис.2.3. Некінцевим вузлам дерева відповідають кодові комбінації 0 та 10 (вони закреслені). Тобто, якщо із переліку кодових комбінацій, наведених в умовах задачі, вилучити всього дві комбінації, а саме: 0 та 10, то комбінації, що залишаться, будуть утворювати префіксний код.

Задача  2.2.3

Побудувати ефективні нерівномірні коди Хаффмена та Шеннона-Фано для кодування символів немарковського джерела з алфавітом 
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; ймовірності виникнення символів мають такі значення: 
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Розв’язання. Спочатку побудуємо нерівномірний код за методикою Шеннона-Фано. Згідно з алгоритмом упорядковуємо символи по незростанню ймовірностей та виконуємо перший поділ множини символів на дві підмножини. Однак цей поділ не є однозначним: перший варіант поділу – на 
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. Обидва варіанти дають однакові суми ймовірностей появи символів підмножин: 0,4 та 0,6. Таблиці 2.3 та 2.4 відображають побудову кодів Шеннона-Фано для двох варіантів.

Таблиця  2.3
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Таблиця  2.4
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Середня довжина кодової комбінації для першого варіанта
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для другого
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Зрозуміло, що хоча б один з цих кодів (той, що має більшу середню довжину кодової комбінації) не є оптимальним. Таким чином методика  Шеннона-Фано не гарантує оптимальності коду.

Для отримання коду Хаффмена будуємо кодове дерево (рис.2.4), приписуємо гілкам символи алфавіту двійкового коду та записуємо кодові  комбінації: 
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. Символи двійкового алфавіту приписувались гілкам дерева цілеспрямовано таким чином, щоб код цілком збігався з першим варіантом коду, побудованим за методикою Шеннона-Фано. Цей код є оптимальним з середньою довжиною кодової комбінації 
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. Ентропія джерела H(X) = 2,146 біт.  Відносна різниця середньої довжини оптимального ефективного коду та ентропії джерела дорівнює 
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Рис. 2.4. Кодове  дерево  до  задачі  2.2.3

Задача  2.2.4

Маємо дискретне марковське джерело інформації, алфавіт котрого містить два символи {A,B}, а глибина пам’яті  h = 1. Умовні ймовірності появи символів мають такі значення
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Розробити нерівномірні ефективні коди для кодування слів джерела довжиною від 1 до 4. Прослідкувати наближення середньої довжини кодової комбінації (в розрахунку на один символ джерела) до ентропії джерела. Закодувати розробленими кодами послідовність із 24 символів    ВВВВВААААААААААААААААААА,  яку згенерувало джерело.

Розв’язання. Для розрахунку ймовірностей появи слів на виході джерела та його ентропії необхідно знати безумовні ймовірності  p(A) та  p(B) виникнення символів. Користуючись методикою, що застосована у задачі 1.2.6,  легко  отримати  p(A) = p(B) = 0,5. За виразом  (1.27)  знаходимо значення ентропії   H П1 = 0,47 біт.
Побудова коду для кодування окремих символів, тобто слів довжиною у один символ, дасть середню довжину кодової комбінації  lcep (1) = 1, оскільки одному із символів, наприклад А, зіставляється 0, а іншому – 1.

Для побудови ефективних кодів, призначених для кодування слів джерела більшої довжини, необхідно знати ймовірності появи таких слів на виході джерела. Всі дані для розрахунків маємо. Так, ймовірність p(AB)  появи слова АВ буде дорівнювати   p(AB) = = p(A)(p(B/A) = 0,5(0,1 = 0,05,  а  слова  ВВАА  :      

 p(BBAA) = p(B)(p(B/B)(p(A/B)(p(A/A) = 0,5(0,9(0,1(0,9 = 0,04505.
Таблиці 2.5, 2.6, 2.7 відображають процес та результат побудови кодів Шеннона - Фано для кодування слів джерела довжиною у  2, 3 та 4 символи.

Таблиця  2.5

	Слово джерела  ( СД )
	Ймовірність появи  СД
	Кодова  комбінація  ( КК )
	Довжина КК
	Номер   поділу

	АА
	0,45
	1
	1
	
	1

2

3

	ВВ
	0,45
	01
	2
	
	

	АВ
	0,05
	001
	3
	
	

	ВА
	0,05
	000
	3
	
	


Отримаємо значення середньої довжини  lcep ( N )  кодової комбінації ( в розрахунку на один символ джерела ) для коду, розробленого для кодування слів джерела довжиною  N:

          lcep ( 2 ) = [(1+2)(0,45+3(2(0,05]/2 = 0,825;

          lcep ( 3 ) = [(1+2)(0,405+(4(3+5)(0,045+6(2(0,05]/3 = 0,68;

          lcep ( 4 ) = [(1+2)(0,3645+(4+5(5)(0,0405+(7+8(5)(0,0045+  

        +9(2(0,0005]/4 =  0,622.
Таблиця  2.6

	Слово джерела  ( СД )
	Ймовірність появи СД
	Кодова  комбінація ( КК )
	Довжина КК
	Номер поділу

	ААА
	0,405
	1
	1
	
	1

2

4

3

5

6

7

	ВВВ
	0,405
	01
	2
	
	

	ААВ
	0,045
	0011
	4
	
	

	АВВ
	0,045
	0010
	4
	
	

	ВВА
	0,045
	0001
	4
	
	

	ВАА
	0,045
	00001
	5
	
	

	АВА
	0,005
	000001
	6
	
	

	ВАВ
	0,005
	000000
	6
	
	


Відносна різниця між середньою довжиною кодової комбінації та ентропією джерела для побудованих кодів складає 75%, 44%, 32%. При збільшенні довжини N слів, що підлягають кодуванню, середня довжина  lcep ( N )  кодової комбінації буде асимптотично наближатися до ентропії джерела.

Можна переконатися, що коди, побудовані за методикою Хаффмена, в даному випадку будуть мати такі ж середні довжини кодових комбінацій. Це означає, що всі отримані коди є оптимальними, але кожен для свого джерела. Перший – для джерела, алфавіт, якого складається із чотирьох символів {AA,BB,AB,BA}, ймовірності появи яких наведені в табл. 2.5, другий – для джерела із алфавітом потужності 8 ( табл. 2.6 ), третій – для джерела із алфавітом потужності 16 (табл. 2.7); тобто для джерел з укрупненим алфавітом відносно вихідного джерела, яке задане в умовах задачі. Всі укрупнені символи цих джерел мають такі ж ймовірності появи, що і відповідні слова, які генеруються вихідним джерелом. Це дозволяє побудовані для джерел коди використовувати для кодування послідовностей символів вихідного джерела.

Таблиця 2.7

	Слово джерела  ( СД )
	Ймовірність появи СД
	Кодова  комбінація ( КК )
	Довжина КК
	Номер поділу

	АААА
	0,3645
	1
	1
	
	1

2

4

5

3

7

6

8

10

11

9

13

12

14

15

	ВВВВ
	0,3645
	01
	2
	
	

	АААВ
	0,0405
	0011
	4
	
	

	ААВВ
	0,0405
	00101
	5
	
	

	АВВВ
	0,0405
	00100
	5
	
	

	ВААА
	0,0405
	00011
	5
	
	

	ВВАА
	0,0405
	00010
	5
	
	

	ВВВА
	0,0405
	00001
	5
	
	

	ААВА
	0,0045
	0000011
	7
	
	

	АВАА
	0,0045
	00000101
	8
	
	

	АВВА
	0,0045
	00000100
	8
	
	

	ВААВ
	0,0045
	00000011
	8
	
	

	ВВАВ
	0,0045
	00000010
	8
	
	

	ВАВВ
	0,0045
	00000001
	8
	
	

	АВАВ
	0,0005
	000000001
	9
	
	

	ВАВА
	0,0005
	000000000
	9
	
	


Щоб закодувати згенеровану джерелом послідовність символів побудованими кодами, поділяємо її на підпослідовності ( слова ) відповідної довжини та застосовуємо коди таблиць 2.5, 2.6, 2.7. В результаті отримаємо:

– для слів по два символи  0101000111111111,  довжина закодованої послідовності  L2 = 16 ;

– для слів по три символи  010001111111,  довжина закодованої послідовності  L3 = 12 ;

– для слів по чотири символи  01000111111,  довжина закодованої послідовності  L4 = 11.

Задача  2.2.5

Розробити ефективний код для кодування послідовності символів на виході немарковського дискретного джерела інформації з алфавітом {A,B,C} та ймовірностями появи символів p(A) = 0,15; p(B) = 0,1; p(C) = 0,75. Відносна різниця між середньою довжиною кодової комбінації та ентропією джерела не повинна перевищувати 2%. Закодувати таким кодом послідовнісь довжиною у 30 символів

САССССССССССВССАССССВССВСААССС,

яку згенерувало джерело.

Розв’язання. Зменшення середньої довжини кодової комбінації на один символ джерела можна досягти, якщо будувати ефективний код для укрупненого алфавіту. Хоча ефективний нерівномірний код розробляється на основі статистичних характеристик джерела, знання цих характеристик не дає можливості розрахувати середню довжину кодової комбінації без побудови коду.

Тому шлях розв’язання задачі повинен бути таким. Послідовно укрупнюємо алфавіт; для кожного укрупнення будуємо нерівномірний ефективний код, розраховуємо середню довжину кодової комбінації на один символ джерела та перевіряємо, чи задовольняються вимоги до неї. Процес укрупнення припиняємо, як тільки ці вимоги задовольняються.

Будуємо ефективний код для кодування окремих символів джерела.  На рис. 2.5 зображено кодове дерево, що відповідає коду Хаффмена для такого джерела. Аналізуючи шляхи від кореневого вузла до кінцевих вузлів, знаходимо, що для символу A довжина кодової комбінації дорівнює  2, для символу B – 2, для символу С – 1. Середня довжина lcep (1) = 1 кодової комбінації для кодування по одному символу джерела

lcep (1) = 2( p(A) + 2( p(B) + 1( p(C) = 2(0,15+0,1)+1(0,75 = 1,25.
Ентропія джерела

    H = – p(A)(log2 p(A) – p(B)(log2 p(B) – p(C)(log2 p(C) = 1,054 біт. 


[image: image102.wmf]А

С

В

0,1

0,75

0,15

0

1

0

1

0,25

1,0


Рис. 2.5. Кодове дерево для символів джерела задачі 2.2.5

Відносна різниця між середньою довжиною кодової комбінації та ентропією джерела становить



[(1,25 – 1,054) / 1,054] ( 100% = 18,6%,

що не задовольняє умовам задачі.

Укрупнюємо алфавіт, об’єднуючи по два символи джерела, знаходимо ймовірності появи укрупнених символів-слів та будуємо ефективний код для такого алфавіту. Оскільки джерело не має пам’яті, ймовірності появи слів отримаємо як добуток безумовних ймовірностей появи відповідних символів джерела, наприклад p(AB) = = p(A)(p(B). Кодове дерево для цього варіанту зображено на рис.2.6. Результати побудови коду Хаффмена у відповідності з цим деревом наведені у табл.2.8.

Середня довжина кодової комбінації в розрахунку на один символ вихідного джерела має значення

lcep ( 2 ) =  [1(0,5625+3((2(0,1125+0,075)+4(0,075+6((0,0225+

   +2(0,015+0,01)]/2 = 1,069.
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Рис. 2.6. Кодове дерево для укрупненого по два 
символи алфавіту джерела задачі  2.2.5

            Таблиця  2.8

	Слово  джерела  (СД )
	Ймовірність     появи  СД
	Кодова  комбінація  (КК)
	Довжина КК
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Відносна різниця між  lcep ( 2 )  та ентропією джерела

[(1,069 – 1,054) / 1,054] ( 100%  = 1,4%,

що менше, ніж 2%, тобто такий код задовольняє вимогам.

Щоб закодувати послідовність, яку виробило джерело, поділяємо її на слова довжиною по 2 символи та застосовуємо для цих слів код  табл.2.8. В результаті маємо 

1010000011001010011001001011110.

Довжина  двійкової  послідовності  дорівнює  31.

Задача  2.2.6

Розробити марковський алгоритм кодування для марковського джерела з алфавітом {A,B,C} та глибиною пам’яті  h = 1. Умовні ймовірності виникнення символів задаються матрицею
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Знайти відносну різницю між середньою довжиною кодової комбінації ефективного коду та ентропією джерела. Закодувати послідовність довжиною у 30 символів

АСАСВАСВАСВАВАВВАСВВАССАСВАСВА,

яку згенерувало джерело.

Розв’язання. Оскільки глибина пам’яті  h = 1, кількість Q станів джерела дорівнює потужності його алфавіт, тобто  Q = 3. Для кожного стану, який визначається попереднім символом на виході джерела, будуємо нерівномірний код. Застосовуючи методику Хаффмена або Шеннона-Фано, легко отримати коди, що наведені в таблицях.

Після  символу  А :

            Таблиця  2.9

	Символ, що очікується
	Умовна  ймовірність
	Кодова  комбінація  (КК)
	Довжина 

КК

	А
	p(A/A) = 0,15
	11
	2

	В
	p(B/A) = 0,10
	10
	2

	С
	p(C/A) = 0,75
	0
	1


Після  символу  В :

         Таблиця  2.10

	Символ, що очікується
	Умовна  ймовірність
	Кодова  комбінація  (КК)
	Довжина 

КК

	А
	p(A/B) = 0,85
	1
	1

	В
	p(B/B) = 0,10
	01
	2

	С
	p(C/B) = 0,05
	00
	2


Після  символу  С :

           Таблиця  2.11

	Символ, що очікується
	Умовна  ймовірність
	Кодова  комбінація  (КК)
	Довжина 

КК

	А
	p(A/C) = 0,15
	01
	2

	В
	p(B/C) = 0,70
	1
	1

	С
	p(C/C) = 0,15
	00
	2


Знайдемо значення  lcep / A  середньої довжини кодової комбінації для коду, який застосовується після символу  А :


lcep / A = lA/A ( p(A/A) + lB /A ( p(B/A) + lC /A ( p(C/A) =



= 2 ( 0,15 + 2 ( 0,10 +1( 0,75 = 1,25;

тут  lA/A , lB/A , lC/A  – довжини кодових комбінацій для кодування відповідно символів А, В, С коду, який застосовується після символу А. Аналогічно отримаємо значення  lcep / B , lcep / C   середніх довжин кодових комбінацій для кодів, що застосовуються після символів В та С відповідно:

    lcep / B   =  1,15;        lcep / C   =  1,3.

Середня довжина  lcep  кодової комбінації при застосуванні марковського алгоритму

      lcep  = lcep /A ( р(А) + lcep /B ( р(B) + lcep /C ( р(C),
де  р(А), р(В), р(С)  –  безумовні ймовірності появи символів А, В, С на виході джерела.

У задачі 1.2.6 розглянута методика їх отримання. Застосовуючи її, знаходимо


р(А) = 0,361;   р(В) = 0,302;    р(С) = 0,337.
Тоді


 lcep  =  1,237.


Ентропія  джерела  ( див. задачу  1.2.6 )




H  =  1,004 біт. 

Відносна різниця між   lcep  та  Н  становить

         [(1,237 – 1,004) / 1,004] ( 100%  = 23,2% .

Закодуємо послідовність символів, наведену в умовах задачі. Таблиці  2.9 – 2.11 дають змогу виконати таке кодування. Виняток становить перший символ, оскільки незрозуміло, який для нього використовувати код. Є декілька шляхів побудови такого коду. Найпростіший – застосування рівномірного коду, наприклад, такого: A – 00; B – 01; C – 10. Більш раціональний – ефективний код, побудований з урахуванням безумовних ймовірностей появи символів. Один із варіантів такого коду  A – 0; B – 11; C – 10. Обираючи цей варіант для кодування першого символу та застосовуючи коди таблиць 2.9 – 2.11 для подальших символів, отримаємо

0001011011011101100110101100001011011.

Кодова послідовність має 37 двійкових символів. Відзначимо, що при кодуванні символів джерела рівномірним двійковим кодом ( мінімальна довжина такого коду в даному випадку становить 2 ) довжина  кодової  послідовності  буде  дорівнювати  60.

2.3. Задачі

2.3.1.  Значення ймовірностей  pi , з якими дискретне джерело інформації генерує символи  алфавіту, для різних варіантів наведені у таблиці  2.3.1. Побудувати нерівномірні ефективні коди за методиками Шеннона-Фано та  Хаффмена для кодування символів джерела. Порівняти  ефективність  кодів.

           Таблиця  2.3.1

	№

варіанта
	p1
	p2
	p3
	p4
	p5
	p6
	p7
	p8
	p9

	1
	0,31
	0,08
	0,05
	0,14
	0,02
	0,20
	0,08
	0,07
	0,05

	2
	0,11
	0,16
	0,03
	0,26
	0,04
	0,05
	0,03
	0,02
	0,30

	3
	0,55
	0,07
	0,04
	0,04
	0,15
	0,07
	0,05
	0,03
	0

	4
	0,08
	0,05
	0,11
	0,07
	0,33
	0,24
	0,04
	0,04
	0,04

	5
	0,22
	0,18
	0,04
	0,06
	0,03
	0,04
	0,06
	0,29
	0,08

	6
	0,07
	0,41
	0,13
	0,09
	0,06
	0,11
	0,05
	0,04
	0,04

	7
	0,35
	0,15
	0,06
	0,02
	0,03
	0,08
	0,02
	0,07
	0,22

	8
	0,18
	0,05
	0,27
	0,29
	0,02
	0,03
	0,05
	0,11
	0

	9
	0,12
	0,03
	0,05
	0,40
	0,12
	0,08
	0,05
	0,04
	0,11

	10
	0,52
	0,12
	0,05
	0,18
	0,04
	0,03
	0,06
	0
	0

	11
	0,26
	0,14
	0,05
	0,10
	0,07
	0,11
	0,02
	0,20
	0,05

	12
	0,04
	0,33
	0,17
	0,06
	0,02
	0,12
	0,05
	0,16
	0,05

	13
	0,28
	0,03
	0,04
	0,15
	0,05
	0,04
	0,07
	0,34
	0

	14
	0,07
	0,15
	0,06
	0,39
	0,05
	0,14
	0,08
	0,03
	0,03

	15
	0,45
	0,15
	0,03
	0,07
	0,08
	0,02
	0,06
	0,09
	0,05

	16
	0,09
	0,44
	0,18
	0,09
	0,03
	0,05
	0,02
	0,02
	0,08

	17
	0,06
	0,05
	0,15
	0,04
	0,14
	0,08
	0,03
	0,20
	0,25

	18
	0,22
	0,05
	0,16
	0,05
	0,05
	0,03
	0,02
	0,34
	0,08

	19
	0,33
	0,24
	0,05
	0,08
	0,06
	0,12
	0,05
	0,07
	0

	20
	0,08
	0,22
	0,15
	0,05
	0,08
	0,05
	0,06
	0,24
	0,07


2.3.2.  Алфавіт немарковського дискретного джерела інформації складається з чотирьох символів: {A,B,C,D}.Чисельні значення ймовірностей виникнення символів  для різних варіантів наведені у таблиці  2.3.2. Побудувати нерівномірні ефективні коди за методикою Шеннона-Фано  або  Хаффмена ( за Вашим бажанням ) для кодування поодиноких символів джерела та слів довжиною у два символи. Оцінити та порівняти ефективність отриманих кодів. Побудованими кодами закодувати фрагмент тексту довжиною у  30 символів, що був вироблений джерелом. Фрагменти текстів для різних варіантів наведені у таблиці  2.3.3. 

           Таблиця  2.3.2

	№

варіанта
	p(A)
	p(B)
	p(C)
	p(D)
	№

варіанта
	p(A)
	p(B)
	p(C)
	p(D)

	1
	0,15
	0,63
	0,05
	0,17
	11
	0,16
	0,43
	0,07
	0,34

	2
	0,33
	0,10
	0,12
	0,45
	12
	0,05
	0,33
	0,32
	0,30

	3
	0,25
	0,07
	0,53
	0,15
	13
	0,27
	0,15
	0,45
	0,13

	4
	0,08
	0,35
	0,11
	0,46
	14
	0,24
	0,04
	0,64
	0,08

	5
	0,32
	0,38
	0,24
	0,06
	15
	0,14
	0,16
	0,29
	0,41

	6
	0,27
	0,51
	0,13
	0,09
	16
	0,51
	0,05
	0,34
	0,10

	7
	0,65
	0,15
	0,06
	0,14
	17
	0,28
	0,22
	0,07
	0,43

	8
	0,18
	0,05
	0,27
	0,50
	18
	0,12
	0,35
	0,11
	0,42

	9
	0,12
	0,53
	0,25
	0,10
	19
	0,08
	0,45
	0,24
	0,23

	10
	0,42
	0,22
	0,18
	0,18
	20
	0,25
	0,15
	0,51
	0,09


          Таблиця  2.3.3

	№

варіанта
	Фрагмент  тексту

	1
	BBDBDABDBACBBDBDBBBABDBBABBBBD

	2
	AADABDDCABAADDADDBACDDDDDCADBA

	3
	CCCCCABCDACBDCCCCCDCAACCADCDDC

	4
	ABDBDDDCDDBDDDDDBDBDCBDCDBCBDB

	5
	BCBABBBAACCBCCAAACABBBBABADAAA

	6
	CBBABACAABCBCCABDABCBBBABBDBBB

	7
	ACBABAAAADDAADBAADAADBAAAAAADA

	8
	CDDCDDDDCCCDDDDDCCCCDCDCBCBCDA

	9
	BDBBDAABBBBCBDCBBBBBBBACCCBCBC

	10
	CACBADBAAAABABABBABCAACCADACBA

	11
	BBDBADABCBBBBADADABADBACBBABCA

	12
	DBDBCBABCDBDCBDCCCBCBBDBBCBDCC

	13
	BACCBCCCCCADBAAABABABACDCBCACC

	14
	CCCACBCACCAACACDCCCCCACACACAAC

	15
	DDDACDDCDCCCCBDCCDBBCDBADCAABD

	16
	AAADAAAAAADAACBCACACCACCAACBAC

	17
	DDAACBCABDAAABCDAADDADDDCBABDB

	18
	ABBDDDBBDBCDBDDBBDDDBDADBDDDDD

	19
	CADDDDCDBBDBADCBDADBBABCBCDBAB

	20
	CBCACCADCCCCDCCACCDDDABCCACBAD


2.3.3.  Алфавіт марковського дискретного джерела інформації, що має глибину пам’яті  h = 1, складається з трьох символів: {A,B,C}. Чисельні значення умовних ймовірностей виникнення символів для різних варіантів наведені у другому стовпці таблиці  2.3.4. Побудувати нерівномірні ефективні коди за методикою Шеннона-Фано  або  Хаффмена  для кодування поодиноких символів джерела та слів довжиною у два символи. Розробити марковський алгоритм для кодування символів джерела. Оцінити і порівняти ефективність отриманих кодів та марковського алгоритму. Побудованими кодами закодувати фрагмент тексту довжиною у  30 символів, що був вироблений джерелом. Фрагменти текстів для різних варіантів наведені у третьому стовпці таблиці  2.3.4. 

 




  
           Таблиця  2.3.4

	№

варіанта
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