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еможливо представити сучасну промисловість, транспорт,
сільське господарство, зв’язок, комунальне господарство,

військову справу тощо без широкого застосування систем автома-
тичного керування (САК) або автоматизованих систем керування
(АСК). Автоматизація охоплює виробничі процеси, проектування,
планування і управління, наукові дослідження, навчання, бізнес-
процеси та інші сфери діяльності людини.

Впровадження комп’ютерно-інтегрованих технологій у косміч-
ну галузь, авіабудування, автомобілебудування, електроенергетику,
соціально-політичну сферу, фінансову діяльність і т. д. визначаєть-
ся необхідністю оптимізації технологічних процесів, швидким роз-
витком робототехніки, високоточних, швидкодіючих цифрових
систем і др.

Науковою основою автоматики служить теорія автоматичного
керування. Сучасна теорія дозволяє проектувати і створювати ви-
сокоефективні і надійні системи, формувати міцні знання фахівців,
які займаються їх експлуатацією. Володіння інженерами принци-
пами побудови автоматичних пристроїв, знання теоретичних основ
автоматики, розуміння сутності процесів, що відбуваються в сис-
темах, дозволяють їм грамотно виконувати функціональні обов’язки.

Даний посібник написаний відповідно до навчальної програми з
теорії систем автоматичного керування й призначений для студен-
тів, які навчаються в Інституті інформаційно-діагностичних систем
Національного авіаційного університету за напрямом 6.050202
«Автоматизація та комп’ютерно-інтегровані технології» за кредит-
но-модульною системою. Він може бути корисний також студен-
там, які вивчають питання кібернетики.

Н

ВВссттуупп
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Посібник структурований за модульним принципом і включає
перші два з шести класичних навчальних модулів і відповідний їм
лабораторний практикум програмного матеріалу дисциплін «Теорія
автоматичного керування» і «Сучасна теорія керування».

Перший модуль «Математичне моделювання процесів керуван-
ня» містить загальні питання лінійної теорії автоматичного керува-
вння і регулювання, методи математичного опису лінійних систем
у часовій і частотній областях, основи структурного моделювання
та аналізу систем, статику і динаміку процесів керування, розгля-
нуті принципи побудови, основні режими і характеристики систем
автоматичного керування.

Другий модуль «Випадкові збурення. Стійкість керування» охо-
плює методи аналізу і синтезу систем, що знаходяться під впливом
випадкових зовнішніх збурень, питання оцінки і забезпечення стій-
кості систем, визначення областей стійкості систем стабілізації
інерційних об’єктів керування.

Метою лабораторного практикуму є закріплення студентами
основних положень теорії автоматичного керування, привиття їм
навичок підготовки та проведення експериментальних досліджень,
обробки результатів експерименту та їх аналізу.
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М а т е м а т и ч н е
м о д е л ю в а н н я

п р о ц е с і в к е р у в а н н я

Модуль 1
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1.1 Процеси керування.
Загальні положення і визначення

роцеси керування й регулювання безупинно пропливають
у оточуючому нас матеріальному світі. Вони мають місце

у природі й живих організмах, у техніці й людському суспільстві.
Керування – сукупність цілеспрямованих дій з організації того

чи іншого процесу відповідно до заданої програми або потрібного
закону.

Керування завжди веде до підвищення організаційного рівня
процесів. У рослинному й тваринному світі доцільність організації
є результатом тривалих еволюційних процесів пристосування до
умов навколишнього середовища. У людському суспільстві рівень
організованості зумовлено свідомою діяльністю людей.

Людина, прагнучи полегшити умови праці, створила різні за
призначенням й принципом дії машини, за допомогою яких механі-
зувала працю.

Механізація – заміна важкої фізичної праці людей роботою ме-
ханізмів і машин. Під час механізації людина керує машиною. Лю-
дина сама задає програму керування й сама ж її реалізує відповід-
ними цілеспрямованими діями.

У міру вдосконалювання виробничих процесів і розвитку меха-
нізмів і машин керування ними стає усе більш складним. Природ-
но, виникає проблема передачі керування машинами самим маши-
нам – виникає проблема автоматизації.

Автоматизація – наступний, більш високий у порівнянні з ме-
ханізацією щабель технічного розвитку. В ході автоматизації меха-
нізуються процеси керування. У результаті автоматизації створю-
ється складний комплекс, в якому машина керує машиною, що
дозволяє збільшити потужність, швидкодію й точність машин,

П

ГГллаавваа 11 СИСТЕМИ АВТОМАТИЧНОГО
КЕРУВАННЯ ТА РЕГУЛЮВАННЯ
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більш повно використовувати їх технічні можливості. Автоматиза-
ція, по-перше, значно збільшує продуктивність праці й поліпшує
якість продукції й, по-друге, змінює сам характер праці.

У своєму розвитку автоматизація охоплює й розумову працю
людини. В даний час комп’ютерно-інтегровані комплекси вирішу-
ють математичні та логічні завдання, завдання економіки, плану-
вання, обліку. Успішно функціонують великі автоматичні системи
керування (АСК), що забезпечують керування найскладнішими
технологічними процесами, виробничими цехами, заводами і ціли-
ми галузями.

Процеси керування, що протікають у природі, техніці й суспіль-
стві, надзвичайно різноманітні як за їх цілями і програмами, так і за
фізичною сутністю самих процесів. Однак будь-який процес керу-
вання пов’язаний з одержанням, передачею, запам’ятовуванням,
аналізом і цілеспрямованим використанням певного обсягу інфор-
мації. Покажемо це на найпростіших прикладах.

1. Водій, керуючи автомобілем, безперервно спостерігає за міс-
цевістю, по якій відбувається рух, режимами роботи двигуна та
інших систем. Всю інформацію він сприймає своїми органами по-
чуттів. У результаті роботи мозку отримана інформація аналізуєть-
ся й для кожного моменту часу вибирається напрямок і режим ру-
ху. Ухвалене рішення реалізується самим же водієм шляхом відпо-
відного переміщення органів керування рухом автомобіля.

2. Авіаційний автопілот налаштований льотчиком на певний
режим польоту літака. Задано курс, висота й швидкість польоту.
Автопілот безперервно вимірює відхилення літака від заданої трає-
кторії, зумовлені впливом на характер руху машини зовнішніх і
внутрішніх збурень. Спеціальний лічильно-обчислювальний при-
стрій автопілоту розраховує необхідні виправлення траєкторії, фо-
рмує й передає відповідні сигнали керування на виконавчі приводи
рульових пристроїв, причому зміну їх положення завжди направ-
лено на відновлення необхідної програми польоту. У результаті
заданий режим польоту забезпечується без особистої участі льот-
чика в процесі керування.

3. Керівник, управляючи організацією, безперервно всіма наяв-
ними в його розпорядженні силами і засобами веде збір інформації
про стан і дії своїх служб, служб конкуруючих організацій, стан
ринку і т.д. Сукупність отриманої інформації відпрацьовується
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керівником і його штабом. При цьому широко використовуються
технічні засоби. На основі результатів аналізу керівник ухвалює
рішення, яке оформлюється у вигляді відповідних розпоряджень і
наказів і доводиться до колективу, що займається виробництвом.

Розглянуті приклади наочно ілюструють спільність процесів ке-
рування різних по своєму призначенню, фізичній природі й органі-
заційній структурі. У всіх наведених вище прикладах у процесі
керування беруть участь:

– о б ’ є к т  к е р у в а н н я , процес функціонування якого цілесп-
рямовано організується. У першому прикладі це автомобіль, у дру-
гому – літак, що летить, у третьому – колектив організації;

– з а д а т ч и к  п р о г р а м и  (алгоритму) керування, що визначає
необхідний характер функціонування об’єкта керування. У першо-
му прикладі таким задатчиком може бути штурман, що визначає
водієві маршрут, у другому – гіроскопічний вузол автопілоту, у
третьому – керівник організації;

– з а с о б и  з б о р у  й  п е р е д а ч і  і н ф о р м а ц і ї  (датчики ін-
формації), що дозволяють оцінити відповідність процесу заданій
програмі й визначити його залежність від зовнішніх впливів (збу-
рень). У першому прикладі роль датчиків інформації виконують
органі почуттів водія, у другому – приладові датчики автопілоту, у
третьому – засоби зв’язку, технічні засоби інформації і т.д.;

– п р и с т р о ї  о б р о б к и  і н ф о р м а ц і ї  й  ф о р м у в а н н я
к е р у ю ч и х  к о м а н д (сигналів). У першому прикладі ці функції
виконує мозок людини, у другому – лічильно-обчислювальний
блок автопілоту, у третьому – керівник і його штаб з відповідними
технічними засобами;

– в и к о н а в ч і  о р г а н і , що створюють керуючий вплив на
об’єкт керування. У першому прикладі виконавчі функції здійснює
сам водій, у другому ці функції виконують виконавчі приводи ру-
льових пристроїв, у третьому – керівники й служби підрозділів
організації.

Сукупність об’єкта керування й комплексу сил і засобів, за до-
помогою яких керування здійснюється, називається системою ке-
рування.

Узагальнену схему системи керування показано на рис. 1.1, де
відображено взаємодію всіх зазначених вище елементів.
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Рис. 1.1. Узагальнена схема реалізації процесу керування

Важливо відзначити, що датчики noо2о1 Д,...,Д,Д  подають на
вхід системи керування інформацію про зміну вихідних характери-
стик nyyy ,...,, 21  керованого процесу, тобто завжди має місце
з в о р о т н и й  з в ’ я з о к  к е р о в а н о г о  п р о ц е с у  і з  п р и -
с т р о я м и  ф о р м у в а н н я  к е р у ю ч и х  с и г н а л і в  (команд).

Зовнішні збурення kmmm ,...,, 21 , що діють на об’єкт керування
і викликають відхилення керованого процесу від заданої програми,
реєструються спеціальними датчиками збурень mkmm Д,...,Д,Д 21  і
враховуються при формуванні керуючих сигналів.

Загальні принципи й методи математичного опису процесів ке-
рування вивчає спеціальна наука про керування, зв’язок і перероб-
ляння інформації, яка називається кібернетикою (від грецького
слова kybernetikc – мистецтво керування).

Залежно від галузі знань, для якої застосовують загальні методи
кібернетики, розрізняють технічну, біологічну, економічну, війсь-
кову кібернетику і т.д.

Незважаючи на кібернетичну спільність систем керування, обу-
мовлену їх інформативним характером, різні типи систем суттєво
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відрізняються як за структурою, так і за організацією процесів ке-
рування.

Дійсно, розглянута вище система «водій-автомобіль» являє со-
бою типову механізовану систему керування, тому що для цієї сис-
теми участь водія в процесі керування є обов’язковим і визначаль-
ним.

Система «автопілот-літак», яку розглянуто у другому прикладі,
є системою автоматичного керування (САК). У цій системі льот-
чик після введення в автопілот програми польоту не бере участь у
процесі керування літаком.

Вивченням принципів побудови й законів функціонування сис-
тем автоматичного керування займається самостійна галузь кібер-
нетики – автоматика (від латинського слова autos – саме).

Автоматика – це галузь науки й техніки, що охоплює теорію й
принципи побудови систем керування, які діють без особистої уча-
сті людини. Автоматика вивчає як пристрої формування керуючих
сигналів і команд, так і автоматичні процеси їх відпрацьовування в
системі керування.

Процеси автоматичного відпрацьовування керуючих сигналів
називаються процесами автоматичного регулювання, а та частина
системи автоматичного керування, яка відпрацьовує керуючі сиг-
нали, називається системою автоматичного регулювання (САР).

Якщо керуючі сигнали й команди формує людина – оператор, а
їх відпрацьовування виконує система автоматичного регулювання,
то має місце напівавтоматична або автоматизована ергономічна
система керування.

Автоматика як наука вивчає автоматичні й автоматизовані сис-
теми керування, а також елементи автоматичного регулювання, які
входять до складу цих систем. Таким чином, автоматика є важли-
вою складовою частиною кібернетики.

Науковою основою автоматики є теорія автоматичного керу-
вання (ТАК), що узагальнює методи аналізу й синтезу автоматич-
них і автоматизованих систем і пристроїв.

Розглянута в третьому прикладі система керування організацією
відноситься до типу великих кібернетичних автоматизованих си-
стем керування (АСК).

В автоматизовані системи керування входять як взаємодіючі
складові частини механізовані, напівавтоматичні та автоматичні
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пристрої та системи, об'єднані в єдиний комплекс керування склад-
ними («великими») процесами. В автоматизованих системах керу-
вання широко використовуються комп’ютерно-інтегровані компле-
кси, автоматизовані засоби зв’язку, навігаційні комплекси й інші
технічні засоби.

Під час створення і досліджень АСК нарівні з теорією автома-
тичного керування використовуються сучасні методи теорії інфор-
мації, теорії операцій, статистичні методи, лінійне й динамічне
програмування. Функціонування систем АСК вивчається у спеціа-
льних навчальних курсах.

1.2 Основні етапи розвитку автоматики і теорії
       автоматичного керування

проби замінити працю людини самодіючими машинами
відносяться до далекої старовини. Проте автоматичні при-

строї стали прямою технічною необхідністю тільки після того, як
виробничі машини і механізми отримали загальний розвиток. Саме
в цей період починається бурхливе формування автоматики й ав-
томатизації.

Першими промисловими автоматичними пристроями стали ре-
гулятори парових машин. У 1765 р. винахідником І.І. Ползуновим
був побудований поплавковий регулятор рівня води у паровому
котлі. У 1784 р. механіком Дж. Уаттом створюється відцентровий
регулятор для підтримки постійної швидкості обертання вала паро-
вої машини. Протягом XIX ст. регулятори безупинно удосконалю-
валися. Підвищення швидкохідності машин вимагало поліпшення
якості регуляторів, однак спроби підвищити їх точність призводили
до нестійкості у роботі парових машин – порушенню процесу регу-
лювання. Необхідність створення й розвитку теорії регулювання
виникала із самої практики.

У 1868 р. з’явилася робота знаменитого фізика Дж. Максвелла
«О регуляторах». Важливим кроком у формуванні теорії стало до-
слідження стійкості руху прийомами, що дістали згодом назву «ме-
тоду малих коливань».

Однією з перших серйозних робіт в області регулювання була
робота «О центробежном уравнителе» геніального математика

С
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П.Л. Чебишова, опублікована у 1871 р. і присвячена теорії роботи
астатичного регулятора.

У 1876–1877 рр. професор І.О. Вишнеградський створив основи
класичної теорії автоматичного регулювання (ТАР). У працях «Об
общей теории регулирования» і «О регуляторах прямого действия»
І.О. Вишнеградський показав, що регулятор і машину необхідно
розглядати, як єдину динамічну систему. За математичного дослі-
дження регулятора автор застосовував лінеаризацію рівнянь дина-
міки системи й вивів умови стійкості систем автоматичного регу-
лювання.

Великий внесок у розвиток ТАР внесли роботи інженера і уче-
ного А. Стодоли, згодом творця наукової теорії парових і газових
турбін. У 1893–1899 рр. він поширив лінійний аналіз Вишнеград-
ського на непряме й пряме регулювання, здійснюване інерційними
регуляторами. Стодола вводить поняття постійної часу і пропонує
оцінювати стійкість системи за характеристичним рівнянням.

Роботи математиків А. Гурвіца і Е. Рауса, дозволили вирішувати
завдання про стійкість систем на основі розроблених ними алгеб-
ричних критеріїв.

Інженер О. Хевісайд у 1892–1898 рр. уводить поняття передат-
ної функції, досліджуючи перехідні характеристики систем.

У 1892 р. академік О.М. Ляпунов у роботі «Общая задача об
устойчивости движения» створив строгу теорію стійкості регулю-
вання, показав законність дослідження систем по лінеаризованим
рівнянням і розробив «дві методи», які стали базою теорії неліній-
них систем регулювання.

Робота М.Є. Жуковського «Теория регулирования хода машин»,
опублікована у 1909 р., була першим викладом курсу лекцій по
ТАР у вищому технічному навчальному закладі й подальшим роз-
витком теорії автоматичного регулювання.

У XIX ст. з’явилися електричні регулятори. У 1830 р. учений
П.Л. Шилінг винайшов електричне реле найширшого застосування
в автоматиці. К.І. Костянтинов у 1845 р. запропонував автоматич-
ний перемикач електричних кіл і у 1853 р. – електромагнітний ре-
гулятор частоти обертання. В.Ф. Петрушевський наприкінці 60-х
років розробив перший пристрій синхронного зв’язку і застосував
його в далекомірі. В.М. Чиколєв у ті ж роки створив першу систему
електромашинної автоматики – електричний регулятор горіння
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електричної дуги, що діє разом з електродвигуном. У 1865–1877 рр.
А.П. Давидов виконав першу у світі електричну синхронно-слідку-
ючу систему для керування декількома гарматами, а у 1881 р. ви-
найшов перший лічильно-обчислювальний прилад для автоматич-
ного попередження під час стрільби. М.Н. Карманов у 1880 р. ство-
рив електричний регулятор вібраційного типу. О.Г. Столєтов у
1888 р. виконав перший фотоелемент, що поклав початок сучасній
електронній автоматиці. К.Е. Ціолковський у 1898 р. запропонував
електричний регулятор горизонтального руля дирижабля, що став
основою створення сучасних автопілотів.

З початком ХХ ст. почався бурхливий розвиток електричних си-
стем автоматичного регулювання. Спочатку застосовувалися пере-
важно системи регулювання напруги і частоти. Потім швидкими
темпами став розвиватися автоматизований привод.

Стає очевидним, що дія різноманітних за конструкцією систем
регулювання базується на загальних принципах і законах. Теорія
автоматичного регулювання виходить за рамки прикладної меха-
ніки.

Класичними стали роботи, що узагальнюють досвід створення
автоматичних систем: «Регулирование двигателей» М. Толле
(1905р.), «Автоматические регуляторы электрических машин»
Е. Жюільяра (1912 р.), «Регуляторы и регулирование первичных
двигателей» В. Трінкса (1919 р.), «Устойчивость на курсе автома-
тически управляемых тел» Н. Мінорського (1922 р.), «О регулято-
рах непрямого действия» І.М. Вознесенського (1922 р.), «Теория
сервомеханизмов» Х. Хазена (1934 р.) та ін.

Ускладнювання систем автоматики сприяє розвитку методів їх
аналізу й синтезу. У 1932 р. доктор філософії у фізиці Г. Найквіст
запропонував критерій стійкості регенеративних радіотехнічних
підсилювачів зі зворотним зв’язком, заснований на властивостях
частотної характеристики системи в розімкнутому стані. У 1936 р.
молодий учений О.В. Михайлов у роботі «Методы гармонического
анализа в теории регулирования» сформулював частотний критерій
стійкості систем, що не вимагає попереднього розмикання ланцюга
регулювання. У 1946 р. Г. Боде і Л. Маккол запровадили логариф-
мічні частотні характеристики для аналізу ланцюгів і підсилювачів
із зворотними зв’язками. Основи частотних методів синтезу і роз-
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рахунку автоматичних систем було закладено В.В. Солодовнико-
вим, Г. Брауном, А. Холом, Д. Кемпбеллом, Г. Честнатом та ін.

У 1939 р. В.В. Солодовниковим розроблено методологію інже-
нерного частотного проектування автоматичних систем. Ним за-
пропоновано метод оцінювання якості систем за їх дійсних частот-
них характеристиках, розроблені трапецеїдальний метод побудови
перехідних характеристик і метод синтезу коригувальних пристроїв.

Над створенням автоматичних систем і розвитком теорії авто-
матичного регулювання працюють численні групи інженерів, конс-
трукторів, учених. Їх робота у ХХ ст. була винятково плідною.

За період 1922–1946 рр. групою вчених під керівництвом члена
кореспондента Академії наук СРСР І.М. Вознесенського створено
теорію автономного регулювання й розроблено сучасні регулятори
теплових процесів. Із тридцятих років велика група вчених, очолю-
вана академіком В.С. Кулебакіним, працює над удосконалюванням
електричних систем автоматичного регулювання. У сорокових ро-
ках академік О.О. Андронов і його учні досягли великих успіхів у
теорії й практиці нелінійних систем автоматичного регулювання.

Усе більш широко застосовуються статистичні методи аналізу й
синтезу автоматичних систем, запропоновані В.С. Пугачовим «Те-
ория вероятностей и математическая статистика», «Стохас-
тические дифференциальные системы», Р. Калманом «Сontributions
to the Theory of Optimal Control», К. Остремом «Computer Control of
a Paper Machine – an Application of Linear Stochastic Control
Theory», «On Stochastic Differential Equations» та іншими вченими.

Початок розвитку теорії стохастичних систем було закладено у
класичних роботах одного з найвидатніших математиків століття
А.М. Колмогорова «Общая теория меры и исчисление вероятнос-
тей», «Об аналитических методах в теории вероятностей», працях
А.Я. Хинчина «Предельные законы для сумм независимых случай-
ных величин», «Математические основания статистической меха-
ники», «Элементарное введение в теорию вероятностей», Н. Вінера
«Cybernetics», «Non-linear Problems in the Theory of Random
Processes».

Виняткова роль у становленні й розвитку статистичних методів
у теорії автоматичного регулювання належить В. В. Солодов-
никову. Його книга «Введение в статистическую динамику САУ»,
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стала першим у світовій літературі систематичним викладом основ
статистичного синтезу й оптимізації автоматичних систем.

Методи аналізу й синтезу лінійних систем створювалися праця-
ми М.Д. Папалексі, Л.І. Мандельштама, В.С. Кулебакіна, О.А. Фе-
льбаума, О.М. Крижанівського, О.А. Красовського, С.П. Стрєлкова,
Ю.І. Неймарка, Я.З. Ципкіна, Б.М. Петрова, К.Ф. Теодорчика, Г.А.
Бендрикова, У. Івенса, Дж. Траксела, Е.Г. Удермана та ін.

Для дослідження якості систем був розроблений метод корене-
вого годографа, отримано важливі результати по оцінці впливу на
перехідний процес розташування нулів і полюсів передатної функ-
ції. Отримали розвиток інтегральні методи оцінки якості динаміч-
них систем автоматичного регулювання.

Лінійна теорія автоматичного регулювання знайшла своє про-
довження у роботах Б.М. Петрова, О.М. Лєтова, Р. Калмана,
Л. Заде: алгебра структурних перетворень, аналітичне конструю-
вання, метод простору станів стали джерелами багатьох сучасних
підходів до автоматичного керування й аналізу систем; техніка
оцінки вектора стану системи керування з використанням неповних
і неточних вимірів – фільтр Калмана, широко використовується в
інженерних та економетричних додатках, відіграє велику роль у
створенні систем керування.

Методи і підходи теорії виявляються застосовні і до динамічних
керованих процесів в живих організмах, технологічних, соціальних,
економічних і організаційних людино-машинних системах. Зна-
чення теорії автоматичного регулювання переростає рамки тільки
технічних систем. Колишня її назва заміняється на більш широку –
Теорія автоматичного керування (ТАК). Системи, у яких автома-
тизується частина операцій, а інша частина виконується людиною,
отримують назву автоматизованих систем керування (АСК), а сис-
теми, що забезпечують автоматизацію технологічних процесів –
автоматизованих систем керування технологічними процесами
(АСК ТП).

У 1957 році для встановлення творчого зв’язку між фахівцями
різних країн, а також обміну інформацією між ними створюється
міжнародна організація, що об’єднує учених, які займаються роз-
витком теорії автоматичного керування, – міжнародна федерація з
автоматичного керування International Federation of Automatic
Control (IFAC).
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Багатовекторність теорії автоматичного керування визначала
масштаби її розвитку.  Відзначимо основні розділи теорії.

У 1939 р. Г.В. Щипанов публікує статтю «Теория и методы по-
строения автоматических регуляторов» про інваріантний регуля-
тор, що дозволяє повністю придушити довільні зовнішні збурення.
Академік М.М. Лузін у своїх працях, безпосередньо пов’язаних
з теорією автоматичного керування, показав, що необхідною
й достатньою умовою незалежності вирішення системи диференці-
альних рівнянь із постійними коефіцієнтами від довільної аналіти-
чної функції у правій частині цієї системи є умови компенсації,
висунуті Г.В. Щипановим. Він визначив їх як критерій абсолютної
інваріантності.

Надалі розділ загальної теорії автоматичного керування, розпо-
чатий роботами Г.В. Щипанова й М.М. Лузіна, було названо теорі-
єю інваріантності.

Теорія комбінованих систем управління, що використовує умо-
ви інваріантності і принцип зворотного зв’язку, розроблялася і роз-
вивалася у роботах В.С. Кулебакіна і Б.М. Петрова. Ними було
сформульовано критерій фізичної реалізуємості інваріантних сис-
тем. Технічним додаткам теорії інваріантності присвячено роботи
О.І. Кухтенка.

Основи теорії дискретних систем керування було закладено у
монографії Я.З. Ципкіна «Переходные и установившиеся процессы
в импульсных системах», яка вийшла у 1951 р. Було синтезовано
цільний математичний апарат, подібний операторному методу опи-
су безперервних систем, що дозволило запровадити для дискретних
систем стандартні поняття передатної функції, частотної характе-
ристики, узагальнити  на дискретні системи класичні критерії стій-
кості Михайлова і Найквіста.

Великий внесок у теорію дискретних систем вніс Е. Джури сво-
їми роботами «Sampled-Data Control Systems», «Synthesis and
Critical Study of  Sampled-Data Control Systems» та ін.

Подальший розвиток теорії імпульсних систем йшов шляхом
розроблення частотних методів дослідження як при детермінова-
них, так і випадкових зовнішніх впливах. Усі результати знайшли
відображення у книгах Я.З. Ципкіна «Теория импульсных систем»,
«Теория линейных импульсных систем», «Теория нелинейных им-
пульсных систем».
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Паралельно з розвитком теорії дискретних систем керування
Я.З. Ципкіним було створено систематичну теорію керування ре-
лейними системами. Його книга «Теория релейных систем автома-
тического регулирования», що вийшла у 1955 р. отримала світове
визнання.

У теорії автоматичного керування з самих перших її кроків іс-
нував інтерес до нелінійних систем і способам керування ними.
Базою розвитку нелінійної теорії керування послугували наукові
школи з нелінійних коливань (О.О. Андронов  і ін. «Теория коле-
баний», М.: Физматгиз, 1959)  і техніка досліджень, закладена в
роботах О.М. Ляпунова (дослідження стійкості нелінійних систем у
малому й великому) і А. Пуанкаре (дослідження характеру ходу
інтегральних кривих на площині, визначення граничних циклів і їх
властивостей).

Методи фазового простору, малого параметра, гармонійного ба-
лансу створювалися роботами М.М. Боголюбова, М.М. Крылова,
Ю.О. Митропольского «Асимптотические методы в теории нели-
нейных колебаний», Б.В. Булгакова «Колебания», Л.С. Гольдфарба
«Метод Гольдфарба в теории регулирования», А.І. Лур’є «Некото-
рые нелинейные задачи теории автоматического регулирования» та
ін. Важливу роль у вирішенні завдання про абсолютну стійкість
нелінійних систем відіграла гіпотеза М.А. Айзермана (1948) про її
критерії, викладена згодом у роботі «Абсолютная устойчивость
нелинейных регулируемых систем».

Частотні методи досліджень сучасної нелінійної теорії базують-
ся на роботах В.-М. Попова «Об абсолютной устойчивости нели-
нейных систем автоматического управления», «Гиперустойчивость
автоматических систем».

С.В. Ємельяновим і його школою розробляється теорія систем
автоматичного керування зі змінною структурою. Їй присвячено
монографії «Системы автоматического управления с переменной
структурой», «Теория систем с переменной структурой». Нове тра-
ктування отримують питання теорії інваріантності, з’являється
можливість побудови закінченої теорії дискретних і цифрових
систем зі змінною структурою.

У середині 50-х років зароджується теорія оптимального керу-
вання. Вона створювалася працями О.А. Фельдбаума «Оптималь-
ные процессы в системах автоматического регулирования»,
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В.Г. Болтянского «Математические методы оптимального управле-
ния», Л.С. Понтрягіна «Математическая теория оптимальных про-
цессов», М.М. Красовского «Теория управления движением»,
Р. Беллмана «Динамическое программирование», Р. Калмана «To-
pics in Mathematical System Theory», М. Атанса, П. Фалба «Оптима-
льное управление» та ін.

А. Г. Бутковський розвив теорію для випадку розподілених сис-
тем «Теория оптимального управления системами с распределен-
ными параметрами», В.С. Пугачов вивчав стохастичні постановки
задачі оптимального керування «Теория случайных функций и ее
применение к задачам стохастического управления». Теорія опти-
мальних дискретних систем розвивалася у роботах Я.З. Ципкіна,
Л.І. Розоноера, А.І. Пропою та ін.

Принцип максимуму, сформульований Л.С. Понтрягіним і його
співробітниками відомий в усьому світі й широко використовуєть-
ся в теорії оптимального керування. Ідеї методу динамічного про-
грамування, розробленого Р. Беллманом, досить успішно застосо-
вуються в комп’ютерно-інтегрованих комплексах.

Роботою О.А. Фельбаума «Теория дуального управления» за-
кладаються теоретичні основи й формулюються визначальні ідеї
теорії дуального керування, у якій відбито саму сутність фундаме-
нтальних процесів, що поєднують навчання й керування. Визнача-
ється стратегія розвитку адаптивних систем керування.

Неоціненний внесок у розвиток теорії адаптивних систем вне-
сли своїми роботами В.В. Казакевич «Системы автоматической
оптимизации», «Системы экстремального регулирования и некото-
рые способы улучшения их качества и устойчивости», В.М. Глуш-
ков «Самоорганизация и самонастройка. Методы решения сложных
вариационных задач», О.А. Красовський «Динамика непрерывных
самонастраивающихся систем», «Алгоритмические основы опти-
мальных адаптивных регуляторов нового класса», Я.З. Ципкін
«Адаптация и обучение в автоматических системах», В.М. Кунце-
вич «Импульсные самонастраивающиеся и экстремальные системы
автоматического управления», О.І. Кухтенко «Динамика самона-
страивающихся систем со стабилизацией частотных характерис-
тик», Л. Браун «Приспосабливающиеся автоматические системы»,
Дж. Траскел «Самонастраивающиеся системы», «Принцип управ-
ления с приспосабливанием» та ін.
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У 90-х роках активно починає розвиватися теорія робастного
керування. Напрямок був заснований Дж. Зеймсом. Він розвивався
у роботах Д. Дойла, Б. Френсіса, К. Гловера «State-space Solutions
to Standard 2Н  and Н  control problems», «Guaranteed Margins for
LQG Regulators», «Minimum Entropy H Control» та багатьох інших
дослідників. Важливі результати щодо робастної стійкості було
отримано С.В. Ємельяновим «Избранные труды по теории автома-
тического управления», В.М. Кунцевичем з робастно-адаптивного
керування динамічними об’єктами «Управление в условиях не-
определенности», Б.Т. Поляком і П.С. Щербаковим з робастного
синтезу «Робастная устойчивость и управление» та ін.
Н - теорія дозволила об’єднати частотні методи й методи просто-

ру станів, по новому ставити завдання оптимізації.
Великий внесок у розвиток теорії й практики систем автоматики

спеціального призначення внесли П.І. Чінаєв, М.Ф. Самусенко,
І.І. Погожев, В.І. Щеголєв, В.В. Корнєєв, В.К. Кутузов. К.А. Безен-
кін, Ю.С. Жаров та ін.

За останні 20 років теорія автоматичного керування зазнала се-
рйозних змін, розширилася за рахунок нових напрямків, ініційова-
них черговим етапом розвитку людства у XXI ст.

Основними характерними ознаками сучасної теорії автоматич-
ного керування є опис процесів і систем у змінних стану і застосу-
вання для їх аналізу і синтезу методів простору станів.

В.А. Якубович у роботі «Решение некоторых матричных нера-
венств» розвинув метод лінійних матричних нерівностей (ЛМН),
який знайшов численних послідовників. Після виходу у світ моно-
графії С. Бойда, Л. Ель Гауи, Є. Ферона, В. Балакрішнана «Linear
Matrix Inequalities in System and Control Theory» метод ЛМН пере-
творився у зручний і загальноприйнятий апарат дослідження різ-
номанітних завдань керування.

Способи керування хаотичними режимами, які властиві для не-
лінійних систем, ґрунтуються на роботах Б.Т. Поляка «Стабилиза-
ция хаоса с помощью прогнозирующего управления».

Вельми плідним для вирішення завдань теорії керування вважа-
ється метод рандомізації: Б.Т. Поляк, Є.Н. Грязіна «Hit and Run:
New Design Technique for Stabilization, Robustness and Optimization
of Linear Systems».
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Принципи, завдання та методи класичної теорії автоматичного
керування зберігають свою актуальність і отримують подальший
розвиток у сучасній теорії інтелектуальних систем керування:
В. М. Лохин, В.Н. Захаров «Интеллектуальные системы управле-
ния, понятия, определения, принципы построения». При цьому
істотно зростає роль комп’ютеризації процесів оброблення інфор-
мації.

Використання математичних моделей не тільки на стадії проек-
тування систем, але й у процесі їх функціонування є характерною
рисою сучасної теорії. Важливим її розділом, що інтенсивно розви-
вається, є теорія ідентифікації, яку засновано на роботах П. Ейкхо-
ффа, Н.С. Райбмана, В.Я. Ротача, К. Острема, С. Біллінгса, М. Шет-
сена та ін.

Кожен розділ теорії автоматичного управління розвивається в
тісній взаємодії з іншими.

Основні напрямки розвитку теорії автоматичного керування на
даний час визначаються необхідністю оптимізації технологічних
процесів, стрімким розвитком робототехніки, впровадженням у
виробництво високоточних, швидкодіючих цифрових систем.

1.3 Принципи автоматичного керування

лючовими елементами будь-якої системи автоматичного
керування (САК) є: об'єкт керування й регулятор.

Об'єктом керування називається робочий механізм, агрегат або
машина, режими роботи яких автоматизуються.

Система автоматичного керування підтримує постійними або
змінює за певним законом одну або кілька фізичних величин, що
характеризують робочий режим об’єкта керування. Залежно від
призначення і типу об'єкта, що автоматизується, керованими вели-
чинами можуть бути: швидкість, кутове або лінійне переміщення,
напруга, струм, тиск, температура та ін.

Зміни керованих величин зумовлені природною властивістю
об'єкта керування реагувати на вплив зовнішніх збурень, якими
можуть бути навантаження, частота обертання, напруга джерел
живлення, температура навколишнього середовища та ін. Напри-
клад, зміна атмосферних умов змінює траєкторію польоту ракети;

К
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від частоти обертання якоря залежить напруга генератора; частота
обертання валу двигуна залежить від моменту навантаження на
ньому.

Регулятором називається комплекс автоматично діючих прила-
дів, механізмів і машин, які здійснюють управління режимом робо-
ти об’єкта керування за певним заданим настроюванням законом.

Дія регулятора змінює режим роботи об’єкта керування так, що
вплив зовнішніх збурень на керовану величину автоматично ком-
пенсується. Наприклад, ракета з регулятором курсу летить не по
природній, а по заданій траєкторії; напруга генератора з регулято-
ром напруги не змінюється при зміні частоти обертання якоря; час-
тота обертання валу виконавчого двигуна при наявності регулятора
швидкості залишається постійною при змінах навантаження і т.д

Системи автоматичного керування залежно від принципу їх дії
можна розділити на три класи:
 системи, в яких управління здійснюється за відхиленням ке-

рованої величини від її заданого значення (принцип Ползунова–
Уатта).
 системи, у яких керування здійснюється за величиною діючо-

го на об’єкт керування збурення (принцип Понселе–Чиколева).
 системи, в яких управління за відхиленням керованої величи-

ни поєднується з керуванням за основними збуреннями.
Керування за відхиленням. У більшості сучасних систем керу-

вання здійснюється за відхиленням керованої величини від задано-
го настроюванням її значення або від заданого закону її зміни.

Функціональну схему САК за відхиленням показано на рис. 1.2.
До складу регулятора входять датчик розузгодження (ДР), підси-
лювач і виконавчий орган.

Спеціальний задавальний елемент (ЗЕ) формує на вході системи
сигнал керування  tr . Під дією посиленого й перетвореного сигна-
лу керування виконавчий орган забезпечує досягнення об’єктом
керування необхідного значення керованої величини  ty  або фор-
мування необхідного закону її зміни.

По каналу зворотного зв’язку, реалізованому за допомогою спе-
ціальних датчиків, інформація про дійсне значення керованої вели-
чини у вигляді сигналу зворотного зв’язку    tуty з.з надходить
на датчик розузгодження (ДР) зі знаком зворотним знаку сигналу
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керування. Таким чином, вхідним сигналом підсилювача служить
різницевий сигнал      tytrt з.з . У теорії автоматичного керу-
вання сигнал  t  прийнято називати сигналом розузгодження.

 tr  t

 tyз.з

 ty

 tm0

Підсилювач орган
Виконавчий

керування
єктбО 

язоквз
Зворотний


ротялугеР

ЗЕ
ДР

Рис. 1.2. Функціональна схема САК за відхиленням

При досягненні об’єктом керування необхідного значення керо-
ваної величини  ty  сигнал розузгодження стає рівним нулю й
керування припиняється.

Якщо під дією зовнішніх збурень  tm0  об’єкт керування змі-
нить необхідне значення керованої величини, то зміниться й рівень
сигналу зворотного зв’язку    tуty з.з , а, отже, на виході ДР
з’явиться сигнал розузгодження      tytrt з.з пропорційний
відхиленню керованої величини від необхідного значення. Цей
сигнал підсилюється попереднім підсилювачем і подається на ви-
конавчий орган регулятора – керована величина повертається до
необхідного значення. Відзначимо, що регулятор діє на об’єкт
керування так, щоб відновити задане значення керованої величини,
тобто зменшити виникаючі відхилення.

Таким чином, система з керуванням за відхиленням завжди має
замкнутий контур керування, що складається з прямого ланцюга,
по якому передається керуючий вплив на об’єкт керування, і лан-
цюга зворотного зв’язку по керованій величині.

У ряді випадків потужність сигналу на виході датчика розузго-
дження виявляється достатньою для безпосереднього керування
виконавчим органом регулятора. Системи, у яких сигнал датчика
розузгодження безпосередньо впливає на виконавчий орган, нази-
ваються системами автоматичного керування прямої дії.
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У більшості систем потужність сигналу на виході датчика розу-
згодження мала і наявність підсилювачів є необхідною. Крім пока-
заних на рис. 1.2 елементів, до складу регулятора можуть входити
перетворювачі сигналу керування, додаткові зворотні зв’язки й
допоміжні коригувальні пристрої, що забезпечують задану точність
і необхідну швидкодію системи.

Слід підкреслити, що в системі з керуванням за відхиленням
відбувається одночасна компенсація впливу всіх збурень, що діють
як на об’єкт керування, так і на елементи регулятора і викликають
зміну заданого значення керованої величини.

Одночасна й автоматична компенсація впливу на керовану ве-
личину всіх діючих на систему збурень – найважливіше достоїнст-
во принципу керування  за відхиленням.

Керування за збуренням. У системах автоматичного керування
за збуренням регулювання заданого режиму роботи об’єкта керу-
вання здійснюється за величиною діючого на нього зовнішнього
збурення.

Функціональну схему системи автоматичного керування за збу-
ренням показано на рис. 1.3.

 tr  ty

 tm0

 tm01
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ЗЕ керування
єктбО 

орган
ВиконавчийПідсилювач

збурень
Вимірювач

ротялугеР

Рис. 1.3. Функціональна схема САК за збуренням

У складі регулятора є вимірювальний елемент, що визначає ве-
личину діючого на об’єкт керування зовнішнього збурення, яке
змінює необхідне значення керованої величини. У розглянутій схе-
мі це збурення  tm01 . Результати вимірювання перетворюються на
керуючий сигнал  tym . Після попереднього підсилення й необхід-
них перетворень керуючий сигнал подається на виконавчий орган
регулятора, який впливає на об’єкт керування й автоматично від-
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новлює задане значення керованої величини або заданий режим
роботи.

Таким чином, система автоматичного керування за збуренням
не має зворотного зв’язку між виходом об’єкта керування і входом
регулятора і є системою з розімкненим контуром керування.

Слід зазначити, що система автоматичного керування за збу-
ренням автоматично компенсує вплив на режим роботи об’єкта
керування тільки тих зовнішніх збурень, які виміряні.

Зазвичай керування ведеться за основним збуренням, що викли-
кає найбільші відхилення керованої величини від її заданого зна-
чення. Таке зовнішнє збурення визначається, як правило, експери-
ментально, виходячи з умов можливого функціонування САК, на
основі аналізу залежностей між керованою величиною й зовнішні-
ми збуреннями. Настроювання параметрів виконавчого органа ре-
гулятора проводиться за нульового або номінального значення зов-
нішнього збурення.

Комбіноване керування. При комбінованому керуванні одноча-
сно використовуються обидва розглянутих вище принципи керу-
вання. Система з комбінованим керуванням має як замкнутий кон-
тур керування за відхиленням, так і додатковий ланцюг компенса-
ції одного зі збурень, що діють на об’єкт керування.

Принципову схему системи комбінованого керування показано
на рис. 1.4. Замкнутий контур керування за відхиленням забезпечує
компенсацію впливу на керовану величину всіх зовнішніх збурень,
що діють на об’єкт керування і регулятор.
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Рис. 1.4. Функціональна схема САК комбінованого керування
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Для підвищення точності керування і компенсації впливу осно-
вного збурення  tm01 , що викликає найбільше відхилення керова-
ної величини, служить розімкнений ланцюг керування за основним
збуренням. Спеціальний пристрій вимірює основне збурення
 tm01 ; результати вимірювання перетворюються на керуючий сиг-

нал  tym , який вводиться в замкнутий контур керування за відхи-
ленням і є додатковим коригувальним керуючим сигналом, що
підвищує якість керування.

При комбінованому керуванні можливо забезпечити незалеж-
ність (інваріантність) керованої величини від основного збурення й
отримати максимальну точність керування. Застосування комбіно-
ваного керування дозволяє розширити діапазон роботи систем і
значно поліпшити їх якісні показники. В даний час комбіновані
системи найбільш інтенсивно розвиваються в усіх областях техніки.

1.4 Типи систем автоматичного керування

се розмаїття систем автоматичного керування (САК) може
бути впорядковано, якщо керуватися їх певними ознаками,

наприклад такими як: задачі керування; характер процесу керуван-
ня; вигляд моделі процесу керування; тип помилки системи; вид
адаптації та ін. Ознаки класифікації показано на рис. 1.5.

Завдання автоматичного керування визначається необхідним за-
коном зміни керованої величини. Залежно від характеру зміни
керованої величини системи автоматичного керування можна роз-
ділити на три групи:
 стабілізуючі, тобто такі, що забезпечують сталість керованої

величини;
 програмні, в яких керована величина, змінюється за певною,

заздалегідь заданою програмою;
 слідкуючі, тобто такі, які забезпечують змінення керованої

величини за будь якого, що змінюється у часі закону.
В основу роботи кожної з перерахованих САК може бути по-

кладений будь-який з розглянутих у параграфі 1.3 принципів керу-

У
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вання. Розходження буде полягати, головним чином, у характері
зміни сигналу керування  tr  системою.
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Рис. 1.5. Класифікація систем автоматичного керування

Прикладами стабілізуючих систем слугують автопілот курсу лі-
така, стабілізатор башти танка, система частотного автопідстрою-
вання в радіоприймальних пристроях та ін.
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Програмні системи відрізняються від стабілізуючих наявністю в
них програмуючих пристроїв. Програма зазвичай задається
комп’ютером, але можуть застосовуватися як програмуючі задат-
чики профільовані реостати та потенціометри, копіри, годинникові
механізми, релейні елементи і схеми, гіроскопи та ін. Точність від-
творення заданої програми зміни керованої величини у загальному
випадку залежить як від параметрів регулятора, так і від інваріант-
ності програмуючого пристрою від діючих на нього зовнішніх збу-
рень.

Програмні системи автоматичного керування широко застосо-
вуються для створення копіювальних верстатів і автоматичних
верстатних ліній, для керування траєкторією польоту ракет, авто-
матизації керування рухом кораблів, літаків та наземних об’єктів.

Прикладами слідкуючих систем є електропривод дистанційного
переміщення об’єкта, синхронно-слідкуюча система передачі кута,
система фазового підстроювання частоти та ін. У цьому випадку
потрібна програма заздалегідь не відома. Вона обумовлюється по-
точною зміною керованої величини і з великою точністю та швид-
кістю повинна відтворюватися системою.

Виходячи із завдання керування, на практиці зустрічаються
САК, які є і стабілізуючими і слідкуючими одночасно, наприклад
системи стабілізації поля зору приладів спостереження. При коли-
ваннях рухомої основи, на якій встановлено прилад спостереження,
САК забезпечує стабілізацію його поля зору. У разі переміщення
спостережуваного через прилад об’єкта, САК може бути переведе-
на у режим стабілізованого слідкування за ним.

Характер процесу керування при тих самих завданнях керу-
вання може бути різним. Керування буває безперервним, дискрет-
ним і релейним.

Безперервним керуванням називається таке керування, за якого
безперервна зміна керованої величини системи супроводжується
безперервною зміною вхідних і вихідних величин (механічних,
електричних, гідравлічних і т. д.) у всіх елементах, що входять до
неї.

Приклад безперервної зміни вхідної  tri й вихідної  tyi  вели-
чин i -го елемента системи автоматичного керування показано на
рис. 1.6.
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Система, у якій здійснюється безперервне керування, називаєть-
ся системою безперервної дії, а елементи, з яких вона складається –
елементами безперервної дії.

 tri  ty i

iy

t

ir
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САК
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Рис. 1.6. Елемент безперервної дії

Дискретним керуванням називається таке керування, за якого
хоча б в одному елементі САК при безперервній зміні вхідної ве-
личини вихідна величина має вигляд імпульсів, які чергуються
(рис. 1.7).

tt

 tyi tri

iyir

САК
Елемент

Рис. 1.7. Імпульсний елемент

Система, у якій здійснюється дискретне керування, називається
системою дискретної дії, а елемент, що перетворює безперервний
вхідний сигнал в імпульсний – імпульсним елементом.

Вхідним сигналом імпульсного елемента може бути й імпульс-
ний сигнал, наприклад, за послідовного з’єднання двох імпульсних
елементів.

Системи дискретної дії діляться на дві основні групи: імпульсні
і цифрові.

Імпульсна система має у своєму складі імпульсний елемент. У
процесі перетворення імпульсним елементом безперервного сигна-
лу здійснюється його квантування за часом і імпульсна модуляція.
Основні види імпульсної модуляції при перетворенні одного і того
ж безперервного сигналу показано на рис. 1.8. Форма імпульсу при
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цьому може бути будь-якою, але зазвичай використовуються пря-
мокутні імпульси.
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Рис. 1.8. Види імпульсної модуляції:
а – амплітудна; б – широтна; в – частотна

Цифрова система також має у своєму складі імпульсний еле-
мент. Але завдання його більш широкі: квантування безперервного
вхідного сигналу за часом і рівнем, його імпульсна модуляція, пере-
ведення дискретного сигналу у двійковий код.

Регулятор на базі цифрового комп’ютера показано на рис. 1.9.
 kTri  kThi tri  tyi

АЦП ЦАПютерпком
Цифровий



Рис. 1.9. Регулятор цифрової системи керування

Вхідним інтерфейсом комп’ютера є аналого-цифровий перетво-
рювач (АЦП), необхідний для перетворення безперервної зміни
вхідної  tri  величини у дискретний кодований сигнал  kTri . Ви-
хідним інтерфейсом комп’ютера служить цифро-аналоговий пере-
творювач (ЦАП). Він перетворює кодований сигнал  kThi , який
виводиться із комп’ютера, у безперервну величину  tyi .

Імпульсні елементи та цифрові обчислювальні пристрої вводять
до складу систем автоматичного керування у тих випадках, коли
для вирішення завдань потрібна складна обробка інформації або
виконання таких операцій, які не можуть бути здійсненні з необ-
хідною точністю за допомогою безперервного керування.

Релейним керуванням називається таке керування, під час якого
хоча б в одному елементі САК при безперервній зміни вхідної ве-
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личини, вихідна величина у деяких точках процесу, які залежать
від значення вхідної величини, змінюється стрибками.

Система, у якій здійснюється релейне керування, називається
системою релейної дії, а елемент, що перетворює безперервний
вхідний сигнал у стрибкоподібний – релейним елементом. Варіан-
ти характеристик релейних елементів показано на рис. 1.10.

rrr

yy y

Рис. 1.10. Характеристики релейних елементів

Формування стрибкоподібної вихідної величини релейним еле-
ментом типу «насичення із зоною нечутливості» під час надхо-
дження на його вхід безперервної гармонійної величини показано
на рис. 1.11.

Релейні елементи мають миттєву реакцію, тому їх використо-
вують у швидкодіючих системах.

 tri  ty i

ir iy

tt

Рис. 1.11. Проходження гармонійного сигналу через нелінійний елемент

Важливим достоїнством систем релейного керування є простота
конструкції, що значною мірою зумовило їх широке застосування
майже у всіх областях техніки.

Вид моделі процесу керування є основною ознакою поділу сис-
тем автоматичного керування за характером внутрішніх динаміч-
них процесів.

Процеси керування, що протікають у системі, визначаються не
тільки динамічними властивостями елементів, що входять у САК,
але й характером діючих на неї керуючих сигналів і збурень. У
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загальному випадку процес керування описується складним дифе-
ренціальним рівнянням вигляду

       

           
,,...,,...,,,...,,

,...,,,

2
2

1
1

2

2

0
















dt
tdmtm

dt
tdmtm

dt
tdrtrF

dt
tyd

dt
tyd

dt
tdytyF

B

n

n

         (1.1)

де ліва частина характеризує власні динамічні властивості системи,
а права – визначає вплив на процес керування всіх зовнішніх впли-
вів.

У деяких випадках модель (1.1) записується в інтегро-
диференціальній формі. Іноді до її складу входять і часткові похід-
ні. Зміна керованої величини  ty у часі знаходиться загальним
рішенням рівняння (1.1) при заданих зовнішніх впливах  tr  і  tm .

Залежно від виду моделі процесу керування, тобто виду дифе-
ренціального рівняння, яким описується процес керування, системи
автоматичного керування можна умовно розділити на три групи:
лінійні; особливі лінійні; нелінійні.

Лінійними системами автоматичного керування називаються
такі системи, у яких процеси керування описуються лінійними ди-
ференціальними рівняннями з постійними коефіцієнтами.

Постійні коефіцієнти визначаються параметрами елементів
САК, наприклад, масою, моментами інерції, індуктивністю, ємніс-
тю, опором і т. д. Параметри елементів покладаються зосередже-
ними, а самі елементи – лінійними.

Теорія й методи дослідження лінійних диференціальних рівнянь
розроблені найбільш повно, що дозволяє широко застосовувати їх
для рішення інженерних завдань аналізу й синтезу систем автома-
тичного керування.

До особливих лінійних систем автоматичного керування відно-
сяться:

– лінійні системи зі змінними параметрами. Такими системами
є, наприклад, керовані ракети, польотна вага яких безупинно змен-
шується внаслідок витрати палива; гіроскопічні системи автомати-
чного керування з початковим розгоном ротора гіроскопа, кінема-
тичний момент якого убуває зі зменшенням швидкості; системи з
автономними джерелами живлення обмеженої потужності і ціла
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низка інших автоматичних пристроїв. Процеси керування в систе-
мах зі змінними параметрами описуються лінійними диференціа-
льними рівняннями, коефіцієнти в яких є функціями часу;

– лінійні системи з розподіленими параметрами, наприклад си-
стеми з довгими електричними лініями або довгими трубопровода-
ми, хвильові процеси в яких істотно впливають на керування. Ди-
ференціальні рівняння, що описують процеси у таких системах,
містять часткові похідні;

– лінійні системи із запізнюванням, у яких один або кілька еле-
ментів реагують на безперервний вхідний сигнал із затримкою (за-
пізнюванням) на деякий час  , званий часом запізнювання. Проце-
си керування описуються у цьому випадку лінійними диференціа-
льними рівняннями, до складу яких входять спеціальні множники,
що враховують запізнювання;

– лінійні імпульсні системи, що містять у своєму складі лінійний
імпульсний елемент, що має змінний параметр імпульсів (ампліту-
ду, тривалість або частоту), який змінюється пропорційно керую-
чому впливу. Перехідні процеси в таких системах часто описують-
ся лінійними диференціальними рівняннями, які складені для сере-
дніх значень керованої величини.

Нелінійними системами автоматичного керування називаються
системи, що містять у своєму складі один або кілька нелінійних
елементів.

До нелінійних елементів крім розглянутих раніше відносяться
також всі елементи, вихідна величина яких залежить від добутку
двох або декількох змінних чи їх похідних, нелінійні імпульсні
елементи і нелінійні елементи із запізнюванням.

За наявності в системі нелінійного елемента процеси керування
описуються нелінійними диференціальними рівняннями, рішення
яких у загальному вигляді у більшості випадків неможливо. Рішен-
ня конкретних нелінійних рівнянь ведеться методом лінеаризації,
наближеними аналітичними методами, графоаналітичними спосо-
бами або із залученням комп’ютерних технологій.

Тип помилок, що характеризують точність роботи системи в
усталених режимах, певною мірою визначає її якість.

Усталеною помилкою називається різниця між точним, заданим
налаштуванням значенням керованої величини та її дійсним зна-
ченням в усталеному режимі.
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Налаштування автоматичної системи проводиться так, щоб при
номінальних збуреннях, діючих на неї, керована величина точно
відповідала заданому значенню. Однак у процесі роботи системи
збурення можуть змінюватися і приймати значення, відмінні від
тих, які мали місце при налаштуванні. Наприклад, під час роботи
системи може змінитися навантаження на об’єкт керування, темпе-
ратура, тиск, напруга мережі живлення елементів системи тощо.
Зміна діючих на систему збурень може послужити причиною вини-
кнення помилок. Різні системи по-різному реагують на зміну осно-
вних збурень.

Система називається астатичною, якщо вона підтримує по-
стійність усталеного значення керованої величини при всіх заданих
змінах основного збурення.

Система називається статичною в тих випадках, коли зовніш-
нє збурення викликає певне відхилення керованої величини від
заданого налаштуванням значення.

Зміна керованої величини системи залежно від зміни основного
збурення задається зазвичай у вигляді статичної характеристики

 mfy  . Порівняльні характерисктики астатичної і статичної
систем показано на рис. 1.12.
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Рис. 1.12. Статичні характеристики

Статизм системи прийнято характеризувати відношенням
відхилення керованої величини при номінальному значенні
основного збурення Nm до її значення за відсутності основного
збурення, вираженим у відсотках
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Відхилення керованої величини при номінальному значенні
основного збурення від її значення за відсутності основного
збурення називається абсолютною статичною помилкою

.0 Nyyy                                         (1.3)

Таким чином, для астатичних систем маємо 0y  й 0S .
Для статичних систем статизм буде позитивний 0S , якщо

керована величина зі збільшенням основного збурення змен-
шується, і негативний 0S , якщо при збільшенні основного
збурення керована величина росте.

Статичні системи зазвичай конструктивно простіше астатичних,
але точність керування у них нижче, тому, що усталене значення
керованої величини змінюється залежно від зовнішнього збурення.

У слідкуючих системах і в системах програмного керування,
крім стаціонарного усталеного режиму, можуть бути й інші сталі
режими, характер яких визначається видом і законом зміни
керуючого впливу. Кожному з можливих усталених режимів
будуть відповідати певні усталені помилки.

Наприклад, якщо сигнал керування  tr слідкуючої системи з
моменту 0tt   часу стане наростати за лінійним законом з
постійною швидкістю (рис. 1.13, а), то після деякого перехідного
процесу 10 tt   виконавчий орган почне переміщати об’єкт
керування  ty за тим же законом і з тією ж швидкістю. Проте
матиме місце запізнювання керованої величини відносно вхідної.
Це запізнювання сonstθсл  називається помилкою слідкування.

Помилка слідкування в першому наближенні пропорційна
швидкості зміни сигналу керування

 
dt

tdrс1слθ  .             (1.4)

Аналогічна картина спостерігається й при гармонічній зміні
керуючого сигналу   tatr rr ωsin . Після короткочасного
перехідного процесу (рис.1.13, б) в системі встановлюється режим
гармонічних усталених коливань з помилкою сonstψсл  . У
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даному випадку помилка слідкування слψ має розмірність фази і в
першому наближенні пропорційна частоті задаючого впливу

rс ωψ 2сл  .                                         (1.5)
Помилки слідкування постійні тільки для астатичних систем.

Якщо така система має постійну помилку слідкування, то говорять,
що система має астатизм першого порядку. Якщо постійна
помилка слідкування дорівнює нулю, то система має астатизм
другого порядку.

ry,
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слθ

0t 1t

r y

ry,

t

слψ

0t 1t

r y

а                                                      б

Рис. 1.13. Усталені помилки слідкуючих систем:
а – при спостереженні з постійною швидкістю;

б – при гармонічній зміні сигналу керування

Ступінь використання інформації про стан об’єкта керу-
вання дозволяє вибрати спосіб керування ним.

У розімкнених  системах (рис. 1.14, а) автоматичного керування
керуючий вплив  tu формується як функція задавального (збурю-
вального) впливу  tr .

Якщо відома модель об’єкта керування  uYy   в алгебричній
або диференціальній формі й відомо його необхідну поведінку –
закон зміни керованої величини  ty , то в ряді випадків виявляєть-
ся можливим вирішити обернену задачу і визначити     tyGtu  ,
тобто визначити те керування, яке необхідне для реалізації закону
зміни керованої величини об’єкта керування. Знайдений закон ке-
рування  tu  реалізується регулятором. Багато систем програмного
керування побудовано як розімкнуті.
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Основним недоліком розімкнених САК є низька точність їх мо-
делі  uYy  , тому що практично неможливо врахувати всі умови
функціонування об’єкта керування.

У замкнутих системах (рис. 1.14, б) автоматичного керування
керуючий вплив  tu  формується як функція розузгодження
     tytrt   поточного значення керованої величини від необ-

хідного задавального впливу. Процес керування зводиться до зміни
керованої величини до значень, при яких функція розузгодження
звернеться в нуль або буде мінімальна.

 ty tr  ty tr
 tu  tu

а б

Регулятор керуванняя
єктбО 

керуванняя
єктбО Регулятор

Рис. 1. 14. Функціональні схеми САУ:
а – розімкненої; б – замкнутої

Застосування замкнутих систем дозволяє досягати цілей керу-
вання незалежно від причин, що викликають розузгодження, будь
то зміна внутрішніх властивостей об’єкта керування або зовнішніх
впливів.

Ступінь використання у САК інформації про параметри і
структуру об’єкта керування уможливлює розділити їх на систе-
ми, які можуть пристосовуватися до зміни зовнішніх умов і власти-
востей об’єкта керування, і системи не здатні до пристосовування.
Перші прийнято називати адаптивними, другі – не адаптивними
системами автоматичного керування. На практиці прикметник «не
адаптивні» при описі систем звичайно опускається.

Адаптивними називаються системи автоматичного керування,
здатні змінювати закон управління з метою здійснення найкращого
в деякому сенсі якості керування незалежно від зовнішніх впливів.

Функціональну схему адаптивної САК наведено на рис. 1.15.
Тут пристрій адаптації змінює структуру регулятора або його па-
раметри.
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За характером настроювання регулятора, виконуваного при-
строєм адаптації, системи діляться на:

 самоналагоджувальні;
 самоорганізуючі;
 самонавчальні.

Принципова відмінність перших двох систем полягає у тому, що
в самоналагоджувальних адаптація досягається тільки за рахунок
зміни параметрів регулятора, в той час як в самоорганізуючих –
зміною, як параметрів, так і структури регулятора.

 ty tr
 tu

Регулятор керуванняя
єктбО 

адаптації
Пристрій

Рис. 1. 15. Функціональна схема адаптивної САК

Самонавчальні системи накопичують і аналізують інформацію
про поведінку САК, коригують алгоритми керування в інтересах
підвищення її якості. Такі системи будуються з використанням
декількох рівнів адаптації, кожен з яких удосконалює алгоритм
роботи нижчестоящого.

Виходячи із завдання адаптації, розрізняють системи зі стабілі-
зацією якості керування та з оптимізацією якості керування (екс-
тремальні системи).

Система зі стабілізацією якості керування підтримує необхід-
ний рівень якості САК відповідно до обраного критерію.

Система з оптимізацією якості керування здійснює пошук екс-
тремума якості відповідно до обраного критерію й подальше його
підтримання на необхідному рівні з певною точністю.

Адаптивне керування може застосовуватися, наприклад, для
підтримання економічної швидкості польоту літака при мінімаль-
ній витраті палива та висоті польоту, масі літака, швидкості і на-
прямку вітру, які змінюються. Це забезпечить досягнення максима-
льної дальності польоту при наявному запасі палива.
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Ступінь участі людини (оператора) у процесі управління ви-
значає рівень автоматизації систем. Системи керування можуть
бути ручними, напівавтоматичними і автоматичними (рис. 1.16).

У ручній системі (рис. 1.16, а) оператор знаходиться в контурі
керування об’єктом. Він оцінює розузгодження  t поточного
значення керованої величини від необхідної і формує команди ке-
рування. Останні відпрацьовуються регулятором, забезпечуючи
необхідну динаміку об’єкта керування.

 ty
 tr

 ty tr

 ty t

а

б

в

 t

 t

Оператор

Оператор

Оператор

Регулятор

Регулятор

Регулятор

керування
єктбО 

керування
єктбО 

керування
єктбО 

Рис. 1.16 Системи керування:
а – ручна; б – напівавтоматична; в – автоматична

У напівавтоматичних системах (рис. 1.16, б) оператор виклю-
чений з контуру керування. Його головним завданням є формуван-
ня програми  tr  керування. Власне ж керування об’єктом відбува-
ється автоматично. При цьому регулятор контролює розузгодження
     t r t y t    поточного значення керованої величини від необ-

хідного задаючого впливу.
Автоматичні системи (рис. 1.16, в) не вимагають участі опера-

тора у керуванні об’єктом. Функції оператора обмежені включен-
ням системи і запуском її в роботу.

Той чи інший тип системи керування використовується виходя-
чи із завдань, покладених на об’єкт керування.
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Включення оператора в контур керування певним чином впли-
ває на динаміку системи. Необхідно враховувати, що параметри
різних операторів можуть істотно відрізнятися один від одного.
Вони можуть змінюватися в одного і того ж оператора, виходячи з
обсягу виконуваної роботи та її напруженості. Багато що залежить
від стомлюваності конкретних індивідуумів, їх здібностей, трено-
ваності.

З позицій теорії автоматичного керування людина є досить пла-
стичною динамічною ланкою. У ході навчання й тренувань вона
добре адаптується як до систем керування, так і умовам, у яких
здійснюється керування. Головне полягає в тому, щоб отримані
знання й навички постійно підтримувалися на необхідному рівні й
постійно удосконалювалися.

1.5 Контрольні питання й завдання

1. Принципові відмінності й переваги автоматизації від механі-
зації.

2. Дайте визначення системі керування.
3. Основні компоненти процесу керування та їх призначення.
4. Роль кібернетики й автоматики у вивченні процесів керування.
5. Чому теорію автоматичного керування вважають науковою ос-

новою автоматики?
6. У чому полягає принципова відмінність між системами авто-

матичного керування (САК), автоматичного регулювання (САР) і
автоматизованого керування (АСК)?

7. Назвіть основоположників теорії автоматичного керування та
їх головні роботи.

8. У чому полягають головні досягнення 20 сторіччя у розвитку
теорії автоматичного керування?

9. З якою метою й коли було створено міжнародну організацію
IFAC?

10. Назвіть характерні ознаки розвитку сучасної теорії автома-
тичного керування.

11. Назвіть основні принципи автоматичного керування.
12. У чому полягає принцип керування за відхиленням?
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13. Зобразіть функціональну схему системи автоматичного ке-
рування за відхиленням.

14. У чому полягає принцип керування за збурюванням?
15. Чим зумовлено створення систем комбінованого керування?
16. Назвіть основні ознаки класифікації систем автоматичного

керування.
17. Призначення й функціональне виконання стабілізуючих систем.
18. Призначення і функціональне виконання слідкуючих систем.
19. Призначення і функціональне виконання програмних систем.
20. Відмінні риси безперервного, дискретного й релейного ке-

рування.
21. Що таке цифрова система і її відмінність від системи дис-

кретної.
22. Якими бувають помилки в статичних та астатичних систе-

мах?
23. Що таке статична система керування?
24. Чим відрізняється астатична система керування від статичної?
25. У яких системах автоматичного керування можуть виникати

постійні помилки слідкування?
26. Принципові відмінності замкнутих систем автоматичного

управління від розімкнених?
27. Навіщо необхідно було створювати адаптивні системи керу-

вання?
28. Які види адаптивних систем Ви знаєте?
29. Класифікуйте системи керування за ступенем участі в них

людини-оператора.
30. Зобразіть функціональну схему системи ручного керування.
31. Вкажіть функції людини-оператора в автоматичній системі

керування.
32. Зобразіть функціональну схему системи напівавтоматичного

керування.
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2.1 Нелінійні диференціальні рівняння.
      Лінеаризація рівнянь

роцеси функціонування автоматичних пристроїв опису-
ються рівняннями руху, що визначають зв’язок між вихід-

ною (керованою) величиною пристрою, сигналами керування та
збурювальними впливами.

Узагальнену функціональ-
ну схему автоматичного при-
строю показано на рис. 2.1.
Тут усі величини є функціями
часу:       trtrtr k,...,,  – сиг-
нал керування та його похідні;
      tmtmtm k,...,,  – збурю-

вальний вплив і його похідні;       tytyty n,...,,  – вихідна (керована)
величина та її похідні.

Повні рівняння руху являють собою, як правило, складні нелі-
нійні диференціальні рівняння високого порядку

                 tytytmtmtrtrUty nkm ,...,,,...,,,...,  .         (2.1)
На практиці робочі процеси з достатньою для інженерних роз-

рахунків точністю можна описати лінійними диференціальними
рівняннями з постійними коефіцієнтами.

В основі лінеаризації нелінійних рівнянь лежить припущення
про те, що в описуваному автоматичному пристрої змінні
     tmtytr ,,  змінюються таким чином, що їх відхилення від уста-

лених значень залишаються увесь час достатньо малими.

П

ГГллаавваа 22 МЕТОДИ МАТЕМАТИЧНОГО
ОПИСУ СИСТЕМ

 АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ

Автоматичний
пристрій

 tr
 tr

  tr m

 tm  tm   tm k

 ty
 ty

Рис. 2.1. Функциональна схема
автоматичного пристрою
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...   ty n...
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Перепишемо рівняння (2.1) як
                tmtmCtytytrtrF knm ,...,,...,,,...,  .         (2.2)

Припустимо, що усталений процес в автоматичному пристрої
матиме місце за деяких постійних значень змінних   ,0rtr 

    00 , mtmyty  . Рівняння (2.2) пристрою в усталеному режимі
набуває вигляду

   0,...,0,0,...,0,,0,...,0, 000 mCyrF  .                   (2.3)
Позначимо відхилення змінних у процесі функціонування авто-

матичного пристрою від їх усталених значень через r і y . Тоді
поточні значення змінних та їх похідних дорівнюватимуть
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Розкладемо функцію F  рівняння (2.2)  у ряд по ступенях малих
відхилень змінних, розглядаючи всі їх похідні як самостійні змінні,
і обмежимося значеннями величин першого порядку малості
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 (2.4)

У рівнянні (2.4) нульовий індекс 0 за частинних похідних позна-
чає необхідність підстановки у них постійних значень ,0,...,0,0r

0,...,0,0y змінних усталеного процесу. Таким чином, усі частинні
похідні рівняння (2.4) являють собою деякі коефіцієнти.
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Тоді рівняння (2.4) перетвориться до вигляду

   

       .,...,...

...0,...,0,,0,...,0, 1010
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(2.5)

Після віднімання із рівняння (2.5) рівняння усталеного стану
(2.3), отримуємо лінеаризоване рівняння динаміки автоматичного
пристрою у відхиленнях
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               (2.6)

Збурювальні впливи       tmtmtm k,...,,   не залежать від роботи
автоматичного пристрою. Їх зміни можуть бути довільними. Тому
права частина рівняння (2.6) зазвичай лінеаризації не підлягає. У
певних випадках вона може бути лінеаризована на підставі розгля-
нутого підходу. Тоді лінеаризоване рівняння динаміки набуде ви-
гляду
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                 (2.7)

У теорії автоматичного керування прийнято записувати лінеа-
ризовані рівняння таким чином, щоб вихідна величина і її похідні
перебували у лівій частині рівняння, а сигнал керування, збурюва-
льний вплив та їх похідні – у правій. Всі члени розміщують у по-
рядку убування ступеня похідної. Крім того, знак  зазвичай опу-
скають і розкривають символ похідної. У результаті отримуємо
стандартний вигляд лінійного диференціального рівняння
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                     (2.8)

Дамо геометричну інтерпретацію розглянутого методу лінеари-
зації. Нелінійну залежність F  від r за постійних значень решти
змінних показано на рис. 2.2, а.
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Відзначимо значення 0r і знайдемо відповідну їй на кривій точ-
ку С . У точці С  проведемо до кривої дотичну. Із рис. 2.2 випли-

ває, що 







 tg

0

r
F , де  – кут нахилу дотичної в точці С , для

якої 0rr   й  0,...,0,,0,...,0, 000 yrFF  .

r0r

F

0F

B

D
С  0FF 

r

B

D
С 

а                                             б

Рис. 2.2. Геометрична інтерпретація методу лінеаризації

Перенесення початку координат у точку С (рис. 2.2, б) еквіва-
лентний заміні  tr  на rr 0  й скороченню F  на 0F .

Таким чином, лінеаризація трактуватиметься як заміна первісної
кривої BC  на дотичну до неї пряму CD . Із рис. 2.2, б випливає, що
чим менше будуть величини відхилень r , тим точніше заміна яка
проводиться.

2.2 Форми запису лінійних диференціальних рівнянь

к було відзначено у параграфі 2.1, робочі процеси в авто-
матичних системах, їх елементах, вузлах, блоках можна

описати лінійними диференціальними рівняннями з постійними
коефіцієнтами. Наприклад, рівняння руху гіроскопічного датчика
швидкості має вигляд

       tHtC
dt

tdf
dt

tdJ ω2

2





 ,                     (2.9)

де  t – вихідна величина (кут повороту рамки гіроскопа);  tω – вхід-

Я
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ний сигнал (швидкість повороту основи датчика); НCfJ ,,, –  по-
стійні коефіцієнти (момент інерції рамки і ротора гіроскопа; коефі-
цієнт в’язкого тертя в опорах рамки; коефіцієнт жорсткості демп-
фера; кінетичний момент гіроскопа).

Лінійне диференціальне рівняння системи автоматичного керу-
вання виходить у результаті спільного розв’язання лінійних дифе-
ренціальних рівнянь усіх елементів, що входять до її складу, вклю-
чаючи і об’єкт керування. Перехід від системи лінійних диференці-
альних рівнянь до одного, спільного лінійного диференціального
рівняння САК здійснюється звичайними методами виключення
проміжних змінних шляхом підстановки, зрівнювання коефіцієнтів
тощо.

У загальному випадку для системи автоматичного керування
запишемо
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де  ty – керована величина;  tr – сигнал керування;  tm – зов-
нішнє збурення; iii cba ,, – постійні коефіцієнти, зумовлені параме-
трами системи.

Для складних систем автоматичного керування, наприклад сис-
тем стабілізації інерційних об’єктів на рухомій основі, автопілотів
літаків, лінійні диференціальні рівняння їх руху мають порядок
вище восьмого. Вирішення ж диференціальних рівнянь вище тре-
тього порядку традиційними методами вже вельми утруднене.

Для спрощення перетворень та скорочення часу розв’язання за-
дачі в ТАК широко використовується символічна алгебризація лі-
нійних диференціальних рівнянь операторним методом.

Сутність операторного методу полягає у формальному відділен-
ні операції диференціювання від диференційованої змінної. Відді-
лення здійснюється уведенням умовного позначення операції ди-
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ференціювання символом p , який називається оператором і має
ступінь, рівну порядку похідної

       typ
dt

tydtpy
dt

tdy n
n

n

 ,..., .

У процесі перетворень рівнянь оператор розглядається як по-

стійна величина, що має розмірність 




с
1 .

Враховуючи, що операція інтегрування за своїм змістом проти-
лежна диференціюванню, отримаємо відповідно

       
n

n

p
tydtty

p
tydtty    ...,..., .

Переходячи до операторної форми запису лінійного диференці-
ального рівняння (2.10), маємо
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          (2.11)

Лінійне диференціальне рівняння, записане в операторній фор-
мі, називається лінійним операторним рівнянням.

У лінійному операторному рівнянні змінні, як і раніше, є функ-
ціями часу, а символ диференціювання – оператор p , розглядаєть-
ся незалежно від змінної як постійний алгебричний множник, з
яким можна проводити усі відомі алгебричні операції (множення,
ділення, зведення в ступінь, винесення за дужки тощо). За цієї умо-
ви лінійне диференціальне рівняння в операторній формі розгляда-
ється як звичайне алгебричне рівняння, що значно спрощує не
тільки його запис, але й усі необхідні у процесі розв’язання пере-
творення.

З урахуванням зроблених зауважень, приведемо рівняння (2.11)
до вигляду
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Уводячи позначення степеневих багаточленів
   
   
    ,...

;...

;...

01
1

1

01
1

1

01
1

1

cpcpcpcpC

bpbpbpbpB

apapapapA

k
k

k
k

m
m

m
m

n
n

n
n
















отримаємо скорочену операторну форму запису лінійного дифере-
нціального рівняння

            .tmpCtrpBtypA                       (2.13)
Природно, що на будь-якому етапі перетворень можливий обер-

нений перехід до звичайної диференціальної форми запису. Легко
перевірити, що для будь-якої системи лінійних диференціальних
рівнянь перетворення методом алгебризації за допомогою операто-
ра p і перетворення звичайними методами дають один і той же
результат.

Під час розрахунку складних систем автоматичного керування
знаходить застосування метод структурного зображення дифере-
нціальних рівнянь, що виключає спільне розв’язання лінійних ди-
ференціальних рівнянь елементів, що входять у систему.

Запишемо рішення операторного рівняння (2.13) руху системи
до його інтегрування як

   
   

 
    .tm
pA
pCtr

pA
pBty        (2.14)

Використовуючи принцип суперпозиції (незалежності дії сигна-
лів керування і зовнішніх збурень), з рівняння (2.14) визначаємо

   
 

 
     

 
 
  .;
pA
pC

tm
typW

pA
pB

tr
typW mr             (2.15)

Відношення керованої (вихідної) величини до сигналу керуван-
ня, записане в операторній формі, називається динамічним переда-
тним коефіцієнтом системи за сигналом керування або передатною
функцією за сигналом керування -  pWr .

Відношення керованої (вихідної) величини до зовнішнього збу-
рювального впливу записане в операторній формі, називається ди-
намічним передатним коефіцієнтом системи за зовнішнім збуренням
або передатною функцією за зовнішнім збуренням -  pWm .
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Знання передатних функцій
(2.15) дозволяє представити лі-
нійне диференціальне рівняння
(2.13) руху системи автоматично-
го керування у вигляді його стру-
ктурного зображення, яке пока-
зано на рис. 2.3.

У спеціальній літературі стру-
ктурне зображення лінійного ди-
ференціального рівняння руху САК прийнято називати структур-
ною схемою системи.

Лінійне диференціальне рівняння руху будь-якого з елементів,
що входять до складу системи автоматичного керування, може бу-
ти представлено відповідним структурним зображенням. Компози-
ція структурних зображень рівнянь елементів, що входять до скла-
ду САК, буде еквівалентна структурному зображенню лінійного
диференціального рівняння руху самої системи.

2.3 Розв’язання лінійних диференціальних рівнянь

озв’язання рівняння
           tmpCtrpBtypA                           (2.16)

при заданих зовнішніх впливах на систему визначає процес керу-
вання.

Для неоднорідних лінійних диференціальних рівнянь систем ав-
томатичного керування загальне розв’язання зазвичай визначається
методом суперпозиції (накладення) частинних розв’язків, згідно з
яким процес керування, викликаний сумою зовнішніх впливів, до-
рівнює алгебричній сумі процесів керування, викликаних кожним
із зовнішніх впливів окремо.

З метою отримання частинного розв’язку, що відображає вплив
на систему тільки одного зовнішнього впливу, необхідно в правій
частині рівняння (2.16) прийняти всі зовнішні впливи, крім розгля-
дуваного, рівними нулю. У результаті загальне рівняння (2.16) за-
мінюється низкою рівнянь, кожне з яких дозволяє знайти процес

Р

Рис. 2.3. Структурне зображення
лінійного диференціального

рівняння САК

 tr

 tm

 ty
 pWr

 pWm
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керування, викликаний тільки одним зовнішнім впливом на систе-
му:

   
       
        










tmpCtypA
trpBtypA

typA 0
.                              (2.17)

Скористаємося методом суперпозиції і знайдемо частинні й за-
гальне розв’язання рівняння (2.16).

2.3.1 Сигнал керування і зовнішні збурення відсутні

Вважаючи у рівнянні (2.16)     0,0  tmtr , отримуємо одно-
рідне диференціальне рівняння системи автоматичного керування,
вільної від зовнішніх впливів

    0typA .
Розв’язання цього рівняння можна представити сумою експо-

нент

  


 
n

i

t
i

t
n

tt in eCeCeCeCty
1

210 ...21 .            (2.18)

Тут i – корені характеристичного багаточлена  pA ; iС – постій-
ні інтегрування; n - порядок диференціального рівняння.

Корені характеристичного багаточлена знаходяться розв’язан-
ням характеристичного рівняння   0pA , тобто

  0... 01
1

1  
 apapapapA n

n
n

n .
Значення цих коренів не залежать ні від початкових умов, ні від

зовнішніх впливів, а визначаються лише конструктивними параме-
трами iа  системи.

Отже, розв’язок (2.18) однорід-
ного диференціального рівняння
описує власний рух або перехідний
процес системи автоматичного ке-
рування вільної від зовнішніх
впливів на неї. Такий перехідний
процес показано на рис. 2.4.

Постійні інтегрування iС обчи-
Рис. 2.4. Перехідний процес за
відсутності сигналу керування

Перехідний
процес
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y
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почy
почy  0tr

1t 2t

0y
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слюються виходячи з початкових умов вільного руху, тобто з ура-
хуванням значень      , , ... , ny t py t p y t , які мали місце в мо-
мент припинення зовнішніх впливів і початку перехідного процесу.

2.3.2 Система схильна до дії сигналу керування

Якщо зовнішні впливи на систе-
му відмінні від нуля, то у ній вини-
кне вимушений рух (рис. 2.5), хара-
ктер якого буде залежати не тільки
від власних параметрів системи й
початкових умов, але й від закону
зміни зовнішнього впливу.

При подачі на систему автома-
тичного керування сигналу керу-
вання  tr  її рух описується рів-
нянням

       trpBtypA  . (2.19)
Як відомо з курсу вищої математики, розв'язання неоднорідного

лінійного диференціального рівняння має вигляд
     tytyty r 0 ,

де  ty0 – загальний розв'язок однорідного диференціального рів-
няння;  tyr – частинний розв'язок неоднорідного диференціально-
го рівняння.

Загальний розв'язок однорідного диференціального рівняння

  



n

i

t
i

ieCty
1

0

описує перехідний процес, викликаний сигналом керування.
Частинний розв'язок неоднорідного диференціального рівняння

характеризує змушений рух системи, викликане сигналом керуван-
ня, і може бути знайдене як

   
   tr
рА
pBtyr  .

Усталений змушений рух системи матиме місце після закінчен-
ня перехідного процесу, тобто при t  (що відповідає 0p ).
Він зумовлений усталеним значенням сигналу керування

Рис. 2.5. Вимушений рух за
наявності сигналу керування
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    r

А
Byr 0

0 .

З урахуванням зроблених зауважень розв’язання рівняння (2.19)
прийме вигляд

   
    


r

А
BeCty

n

i

t
i

i

0
0

1

 . (2.20)

При цьому постійні інтегрування iC визначаються з урахуван-
ням не тільки початкових умов, але й усталеного значення сигналу
 r .

2.3.3 Сумісний вплив сигналу керування і зовнішнього
збурення

Рівняння руху системи автоматичного керування під час впливу
на неї тільки зовнішнього збурення має вигляд

       tmpСtypA  .                              (2.21)

Розмірковуючи за аналогією до пункту 2.3.2, отримуємо
розв’язок рівняння (2.21)
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де  ty0 ,  tym – перехідний процес та вимушений рух відповідно,
викликані зовнішнім збуренням  tm .

Виходячи з рівнянь (2.18 – 2.22), відповідно до принципу супе-
рпозиції, можна отримати спільний розв’язок неоднорідного дифе-
ренціального рівняння (2.16) руху САК, яка знаходиться під впли-
вом, як сигналу керування, так і зовнішнього збурення:
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i (2.23)

Рівняння (2.23) дозволяє вирахувати і побудувати графік зміни у
часі керованої величини  ty при дії на систему сигналів  tr і
 tm , на підставі якого вирішити питання про відповідність її ви-

могам технічних умов.



55

2.4 Розв’язання рівнянь, представлених
 структурними схемами

озв’язання лінійного диференціального рівняння, представ-
леного структурним зображенням (структурною схемою),

знаходиться комбінуванням сигналів входу і відповідних передат-
них функцій за напрямом проходження сигналів (вказані стрілка-
ми).

Застосовуючи до структурної схеми (рис. 2.3) принцип суперпо-
зиції, знаходимо розв’язок

         tmpWtrpWty mr  .                        (2.24)

Тут записи    trpWr  й    tmpWm  означають не множення, а дію
складних операторів  pWr  і  pWm на сигнали  tr  й  tm  відпо-
відно.

Рівняння (2.24) описує як перехідні процеси, так і усталений
рух. Дійсно, якщо припустити , що зовнішні впливи постійні

  constr t r  ;   constm t m  ,
то усталений режим матимемо при t , коли всі перехідні про-

цеси закінчаться. При t  оператор 0
dt
dp прагне до нуля.

Отже, усталене значення керованої величини y  можна визначити,
якщо брати в передатних функціях рівняння (2.24) оператор 0p .
Отримаємо рівняння

   mWrWy mr 00  ,                               (2.25)
що є рівнянням статики керування.

Після підстановки значень  0rW  і  0mW рівняння статики на-
буває вигляду

mkrky mr  ,                                   (2.26)

де  0
0

0
rr W

a
bk  – статичний передатний коефіцієнт системи за

сигналом керування;  0
0

0
mm W

a
ck  – статичний передатний кое-

Р
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фіцієнт системи за зовнішнім збуренням.
Якщо зовнішні збурення дорівнюють нулю, то усталене значен-

ня керованої величини прямо пропорційно сигналу керування
rky r .

Якщо ж зовнішні збурення не дорівнюють нулю, то матиме міс-
це статична помилка системи

mkyrky mr  .
Оскільки статичні передатні коефіцієнти постійні й не залежать

від зовнішніх впливів, то статичні характеристики лінійних систем
автоматичного керування є прямими лініями. Зазвичай розгляда-
ються два сімейства статичних характеристик:

- регулювальні характеристики  rFy   при constm  ;
- навантажувальні характеристики  mFy   при constr  .
У загальному вигляді статичні характеристики наведені на

рис. 2.6. На рисунку показаний також принцип визначення статич-
ної помилки y .

y y

r mNr Nm

0y

Nyy 

Nr

Nrr 

yy

  onstс m;rFy   onstс r;mFy
Рис. 2.6. Статичні характеристики САК

Метод суперпозицій дозволяє у кожному конкретному випадку
розглядати лише один вхідний сигнал і визначати відповідний до
цього сигналу процес керування. Тому надалі рівняння руху буде-
мо записувати у вигляді

       trpBtypA  ,
а передатну функцію

   
 

 
 pA
pB

tr
typW  .
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2.5 Приклад розв’язання рівняння руху САК

рипустимо, що рух автоматичної системи, яка перебуває
під впливом сигналу керування  tr , описується лінійним

диференціальним рівнянням першого порядку
     trbtya

dt
tdya 001  . (2.27)

Відомо, наприклад, що у початковий момент часу 0t  система
перебувала у спокої, тобто   00 tty . Потрібно описати процес
функціонування системи – розв’язати рівняння (2.27).

Зобразимо рівняння (2.27) в операторному вигляді

     trbtyatpya 001  .

Скорочуючи форму запису рівняння руху, маємо

       trpBtypA  ,                                (2.28)

де   01 apapA  ;   0bpB  .
Загальне розв’язання неоднорідного диференціального рівняння

(2.28) знайдемо як суму власного руху системи і її змушеного руху
під впливом сигналу керування

     .0 tytyty r                                 (2.29)

Згідно з рівнянням (2.20) зобразимо розв’язання (2.29) у розгор-
нутому вигляді

   ,
0

0   r
a
bCety t                               (2.30)

де  – корінь характеристичного рівняння   0pA ; C – постійна
інтегрування.

Знаходимо корінь характеристичного рівняння

1 0 0a a    0

1
.a

a
  

Підставляючи початкові умови   00 tty у рівняння (2.30)

П
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  r
a
bCe

0

000  ,

знаходимо значення постійної інтегрування

  r
a
bC

0

0 .

Отримані значення кореня характеристичного рівняння та по-
стійної інтегрування підставляємо у загальний розв’язок (2.30) рів-
няння руху системи

   .1 1

0

0

0 















re
a
bty

t
a
a

                             (2.31)

Якщо закон зміни у часі сигналу керування відомий, то можна
зробити висновок про закон зміни керованої величини.

Ступінчату зміну сигналу керування   constr t k  показано
на рис. 2.7. У цьому випадку керована величина змінюватиметься
за експоненціальним законом

  













 t

a
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e
a
bkty 1

0

1
0

0 ,

прагнучи при t  до усталеного значення
0

0

a
bk .

y
r

tT

0

0

a
bk   ktr 

Рис. 2.7. Закон зміни керованої величини

Критерієм оцінки експоненційної характеристики є постійна ча-
су T , яка визначає швидкодію системи.
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2.6 Стандартні сигнали автоматичних пристроїв

ля порівняння динамічних якостей автоматичних пристроїв
прийнято чотири типи стандартних вхідних сигналів: оди-

нична ступінчата функція; одиничний імпульс;  tk – функція; оди-
нична синусоїдальна функція.

Вибір перерахованих функцій як стандартних вхідних впливів
зумовлено ще й тим, що, використовуючи їх різні поєднання, мож-
на отримати математичний опис будь-якого вхідного впливу більш
складної форми.

r

t

 t1

1

0

r

t

іh
іt

r

t

1lim іі th

ktg

r

t
T

1

Рис. 2.8. Стандартні (типові) сигнали:
а – одинична ступінчата функція; б – одиничний імпульс;
в –  k t – функція; г – одинична синусоїдальна функція

Одинична ступінчата функція (рис. 2.8, а) являє собою вхідний
сигнал, який у момент часу 0t  миттєво змінюється від нуля до
одиниці.

Математично таку функцію характеризує система рівнянь

 







.0при1
;0при0

1
t
t

t

Ступінчата зміна вхідного сигналу дуже типова і характеризує
режими, пов’язані із вмиканням і вимиканням кінематичних та еле-
ктричних ланцюгів, скиданням і накидом навантаження, переми-
каннями тощо. Під час дослідження реакції автоматичних пристро-
їв на одиничну ступінчату функцію момент її включення прийма-
ють за початок відліку, а початкові умови вважають нульовими.

Д
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Одиничний імпульс (рис. 2.8, б) або дельта функція  t – вхід-
ний сигнал, який діє у момент часу 0t і має при нескінченно ве-
ликій амплітуді та нескінченно малій тривалості потужність рівну
одиниці

   1dtt .
У технічних системах одиничний імпульс розглядається як гра-

ниця реального імпульсу висотою ih і тривалістю it , який у разі
ih  й 0i t  має одиничну потужність 1ii th .

Математично одиничний імпульс є похідною від одиничної сту-
пінчатої  функції

      tpt
dt
dt 11  . (2.32)

Прикладами імпульсних впливів можуть бути: дія сил віддачі
під час пострілу, дія вибухової хвилі, дія світлового спалаху тощо.

 tk – функція (рис. 2.8, в) – сигнал, що змінюється у часі за лі-
нійним законом

  kttk  .
Прикладами такого вхідного сигналу є поворот оператором

пульта керування під час слідкування за об’єктом який переміщу-
ється, зміна курсу машини під час маневру тощо.

Математично  tk – функція є інтегралом від одиничної ступін-
чатої функції

     t
p
kdttktk 11   .                              (2.33)

Одинична синусоїдальна функція (рис. 2.8, г) – вхідний сигнал,
що змінюється за гармонічним законом

  ttr ωsin1 ,
де 1 – амплітуда; T 2 – кутова частота гармонічного сигналу.

Синусоїдальні впливи характерні для коливань корпуса корабля,
обертання колінчатих валів, роторів поршневих насосів тощо.

Одинична синусоїдальна функція зазвичай служить для дослі-
дження динамічних властивостей системи за характером сталих
змушених коливань.
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2.7 Часові (динамічні) характеристики систем

асовою або динамічною характеристикою називається
закон зміни у часі керованої величини  ty  при впливі на

систему сигналів керування або зовнішнього збурення.
Під час дослідження динаміки поведінки системи як сигнали

керування (зовнішнього збурення) використовують одиничну сту-
пінчату функцію, одиничний імпульс або  tk – функцію

        tktttr ;;1  .

Нехай рівняння руху системи автоматичного керування має вигляд

             trpWtytrpBtypA  .

Відповідну йому структурну схему показано на рис. 2.9, а.

 pW
 tr  ty

 pW
 t1  tН  tk  tK

 pW pW
 t  tG

Рис. 2.9. Реакція системи на сигнали керування:
а – сигнал  tr ; б – одиничну ступінчату функцію;

в – одиничний імпульс; г –  tk - функцію

У разі подачі на вхід системи (рис. 2.9, б) одиничної ступінчатої
функції    ttr 1  керовану величину називають перехідною функ-
цією й позначають  tH .

Таким чином, реакція системи на одиничну ступінчату функ-
цію називається перехідною функцією.

Перехідна функція визначається загальним розв’язанням дифе-
ренціального рівняння

     tpWtH 1 ,

Ч
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яке для випадку одиничного ступінчатого сигналу має вигляд

  1...
0

0
21

21 
a
beСeСeСtH t

n
tt n , (2.34)

де λi – корені характеристичного рівняння; iС – постійні інтегру-
вання.

Залежно від комбінації
конструктивних параметрів си-
стеми перехідна функція може
мати різний характер. Найчас-
тіше зустрічаються перехідні
функції, показані на рис. 2.10:
коливальна (крива 1); гармоніч-
на (крива 2) і аперіодична (кри-
ва 3).

Перехідну функцію реальної технічної системи можна визна-
чити експериментально. Для цього на вхід системи подається сту-
пінчатий сигнал, величина якого приймається за одиницю, а реак-
ція системи на цей сигнал осцилографується.

Реакція системи на одиничний імпульс називається імпульсною
перехідною функцією або функцією ваги й позначається  tG .

Відповідно до рис. 2.9, в запишемо
     tpWtG  .

Беручи до уваги рівняння (2.32), отримуємо
           tpHtppWtpWtG  1 . (2.35)

Таким чином, функція ваги є
першою похідною перехідної
функції. Знаючи аналітичний ви-
раз перехідної функції (2.34), на
підставі (2.35) отримуємо рівнян-
ня імпульсної перехідної функції

  t
nn

t neСeСtG   ...1
11 (2.36)

Імпульсні перехідні функції си-
стем, відповідні до перехідних функцій рис. 2.10, показано на
рис. 2.11.

H

t

0

0

a
b

 t1

1 2 3

Рис. 2.10. Види перехідних функцій

G

t

 t
1

2 3

Рис. 2.11. Імпульсні
 перехідні функції
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Реакція системи на  tk - сигнал називається  tK - функцією
(рис. 2.9, г) і визначається як інтеграл від відповідної перехідної фун-
кції

           
.1

p
tHkt

p
kpWtkpWtK                     (2.37)

Інтегруючи (2.34), отримуємо

  tkeСeСeСtK t
n

n

tt n
12

2
1

1

1...11 21 







  , (2.38)

де 0
1

0
.bk k

a


 tK - функції систем, відповідні
до перехідних функцій рис. 2.10,
показано на рис. 2.12.

Зв’язок між перехідною функ-
цією  tH , функцією ваги  tG та
 tK - функцією дозволяє викори-

стовувати кожну з них під час до-
слідження динаміки і порівняння
систем автоматичного керування.

2.8 Реакція системи на сигнал довільної форми

к ступінчата, так і імпульсна одиничні функції визначають
часові характеристики системи. У загальному випадку їх

дія матиме місце не в момент часу 0t , а в деякий довільний мо-
мент часу 0 t .

Одиничні функції, що діють у момент часу 0   відмінний від
нуля, називаються зміщеними:
    ttr 1 – зміщена одинична ступінчата функція;
     ttr – зміщений одиничний імпульс.

Наведена форма запису означає, що одиничний сигнал має міс-
це при t й дорівнює нулю при t .

Застосування зміщених одиничних функцій, дозволяє визначати

Я

K

t

 tk

1

2
3

Рис. 2.12 K(t) - функції
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реакцію системи на вхідні сигнали довільної форми. Дійсно, дові-
льний (рис. 2.13, а) вхідний сигнал  tr  можна розкласти на послі-
довні імпульси, кожний з яких має ширину   и висоту  ir  .

Потужність i -го зміщеного ім-
пульсу (рис. 2.13, б) дорівнюва-
тиме

     iiii trtS  ,
де    ii rS – площа i -го
імпульсу.

Послідовність із n  імпуль-
сів отримуємо як суму

       


n

i
ii trtr

0
.

Якщо реакція системи на
одиничний зміщений імпульс
 it   відома (рис. 2.13, в) і

дорівнює функції ваги  itG  ,
то, застосовуючи метод супер-
позиції, перехідний процес, ви-
кликаний послідовністю імпуль-
сів, знайдемо як суму перехідних
процесів, викликаних кожним з
імпульсів окремо:

       


n

i
ii tGrty

0
.

У границі, коли n , маємо

     



0

iii dtGrty .

Оскільки   0tG  при t   , то верхньою границею інтеграла
слід брати t

      
t

drtGty
0

.

Отриманий інтеграл називається інтегралом Дюамеля або згорт-

r

t

 ir τ

i 

 tr

0



 ir 

   ii rS

t

 ii tS 

t

 ii tGS 

0

0

   ii tGr 

i

а

б

в

Рис. 2.13. До виводу інтеграла
 Дюамеля
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кою функцій  tG  і  tr .
Якщо підсумовування складових перехідного процесу робити

від t  до 0 , то

      
t

dtrGty
0

.

Знаючи початкові умови процесу й функцію ваги системи, мож-
на, застосовуючи інтеграл Дюамеля, визначити перехідний процес
за будь-якого заданого зовнішнього впливу.

2.9 Частотні характеристики систем

ри впливі на вхід системи автоматичного керування сину-
соїдального сигналу на її виході встановлюються вимуше-

ні гармонічні коливання. Реакцію системи на одиничну синусоїда-
льну функцію частоти i  показано на рис. 2.14.

tωsin1
 pW

    ωωsinω tYm

а

1

t

 imY 

 i tisin1

    iiim tY  sin

б

Рис. 2.14. Реакція системи на одиничну синусоїдальну функцію:
а – структурна схема; б – часова діаграма

Частота   змушених коливань дорівнює частоті вхідного сиг-
налу, а амплітуда mY й фаза   залежать від конструктивних пара-
метрів і є функціями частоти

       tYty m sin .
Якщо вхідний синусоїдальний сигнал має амплітуду 1mR , ві-

дмінну від одиниці, то

   
m

m R
YY 
 .

П
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На підставі структурної схеми (рис. 2.14, а) маємо

       tpWtYm  sin1sin .                  (2.39)

Скористаємося формулою Ейлера і представимо вхідну й вихід-
ну величини як
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          (2.40)

Згідно принципу суперпозиції можна розглянути окремо прохо-
дження складових вхідного сигналу через систему

  11 rpWy  й   22 rpWy                          (2.41)

Будь-який із виразів (2.41) дозволяє розрахувати передатну фу-
нкцію системи.

Використовуючи комплексні вирази (2.40) складових гармоній-
них сигналів на вході і виході системи, визначимо передатну функ-
цію у комплексній формі

      
  tj

mtj

tj
m еY

е
еYjW 








1

.                (2.42)

Передатну функцію  jW , записану у комплексному вигляді,
називають частотною передатною функцією системи.

Частотна передатна функція визначає амплітуду і фазу усталеного
вихідного сигналу (керованої величини) на всьому діапазоні

0  зміни частот сигналу керування. Отже,  jW  може слу-
жити частотною характеристикою системи автоматичного керування.

Найбільш просто частотну передатну функцію можна отримати
за відомою передатною функцією  pW  шляхом формальної замі-
ни оператора p  уявним аргументом j :

      jWpW jp .
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Розкриваючи значення  pW , знаходимо

   
 

     
      01

1
1

01
1

1

...
...

аjаjаja
bjbjbjb

jА
jBjW n

n
n

n

m
m

m
m








 



 .

Виділяємо у чисельнику і знаменнику дійсні й уявні частини
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Після звільнення від ірраціональності в знаменнику частотна
передатна функція приводитися до форми запису комплексного
числа

      jQPjW ,               (2.43)

де          
   


 2

2
2
1

2211

АА
ВАВАP ;          

   


 2
2

2
1

1221

АА
ВАВАQ .

Задаючись значеннями частоти   вхідного сигналу від 0 до 
й визначаючи для кожної частоти дійсну  P  й уявну  Q  час-
тини частотної передатної функції, будується на комплексній пло-
щині     jQP  її графічне зображення (рис. 2.15).

Графічне зображення частотної
передатної функції (годограф) нази-
вається амплітудно-фазовою час-
тотною характеристикою (АФЧХ)
системи.

Кожна точка цієї характеристики
визначає амплітуду  imY   й фазу
 i усталених вимушених гармо-

нічних коливань на виході системи
під час надходження на її вхід оди-
ничного гармонічного сигналу із ча-
стотою i .

Модуль вектора, що з’єднує початок координат з i -ю точкою

0

 jW

 imY 

k


 i

i

 P

 jQ

Рис. 2.15. Амплітудно-фазова
частотна характеристика
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годографа
       iiimi QPYjW  22 ,

відповідає амплітуді вихідного сигналу, а кут між віссю абсцис і
вектором – фазовому зсуву вихідного сигналу щодо сигналу керу-
вання

   
 i

i
i P

Q



 arctg .

Використання частотних характеристик дозволяє судити про
амплітуди й фази вимушених коливань без розв’язання диференці-
альних рівнянь, що суттєво спрощує процес дослідження систем.

Амплітудно-фазову частотну характеристику можна отримати й
експериментальним шляхом. Для цього на вхід системи подаються
гармонійні коливання постійної амплітуди, частота, яких змінюєть-
ся у границях 0 . Для кожного значення частоти фіксуються
амплітуда й фаза коливань на виході. За результатами вимірів бу-
дується АФЧХ досліджуваної системи.

Для рішення низки питань оцінювання динамічних властивос-
тей системи у деяких випадках доцільно використовувати складові
АФЧХ:

–  mY – амплітудно-частотну характеристику (АЧХ) – залеж-
ність амплітуди вимушених коливань від частоти вхідного сигналу;

–   – фазову частотну характеристику (ФЧХ) – залежність
фази вимушених коливань від частоти вхідного сигналу;

–  P – дійсно-частотну характеристику (ДЧХ);
–  Q – уявну частотну характеристику (УЧХ).

Ці характеристики можна знайти за відомою АФЧХ або визначити
експериментально.

Недоліком застосування АФЧХ є значна громіздкість перетво-
рень комплексної дробово-раціональної функції  jW  при висо-
кому порядку диференціального рівняння системи. Тому на прак-
тиці часто користуються оберненою амплітудно-фазовою частот-
ною характеристикою

   
 
 






jB
jA

jW
jE 1 .
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Перетворення оберненої АФЧХ полегшується тим, що порядок
багаточлена  jB зазвичай набагато менший порядку багаточлена
 jA , тобто nm  . У цілому

ряді випадків багаточлен  jB
має нульовий порядок, являючи
собою добуток статичних передат-
них коефіцієнтів, що входять до
системи елементів.

Вигляд оберненої АФЧХ пока-
зано на рис. 2.16.

При дослідженні систем авто-
матичного керування частотними
методами широко використову-
ються логарифмічні амплітудна й
фазова частотні характеристики.
Логарифмічні частотні характеристики можна розглядати як ре-
зультат логарифмування частотної передатної функції

          ,lnlnln   jYeYjW m
j

m

зазвичай береться тільки головне значення логарифма.
У тих випадках, коли  jW  являє собою складну комплексну

функцію, логарифмування значно спрощує розрахунки, тому що
дія множення заміняється додаванням відповідних логарифмів.

За аналогією з акустикою замість  mYln  прийнято користу-
ватися логарифмічною функцією

   ,lg20  mYL
яка й називається логарифмічною амплітудно-частотною характе-
ристикою (ЛАЧХ). Одиницею виміру ЛАЧХ є децибел  дб . Зна-
чення будь-якої позитивної величини в децибелах дорівнює 20 де-
сятковим логарифмам від цієї величини.

Логарифмічна амплітудно-частотна характеристика (рис. 2.17, а)
будується в логарифмічному масштабі частот. По вісі ординат
відкладається  L  у децибелах, а по вісі абсцис – логарифм часто-
ти lg . Крім рівномірного масштабу, що відповідає lg  на вісь
абсцис наноситься нерівномірний (логарифмічний) масштаб в [c-1],

0

 jЕ

k
1



 i

i

 P

 jQ

Рис. 2.16. Обернена амплітудно-
фазова частотна характеристика

 imY 
1
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що значно спрощує розрахунки.
При використанні логарифмічного масштабу постійні відрізки,

відповідні збільшенню час-
тоти в 10 разів, називають-
ся декадою, а постійні відрі-
зки, відповідні подвоєнню
частоти – октавою.

Фазова частотна харак-
теристика   , побудова-
на в логарифмічному мас-
штабі (рис. 2.17, б), назива-
ється логарифмічною фазо-
вою характеристикою
(ЛФХ). По вісі ординат
значення    відклада-
ються в градусах, а по вісі
абсцис фазова логарифміч-
на характеристика має
такі ж масштаби, що й ха-
рактеристика  L .

Відзначимо, що на лога-
рифмічній вісі абсцис не
існує точки 0 , тому

місце перетинання вісі абсцис віссю ординат вибирається довільно.

2.10 Перетворення Фур’є

тих випадках, коли необхідно визначити вимушені  ty
коливання системи при довільному періодичному впливі

 tr  на її вході, можна скористатися розглянутим нижче частот-
ним методом.

Попередньо розкладемо періодичну функцію  tr у ряд Фур’є:

   ,sincos
2 1

00
0 






k
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Рис. 2.17. Логарифмічні частотні
характеристики:

а - амплітудна, б - фазова
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де
T



2

0 – частота основної гармоніки; k – кратність частоти

(ціле позитивне число); kk baa ,,0 – коефіцієнти Фур’є, рівні:
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k

T

k

T
tdtktrbtdtktradttra

0
0

0

0
0

0

0

0
0 .sin;cos;  (2.45)

Представимо ряд (2.44) у комплексній формі. Для цього,
спочатку перетворимо до комплексного вигляду вираз, що зна-
ходиться в дужках

.
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 (2.46)

Підставляючи у вираз (2.46) значення коефіцієнтів Фур’є
kk ba , з (2.45), отримаємо
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(2.47)

Уведемо позначення комплексної функції

    .
0

0
0 

T
tjk dtetrjkf   (2.48)

Враховуючи, що
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0
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000 adttrеf
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 ,                         (2.49)

можемо представити ряд (2.44) як
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tjktjko ejkfejkfeftr .  (2.50)

Спростимо вираз (2.50) шляхом згортання до вигляду

   







k tjkejkftr
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0
0 0

2
.         (2.51)
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Комплексну функцію

    
T

tjk dtetrjkf
0

0
0

називають комплексним частотним спектром вхідного сигналу.
Комплексний частотний спектр можна розглядати як амплітудно-
частотну характеристику сигналу  tr .

 ma  ma

 a03 a05 б02
0 0

б04 б06 б08  d0

 ma

1 0а

Рис. 2.18. Залежність частотного спектра від інтервалу
між сусідніми гармоніками

Два переривчасті частотні спектри з однаковими і кінцевими
інтервалами частот між суміжними гармоніками, пропорційними
основним частотам а0 і б0 показано на рис. 2.18, а,б. Для ко-
жного значення частоти амплітуда визначається за формулою

   0
22

2
1

 jkfbaa kkmk .

Якщо для заданого впливу  tr  ряд Фур’є (2.51) отримано, а ча-
стотна передатна функція  0jkW системи відома, то усталені
вимушені коливання вихідної (керованої) величини  ty  можна
визначити на підставі методу суперпозиції як суму вимушених ко-
ливань від окремих доданків вхідного сигналу  tr :

       





 








k tjk
k

k tjk ejkFejkWjkfty
0

0
0

0
00

0 00

22
,  (2.52)

де      000  jkWjkfjkFk – комплексний частотний спектр

вимушених коливань.
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Отже, знаючи для кожної частоти значення комплексного
частотного спектра вхідного сигналу  0jkf  й частотну переда-
тну функцію      0

00
 kj

m ekYjkW  системи, можна визначити
амплітуду і фазу вимушених коливань, викликаних відомим пе-
ріодичним сигналом.

У тих випадках, коли вхідний сигнал  tr є неперіодичною
абсолютно інтегрувальною функцією його також можна подати
у вигляді нескінченного ряду гармонік, що утворюють безпере-
рвний спектр частот від   до  , з нескінченно малим
інтервалом d між суміжними гармоніками.

Дійсно, зі збільшенням періоду T інтервал між лініями спе-

ктра
T



2

0 зменшується. При T спектр частот стає

суцільним (рис. 2.18, в).
Тому що  d0 , сума (2.51) прагне до інтеграла,

    .
2
1





 


 dejftr tj                   (2.53)

У той же час комплексна функція (2.48) дістане вигляду

    .




 dtetrjf tj                                 (2.54)

Перетворення (2.54) називається прямим перетворенням
Фур’є. Воно дозволяє знайти комплексний  0jkf частотний
спектр заданої функції часу  tr .

Перетворення (2.53) називається оберненим перетворенням
Фур’є і дозволяє по відомому частотному спектру знайти відпо-
відну йому функцію часу.

У тому випадку, коли функцію часу  tr  визначено на інтерва-
лі 0 t , так що при 0t   0tr , то перетворення Фур’є на-
зивається однобічним.

Якщо відомі перетворення Фур’є (2.53) і (2.54) для сигналу  tr ,
що діє на вході лінійної системи автоматичного керування, то ре-
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акція на нього системи визначиться як

       









 





 dejFdejWjfty tjtj

2
1

2
1 .    (2.55)

2.11 Зв’язок між частотними і часовими характеристиками

озглянемо перетворення Фур’є для сигналу, що має фор-
му однобічного прямокутного імпульсу висотою ih та

тривалістю it , що має потужність яка дорівнює одиниці
1iii  thS . Візьмемо два сигнали, що задовольняють поставленій

умові, але відрізняються тривалістю імпульсного впливу 21 іі tt  .
Застосовуючи пряме однобічне перетворення Фур’є, на підставі

(2.54) отримуємо комплексний частотний спектр прямокутного ім-
пульсу:
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  .    (2.56)

Значення амплітуди спектра при частоті 0 отримуємо як
границю
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 .

Амплітудно-частотні спектри однобічних прямокутних імпульсів
показано на рис. 2. 19, а і б для двох значень тривалості імпульсів.
Знаючи комплексний частотний спектр однобічного прямокутного
імпульсу, знайдемо частотний спектр  t - функції як границю
виразу (2.56) при 1і S , 0і t .

  1111

0і

і

0і

і limlim
і














tt

tj
tj eje

t
j .

Отже, амплітуда частотного спектра  t - функції при будь-
яких значеннях частоти дорівнює одиниці, тобто частотний спектр

Р
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 t – функції являє собою пряму, паралельну вісі абсцис
(рис. 2.19, в).

t t
0 0

1иt 2иt

1іh 2іh

11і S 12і S

t
0

0і t




іh

1і S

 t

 0 0

1 1
 1ma  2ma

0

1
 ma

а б в

Рис. 2.19. Спектри імпульсів:
а, б – однобічних прямокутних; в –  t - функції

На підставі оберненого однобічного перетворення Фур’є
(2.53) можемо знайти реакцію системи на одиничний імпульс,
спектр якого має постійну амплітуду, рівну одиниці, тобто вира-
зити вагову функцію через частотну передатну функцію  jW

         .
2
11

2
1

00






 





 deYdejWtG tj
m

tj        (2.57)

Пряме однобічне перетворення Фур’є (2.54) дозволяє знайти
частотну передатну функцію  jW  системи за відомою ваговою
функцією:

        dtetGjQPjW tj



0

 .

Таким чином, частотна передатна функція системи автома-
тичного керування є частотним спектром вагової функції.
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Перетворення Фур’є дозволяють знайти вагову функцію  tG
системи за однією із її частотних характеристик. Враховуючи, що

tjte tj  sincos , на підставі (2.57) отримаємо:

       


 


dtQtPtG
0

sincos
2
1 .

Якщо зовнішній вплив діє і у момент часу 0t , то підставля-
ючи значення tt  , знаходимо

       


 


dtQtPtG
0

sincos
2
1 .

Додаючи і віднімаючи почленно два останні рівняння, маємо

     


 


dtPtG
0

cos
2
1 ;      


 


dtQtG

0
sin

2
1 .    (2.58)

Знаючи вагову функцію  tG , можемо знайти відповідну їй
перехідну функцію  tH – реакцію системи на одиничну східча-
сту функцію  t1 . Враховуючи, що    dttGtH  , після інтегру-
вання рівнянь (2.57), (2.58) отримаємо

        

     

        














































.cos20

;sin2

;sin1
2

0

0

0

0

dtQPtH

dtPtH

dtYYtH mm

              (2.59)

де  0mY ,  0P – значення відповідних частотних характеристик при
0 .

Вирази (2.59) визначають аналітичний зв’язок між характеристи-
кою перехідного процесу, викликаного ступінчатим вхідним сигна-
лом, і частотними характеристиками досліджуваної системи. Ці
співвідношення є основою методів побудови перехідного процесу
за заданими частотними характеристиками.
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2.12 Перетворення Лапласа

еретворення Лапласа для деякої функції  tr має вигляд:

      sRdtetrtrL st  




0
,                            (2.60)

де  js – оператор Лапласа, який забезпечує при 0 ви-
конання умови інтегровності:

  




0
dtetr st .                                      (2.61)

 sR називається лапласовим зображенням, або L - зображен-
ням, або просто зображенням функції  tr .

У свою чергу  tr називається оригіналом зображення  sR .
Якщо  sR є зображення функції  tr , то пишуть так:

   trsR  або    sRtr  .
Інтегральне перетворення (2.60) називається прямим перетворенням

Лапласа і служить для знаходження зображення за заданим оригіналом.
Зображення  sR є алгебричною функцією оператора s . Отже,
пряме перетворення Лапласа дозволяє алгебризувати диферен-
ціальні та інтегральні вирази.

Для оберненого переходу від зображення до оригіналу слу-
жить обернене перетворення Лапласа

      









j

j

stdsesR
j

sRLtr
2

11 .               (2.62)

Якщо задати  js  (тобто вважати 0 ) і розглядати дійсні
значення інтеграла (2.62), то отримаємо перетворення Фур’є
(2.53) :

    .
2
1





 


 dejRtr tj

Таким чином, перетворення Фур’є це окремий випадок пере-
творення Лапласа.

Застосовуючи пряме перетворення Лапласа (2.60), можна отри-
мати зображення не тільки самої змінної, але й її похідних

П
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tt dt
tdrr

dt
trdr

dt
tdrr  – почат-

кові значення похідних від  tr ;     00  ttrr – початкове значення
оригіналу  tr ;

У загальному випадку початкове значення  0r функції  tr
можна визначити як границю

   
 ssRr lim0 ,

тобто початкове значення функції  tr якщо 0t  дорівнює кін-
цевому значенню її зображення.

Відзначимо також, що кінцеве значення функції  tr якщо
t дорівнює початковому значенню її зображення

   0lim Rtr t  .
Перетворенням Лапласа задовольняють усі функції часу,

для яких при 0  виконуються умови
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Перетворення Лапласа більш універсальні, ніж перетворення
Фур’є. Вони дозволяють оперувати із функціями, для яких умова
абсолютної інтегровності може не виконуватися і, отже, перетво-
рення Фур’є можуть бути незастосовні. До таких функцій відно-
сяться, наприклад, ступінчата функція, синусоїдальна функція,
функція вигляду nkt якщо 0n , а також цілий ряд інших фун-
кцій, які використовуються у теорії автоматичного керування.



79

2.13 Операційне числення

еретворення Лапласа покладено в основу операційного
числення, яке широко застосовується для цілей аналізу

у всіх галузях науки і техніки.
Операційним численням називається метод інтегрування ліній-

них диференціальних рівнянь, при якому спочатку визначається зо-
браження невідомої функції (по Лапласу), а вже потім знахо-
диться її оригінал.

Для функцій, що найбільш часто зустрічаються, перетворення
Лапласа представлені у вигляді таблиць оригіналів і зображень.
Наявність таблиць значно скорочує обсяг обчислювальних ро-
біт і спрощує застосування операційного методу.

П

Перетворення Лапласа
Оригінал  tr Зображення  sR Оригінал  tr Зображенння  sR
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Перетворення Лапласа при інтегруванні диференціальних рів-
нянь відіграють таку ж роль, як логарифмування у складних алге-
бричних обчисленнях. Дійсно, для обчислення якого-небудь чи-
сла

k

mn

А





при великих або дробових показниках ступеня n , m  і k споча-
тку знаходять логарифмічне зображення цього числа

 lglglglg kmnА ,

далі за таблицями логарифмів знаходять чисельні значення
lg , lg  і lg  та обчислюють Аlg , а вже потім шляхом потен-
ціювання отриманого логарифмічного зображення визначають
оригінал, тобто саме число А . Ланцюжок логарифмічних пере-
творень показано у верхній частині рис. 2.20.

 ,,




lg
lg
lg

Alg A

 tr  sR  sY  ty

анняЛогарифмув
илогарифмам

зДії
нняПотенціюва

зображеньОбласть

изображенямзДії
Лапласа

няперетворен
Пряме

Лапласа
няперетворен

Обернене

Рис. 2. 20. Обчислення за допомогою «зображень»

Аналогічну роль відіграє і апарат операційного числення.
При розв’язанні диференціального рівняння операційним методом
спочатку знаходять зображення всіх його членів за таблицями
прямого перетворення Лапласа. Далі, користуючись зображення-
ми як алгебричними функціями оператора s , розв’язують рів-
няння алгебрично, визначаючи зображення змінної. Потім за
таблицями оберненого перетворення Лапласа знаходять оригінал
– саму змінну. Ланцюжок операційних перетворень показано у ни-
жній частині рис. 2. 20.
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2.14 Перетворення Лапласа у рівняннях САК

астосуємо перетворення Лапласа під час розв’язання рів-
няння (2.10) лінійної системи автоматичного керування.

Помножимо всі члени рівняння на ste та проінтегруємо за
часом t у границях від 0 до  . Отримуємо
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Вважаючи початкові умови нульовими, тобто якщо при 0t
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                    (2.65)

або у скороченій формі запису
            .sMsCsRsBsYsA                        (2.66)

Розв’язуючи (2.66) відносно  sY , маємо

   
   

 
           sMsWsRsWsM
sA
sCsR

sA
sBsY mr  .     (2.67)

Отримані співвідношення аналогічні диференціальним рівнян-
ням (2.12 – 2.14), які представлені раніше у символічній опера-
торній формі, і також є алгебричними рівняннями.

Дробово-раціональні функції

   
 

 
     

 
 
 sA
sC

sM
sYsW

sA
sB

sR
sYsW mr  ,                (2.68)

З
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є передатними функціями системи. При нульових початкових умо-
вах передатні функції (2.68) можна отримати з (2.15) простою за-
міною символу диференціювання p  на оператор Лапласа s .

Отже, передатна функція системи автоматичного керування яв-
ляє собою відношення зображення вихідної (керованої) величини
до зображення відповідного вхідного сигналу.

Знаючи зображення зовнішніх впливів на систему та її переда-
тні функції, можна, застосовуючи обернене перетворення Лапла-
са, знайти оригінал керованої величини

         1 1
2 2

j j
st st

r m
j j

y t W s R s e ds W s M s e ds
j j

   

   

 
   . (2.69)

Таким чином, перетворення Лапласа дозволяють знайти
процес керування САК.

2.15 Теорема розкладання

озглянемо випадок, коли на вході системи автоматично-
го керування діє одинична ступінчата функція

   ttr 1 .
Диференціальне рівняння руху системи при цьому має вигляд

       tpBtypA 1 .
Застосовуючи пряме перетворення Лапласа, знайдемо зо-

браження вхідного сигналу:

   
ss

edtetsR
st

st 11
00



 

 .    (2.70)

Визначаємо зображення вихідної величини

         
 ssA
sB

s
sWsRsWsY  .                     (2.71)

У знаменник раціонального дробу (2.71) входить множником
оператор s . Отже, рівняння   0ssA , окрім n коренів багато-
члена  sA , буде мати ще один корінь 00  . При цьому припу-

Р
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скаємо, що     0 


i
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s
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sdA .

Як відомо із курсу математики, раціональну дріб можна розкла-
сти на прості дроби
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де iC – постійні множники, кожний з яких можна визначити як
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.                    (2.73)

Підставляючи (2.72) у (2.71), маємо
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Зображенню
is 

1  відповідає оригінал tie , у чому неважко

переконатися звернувшись до таблиці перетворень Лапласа або
простою підстановкою
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Беручи до уваги (2.75), за зображенням (2.74) знаходимо оригі-
нал вихідної величини системи
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.      (2.76)

Таким чином, процес керування, викликаний у САК ступінчатим
впливом, можна представити у вигляді суми експонент із коефіціє-
нтами, які визначаються параметрами системи.

Підставимо значення (2.73) коефіцієнтів iС у (2.76)
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і виділимо із суми (2.77) доданок, відповідний до кореня 0 .
При цьому врахуємо, що
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;0
;0

0

0

0






A

AA
BB

Крім того, візьмемо до уваги, що у всіх інших доданках   0iA ,
тому, що при підстановці будь якого із власних коренів багато-
член  iA  звертається в нуль.

Тоді
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   .             (2.78)

Останній вираз називається теоремою розкладання і широко
застосовується під час досліджень процесів керування, виклика-
них ступінчатими впливами на автоматичну систему.

2.16 Контрольні питання й завдання

1. Принцип лінеаризації нелінійних диференціальних рівнянь
руху САК.

2. Напишіть лінійне диференціальне рівняння руху третього по-
рядку системи, що перебуває під впливом сигналів керування та
зовнішнього збурення.

3. Викладіть методику розв’язання неоднорідних диференціаль-
них рівнянь руху САК.

4. Розв’яжіть лінійне диференціальне рівняння першого порядку
руху САК при наявності зовнішнього збурення.

5. Знайдіть рівняння власного руху системи, описуваної дифе-
ренціальним рівнянням другого порядку при наявності сигналів
керування та збурювального впливу.

6. Операторна форма запису лінійного диференціального рів-
няння руху САК.

7. Оператор диференціювання; обґрунтуйте необхідність його
застосування у лінійних диференціальних рівняннях.
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8. Запишіть в операторному вигляді лінійне диференціальне рі-
вняння третього порядку руху САК, яка перебуває під впливом си-
гналу керування.

9. Що таке передатна функція?
10. Отримайте передатну функцію за сигналом керування сис-

теми, описуваної рівнянням

             .001012

2

23

3

3 tmctrb
dt

tdrbtya
dt

tdyа
dt

tyda
dt

tyda 

11. Отримайте структурне зображення лінійного диференціаль-
ного рівняння руху системи

           .010012

2

2 tmc
dt

tdmctrbtya
dt

tdyа
dt

tyda 

12. Що таке рівняння статики? Принципи його отримання.
13. Побудуйте регулювальні характеристики системи, описува-

ної лінійним диференціальним рівнянням

         tmtrty
dt

tdy
dt

tyd
 324 2

2

.

14. Побудуйте навантажувальні характеристики системи, опи-
суваної лінійним диференціальним рівнянням

         .2112 23 tmtrptyppp 

15. Стандартні (типові) сигнали, використовувані під час дослі-
дження систем.

16. Одинична ступінчата функція, одиничний імпульс,  tk -
функція: математичні описи, області застосування, приклади техні-
чної реалізації.

17. Установіть взаємозв’язок між функціями    tktt ,),(1  .
18. Дайте визначення перехідної функції та математично опи-

шіть її.
19. Часові (динамічні) характеристики САК.
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20. Подання вхідного сигналу довільної форми через зміщені
функції.

21. Інтеграл Дюамеля: математичне подання, область застосу-
вання.

22. Як називаються характеристики систем, що визначають за-
лежності амплітуди і фази вимушених сталих коливань керованої
величини від частоти сигналу керування?

23. Визначте частотну передатну функцію  jW  системи, ви-
користовуючи комплексні подання гармонійних сигналів на її вході
  ttr  sin1 та виході        tYty m sin .

24. Поясніть порядок знаходження частотної передатної функ-
ції.

25. Маємо рівняння руху системи в операторному вигляді

       trbpbtyapa 0101  .

Визначте частотну передатну функцію цієї системи.
26. Поясніть фізичний зміст амплітудно-фазової частотної хара-

ктеристики.
27. Пряме і обернене перетворення Фур’є.
28. Застосування перетворень Фур’є під час дослідження САК.
29. На основі перетворення Лапласа, знайдіть зображення сту-

пінчатого сигналу    ttr 4 .
30. Сформулюйте основний висновок, що випливає з теореми

розкладання.
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3.1 Динамічні ланки та їх характеристики  
 

агато елементів автоматичних пристроїв, різних по фізич-
ній природі і конструктивному виконанню, мають однакові 

динамічні властивості, а перехідні процеси, що відбуваються в них, 
описуються однотипними диференціальними рівняннями. 

Елемент системи автоматичного керування, що розглядається 
з точки зору його динамічних властивостей, називається динаміч-
ною ланкою. 

Будь-який складний автоматичний пристрій, у тому числі сис-
тему автоматичного керування, можна представити у вигляді з’єд-
нання типових або елементарних динамічних ланок. Незважаючи 
на різноманіття систем, кількість елементарних динамічних ланок 
порівняно невелика. 

3.1.1 Безінерційна підсилювальна ланка 

Безінерційними (ідеальними) підсилювальними ланками нази-
ваються елементи автоматичних пристроїв, у яких вихідна величи-
на в будь-який момент часу пропорційна вхідному сигналу 

   trbtya 00          skRsY  ,                         (3.1) 

де 
0

0

a
bk   – статичний передатний коефіцієнт ланки (коефіцієнт 

підсилення). 
Таким чином, передатна функція ідеальної підсилювальної лан-

ки має вигляд 

   
  k
sR
sYsW  .                                         (3.2) 

Б 

ГГллаавваа  33  СТРУКТУРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ 
АВТОМАТИЧНИХ СИСТЕМ 



 88 
 

Структурну схему ланки показано на рис. 3.1, а. 
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Рис. 3.1. Характеристики безінерційної підсилювальної ланки 

Якщо на вході безінерційної підсилювальної ланки діє одинична 
ступінчата функція  t1 , то на її виході миттєво встановлюється 
величина, яка дорівнює k . Отже, перехідна функція (рис. 3.1, б) 
ланки  дорівнює 

  .ktH                                             (3.3) 
Якщо на вході безінерційної підсилювальної ланки діє одинич-

ний імпульс  t , то на виході також виникає імпульс, але його 
потужність дорівнюватиме не одиниці, а k . Таким чином, функція 
ваги (рис. 3.1, в) безінерційної підсилювальної ланки 

   tktG  .                                        (3.4) 
Під впливом одиничного синусоїдального сигналу на виході 

безінерційної підсилювальної ланки встановлюються вимушені 
коливання (рис. 3.1, г) тієї ж фази, що й коливання на вході, але їх 
амплітуду буде змінено в k раз 

  tkty  sin .                                     (3.5) 
Частотну передатну функцію ланки знаходимо після формаль -  



 89 
 

ної заміни в передатній функції (3.2) оператора s  на j  

    0jkjWsW  .                             (3.6) 

Відповідно до (3.6) амплітудно-фазова частотна характеристика 
безінерційної підсилювальної ланки являє собою (рис.3.1, д) точку 
з координатами   kP  ;   0Q . Це означає, що у разі зміни 
частоти вхідного сигналу від 0 до   амплітуда сигналу на виході 
не змінюється і дорівнює   kYm  , а фазовий зсув між вихідною і 
вихідною величинами на усіх частотах буде відсутній   0 . 

Логарифмічна амплітудно-частотна характеристика 
    kYL m lg20lg20                               (3.7) 

являє собою пряму паралельну вісі абсцис (рис. 3.1, е) 
Прикладами ланок, найближчих до ідеальних безінерційних, є: 

електричний ланцюг з активним опором, редуктори (без люфту), 
електронні та напівпровідникові підсилювачі, поворотні трансфор-
матори, потенціометричні датчики та багато інших пристроїв, інер-
ційністю яких з достатньою для практики точністю можна знехту-
вати . 

Окремим випадком ідеальної безінерційної ланки є інверторна 
ланка, передатний коефіцієнт якої дорівнює  1k . Інверторна 
ланка змінює знак (фазу) вхідного сигналу, не змінюючи його вели-
чини 

   trty  . 

Інверторними ланками є, наприклад, редуктори, що складаються 
з двох однакових шестерень, важелі першого роду із співвідношен-
ням плечей 1:1 , блоки зміни знаку в ЕОМ тощо. 

3.1.2 Інерційна ланка першого порядку 

Інерційними ланками першого порядку називаються елементи 
автоматичних пристроїв, динамічні властивості яких описуються 
лінійними диференціальними рівняннями першого порядку 

     trbtya
dt

tdya 001            sRbsYasa 001  .         (3.8) 

Знайдемо передатну функцію ланки як відношення зображення  
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вихідної величини до зображення вхідної величини 

   
  101

0







Ts
k

asa
b

sR
sYsW  ,                           (3.9) 

де 
0

0

a
bk   – статичний передатний коефіцієнт; 

0

1

a
a

T   – постійна 

часу, що має розмірність, с. Структурну схему ланки наведено на 
рис. 3.2, а. 

Перехідна функція інерційної ланки першого порядку визнача-
ється загальним розв’язанням диференціального рівняння (3.8), 
яке для випадку одиничного ступінчатого сигналу має вигляд 

  kСetH t   , 

де 
T

λ 1
  – корінь характеристичного рівняння 01 T . 

Вважаючи початкові умови нульовими, знаходимо постійну ін-
тегрування 

kСe  00        kС  . 
Отже, 

  












T
t

еktH 1 .                                      (3.10) 

Таким чином, вихідна величина інерційної ланки першого по-
рядку при одиничному ступінчатому вхідному сигналі змінюється 
за експонентним законом (рис. 3.2, б), причому ланка тим повіль-
ніше реагує на вхідний сигнал, чим більша її постійна часу T . 

t

k
H

t

 t

 t1

 tG

 sR  sY

1Ts
k

T

T
k

T
 

Рис. 3.2. Динамічні характеристики 
  інерційної ланки першого порядку  
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Теоретично вихідна величина досягає сталого значення k , якщо 
t , однак, вже при  Tt 4...3 , можна вважати, що перехідний 

процес в інерційній ланці першого порядку закінчується, тому що 
  kty %98 . 

Функцію ваги знайдемо, диференціюючи перехідну функцію (3.10) 

    T
t

e
T
ktsHtG


 .                                   (3.11) 

Отже, реакція ланки на одиничний імпульс  t  загасає за експоне-
нтним законом (рис. 3.2, в). 

У разі подачі на вхід інерцій-
ної ланки першого порядку оди-
ничного гармонійного збурення 
на виході також встановляться 
гармонійні коливання (рис. 3.3), 
амплітуда і фаза яких залежати-
муть від частоти вхідного сигналу 

       tYty m sin . 
Амплітуда і фаза вимушених 

коливань визначаються за амплі-
тудно-фазовою частотною характеристикою ланки 

 
1


Tj

kjW . 

Розділяючи дійсну і уявну частини, отримуємо 

   
   2222 1111

1
T

Tkj
T

k
TjTj

TjkjW










 ,      (3.12) 

де  

  221 T
kP


 ;   221 T
TkQ




 . 

Маючи значення  P  і  Q , визначаємо амплітуду вимуше-
них коливань  

     
22

2

1 T

kQPYm


 ,                  (3.13) 

t

y

tsin1

 imY 

 i

Рис. 3.3. Реакція інерційної
ланки першого порядку
на гармонійний сигнал
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та їх фазу 

   
  T

P
Q





 arctgarctg .                       (3.14)  

Отже, при збільшенні частоти   збурення амплітуда вимуше-
них коливань зменшується, а зсув фаз між вхідними та вихідними 
коливаннями збільшується. 

Неважко переконатися, що у діапазоні зміни частоти від 0  до 
  амплітудно-фазова частотна характеристика інерційної ланки 
першого порядку представляє собою півколо, яке розташоване в IV 
квадранті (рис. 3.4, а) комплексної площини     jQP . Радіус 

півкола дорівнює 
2
k , а центр має координати 






 0,

2
jk . 

Дійсно, розв’язуючи вирази для  P  і  Q  відносно   і при-
рівнюючи результати, отримаємо після простих перетворень  пара-
метричне рівняння кола вигляду 

2
2

2

22













 

kQkP , 

яке відповідає представленій на рис. 3.4, а амплітудно-фазовій час-
тотній характеристиці та дозволяє визначити mY ,  , P  і Q  для 
будь-яких значень 0 . 

 Q

 P

0



 imY 
 i

i

k2
k


lg



L

0

45

90

T10 

klg20 декдб20

 
Рис. 3.4. Частотні характеристики інерційної ланки першого порядку: 

а - АФЧХ; б - ЛАЧХ   

Відповідно до залежностей (3.13) і (3.14) можна побудувати ло-
гарифмічні частотні характеристики ланки. 

Логарифмуючи рівняння (3.13), одержимо рівняння логарифміч- 
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ної амплітудно-частотної характеристики (ЛАЧХ) 

   221lg10lg20 TkL  .                       (3.15) 
Характеристику показано на рис. 3.4, б.  

При малій частоті вхідного сигналу, коли   kL lg20  , ЛАЧХ 
паралельна вісі абсцис; а при великій частоті вхідного сигналу, 
коли 122 T  й   TkL  lg20lg20 , ЛАЧХ є пряма з 
від’ємним нахилом  декдб20 . Отже, у практичних розрахунках 
ЛАЧХ інерційної ланки першого порядку можна, приблизно, пред-
ставити у вигляді ламаної лінії, яка складається із двох асимптот. 

Асимптоти перетинаються при частоті 
T
1

0   , коли 0lg T . У 

точці перетину має місце найбільша розбіжність між справжньою і 
асимптотичною характеристиками, яка приблизно дорівнює 3 дб. 

На рис. 3.4, б показано також фазову частотну характеристику, 
яка має вигляд арктангенсоіди у четвертому квадранті. Якщо 

T
1

0   фазове запізнювання ланки складає   0
0 45 . 

Прикладами інерційних ланок першого порядку є: електричний 
двигун незалежного збудження, ланцюг постійного струму з актив-
ним опором і індуктивністю, маховик з моментом інерції, магніт-
ний підсилювач зі зворотним зв’язком за струмом та ін. 

3.1.3 Інерційна ланка другого порядку  

Інерційними ланками другого порядку називаються елементи 
автоматичних пристроїв, динамічні властивості яких описуються 
лінійними диференціальними рівняннями другого порядку 

       trbtya
dt

tdya
dt

tyda 0012

2

2          sRbsYasasa 001
2

2  .  

Відповідно до рівняння руху ланки, знайдемо її передатну функ-
цію 

   
  ,

11
22

201
2

2

0







sTsT
k

asasа
b

sR
sYsW            (3.16) 
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де 
0

0

a
bk   – статичний передатний коефіцієнт (коефіцієнт підси-

лення); 
0

1
1

1

2
2 ;

a
aT

a
aT   – постійні часу.  

У ряді випадків диференціальне рівняння інерційної ланки дру-
гого порядку записують, використовуючи одну постійну часу 

2TT   

     skRsYsTdsT  12 0
22 ,                       (3.17) 

де 
2

1
0 2T

Td   – коефіцієнт загасання коливань. 

Інколи буває доцільно приведення рівняння до так званого «нор-
мованого» вигляду 

     sRksYsds 2
0

2
000

2 2  ,                       (3.18) 

де 
2

0
1
T

  – кутова частота власних коливань ланки за відсутності 

загасання, тобто коли 00 d . Структурні схеми ланки показано на 
рис. 3.5. 

Перехідна функція ланки у загальному випадку визначається як 

  kеСеСtH tt   21
21 .    (3.19) 

Вважаючи початкові умови нульови-
ми     0;0 00 

 tt tyty , маємо 








0
0

2211

21

СС
kСС

        (3.20)  

Розв’язуючи спільно рівняння (3.20), 
знаходимо постійні інтегрування 

21

2
1 




kС ; 
21

1
2 




kС . 

 

 sR  sY

11
22

2  sTsT
k

 sR  sY
2
000

2

2
0

2 


sds
k

 sR  sY

12 0
22  sTdsT

k

Рис. 3.5. Структурні схеми 
інерційної ланки другого 

порядку
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Таким чином,  

      tt eektH 12 11 21
21

 


 .                   (3.21) 

Розв’язок характеристичного рівняння 011
22

2  sTsT  дозво-
ляє знайти його корені 

 
2

2
2

2
11

2,1 2
4

T
TTT 

 .                               (3.22) 

Залежно від співвідношення між постійними часу 1T  і 2T  змі-
нюється характер коренів 1  і 2 , а отже, і вигляд перехідної фун-
кції ланки. Розглянемо три основні випадки. 

а) .21 2ΤΤ    Якщо  12 021  dTT  корені характеристичного 
рівняння дійсні від’ємні 

11   і  22  . 
У цьому випадку перехідна функція (3.21) матиме вигляд 

      tt eektH 21 11 12
12

 


 .            (3.23) 

Вираз (3.23) описує різницю двох експонент, які прагнуть до 
сталого значення   kH  . Отже, в інерційній ланці другого по-
рядку якщо 21 2TT   перехідна функція змінюється за аперіодичним 
законом  (рис. 3.6, а). 

HHH

t tt

 t1  t1  t1

kk k
21 2TT  21 2TT  01 T

0T
 

Рис. 3.6. Перехідні функції інерційної ланки другого порядку  
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Ланка другого порядку, перехідна функція якої змінюється апе-
ріодично, називається аперіодичною ланкою другого порядку. 

Аперіодичну ланку другого порядку можна представити як по-
слідовний ланцюжок двох інерційних ланок першого порядку. Дій-
сно, якщо відомі диференціальні рівняння двох інерційних ланок 
першого порядку 

     
     ,1

1

1

1

sYksYsT
sRksYsT




 

то, виключаючи проміжну величину  sY1 , маємо 

      sRkksYsTsT  11        sRkksYsTTsTT  12 . 

Позначаючи kkkTTTTTT  ;; 1
2

2 , 
одержимо рівняння аперіодичної ланки другого порядку 

     skRsYTssT  122
2 . 

б) 21 2TT  . У разі  12 021  dTT  корені характеристичного 
рівняння спряжені комплексні 

,; 21  jj  
де 

2
2

2
2

2
1

0
2

2

1

2
4

,1
2 T

TT
 j

TT
T 

 . 

Для цього виду коренів перехідна функція (3.21) матиме вигляд 

 



























ttektH T
t

sincos1 0 . 

Позначаючи 

 ctg  і 




sin
1

1k , де 



 arcctg , отримаємо 

остаточно 

   














tekktH T

t

sin1 0
1 .                     (3.24) 
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Таким чином, перехідна функція являє собою синусоїдальні за-
тухаючі коливання (рис. 3.6, б). Кутова частота цих коливань дорі-
внює уявній частині коренів характеристичного рівняння, а амплі-
туда зменшується за експоненціальним законом тим швидше, чим 

більша у кореня дійсна частина 
0

2
2

1 1
2 TT
T

 , де 0T  – постійна 

часу огинаючої експоненти. 
Ланка другого порядку, перехідна функція якої являє собою за-

тухаючі коливання, називається коливальною ланкою. 
в) 01T . В окремому випадку, коли 01 T  і немає демпфіру-

вання коливань, корені характеристичного рівняння виявляються 
уявними спряженими 

,; 21  jj  де 0
2

1


T
. 

Перехідна функція для цього випадку дорівнює 

   tktH 0cos1                                   (3.25) 

і являє собою (рис. 3.6, в) незгасаючі коливання з кутовою часто-
тою 0 . 

Ланка другого порядку, перехідна функція якої являє собою не-
згасаючі гармонійні коливання, називається гармонійною ланкою. 

Таким чином, характер перехідних 
функцій інерційної ланки другого по-
рядку залежить від значення коефіцієн-
та загасання 0d  (рис. 3.7), яке в свою 
чергу визначається співвідношенням 
постійних часу 1T  і 2T . Вірний вибір 
параметрів ланки дозволяє отримати 
необхідний характер перехідної функ-
ції.  

Реакції інерційної ланки другого 
порядку на одиничний імпульс  t  
отримаємо, диференціюючи перехідні 
функції (3.23), (3.24), (3.25). 

H

t

k

5,00 d
8,00 d

5,10 d

20 d

Рис. 3.7. Вплив 
коефіцієнта загасання на

перехідну функцію
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Для розглянутих трьох окремних випадків маємо 

21 2TT           tt eektG 21

12

21  



 ;            (3.26) 

21 2TT           tektG T
t








sin0
2
0 ;                (3.27) 

01 T          tktG 00 sin .                   (3.28) 

Відповідні функції ваги показано на рис. 3.8. 

G

t tt

 t

21 2TT  21 2TT  01 T

G G t  t

 
Рис. 3.8. Функції ваги інерційної ланки другого порядку 

Знаючи передатну функцію (3.16) ланки, знаходимо її частотну 
передатну функцію 

    


1
22

21 jTT
kjW .                           (3.29) 

Позбавляємося від ірраціональності у знаменнику і отримуємо 

   
    22

1
222

2

1
22

1
222

2

22
2

11
1











TT
kTj

TT
TkjW ,           (3.30) 

де        
  22

1
222

2

22
2

1
1






TT
TkP ;     22

1
222

2

1

1 




TT

kTQ . 

Рівняння (3.30) дозволяють побудувати (рис. 3.9, а) амплітудно-
фазову частотну характеристику (АФЧХ) розглянутої ланки у разі 
зміни частоти вхідного сигналу від 0  до  . 



 99 
 

Амплітуду і фазу вимушених коливань на виході інерційної 
ланки другого порядку визначимо як 

     
  22

1
222

2

22

1 


TT

kQPYm ;               (3.31) 

   
  















 22
2

1

1
arctgarctg

T
T

P
Q

.                         (3.32) 

Аналіз показує, що АФЧХ розташовано у четвертому і третьому 
квадрантах комплексної площини     jQP . 

 jQ

 P

0



 imY 

 i

i

k01 T

01 T

01 T

 jQ

 P
0

k

01d

02d
03d

04d

00 d

04030201 dddd 

00 d

 
Рис. 3.9. АФЧХ інерційної ланки другого порядку 

Якщо 01 T  уявна частина   0Q , а отже   0 . Це озна-
чає, що вимушені коливання на виході ланки завжди відстають від 
синусоїдального сигналу на її вході. По мірі збільшення частоти 
фазове запізнювання збільшується і у разі   стає рівним  . 

Якщо коефіцієнт загасання 10 d , то амплітуда  mY  із збіль-
шенням частоти безперервно зменшується від значення   kYm   
якщо 0   до   0mY  якщо  . 

Якщо коефіцієнт загасання 10 d , то у діапазоні частот близь-

кому до власної частоти ланки 
2

0
1
T

  амплітуда  mY  вимуше-
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них коливань на виході ланки збільшується і стає більшою за k , 
тобто має місце резонансний пік амплітуди. 

У разі 00 d   01 T , то при частоті 0  відбувається розрив 
функції  mY , оскільки для цієї частоти амплітуда вимушених 
коливань стає рівною нескінченності. Вплив змін коефіцієнта зага-
сання 0d  на АФЧХ показано на рис. 3.9, б. 

Логарифмічні амплітудні і фазові частотні характеристики лан-
ки представлено на рис. 3.10. 

б

lg
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Рис. 3.10 Логарифмічні характеристики 

інерційної ланки другого порядку: 
а – аперіодичної; б – коливальної 

Оскільки аперіодичну ланку другого порядку можна представи-
ти послідовним з'єднанням двох інерційних ланок першого поряд-
ку, то її амплітудну і фазову логарифмічні частотні характеристики 

отримуємо з точками зламу 
T 


1

1  і 
T 


1

2  як суму логарифміч-

них характеристик двох інерційних ланок (рис. 3.10, а). 
Логарифмічну амплітудну частотну характеристику коливальної 

ланки можна отримати в результаті логарифмування виразу (3.31) 

    22
1

222
21lg10lg20  TTkL .             (3.33) 
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Як і для інерційної ланки першого порядку, справжню ЛАЧХ 
коливальної ланки зазвичай заміняють наближеною асимптотич-
ною характеристикою. 

При малій частоті вхідного сигналу   kL lg20 , тому що 

   11 22
1

222
2  TT . Отже, асимптота ЛАЧХ паралельна вісі 

абсцис. 
При великій частоті вхідного сигналу    2lg40lg20 TkL , 

тому що    44
2

22
1

222
21  TTT . Асимптота ЛАЧХ являє собою 

пряму з від’ємним нахилом дек
дб40 . Асимптоти перетинаються 

при частоті 
2

0
1
T

 , коли 0lg 2 T . Заміна справжньої характери-

стики асимптотичною ламаною характеристикою проводиться з 
певною помилкою, величина якої залежить від коефіцієнта 0d  зага-
сання. 

Прикладами інерційних ланок другого порядку є електрома-
шинний підсилювач, електричний ланцюг постійного струму з ак-
тивним опором, індуктивністю і ємністю, двоступеневий гіроскоп 
тощо. 

3.1.4 Диференціююча ланка 

Ідеальними диференціюючими ланками називаються елементи 
автоматичних пристроїв, вихідна величина яких є похідною від 
вхідної величини 

   
dt

tdrbtya 00          ssRbsYa 00  .                 (3.34) 

Передатна функція ланки 

   
  ks,s

a
b

sR
sYsW 

0

0                               (3.35) 

де 
0

0

a
bk   – статичний передатний коефіцієнт. Структурну схему 

ланки показано на рис. 3.11, а. 
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Знайдемо реакцію диференціюючої ланки на одиничну 
ступінчату функцію 

  ,1 k
s

kssH                                       (3.36) 

де   t
s

11
 . 

Застосовуючи до (3.36) зворотне перетворення Лапласа, отри-
муємо 

   tktH  .                                      (3.37) 

Таким чином, у разі впливу на вхід ланки одиничної ступінчатої 
функції на її виході виникне миттєво діючий імпульс потужністю 
k , з амплітудою, яка прагне до нескінченності (рис. 3.11, б). 

t

t
kh



H

t

 t

t

y

tsin1

lg

 jQ

а б в

 t1

 tG

tk cos

 P0

L

0

k1зp 

де
к

дб
20

г д е

 sR
ks

 sY

t






90

 
Рис. 3.11. Характеристики диференціюючої ланки 

Диференціюванням перехідної функції (3.37) визначаємо функ-
цію ваги 

     tktsHtG 2 .                               (3.38) 

Отже, реакція ланки на одиничний імпульс  t  є імпульсний 
сигнал (рис. 3.11, в) другого порядку потужністю k . 
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Вимушені коливання на виході ідеальної диференціюючої ланки 

  tk
dt

tdkty 


 cossin1                           (3.39) 

мають амплітуду, посилену в k  разів, і фазовий зсув  
2


  

(рис. 3.11, г). 
Амплітудно-фазова частотна характеристика (рис. 3.11, д) ідеа-

льної диференціюючої ланки 

   jkjW                                      (3.40) 

є пряма, яка збігається з позитивним напрямком уявної вісі ком-
плексної площини     jQP . 

Амплітуда вимушених коливань 

     kkYm
220 ,                            (3.41) 

а їх фаза  

 
2

arctg
0

arctg 





k .                        (3.42) 

Логарифмуючи вираз (3.41), отримаємо 

   lg20lg20 kL .                                (3.43) 

Оскількі lg  – незалежна змінна, то графік ЛАЧХ є пряма з на-
хилом декдб20 . Частота зрізу визначається з умови 

  0L        lglg k       
k
1

зр  . 

 Логарифмічні характеристики ідеальної диференціюючої ланки 
показано на рис. 3.11, е. 

Прикладами диференціюючих ланок можуть служити тахогене-
ратор, гіроскопічний тахометр, трансформатор, що диференціює 
тощо. 
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3.1.5 Інтегруюча ланка  

Ідеальними інтегруючими ланками називаються елементи авто-
матичних пристроїв, вихідна величина яких пропорційна інтегралу 
від вхідної величини 

    dttrbtya 00         sR
s

bsYa 1
00  .                 (3.44) 

Передатна функція ланки  

   
  ,1

0

0

s
k

sa
b

sR
sYsW                                (3.45) 

де 
0

0

a
bk   – статичний передатний коефіцієнт. Структурну схему 

ланки наведено на рис. 3.12, а. 
Реакція інтегруючої ланки на одиничну ступінчату функцію 

 ts 11  : 

  2
1

s
k

ss
ksH          kttH  .               (3.46) 

Таким чином, при впливі на вхід ланки одиничної ступінчатої фу-
нкції на її виході виникне лінійно зростаючий сигнал (рис. 3.12, б). 
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Рис. 3.12. Характеристики інтегруючої ланки 
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Диференціюванням перехідної функції (3.46) визначаємо функ-
цію ваги 

  k
dt
dtkskttG  .                               (3.47) 

Отже, вплив одиничного імпульсу  t  на вхід ідеальної інтег-
руючої ланки викликає ступінчату зміну вихідного сигналу на ве-
личину k  (рис. 3.12, в). 

Вимушені коливання на виході ідеальної інтегруючої ланки 

  tktdtkty 


  cossin1                          (3.48) 

мають амплітуду, посилену в 

k  разів, і фазовий зсув  

2


  

(рис. 3.12, г). 
Амплітудно-фазова частотна характеристика (рис. 3.12, д) ідеа-

льної інтегруючої ланки 

 






kj

j
kjW                                 (3.49) 

є пряма, яка збігається з від’ємним напрямом уявної вісі комплекс-
ної площини     jQP . 

Амплітуда вимушених коливань 

 






kkYm 2

2
20 ,                            (3.50) 

а їх фаза  

   
2

-arctg
0
1-arctg 











k .                  (3.51) 

Логарифмуючи вираз (3.50), отримаємо 
   lg20lg20 kL .                                (3.52) 

Отже, ЛАЧХ ідеальної інтегруючої ланки є пряма з нахилом 
декдб20 . Частота зрізу визначається з умови 

  0L        lglg k       kзр . 
Логарифмічні характеристики ідеальної інтегруючої ланки по-

казано на рис. 3.12, е. 
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Прикладами інтегруючих ланок є інтегруючий CR   контур, 
керований гідравлічний циліндр, вал, редуктор, передача тощо. 

  
3.2 Структурні схеми і графи   

 
алежно від структури будь-яку систему автоматичного ке-
рування можна представити з’єднанням динамічних ланок, 

які входять до її складу. З’єднання ланок має якісно нові динамічні 
і статичні характеристики, відмінні від їх власних. 

Графічне представлення системи у вигляді з’єднаних між 
собою динамічних ланок називається структурною схемою систе-
ми. Структурна схема тотожна структурному зображенню системи 
диференціальних рівнянь, які описують рух елементів систем авто-
матичного керування. 

Застосування апарату структурних зображень дозволяє за допо-
могою простих правил перетворити структурну схему системи до 
еквівалентного вигляду, визначити по ньому її передатні функції і 
отримати рівняння руху. 

Основними елементами структурних схем є: 
– динамічні ланки спрямованої дії з відомими 

передатними функціями; структурна схема ланки 
зображується прямокутником, всередині якого 
записана його передатна функція (рис. 3.13, а); 

– лінії зв'язку, що вказують напрямок передачі 
впливу; позначаються лініями із стрілками по 
напрямку проходження сигналу (рис. 3.13, б); 

– суматори, що забезпечують алгебричне під-
сумовування вхідних впливів; позначаються 
кружечком розділеним на чотири сектори      
(рис. 3.13, в); якщо вплив має знак «мінус», то 
сектор суматора на який він надходить штриху-
ється; 

– вузли розгалуження впливів на два і більше 
напрямків; позначаються точками (рис. 3.13, г). 

З'єднання динамічних ланок у структурних 
схемах можуть бути: послідовними, рівнобіжними, зустрічно-

З 

 sR  sY
 sW

1х 2х 3х 4х

2х

1х

2х

21 ххх 

1х 21 ххх 

х
rх

х r r
r

Рис. 3.13. Елементи 
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рівнобіжними, складними з перехресними зв’язками. Як приклад, на 
рис. 3.14 показано структурну схему системи. 

 sR

 sY
 sW1  sW2  sW3  sW4  sW5

 sW6

 sW7
 sW8

 
Рис. 3.14. Структурна схема системи 

Інший спосіб графічного представлення з’єднаних між собою ди-
намічних ланок засновано на використанні сигнальних графів. Граф, 
як і структурна схема являє собою математичну модель системи. 
Сигнальний граф, який відповідає структурній схемі (рис. 3.14) по-
казано на рис. 3.15. 

 sR

 sW1  sW2  sW3
 sW4  sW5

 sY

 sW7  sW8

 sW6

 
Рис. 3.15. Граф системи 

Граф складається з дуг і вершин: 
– дуга зображується відрізком прямої або кривої із стрілкою, що 

вказує напрямок проходження сигналу (рис. 3.16, а); дуга відпові-
дає динамічній ланці і характеризується передатною функцією; 
починається і закінчується дуга у вершині; 

– вершина зображується точкою і представляє змінну (рис. 3.16, б); 
якщо до вершини підходить тільки одна дуга (рис. 3.16, в), то змін-
на, що відповідає вершині, вважається вихідною величиною дуги; 
якщо ж у вершині сходяться кілька дуг (рис. 3.16, г), то відповідна 
їй змінна дорівнює сумі вихідних змінних цих дуг; якщо з вершини 
виходять кілька дуг (рис. 3.16, д), то вхідна змінна усіх цих дуг та ж 
сама. 
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Вершина графа, що має тільки дуги які виходять з неї, визначає 
зовнішню змінну і називається вхідною вершиною графа. 

Граф зручний тим, що дозволяє обчис-
лювати передатну функцію системи без будь-
яких попередніх перетворень моделі. Разом з 
тим для розрахунку еквівалентної передатної 
функції по сигнальному графу можна скорис-
татися і правилами перетворення структурних 
схем. 
     3.3 Перетворення структурних схем  
      

ля визначення основних передатних 
функцій досліджуваної системи дово-

диться перетворювати її структурну схему до 
найпростішого (еквівалентного) вигляду. Під 
час таких перетворень проводиться зміна по-
рядку підсумовування сигналів, перенесення 
точок підсумовування і точок відбору сигна-
лів, заміна різних з’єднань ланок однією екві-
валентною ланкою і інші операції. Розглянемо 
основні правила перетворення структурних 
схем. 

3.3.1 Послідовне з’єднання ланок 

При послідовному з’єднанні ланок вхідна величина кожної на-
ступної ланки є вихідною величиною ланки, яка їй передує. 

 sR  sY
 sWn sW2 sW1

1Y 2Y ... 1nY
 sWекв

 sR  sY


  
Рис. 3.17. Послідовне з’єднання ланок  

Вважаючи диференціальні рівняння ланок відомими, запишемо 
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Послідовно виключаючи із системи диференціальних рівнянь 
(3.53) проміжні змінні 

     sRsWsWY 122             sRsWsWsWYsWY 123233   і т.д., 

отримуємо рівняння руху системи, яка розглядається 

           sRsWsWsWsWsY nn 121 ... .                  (3.54) 

Відповідно до (3.54) запишемо 

   
 

 
n

i sW
sR
sYsW

1
екв .                             (3.55) 

Таким чином, еквівалентна передатна функція послідовного   
з’єднання дорівнює добутку передатних функцій послідовно вклю-
чених ланок. 

У результаті проведених змін структурна схема системи пере-
творюється до еквівалентного вигляду, який показано на рис. 3.17. 

Амплітудно-фазову частотну характеристику послідовного    
з’єднання отримаємо, зробивши підстановку  js  в (3.55)  

    
n

i jWjW
1

екв . 

Так як  
     


 j

m eYjWекв , 

то амплітуда  mY  і фаза    вихідної величини з’єднання  
визначаються за правилом множення комплексних чисел 

          

n

mimnmmm YYYYY
1

21 ... ;              (3.56) 

        

n

in
1

21 ... .               (3.57) 

Для аналізу послідовного з’єднання ланок вельми зручні лога-
рифмічні частотні характеристики, так як у цьому випадку сумарну 
логарифмічну амплітудно-частотну характеристику 

     mYL lg20  

можна визначити відповідно до (3.56) як суму логарифмічних амплі- 
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тудно-частотних характеристик послідовно включених ланок 

        

n

in LLLLL
1

21 ... .               (3.58) 

Заміна добутку амплітуд вихідних величин ланок сумою їх ло-
гарифмів істотно спрощує розрахунки. 

3.3.2 Рівнобіжне з’єднання ланок  

При рівнобіжному з'єднанні на вході усіх ланок діє 
один і той же вхідний сигнал, а вихідні величини окремих ланок 
після додавання утворюють вихідну величину з’єднання (рис. 3.18). 
Додавання вихідних величин окремих ланок проводиться з ураху-
ванням їх знака (фази). 

 sR  sY

 sWn

 sW2

 sW1
1Y

2Y

.......

nY

 sR  sY
  sWекв

  
Рис. 3.18. Рівнобіжне з’єднання ланок  

Рівняння руху рівнобіжного з’єднання має вигляд 

             sRsWsRsWsRsWsY n ...21 .           (3.59) 

Отже, передатна функція з’єднання 

   
 

       
n

in sWsWsWsW
sR
sYsW

1
21екв ... .     (3.60) 

Таким чином, еквівалентна передатна функція рівнобіжного 
з’єднання дорівнює сумі передатних функцій рівнобіжно включених 
ланок. 

Амплітуда  mY  і фаза    вихідної величини з’єднання ви-
значаються виходячи з АФЧХ 

     


 j
m eYjWекв  

за правилом додавання комплексних чисел 
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22 QPYm ;                          (3.61) 

   
 






 P

Qarctg ,                               (3.62) 

де  

          

n

in PPPPP
1

21 ... ; 

          

n

in QQQQQ
1

21 ... . 

3.3.3 Змішане з’єднання ланок  

Варіант змішаного з’єднання ланок показано на рис. 3.19. 

 sR
 sW2 sW1

1Y 2Y  sR  sY


 sY
3Y

4Y sW4

 sW3

І  sWекв

  
Рис. 3.19. Змішане з’єднання ланок  

Знайдемо, в першу чергу, передатну функцію контуру I з рівно-
біжним  з'єднанням ланок 

     sWsWsW 43I  . 

Для визначення еквівалентної передатної функції залишається 
розрахувати передатну функцію всієї схеми, як послідовного     
з’єднання трьох ланок 

                sWsWsWsWsWsWsWsW 4321I21екв  . 

Подібним чином визначаються передатні функції і для більш 
складних випадків з’єднання елементарних ланок в автоматичних 
системах. 

3.3.4 Зустрічно-рівнобіжне  з’єднання ланок  

Зустрічно-рівнобіжне з’єднання показано на рис. 3.20. Тут при-
йняті позначення:  sWп  – передатна функція ланки або з’єднання 
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ланок прямого ланцюга;  sWз.з  – передатна функція ланки або 
з’єднання ланок зворотного зв’язку. 

 sR  sR  sY
 sWп

 sY

 sYз.з

 s
 sWекв

 sWз.з  
Рис. 3.20. Зустрічно-рівнобіжне  з’єднання ланок  

Таким чином, при зустрічно-рівнобіжному з'єднанні вихідна ве-
личина ланок прямого ланцюга через спеціальні ланки зворотного 
зв’язку впливає на вхід з’єднання, змінюючи величину вхідного 
сигналу. 

Сума сигналів вхідного  sR  і  sYз.з  зворотного зв'язку нази-
вається сигналом розузгодження 

     sYsRs з.з ,                                 (3.63) 

де знак плюс відповідає позитивному зворотному зв’язку, а знак 
мінус – негативному. 

Еквівалентну передатну функцію зустрічно-рівнобіжного з’єд-
нання отримаємо як відношення зображення вихідної величини 
 sY  до зображення вхідної величини  sR  

   
 

 
   

 
 
 
 s

sY
s
sY

sYs
sY

sR
sYsW







з.зз.з

екв
1

,                  (3.64) 

де знак плюс відповідає негативному зворотному зв’язку, а знак 
мінус – позитивному . 

Візьмемо до уваги, що за визначенням 

 
 

 sW
s
sY

п


,     
 
 

 
 

 
 

   sWsW
sY
sY

s
sY

s
sY

з.зп
з.зз.з 





. 

Тоді еквівалентна передатна функція з'єднання приймає вигляд 

   
   

 
 sW

sW
sWsW

sWsW
р

п

з.зп

п
екв 11 

 .                        (3.65) 
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Добуток      sWsWsW рз.зп  , що входить до знаменника, є пе-
редатною функцією з’єднання, розімкненого у точці підключення 
зворотного зв’язку до входу прямого ланцюга. Знак плюс як і ра-
ніше відповідає негативному зворотному зв’язку, а знак мінус – 
позитивному. 

3.3.5 Еквівалентні перетворення 

Системи автоматичного керування мають, як правило, складну 
багатоконтурну структуру, зумовлену наявністю цілого ряду зв’яз-
ків, які перехрещуються. Спрощення складних структурних з’єд-
нань ланок досягається відповідно до загальних правил їх еквівале-
нтних перетворень, які показано на рис. 3.21. Слід пам’ятати, що 
під час перетворень не можна переносити суматори через точки 
відбору і навпаки. Таке перенесення принципово змінює структуру 
системи і, отже, призведе до помилкових результатів при обчис-
ленні передатних функцій. 

Зміна порядку підсумовування сигналів 

Припустимо, що у структурній схемі (рис. 3.21, а) є два послі-
довно включених суматора. На перший надходять сигнали 1х  і 2х , 
на другий – сигнал 3х . Сумарний сигнал на виході ланцюжка ви-
значиться як 

321 хххх  .                                      (3.66) 

У ході перетворень структурної схеми може виникнути потреба 
поміняти місцями суматори, тобто змінити порядок підсумо-
вування. Схему еквівалентну початковій подано на а,21.3.рис . У 
цьому випадку сумарний сигнал ланцюжка дорівнюватиме 

231 хххх  .                                    (3.67) 

Легко побачити, що вирази (3.66) і (3.67) дають однаковий резуль-
тат. 

Отже, якщо між суматорами немає ланок і точок відбору сиг-
налів, то їх можна міняти місцями, тобто виконувати підсумову-
вання можна в будь-якій послідовності. 
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Зміна положення точок в ідбору сигналу  

Нехай структурна схема має вигляд, показаний на рис. 3.21, б. 
Якщо між точками відбору сигналу відсутні ланки і суматори, 

то точки відбору можна міняти місцями, усуваючи можливі пере-
хрещення зв'язків. Схему ідентичну початковій показано на 

б,21.3.рис . 
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Рис. 3.21. Еквівалентні перетворення структурних схем  
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Перенесення суматора через ланку  

Припустимо, що суматор (рис. 3.21, в) розташовано перед ланкою 
з передатною функцією  sW . Знайдемо сигнал на виході ланки 

       2121 хsWхsWххsWz  .                   (3.68) 

Якщо суматор перенести із входу ланки на її вихід, то умовою 
збереження незмінною вихідної величини z  є виконання вимоги 
(3.68). Ця вимога виконається, якщо у всіх гілках, що надходять на 
перенесений суматор, будуть знаходитися ланки з передатною  
функцією  sW . Умова еквівалентності схем ілюструється 

в-в 3.21,рис. . 
Таким чином, при перенесенні суматора зі входу ланки на її ви-

хід необхідно сигнал, який переносимо, помножити на передатну 
функцію ланки, через яку здійснюється перенесення. 

Якщо у початковій схемі суматор розташовано на виході ланки 
(рис. 3.21,  г), то сигнал на виході ланцюжка визначиться як 

  21 ххsWz  .                                  (3.69) 

При перенесенні суматора з виходу ланки на її вхід умова збе-
реження вихідного сигналу (3.69) забезпечується у тому випадку, 
якщо сигнал, який  переносимо розділити на передатну функцію 
ланки, через яку здійснюється перенесення  г3.21,рис. . 

Перенесення точок відбору сигналів через ланку  

У тому випадку, коли точка відбору сигналу переноситься зі 
входу ланки (рис. 3.21, д) на її вихід  д 3.21, рис. , потрібно забез-
печити незмінність величини х , яка відбирається. Згідно зі схемою 
еквівалентних перетворень, показаною на д3.21,рис. , маємо 

 
  x
sW

xsWх 
1 . 

Отже, при перенесенні точки відбору сигналу зі входу ланки на її 
вихід, необхідно сигнал, що відбирається, розділити на передатну 
функцію ланки, через яку здійснюється перенесення. 
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Якщо точка відбору сигналу переноситься з виходу ланки на її 
вхід  ее- 3.21,рис. , потрібно забезпечити незмінність величини 
z , що відбирається. Це можна виконати помноженням відведеного 
сигналу на  sW  

  zxsW  . 

Таким чином, при перенесенні точки відбору сигналу з виходу 
ланки на її вхід, необхідно сигнал, що відбирається, помножити на 
передатну функцію ланки, через яку здійснюється перенесення. 

3.3.6 Складні з'єднання ланок  

У загальному випадку структурні схеми являють собою складні 
з’єднання ланок. Застосування розглянутих вище способів перетво-
рення структурних схем дозволяє привести їх до найпростішого 
еквівалентного вигляду. 

Припустимо, що систему автоматичного керування подано 
структурною схемою, що на рис. 3.22, а. 

Перенесемо зовнішній вплив  sM  з виходу ланки  sW1  на її 
вхід, а точку відбору сигналу 2Y  – з входу ланки  sW3  на її вихід. 
Структурна схема прийме вигляд, який показано на рис. 3.22, б. 

Перетворимо контур I як зустрічно-рівнобіжне з’єднання лан-
цюжків ланок 

     
     sWsWsW

sWsWsW
432

32
I 1

 .                          (3.70) 

Послідовне з’єднання ланок  sW5  і  sW3

1  замінимо однією ек-

вівалентною ланкою з передатною функцією 
 
 sW
sW

3

5 . 

Після виконаних заходів структурна схема спрощується до ви-
гляду, показаного на рис. 3.22,  в. 

Контур ІІ являє собою зустрічно-рівнобіжне з’єднання ланцюж-
ків ланок і може бути замінений однією еквівалентною ланкою з  
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передатною функцією  

     
     

 sW
sWsWsW

sWsWsW

3

5
I1

I1
II

1
 .                          (3.71) 

Структурну схему, еквівалентну початковій, показано на        
рис. 3.22, г. 

 sR
 sW1  sW2  sW3

 sW4 sW5

 sY
 sM

2Y1Y

5Y 4Y
2Y

 sR
 sW1  sW2  sW3

 sW4

 sW5

 sY

 sM

2Y1Y

5Y 4Y
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Рис. 3.22. Приведення структурної схеми до еквівалентного вигляду: 

а – початкова, б – проміжні; г – еквівалентна 

Схема дозволяє визначити передатні функції системи: 
– по керуючому впливу 

   
 

 sW
sR
sYsWr II ;                                (3.72) 
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– по збурювальному впливу 

   
 

 
 sW
sW

sM
sYsWm

1

II .                              (3.73) 

Підставляючи (3.70), (3.71) у рівняння (3.72), (3.73), на підставі 
методу суперпозиції знаходимо рівняння руху досліджуваної сис-
теми 

         
     

             

   
             .

1

1

521432

32

521432

321

sM
sWsWsWsWsWsW

sWsW

sR
sWsWsWsWsWsW

sWsWsW
sMsWsRsWsY mr











           (3.74) 

Рівняння (3.74) дозволяє проводити дослідження, як статики, 
так і динаміки системи, яка розглядається. 

 
3.4 Формула Мейсона  

 
Обчислення передатних функцій системи по її графу можна ви-

конати із застосуванням формули Мейсона. Метод має певні пере-
ваги при аналізі простих систем. Дамо деякі додаткові визначення, 
необхідні при застосуванні цієї формули. 

Шлях – це безперервна послідовність дуг від вершини до вер-
шини, причому всі сигнали розповсюджуються в одному напрямку, 
тобто стрілки на всіх дугах спрямовані в один і той же бік. 

Контур – це замкнутий шлях, в якому всі сигнали розповсю-
джуються в одному напрямку, а кожна вершина зустрічається не 
більше одного разу. 

Прямий шлях – це шлях від вершини входу керуючого впливу 
до вершини виходу керованої величини, в якому жодна вершина не 
зустрічається більше одного разу. 

Коефіцієнт передачі шляху – добуток передатних функцій всіх 
дуг, що утворюють шлях. 

Коефіцієнт передачі контуру – добуток передатних функцій 
всіх дуг, що утворюють контур. 
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Контури, які не торкаються – контури, які не мають спільних 
вершин. 

Проілюструємо введені поняття на прикладі графа, показаного 
на рис. 3.15. Тут два контури, один з коефіцієнтом передачі 

   sWsW 72 , інший з коефіцієнтом передачі    sWsW 84 . Ці два 
контури не торкаються один одного. Граф має два прямих шляхи 
від входу  sR  до виходу  sY : один з коефіцієнтом передачі 

         sWsWsWsWsW 54321 , інший з коефіцієнтом передачі 
     sWsWsW 546 . Прямий шлях      sWsWsW 546  не торкається кон-

туру    sWsW 72 , але торкається контуру    sWsW 84 . Шлях 
         sWsWsWsWsW 54321  торкається як контуру    sWsW 72 , так і 

контуру    sWsW 84 . 
Формула Мейсона визначає передатну функцію системи віднос-

но вершин входу керуючого впливу  sR  і виходу керованої вели-
чини  sY  

   
 








k

i
ii

YR

sW
sWsW 1

п

екв ,                      (3.75) 

де  – визначник графа;  sW iп  – коефіцієнт передачі і -го прямого 
шляху від початкової до кінцевої вершин; k – загальне число пря-
мих шляхів; i  – визначник підграфа і -го прямого шляху. 

Визначник i  знаходиться, зазвичай, як значення визначника   
для тієї частини графа, що не стосується і -го прямого шляху. 

Визначником графа називається передатна функція, яка розра-
ховується відповідно до алгоритму 

  
ji lji

ljiji
i

i WWWWWW
, ,,

000000 ...1  ,              (3.76) 

де 
i

iW0  – сума коефіцієнтів передачі всіх окремих контурів; 


ji

jiWW
,

00  – сума добутків коефіцієнтів передачі всіх можливих 

комбінацій контурів, які не торкаються, узятих по два; 
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lji

lji WWW
,,

000  – сума добутків коефіцієнтів передачі всіх можливих 

комбінацій контурів, які не торкаються, взятих по три, і т.д. 
Застосуємо формулу Мейсона до графа на рис. 3.15 і визначимо 

передатну функцію системи. 
Позначимо через iL  коефіцієнт передачі i -го контуру. Тоді ко-

ефіцієнти передачі кожного з двох контурів запишемо як 

   sWsWL 721  ; 

   sWsWL 842  . 

Граф має два прямих шляхи з коефіцієнтами передачі 

           sWsWsWsWsWsW 54321п1  ; 

       sWsWsWsW 546п2  . 

Знаходимо значення визначника 

 
               .1

1

84728472

2121

sWsWsWsWsWsWsWsW
LLLL




 

Обчислюємо визначники i   2,1i . Для цього виключимо з 
графу спочатку перший прямий шлях (повинні бути видалені і усі 
вузли першого прямого шляху), потім другий. Результати операцій 
показано на рис. 3.23 та рис. 3.24. 

 sW7  sW8

 sW6

 
Рис. 3.23. Граф з виключеним першим прямим шляхом 

 

 sW7  sW8

 sW1  sW2  sW3

 
Рис. 3.24. Граф з виключеним другим прямим шляхом 
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Таким чином 1 , може бути знайдений як визначник для графа 
на рис. 3.23, а 2  – як визначник для графа на рис. 3.24. 

Оскільки граф на рис. 3.23 не має контурів, то 11  . Граф на 
рис. 3.24 має один контур, отже    sWsW 722 1 . 

Підставляючи отримані значення  sWп1 ,  sWп2 ,  , 1  і 2  в 
(3.75) отримуємо еквівалентну передатну функцію системи 

                      
               sWsWsWsWsWsWsWsW

sWsWsWsWsWsWsWsWsWsWsW
84728472

7254654321
екв 1

1



 . 

Аналогічний результат можна отримати при визначенні еквіва-
лентної передатної функції на підставі перетворень структурної 
схеми системи, показаної на рис. 3.14. 

 
3.5 Зворотні зв'язки та їх властивості  

 
воротним зв’язком називається вплив вихідної величини яко-
го-небудь елемента автоматичної системи на вхід цього 

елемента або на вхід одного з попередніх йому елементів ( рис. 3.25). 
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Рис. 3.25. Типова система стабілізації   

Зворотні зв’язки у системах автоматичного керування служать 
для формування бажаних статичних і динамічних характеристик 
елементів і системи в цілому. Якщо зворотний зв’язок охоплює всю 
автоматичну систему, тобто з’єднує її вихід із входом, то його на-
зивають головним. 

 Головний зворотний зв’язок необхідний для забезпечення порів - 

З 
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няння поточного й заданого значень керованої величини. 
 Зворотні зв’язки, що охоплюють окремі елементи або ланцюж-

ки елементів, називаються місцевими.  
За характером впливу зворотні зв’язки діляться на жорсткі і 

гнучкі, які у свою чергу можуть бути позитивними і негативними. 

 sR  sY
..........

k
 sYз.з

 sR  sY
..........

k
 sYз.з

  
Рис. 3.26. Жорсткий зворотний зв'язок: 

а – негативний; б – позитивний 

Жорсткий зворотний зв’язок – такий зв’язок, який діє у системі 
постійно, тобто як в усталеному, так і перехідному режимах. Він 
реалізується (рис. 3.26) за допомогою безінерційних динамічних 
ланок і має передатну функцію  

   
  k
sY
sYsW  з.з

ж.з.з . 

Таким чином, дія жорсткого зворотного зв’язку на вхід з’єдна-
ння в будь-який момент часу пропорційна вихідній величині, яка 
надходить на вхід ланки зворотного зв’язку, тобто 

   skYsY з.з . 

Якщо під час керування коефіцієнт k  змінюється, то жорсткий 
зворотний зв’язок називається змінним. У тих випадках коли 1k , 
зворотний зв’язок є повним або стовідсотковим. 

Жорсткий зворотний зв’язок є негативним (рис. 3.26, а), якщо 
він зменшує сигнал на вході прямого ланцюга з’єднання, і позити-
вним (рис. 3.26, б), якщо його дія призводить до збільшення вхідно-
го сигналу. 

Гнучкий зворотний зв’язок – такий зв’язок, який діє в системі 
тільки тоді, коли має місце зміна у часі вихідної величини, тобто в 
перехідному режимі. В усталеному режимі дія гнучкого зворотного 
зв’язку припиняється. 

Гнучкий зворотний зв'язок (рис. 3.27) реалізується за допомо -  
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гою диференціюючих динамічних ланок і має у загальному випад-
ку передатну функцію 

   
 

nks
sY
sYsW  з.з

г.з.з . 

 sR  sY
..........

 sYз.з

 sR  sY
..........

а б

nksnks
 sYз.з

  
Рис. 3.27. Гнучкий зворотний зв'язок: 

а – негативний; б – позитивний 

Таким чином, дія гнучкого зворотного зв’язку на вхід з’єднання 
в будь-який момент часу пропорційна похідній n -го порядку вихі-
дної величини, яка надходить на вхід ланки зворотного зв’язку, 
тобто 

   sYkssY nз.з . 

Найбільш часто застосовуються на практиці гнучкі зворотні 
зв'язки першого порядку   kssW г.з.з  (за швидкістю) і другого по-
рядку   2

г.з.з kssW   (за прискоренням). 
Гнучкий зворотний зв’язок називається негативним (рис. 3.27, а), 

якщо він затримує зміну вихідної величини, зменшуючи швидкість її 
зміни, і позитивним (рис. 3.27, б), якщо він сприяє збільшенню 
швидкості зміни вихідної величини.  

При дії на вхід ланки, що реалізує гнучкий зворотний зв’язок 
гармонійного сигналу, вплив зворотного зв’язку зростає із збіль-
шенням частоти сигналу. Дійсно, частотна передатна функція гну-
чкого зворотного зв’язку у загальному випадку має вигляд 

   njkjW г.з.з. , 

отже, амплітуда гнучкого зворотного зв’язку виявляється про-
пропорційною n -й ступені частоти сигналу 

  n
m kY г.з.з . 
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При зміні порядку передатної функції nks  на одиницю фаза 
гнучкого зворотного зв’язку змінюється (рис. 3.28) на о90 . У разі 

1n  фаза о
1 90 ; у разі  2n  фаза о

2 180 ; у разі  3n  фаза 
оо

3 90270   і т.д. 

ks

3ks

2ks

y
ззy

 
Рис. 3.28. Властивості гнучкого зворотного зв’язку  

Щодо фізичної реалізації жорсткі і гнучкі зворотні зв’язки мо-
жуть бути внутрішніми (природними) і зовнішніми (штучними). 

Внутрішні зворотні зв’язки являють собою природну залеж-
ність сигналу з.зy  від сигналу y . У ряді випадків дію внутрішньо-
го зворотного зв'язку покладено в основу робочого процесу елеме-
нта і визначає його статичні та динамічні характеристики.  Цей 
зв’язок не можна розімкнути, так як він органічно входить у струк-
туру елементів. 

Вигляд внутрішніх зв'язків враховується знаком, який ставиться 
перед передатною функцією  sWз.з  у структурній схемі. Для нега-
тивних зворотних зв’язків перед передатною функцією ставиться 
знак «-» або штрихується сектор суматора, на який надходить сиг-
нал зворотного зв’язку. 

Прикладом внутрішнього зворотного зв’язку (рис. 3.25) може 
служити проти-ЕРС в електродвигуні, яка дорівнює 

0зв Ф  skсe ЕЕЕ . Цей зв’язок є жорстким негативним зворот-
ним зв’язком за частотою обертання якоря, так як він спрямований 
зустрічно прикладеній до якоря напрузі звд еUU  . 

Зовнішні зворотні зв’язки створюють спеціально шляхом вве-
дення в автоматичну систему додаткових елементів. Щоб вказати 
знак зовнішніх негативних зворотних зв’язків у структурну схему 
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вводиться передатна функція інвертора   1sW . Зовнішній зворо-
тний зв’язок може бути не тільки змінений за величиною, а й від-
ключено. 

Прикладом зовнішнього зворотного зв’язку (рис. 3.25) є стовід-
сотковий жорсткий негативний зворотний зв’язок по куту відхи-
лення об’єкта керування у типовій системі стабілізації 

00 1  . Зв’язок реалізується, як правило, за допомогою гіро-
скопічних датчиків кута і спрямований назустріч сигналу керуван-
ня 0з  . 

У загальному випадку зворотні зв’язки систем автоматичного 
керування можуть являти собою складні з’єднання цілого ряду 
ланок, включених між собою послідовно, рівнобіжно або змішано. 
Дія зворотного зв’язку при цьому визначається властивостями ла-
нок, які входять до його складу, та їх з’єднаннями між собою. На-
приклад, зворотній зв’язок, показаний на рис. 3.29, створений змі-
шаним з’єднанням інерційної, безінерційної і диференціюючої ла-
нок. 
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Рис. 3.29 Складний зворотний зв'язок 

Передатна функція такого зв'язку дорівнює 

   
 

 
11

321з.з
з.з 




sT
skkk

sY
sYsW . 

Отже, при   сonstsY  її дія буде еквівалентна жорсткому зво-
ротному зв’язку з передатним коефіцієнтом 21kkk  , а при 
  varsY  на величину сигналу будуть впливати складові sTsk 13 , . 

У цілому ряді випадків інерційність зворотних зв’язків істотно по-
значається на характері перехідних процесів з’єднання і її вплив 
потрібно обов’язково враховувати. 
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3.6 Вплив зворотних зв’язків на властивості 
      динамічних ланок 

 
етодику оцінки впливу жорсткого  і гнучкого негативних 
зворотних зв’язків на властивості динамічних ланок роз-

глянемо на прикладі аналізу їх впливу на інерційну динамічну лан-
ку другого порядку.  

Структурну схему ланки показано на рис. 3.30. 
Вважаємо параметри ланки відоми-

ми, а співвідношення її постійних  часу, 
що визначають коефіцієнт загасання, 
рівним 21 2TT  . Перехідну функцію 
ланки, що описується рівнянням 

 

   



























ttektHty T
t
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показано на рис. 3.32.  
Після охоплення ланки жорстким не-

гативним  зворотним зв’язком (ЖНЗЗ) з 
коефіцієнтом з.зk , схема з’єднання   
набуває вигляду, який показано на    
рис. 3.31. 

Оскільки передатна функція ланки й 
коефіцієнт зворотного зв’язку відомі, то 
скористаємося формулою (3.65) і одер-
жимо еквівалентну передатну функцію 

розглянутого зустрічно-рівнобіжного  з’єднання 
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       (3.77) 

Приводимо рівняння (3.77) до стандартного вигляду 
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Рис. 3.30. Іінерційна
ланка другого порядку

Рис. 3.31. Інерційна
 ланка другого порядку, 

охоплена ЖНЗЗ
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де  
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Перехідну функцію ланки при охопленні її ЖНЗЗ показано на 
рис. 3.32 та позначено як  ty2 . 

k

k  t1

y

2y

3y1y

t  
Рис. 3.32. Перехідні функції  

Аналіз передатних функцій інерційної ланки другого порядку і 
тієї ж ланки з ЖНЗЗ, а також їх перехідних функцій дозволяє зро-
бити такі висновки: 

 охоплення ланки жорстким негативним зворотним зв’язком 
не змінює характеру передатної функції; 

 статичний передатний коефіцієнт ланки із ЖНЗЗ менше ста-
тичного передатного коефіцієнта ланки без зворотного зв’язку 

kk  . Отже, у ланки з ЖНЗЗ менше усталене значення вихідної 
величини; 

 статичний передатний коефіцієнт ланки з ЖНЗЗ зменшується 
тим сильніше, чим більше значення коефіцієнта зворотного зв’язку; 

 постійні часу ланки із ЖНЗЗ менше постійних часу ланки без 
зворотного зв’язку ;22 TT   ;11 TT   при цьому коливальність вихід-
ної величини ланки з ЖНЗЗ вище, що пояснюється зменшенням у 
ній коефіцієнта загасання 
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Якщо інерційну ланку другого порядку охопити гнучким нега-
тивним зворотним зв’язком (ГНЗЗ) з коефіцієнтом skз.з , то схема 
з’єднання прийме вигляд, показаний на рис. 3.33. 

Знаходимо еквівалентну передатну функцію з’єднання 

    1з.з1
22

2
екв 


skkTsT

ksW  

або у стандартному вигляді   

 
11

22
2

екв 


sTsT
ksW , де з.з11 kkTT  . 

Перехідну функцію ланки при охоп-
ленні її ГНЗЗ показано на рис. 3.32 і позначено як  ty3 . 

Таким чином, гнучкий негативний зворотний зв’язок не змінює 
характеру передатної функції ланки. Статичний передатний коефі-
цієнт при введенні ГНЗЗ залишається незмінним; отже, усталене 
значення вихідної величини ланки із ГНЗЗ не змінюється. Зміню-
ється тільки постійна часу 11 TT  . 

Збільшення постійної часу ланки із ГНЗЗ призводить до збіль-
шення коефіцієнта загасання 
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Коливальність вихідної величини ланки із ГНЗЗ зменшується. 
На закінчення відзначимо, що формування необхідних власти-

востей автоматичних систем за допомогою введення зворотних 
зв'язків широко застосовується при їх синтезі. 

 
3.7 Закон керування. Передатні функції системи  

 
ля повного дослідження процесів керування, що протіка-
ють в автоматичних системах, необхідно у першу чергу 

описати процес керування, тобто визначити залежність вихідної 
(керованої) величини від заданих сигналів керування і збурюваль-
них впливів. 

Д 
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Рис. 3.33. Інерційна
ланку другого порядку, 

охоплена ГНЗЗ
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Коли передатні функції усіх динамічних ланок, на які розділена 
система, розраховані і побудована її структурна схема, то відпо-
відно до методу еквівалентних перетворень структурна схема сис-
теми приводиться до спрощеного еквівалентного вигляду. При 
цьому у ній мають бути збережені точки прикладання сигналів 
управління і збурювальних впливів. 

Розглянемо еквівалентну структурну схему системи, показану на 
рис. 3.34, яка складається з об'єкта керування, регулятора і ЖНЗЗ 
між виходом і входом. Вважаємо, що на систему діє сигнал керуван-
ня  sR  і основне збурення  sM . 

 sR  sY
 sWрег

 sM

 sYз.з

 s

системи
ярозімкненнМісце

 sWо.к

з.зk

 
Рис. 3.34. Еквівалентна структурна схема одноконтурної САК 

Будемо вважати відомими передатні функції  sWо.к  – об’єкта ке-
рування, )(рег sW  – регулятора і з.зk – головного зворотного зв’язку. 

Для аналізу статичних і динамічних властивостей системи зна-
ходяться такі передатні функції: 

 передатна функція за сигналом керування     0tmr sW  
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о.крег
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 ,           (3.79 а) 

де      sWsWsW r о.крегп   – передатна функція ланок прямого лан-
цюга між сигналом  sR  і керованою величиною  sY ; 

      з.зо.крегp ksWsWsW  – передатна функція розімкненого контуру. 

 передатна функція за зовнішнім збуренням      0trm sW   
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де    sWsW m о.кп   – передатна функція ланок прямого ланцюга 
між збуренням  sM  і керованої величиною  sY . 

У реальних умовах сигнали керування і зовнішні збурення ді-
ють одночасно. Закон керування системою у цьому випадку визна-
чається як сума від усіх впливів і, виходячи з методу суперпозиції, 
має вигляд 

         sMsWsRsWsY mr  .                       (3.80) 

Рівняння (3.80) дозволяє досліджувати як динамічні, так і стати-
чні властивості системи. 

 
3.8 Передатна функція розузгодження  

 
 деяких випадках, наприклад при дослідженні слідкуючих 
систем, якість керування зручно оцінювати за величиною і 

характером зміни розузгодження 

).()()( з.з sYsRs                                 (3.81) 

Закон зміни розузгодження визначається передатною функцією 
розузгодження 

 
)(
)(

s
ssW

Rs


 .                                     (3.82) 

Передатна функція  sWs  дозволяє визначити реакцію замкну-
тої системи на зовнішній вплив у точці прикладання цього впливу. 

Перетворимо рівняння (3.82), приймаючи до уваги (3.81)  

 
   sR

sY
sR

sYsRsWs
)(1)()( з.зз.з 


 .   (3.83) 

Якщо передатні функції елементів сис-
теми та її структурна схема (рис. 3.35) ві-
домі, то, помноживши у (3.83) чисельник і 
знаменник від’ємника на  sY , маємо 

   
 

 
     sWsWsW
sR
sY

sY
sY

s з.з
з.з 11  . 

У 

 sR  sY

 sYз.з

 sWп

 s

Рис. 3.35 До визначення 
передатної функції 

розузгодження

 sWз.з
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Підставимо в отриманий вираз значення  

   
   

 
 sW

sW
sWsW

sWsW
р

п

з.зп

п

11 



  

і знайдемо остаточно 

     
     sWsWsW

sWsWsWs
рз.зп

з.зп

1
1

1
1





 .                   (3.84) 

У рівняння (3.84) входить тільки передатна функція  sWр  розі-
мкненого ланцюга. Це показує, що передатна функція розузго-
дження не залежить від характеру і точки докладання зовнішньо-
го впливу. 

Передатна функція розузгодження системи автоматичного 
керування – величина незмінна і визначається тільки власними ди-
намічними властивостями самої системи. 

За відомою передатною функцією  sWs  можна знайти всі інші 
передатні функції замкнутої системи. Для цього достатньо переда-
тну функцію розузгодження помножити на еквівалентну передатну 
функцію ланок, включених між точкою прикладання зовнішнього 
впливу і місцем, де визначається реакція системи на даний вплив. 

 sr sR  sY
 sM1

 sYз.з

 sW1  sW2  sW3

 sM2

 sm sYБ

А Б

з.зk

 sWо.к

 
Рис. 3.36. Визначення реакції системи у довільній точці 

Як приклад, визначимо за структурною схемою, що на рис. 3.36, 
реакцію системи у точці Б на збурення, діюче в точці А. 

Передатна функція системи щодо входу збурювального впливу 
 sM1  і виходу  sYБ  має вигляд 

   
 

 
     sWsW
sW

sW
sM
sYsW sM AБ

p

AБ

1

Б
1 1




 , 
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де      sWsWsW 32AБ   – передатна функція ланок між точками А і Б. 
Отже, реакція системи дорівнюватиме 

       sMsWsWsY s 1AББ  .    

Якщо необхідно знайти реакцію системи на виході ланки з пе-
редатною функцією  sW2  на збурення  sM2 , маємо 

           sMsWsWksWsWsY s 221з.зо.к2  . 

Таким чином, знаючи передатну функцію розузгодження, мож-
на визначити будь-яку з передатних функцій замкнутої системи. 

 
3.9 Зв'язок між основними передатними функціями 
      системи автоматичного керування  

 
ідомо, що замикання контуру керування головним зворот-
ним зв’язком, який завжди є жорстким і негативним, при-

зводить до зміни власних динамічних і статичних якостей системи. 
Отже, процеси керування в замкнутій системі протікають інакше, 
ніж у відповідній їй розімкненій системі. 

Припустимо, що на вході замкну-
тої системи (рис. 3.37, а) діє тільки 
сигнал керування  sR . Рівняння 
руху такої системи має вигляд 

       sRsBsYsA  .         (3.85) 

Якщо систему розімкнути у місці 
замикання головного зворотного зв'я-
зку (рис. 3.37, б), то при тому ж зако-
ні зміни сигналу керування  sR  рів-
няння руху розімкненої системи ма-
тиме характеристичний багаточлен, 
відмінний від характеристичного 
багаточлена рівняння (3.85) 

       sRsBsYsG з.з .      (3.86) 

Це означає, що перехідний процес у розімкненій системі відбувати- 

В 

Рис. 3.37. Замкнута (а) і 
розімкнена (б) системи

 sR  sY

 sYз.з

 sWп

 s

Місце розімкнення
системи

 sR  sYз.з sWп

а

б

з.зk

з.зk
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меться за іншим законом. 
Виходячи з рівнянь (3.85) і (3.86) знайдемо передатні функції 

систем замкнутої 

   
 

 
 sA
sB

sR
sYsW з                                     (3.87) 

і розімкненої 

   
 

 
 sG
sB

sR
sYsW  з.з

р .                                  (3.88) 

Згідно зі структурними схемами (рис. 3.37) ці ж передатні фун-
кції можуть бути записані як 

   
 

 
 sW
sW

sR
sYsW

р

п
з 1

 .                               (3.89) 

   
 

  з.зп
з.з

р ksW
sR
sYsW  .                             (3.90) 

Знайдемо із рівняння (3.90) передатну функцію ланок прямого 
ланцюга 

   
з.з

р
п s

k
sW

W  .                                       (3.91) 

Підставимо у рівняння (3.91) значення передатної функції (3.88) 
розімкненої системи 

   
 sGk

sBW
з.з

п s  .                                    (3.92) 

Запишемо передатні функції замкнутої системи (3.87) і (3.89) з 
урахуванням (3.90) і (3. 92) 

   
 

 
 

 
    sBsGk

sB
sW

sW
sА
sBsW







з.зр

п
з 1

.            (3.93) 

Отриманий вираз визначає зв’язок між передатними функціями 
і операторними багаточленами замкнутої і розімкненої систем, які 
знаходяться під впливом одних і тих же сигналів керування. 

З рівняння (3.93) випливає, зокрема, що 

      sBsGksA  з.з ,                               (3.94) 
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тобто характеристичний багаточлен замкнутої системи можна 
виразити через операторні багаточлени відповідної розімкненої 
системи. 

Отже, дослідження власного руху замкнутої системи можна 
проводити за допомогою рівняння 

       0 sYsBsG .                               (3.95) 

Останній висновок надзвичайно важливий для практики, оскіль-
ки теоретичне і експериментальне дослідження розімкненої системи 
значно простіше, ніж дослідження відповідної замкнутої системи. 

 
3.10 Контрольні питання й завдання   

 
1. Дайте визначення типової динамічної ланки. 
2. Перерахуйте типові динамічні ланки, наведіть їх рівняння ру-

ху і структурні схеми. 
3. Отримайте рівняння і побудуйте графік перехідної функції 

безінерційної підсилювальної ланки. 
4. Поясніть яким чином на підставі рівняння перехідної функції 

інерційної ланки першого порядку можна отримати рівняння імпу-
льсної перехідної функції ланки. 

5. На прикладі інерційної ланки другого порядку поясніть прин-
цип розрахунку і побудови її АФЧХ. 

6. Розрахуйте і побудуйте зворотну АФЧХ інерційної ланки 
другого порядку. 

7. На прикладі інерційної ланки першого порядку поясніть 
принцип розрахунку і побудови її ЛАЧХ. 

8. Що таке частотна передатна функція типової динамічної лан-
ки? Області її застосування. 

9. Побудуйте АФЧХ системи зі структурною схемою вигляду 
 sR  sY

13
2
s  

10. Розрахуйте і побудуйте імпульсну перехідну функцію сис-
теми для нульових початкових умов її стану  

 sR  sY

13
2
s  
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11. Як зміниться перехідна функція інерційної ланки другого 
порядку при оберненні в нуль постійної часу 

02 Т ? 
12. На рисунку подані АФЧХ трьох дина-

мічних ланок. Яка з них відповідає інерційній 
ланці першого порядку? Обґрунтуйте рішення. 

13. Виходячи з аналізу передатної функції 

інерційної ланки другого порядку  
11,01,0

2
2 


ss

sW  визначте 

вигляд її перехідної функції. 
14. За виглядом перехідних функцій 

ідентифікуйте аперіодичну динамічну 
ланку другого порядку. 

15. Виходячи з аналізу передатної фу-
нкції інерційної ланки другого порядку 

 
11,0

2
2 


s

sW  визначте вигляд її пере-

хідної функції. 
16. Як зміниться перехідна функція диференціюючої ланки при 

збільшенні статичного передатного коефіцієнту ланки у три рази? 
17. Визначте амплітуду  mY  і фазу     вимушених коливань 

на виході диференціюючої ланки з передатною функцією 
  ssW 3 . 
18. Як позначиться на властивостях інерційної ланки першого 

порядку її охоплення гнучким позитивним зворотним зв’язком? 

19. Визначте передатну функцію розузгодження    
 sM
ssW m

s
2


  

системи зі структурною схемою вигляду  

 sr sR  sY
 sM1

 sYз.з.

 sW1  sW2  sW3

 sM 2

 sm sYБ

А Б
з.з.k

 sWо.к.
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озглянуті в попередніх главах підходи до досліджень сис-
тем автоматичного керування ґрунтувались на використан-

ні керуючих та збурювальних впливів, які були заданими функція-
ми часу. 

У реальних умовах зовнішні впливи змінюються випадково, ко-
ли не можна  заздалегідь встановити з повною визначеністю їх зна-
чення для будь-якого заданого наперед моменту часу. Взяти, на-
приклад, автопілот літака. Його роботу, зазвичай, визначають по-
риви вітру, коливання щільності атмосфери, зміна сили тяги двигу-
на, напруга живлення підсилювачів. На точність стабілізації курсу 
морського судна впливає морське хвилювання, напрям і сила вітру, 
режими роботи силової установки і т.д. 

Методи дослідження динаміки систем автоматичного керуван-
ня, які знаходяться під впливом випадкових збурень, засновані на 
використанні апарату теорії ймовірностей і теорії випадкових фун-
кцій. 

 
4.1 Випадкові величини та їх характеристики 

  
ипадковою називають величину, яка приймає у результаті 
досліду одне із багатьох значень, причому появу того чи 

іншого значення цієї величини до її вимірювання неможливо пе-
редбачити достеменно. Випадкові величини можуть бути дискрет-
ними та неперервними. 

Дискретною вважається випадкова величина, яка приймає окре-
мі можливі значення з певними ймовірностями. 

Неперервна випадкова величина може приймати усі значення з 
деякого кінцевого або нескінченного інтервалу. 

Р 

В 

ГГллаавваа  44  ВИПАДКОВІ ПРОЦЕСИ В 
 СИСТЕМАХ АВТОМАТИЧНОГО  

КЕРУВАННЯ 
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Припустимо, що у ході експерименту було проведено N  вимі-
рювань величини Х  і отримані наступні результати 

nn ХХХХХХ ,,...,,,, 14321  . 

Визначимо середнє значення величини Х   

N

Х

N
ХХХХХХХ

n

i
i

nn

 


 114321 ..., .            (4.1) 

Звичайно, що серед всієї вибірки результатів можуть бути зна-
чення, які повторюються. Позначимо однакові результати вимірю-
вань kx   ,...3,2,1k , наприклад,  

1181 xXXX n   , 23 xXX n  , … 

Уведемо до розгляду величину kn ,  яка показує скільки разів в 
ході експерименту був отриманий результат kx . Помітимо, що  

Nn
k

k  . 

З урахуванням зроблених зауважень, перепишемо вираз (4.1) 
для середнього значення величини Х  





k

k
k

k
kk

N
nx

N

nx
Х .                                    (4.2) 

Відношення 

kF
N
n

k  ,                                              (4.3) 

являє собою частоту реалізації результату kx , котра показує,  як 
дане вимірювання розподілено серед отриманих значень. 

Оскільки  
Nnk  , 

то   
    1 kF ,                                          (4.4) 

тобто сума частот реалізації усіх можливих результатів вимірювань 
kx  дорівнює одиниці. 
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Беручи до уваги (4.3), отримуємо  


k

kk FxX .                                       (4.5) 

Таким чином, середнє значення величини X  являє собою зва-
жену суму всіх значень kx , отриманих у ході експерименту. 
     Розподіл результатів вимірів можна представити гістограмою – 
графіком залежності kF  від kx  (рис. 4.1, а).  На гістограмі частота 
кожної реалізації даних kx  визначається висотою стовпчика над 
нею. Гістограма досить повно характеризує дискретну випадкову 
величину. Подібні гістограми зручні у випадках, коли значення kx  
далеко стоять один від одного і визначаються цілими числами.  

kx

kF

1x 2x 3x 4x 5x  1mx mx0

1,0

2,0

3,0

...

kf

0

1,0

2,0

3,0 

kx

1x 2x 3x 4x 5x  1mx mx...
а б  

Рис. 4.1. Гістограми випадкових величин: 
а – дискретної; б – безперервної 

Під час аналізу безперервних випадкових величин користують-
ся стовпчастими гістограмами розподілу. Стовпчасту гістограму 
показано на рис. 4.1, б. 
     Увесь діапазон можливих значень kx  розбивається на однакові 
інтервали  . Припустимо, що вибрана ширина інтервалу збігаєть-
ся зі значеннями  1 mmk xxx , як показано на рис. 4.1, б, тоб-
то kx . 

Висота кожного стовпчика kf  гістограми визначається з умови за-
безпечення рівності його площі частоті kF  реалізації результату kx  

kk Ff  .                                         (4.6) 
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       Іншими словами, на гістограмі для неперервної випадкової 
величини площа k -го стовпчика має те ж значення, що й висота k -
го стовпчика на гістограмі дискретної випадкової величини. 

Використання подібних гістограм дозволяє визначати не тільки 
частоту реалізації якого-небудь результату експерименту, але і 
частку результатів, що потрапляють в той чи інший інтервал. 

Якщо вибрати ширину інтервалу 1 , то згідно з (4.6) висота 
стовпчика kf  гістограми стає рівною частоті kF . Отже, площа всіх 
стовпчиків також буде рівною одиниці. У цьому випадку гістогра-
ма називається нормованою. 

Із зростанням кількості вимірів до нескінченності N  і зме-
ншенні інтервалу 0  отримуємо стовпчики гістограми нескін-
ченно малої ширини. Лінія, проведена через їх вершини (рис. 4.2, а), 
є графіком функції, яку називають щільністю розподілу ймовірнос-
тей випадкової величини. Щільність розподілу позначають  хf ; 
тут х – одне з допустимих значень випадкової величини. 

 хf

x

1
2

 хf

xx

 xf

1х 2х
а б

dxx 

 
Рис. 4.2. Щільності розподілу ймовірностей 

Частка вимірювань, яка потрапить (рис. 4.2, а) у будь-який ма-
лий інтервал від х  до dxх  , дорівнюватиме площі  dxхf . Отже 
 dxхf  є ймовірністю того, що будь-яке одиничне вимірювання 

призведе до результату, який лежить в інтервалі від х  до dxх  . 
Інтеграл від  хf  на деякому інтервалі  21; хх  визначає ймовір-

ність того, що випадкова величина Х  при черговому випробуванні 
опиниться у даному інтервалі 

   
2

1
21

х

х
dxхfхХхР . 
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     У загальному випадку,  коли випадкова величина може прийма-
ти будь-які дійсні значення, повна ймовірність отримання резуль-
тату складе 

  1



dxхf .                                      (4.7) 

Рівняння (4.7) є аналогом рівняння (4.4) для дискретних випад-
кових величин.  

Щільність розподілу ймовірностей випадкової величини матиме 
гостру верхівку (крива 1 на рис. 4.2, б), якщо в ході експерименту 
виконувались досить точні вимірювання і навпаки – якщо точність 
вимірювань була недостатньою, то і результати будуть дуже відрі-
знятися один від одного, і щільність розподілу виявиться пологою і 
широкою (крива 2 на рис. 4.2, б). 

Наявність щільності розподілу ймовірностей  хf , дозволяє 
отримати важливі для практики характеристики випадкової вели-
чини: 

  XM  – математичне сподівання (середнє значення). Якщо 
відома щільність розподілу, то сума в (4.2) замінюється інтегралом        

    хmdxхfхХXM  



.                         (4.8) 

  XD  – дисперсію (міру розсіювання) випадкової величини 
Х  відносно її математичного сподівання хm    

         ххх DdxхfmхmХMХD  




22 .          (4.9) 

  X  – середньоквадратичне відхилення 

  ххDХ  .                                  (4.10) 

  ХЕ  – серединне (ймовірне) відхилення випадкової величини 
від її математичного сподівання. Воно зазвичай знаходиться із 
умови  

 
2
1






Е

Е
dxхf            в674,0  хЕ .               (4.11) 
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Існує багато видів розподілів: рівномірний, нормальний (Гауса), 
експоненціальний, біноміальний, Пуассона,  Стьюдента,  Фішера 
тощо. Нормальний розподіл, зване нормальним законом розподілу 
Гауса, грає дуже важливу роль в технічних системах і займає серед 
інших розподілів особливе положення. Цей розподіл найчастіше 
зустрічається на практиці. Головна його особливість у тому, що він 
є граничним, до якого наближаються інші розподіли у разі типових  
умов, котрі досить часто зустрічаються. 

Нормальний закон розподілу характеризується щільністю ймо-
вірності, яка має вигляд 

   















 2

2

2
exp

2
1

х

х

х

mххf , 

де  хm – математичне сподівання; х – середньоквадратичне відхи-
лення випадкової величини. 
      Крива розподілу за нормальним законом має симетричний гор-
бистий вигляд (рис. 4.3). Максимальна ордината кривої, яка дорів-

нює  
 2

1

х

, відповідає точці хmх  ; якщо віддалятися від хm , то 

щільність розподілу зменшується, і, у разі х , крива асимпто-
тично наближається до вісі абсцис. .  

 2
1

х

 2
607,0

х

 хf

ххm

%2,68

х х

 2
797,0

х

 хf
 2

1

х

вв

%50

х
а б

хm
 

Рис. 4.3. Нормальний закон розподілу: 
а – 68% довірча межа;  
б – 50% довірча межа. 
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Середньоквадратичне відхилення х  випадкової величини ви-
значає 68%-у довірчу межу (рис. 4.3, а), для якої ймовірність того, 
що будь-яке вимірювання потрапить в інтервал в межах х  від 
середнього значення хmх   дорівнює 68% . 

Серединне відхилення в  випадкової величини визначає 50%-у 
довірчу межу (рис. 4.3, б), для якої ймовірність того, що будь-яке 
вимірювання потрапить в інтервал в межах в  від середнього зна-
чення хmх   дорівнює 50%. Отже, серединне відхилення – це таке 
відхилення випадкової величини від її математичного сподівання, 
при якому як більші, так і менші відхилення рівноймовірні.   

Для нормального закону розподілу х 674,0в . 
Розподіл Гауса має ряд чудових властивостей: 
 сума випадкових величин з нормальними розподілами також 

має нормальний розподіл; 
 якщо на величину діє багато незалежних перешкод, її щіль-

ність ймовірності прагне до нормального закону; 
 при проходженні випадкового сигналу з нормальним розпо-

ділом через лінійну систему сигнал на виході також має нормаль-
ний розподіл. 
     Характеристики випадкових величин широко застосовуються 
при оцінці коливань літака, корпусу рухомого автомобіля, бойової 
машини, качки корабля тощо.  

 
4.2 Випадкові процеси та їх характеристики 

  
ипадковою функцією називатимемо функцію, яка в ре-
зультаті досліду може прийняти той чи інший конкретний 

вигляд, невідомо заздалегідь – який саме. Вигляд, який приймає 
випадкова функція в результаті досліду, має назву реалізації випад-
кової функції. 

Випадковий процес – це випадкова функція часу. Дослідник має 
справу, як правило, тільки з однією реалізацією випадкового про-
цесу із багатьох можливих функцій. 

В 
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Рис. 4.4. Ансамбль реалізацій (випадковий процес) 

Повний набір усіх можливих реалізацій випадкового процесу 
називають ансамблем. У загальному вигляді випадковий процес – 
це і є ансамбль реалізацій (рис. 4.4), а не функція у звичайному 
розумінні. Надалі увесь ансамбль (випадковий процес) будемо по-
значати  tX , а окрему реалізацію -  tx .   

Характеристикою ансамблю реалізацій (випадкового процесу) у 
кожен фіксований момент часу itt    ,...3,2,1i  є щільність роз-
поділу  ii tХf ,  ймовірностей випадкової величини 

          iiiiii tХtхtхtхtхХ  ...,,,, 4321 . 
Для кожного значення часу it  щільність розподілу ймовірнос-

тей може бути різною.  
Як результат, математичне сподівання ансамблю реалізацій 

(випадкового процесу), його дисперсія і середньоквадратичне від-
хилення будуть змінюватися у часі 

              tmdXtXfXtXM х 



, ,                    (4.12) 

         tDdXtXftmХtХD хх  



,2 ,              (4.13) 

                     tDt xx  .                                     (4.14) 

Математичне сподівання ансамблю  tmх  являє собою деяку 
середню криву (рис. 4.5), біля якої групуються всі можливі реаліза-
ції          ...,,,, 4321 iiiii tхtхtхtхХ    випадкового процесу. 
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Рис. 4.5.  Випадкові процеси:  

а – нестаціонарний; б – стаціонарний 

Дисперсія  і  середньоквадратичне  відхилення  характеризують 
можливе розсіювання окремих реалізацій ансамблю відносно його 
математичного сподівання. 

Окрім ймовірнісних характеристик випадкового процесу  tmх  і 
 tDх , котрі для кожного моменту часу є середніми за ансамблем, 

можуть бути розглянуті ймовірнісні характеристики окремих реалі-
зацій на всьому часовому діапазоні  ТТ  ...  їх зміни. 

Математичне сподівання і дисперсію реалізації знаходимо як  

 





T

TT
х dttx

T
m

2
1

lim ,                                   (4.15) 

  





T

T
x

T
х dtmtx

T
D 2

2
1

lim .                            (4.16) 

Перехід до межі у разі T  необхідний для того, щоб харак-
теризувати не окрему ділянку, а всю реалізацію  tx  у цілому. 

Випадкові процеси, ймовірнісні характеристики яких є функці-
ями часу, називаються нестаціонарними. 

Для нестаціонарних випадкових процесів характеристики анса-
мблю (4.12 – 4.13) не співпадають з характеристиками (4.15 – 4.16) 
реалізацій 

  хх mtm  ,          хх DtD  . 

Строго говорячи, усі реальні процеси – нестаціонарні. Проте, 
вважають, що на певному інтервалі часу (наприклад при перельоті 
літака з одного пункту призначення в інший) властивості випадко-
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вих процесів (вітру, атмосфери) не змінюються. Практика показує, 
що подібні припущення прийнятні для багатьох зовнішніх впливів 
на системи автоматичного керування. У цьому випадку процес 
називається стаціонарним. 

Щільність розподілу ймовірностей стаціонарного ансамблю ре-
алізацій не залежить від часу і для кожного значення it  буде вели-
чиною постійною 

    сonst,  XftХf . 
Математичне сподівання і дисперсія на будь-якому інтервалі 

реалізації стаціонарного ансамблю також будуть мати одні й ті ж 
значення 

  сonsttmх ,    сonsttDх .  
У стаціонарному випадковому процесі  математичне сподівання 

буде горизонтальною прямою, а розсіювання відносно нього випа-
дкових реалізацій визначиться постійним значенням середньоквад-
ратичного відхилення (рис.4.5, б). 

У низці випадків стаціонарні випадкові процеси володіють чудо-
вою властивістю ергодичності – середнє за ансамблем реалізацій 
достовірно дорівнює відповідному середньому у часі для однієї реа-
лізації. Наприклад,  математичне сподівання стаціонарного випадко-
вого процесу можна знайти або через його щільність розподілу 

   



 dXXfXtmх ,                               (4.17) 

або як середнє значення на інтервалі однієї реалізації 

 





T

TT
х dttx

T
m

2
1

lim .                            (4.18) 

В обох випадках отримуємо однаковий результат, тобто 
  сonst хх mtm . 

Для дисперсій і середньоквадратичних відхилень стаціонарних 
ергодичних випадкових процесів маємо 

  сonst хх DtD , 

  сonst хx t . 
Таким чином, досліджуючи будь-яку реалізацію випадкового 

процесу і виявляючи для цієї реалізації математичне сподівання і 
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дисперсію, отримаємо той самий результат, що й при дослідженні 
ансамблю реалізацій. 

Стосовно до дослідження коливань літака, корабля, автомобіля 
це означає, що тривале спостереження випадкових коливань на 
одному об’єкті дозволяє отримати ті ж результати, що й велике 
число спостережень, зроблене за аналогічних умов на великому 
числі однотипних об’єктів. 

 
4.3 Кореляційна функція і спектральна щільність  
    стаціонарного випадкового процесу 

  
 динаміці стаціонарних випадкових процесів роль часової 
функції відіграє кореляційна функція  R , а як частотна 

характеристика використовується спектральна щільність  S . 
Кореляційна функція будь-якого стаціонарного ергодичного ви-

падкового процесу  tх , який спостерігається в інтервалі часу 
 ТТ  ... , дорівнює 

     





T

TT
х dtxtx

T
R

2
1

lim                          (4.19) 

і формально означає середню величину за часом від добутку 
   txtx . 

Фізична суть кореляційної функції полягає у тому, що вона до-
зволяє виявити зв’язок подальшого значення випадкового процесу 
 tx  з його попереднім значенням  tx  і є мірою цього зв’язку. 

Графіки кореляційної функції показано на рис. 4.6. 

0

 хR

  20 ххR 

max

 005,0 хR

0

 хR

2
хm

2хm

 0хR

 
Рис. 4.6.  Кореляційна функція випадкового процесу: 

а – нецентрованого;  б – центрованого 

У 



 148 
 

Кореляційна функція має низку важливих властивостей: 
 початкове значення кореляційної функції (рис. 4.6, а) дорівнює 

математичному сподіванню квадрата випадкового  tх  процесу  

  20
x

mR  ; 

 кінцеве значення кореляційної функції (рис. 4.6, а) дорівнює 
квадрату математичного сподівання випадкового процесу  tх  

  2
хmR  ; 

 дисперсія випадкового процесу  tх  визначається (рис. 4.6, а)  
різницею початкового та кінцевого значень кореляційної функції  

    xxxx RRD 02 ; 

 для центрованих (рис.  4.6, б) процесів 0хm , відповідно,  

 02
xxx RD  ; 

 у всіх випадках якщо 0  кореляційна функція має найбі-
льше значення, у тому числі і найбільше за модулем, тобто 

    xx RR 0 при усіх  ; 
 кореляційна функція є парна (симетрична) функція  

    xx RR , 
 

тому можна розраховувати кореляційну функцію тільки для 0 , 
а іншу частину будувати симетрично; 

 значення кореляційної функції зі збільшенням інтервалу, як 
правило, зменшується, оскільки зв’язки між розглянутими значен-
нями випадкового процесу послаблюються. 

За виглядом графіка кореляційної функції можна судити і про 
об’єкт спостереження. Наприклад, чим менше інерційність рухомо-
го об’єкта,  тим швидше спадає кореляційна функція, тобто легший 
і маневреніший літак (корабель, автомобіль), тим менший зв'язок 
між наступними і попередніми положеннями його корпусу. Звідси 
випливає, що чим швидше спадає кореляційна функція (рис. 4.7), 
тим більш високі частоти будуть наявні у випадковому процесі. 
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Рис. 4.7. Реалізації процесів та їх кореляційні функції 

Кореляційну функцію можна отримати як результат обробки 
експериментально знятих реаліза-
цій досліджуваного випадкового 
процесу при досить тривалому йо-
го запису. 

Обробка осцилограми (рис. 4.8) 
проводиться таким чином: 

– часовий інтервал запису T  
поділяється на N  рівних частин 

тривалістю        
N
Tt  ; 

–  для різних значень  , крат-
них t  

tm    ,...4,3,2,1m , 

знаходяться середні значення добутку ординат 

  






mN

n
mnn хх

mN
mR

1

1 ; 

– за отриманими значеннями будується графік кореляційної фу-
нкції в залежності від інтервалу m  або часу tm ; 

– відповідно до кореляційної функції визначаються характерис-
тики досліджуваного процесу. 

Для автоматизації вельми громіздких і трудомістких обчислень 
застосовуються комп'ютерно-інтегровані системи обробки експе-
риментальних досліджень. 

Для того, щоб отриману експериментальним шляхом кореля-
ційну функцію можна було використовувати у розрахунках систем 
автоматичного керування, її попередньо апроксимують якою-

tNT 

х

t

Рис. 4.8. Обробка реалізації 
випадкового процесу

tmt
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небудь аналітичною залежністю. Досвід показує, що для центрова-
ного випадкового процесу найзручнішою формою апроксимації 
вважається вираз  

   
kxkхx DeDR coscos 2

0 ,                (4.20) 

де 
0coseDх  – загасаюча складова кореляційної функції, 

 kxkD cos  – сума гармонічних складових кореляційної функції, 
відповідних гармонічним складовим досліджуваного процесу. 

У більшості випадків при апроксимації вдається обмежитись 
однією чи двома гармонічними складовими.  

 Спектральна щільність  xS  являє собою масштабований 
комплексний частотний спектр випадкового процесу  tx  і харак-
теризує розподіл середньої потужності цього процесу по спектру 
частот  

    2

2
1

lim 


jf
T

S
T

х ,                             (4.21) 

де    




 dtetхjf tj  – комплексний частотний спектр; T – ін-

тервал спостереження процесу.  
Графік  xS  розташований вище вісі абсцис і симетричний 

відносно вісі ординат (рис. 4.9). 


t

 tх  хS


t

 tх



 хS


 

Рис. 4.9. Реалізації процесів та їх спектральні щільності 

Важливою властивістю спектральної щільності є те, що інтегру-
вання її на всьому діапазоні частот від   до   дає середньо-
квадратичне значення випадкового процесу  

  


 



dSх 2

12 . 
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По вигляду спектральної щільності (рис. 4.9) можна зробити ви-
сновки відносно процесу, який вона описує: 

 чим вужчий графік  хS , тим меншими частотами предста-
влений випадковий процес, а значить, тим повільніше змінюється 
він у часі; 

 чим ширший графік  хS , тим більшими частотами пред-
ставлений випадковий процес, відповідно, тим швидше змінюється 
він у часі. 

Спектральна щільність і кореляційна функція є взаємними пере-
твореннями Фур’є 

   




  deRS j
xx ,                              (4.22) 

   




 


 deSR j
xx 2

1
.                            (4.23) 

Використовуючи формулу Ейлера, запишемо в (4.22), (4.23) 
експоненти у вигляді суми дійсної (косинусної) та уявної (синус-
ної) складових  

 sincos je j , 

 sincos je j . 
Тоді  

     







 dRjdRS xxx sincos .              (4.24) 

     













 dSjdSR xxx sin

2
1cos

2
1 .      (4.25) 

При інтегруванні в симетричних межах другі інтервали рівнянь 
(4.24) і (4.25) будуть дорівнювати нулю, оскільки функція sin  
непарна. 

Відповідно,  

   



0

cos2 dRS xx ,                            (4.26) 

   






0

cos1 dSR xx ,                          (4.27) 

оскільки функція cos  – парна. 
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Таким чином, по рівнянню кореляційної функції відповідно (4.22) 
або (4.26) можна розрахувати спектральну щільність і навпаки. 

 У разі апроксимації центрованої кореляційної функції виразом 
(4.20), отримуємо алгоритм спектральної щільності, який може 
використовуватись в аналітичних дослідженнях систем  

     
  









 kxk
х

x DDS
4
1

2
1

2
0

222
0

2

2
1

2
0

2

2

2 , (4.26) 

де  k  – дельта функція у точці  k . 
На практиці можуть застосовуватися й інші види апроксимації 

кореляційної функції й спектральної щільності. 
Поряд із розрахунковими методами, спектральну щільність мо-

жна отримати у разі обробки експериментально знятої реалізації 
випадкового процесу. Для цього необхідно розкласти реалізацію 
 tх  на гармонічні складові (рис. 4.10), сукупність яких у моменти 

часу it  визначає поточне значення процесу  tх . 

Кожна гармоніка має свою частоту 
k

k T



2  і амплітудне зна-

чення mkх  сигналу. Тож якщо тепер побудувати графічну залеж-
ність амплітуд гармонічних складових випадкового процесу від їх 
частот, то вона, власне, і буде спектральною щільністю випадково-
го процесу. Звернемо увагу, що при побудові спектральної щільно-
сті  S  амплітуда кожної гармоніки (рис. 4.11) масштабується  

 
k

mk
kx

xS



2

 . 

Після визначення, наприклад, методом планіметрування, площі 
S , обмеженої графіком спектральної щільності  xS  і віссю абс-
цис знаходимо дисперсію і середньоквадратичне відхилення дослі-
джуваного випадкового процесу  

 SDxх . 
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В теоретичних досліджен-
нях іноді буває зручно скори-
статися випадковими проце-
сами, які неможливо реалізу-
вати не практиці. Наприклад, 
коли у розробника САК нема 
інформації про випадкові 
збурення, які діють на систе-
му автоматичного керування, 
то можна зробити припущен-
ня про їх необмежену потуж-
ність. Якщо для обраних най-
гірших умов функціонування 
системи внаслідок досліджень 
будуть отримані задовільні 
результати і характеристики 
системи залишаться в межах 
норм технічних умов, то мо-
жна припустити, що вони 
будуть не гірші і при будь-
яких інших випадкових збу-
реннях.  

В теорії автоматичного ке-
рування роль випадкового 
процесу із нескінченно вели-
кою енергією відіграє, так 
званий, білий шум. Спектра-
льна щільність білого шуму 
постійна на всьому діапазоні 
зміни частот 

  сonst0  SS x , 

а кореляційна функція дорів-
нює 

    0SRx . 

При моделюванні систем  
зазвичай використовують бі - 

 1хS

 2хS

 kхS 

хS

1 2 k 0

 
k

mk
kх

хS



2

S

Рис. 4.11. Спектральна щільність
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Рис. 4.10. Розкладання реалізації
на гармоніки
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лий шум з обмеженою смугою пропускання (рис. 4.12). 
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Рис. 4.12. Характеристики білого шуму з обмеженою смугою 
 

4.4 Проходження випадкового сигналу 
      через лінійну систему  

  
озглянемо лінійну САК з передатною функцією  sW . 
Вважатимемо, що на її вхід надходить випадковий сигнал 

 tx , кореляційна функція  xR  і спектральна щільність  xS  
якого відомі. Структурну схему САК показано на рис. 4.13. За-

вдання полягає у тому, щоб визна-
чити ймовірнісні характеристики 
керованої величини  ty . 

 Для вирішення поставленого 
завдання зручно виходити із відо-
мої спектральної щільності сигналу 

на вході системи автоматичного керування. 
За визначенням спектральна щільність  xS  пов’язана з ком-

плексним частотним спектром  jf x  випадкового процесу  tx  
співвідношенням  

    2

2
1

lim 


jf
T

S x
T

x .                             (4.27) 

Подібне співвідношення матиме місце і для спектральної щіль-
ності  yS  керованої величини  ty  з її комплексним частотним 
спектром  jf y  

    2

2
1

lim 


jf
T

S y
T

y .                            (4.28) 

Р 



 хR  хS



0S

00

 sX  sY
 sW

    xx SR ,     yy SR ,

Рис. 4.13. Структурна схема
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В лінійній САК комплексний частотний спектр керованої вели-
чини  jf y  може бути обчислений за комплексним частотним спе-
ктром  jf x  сигналу на її вході і частотною передатною функцією 

      jfjWjf xy .                               (4.29) 

Підставимо (4.29) в (4.28). У результаті отримаємо 

      22

2
1

lim 


jWjf
T

S x
T

y . 

Із врахуванням (4.27) маємо 

      2 jWSS хy .                            (4.30) 

Таким чином, спектральна щільність керованої величини може 
бути отримана помноженням спектральної щільності випадково-
го сигналу на вході системи на квадрат модуля її частотної пере-
датної функції. 

За знайденою спектральною щільністю  yS  керованої вели-
чини можуть бути розраховані її кореляційна функція  yR   

    


 


dSR yy cos1
0

;                          (4.31) 

і середньоквадратичне відхилення у  

  


 



dS yу 2

12 .                                (4.32) 

Якщо спектральну щільність  yS  уявити дробово-раціональ-
ною функцією, то обчислення згідно (4.31) і (4.32) зведуться до 
визначення табличних інтегралів виду 

 
 











 d
jH

GIn 22
1 . 

На практиці, як правило, спектральну щільність (4.30) керованої 
величини  yS  знаходять графоаналітичним методом (рис. 4.14).  
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Порядок розрахунків при цьому наступний:  

 відповідно до передатної 
функції  sW  системи визна-
чають її частотну передатну 
функцію 

      jQPjW ; 
 

 обчислюють квадрат мо-
дуля частотної передатної фун-
кції 

      222 QPjW ; 

і, задаючись частотами від 0 до 
 , будують графік   2jW ; 

 у тих самих координатах і в такому ж масштабі будують гра-
фік спектральної щільності  xS  сигналу входу; 

 перемножують однойменні ординати  ixS   і   2
ijW   на 

кожній із частот i  і отримують значення ординат спектральної 
щільності керованої величини  iуS  ; 

 з’єднуючи ординати  iуS   плавною лінією, отримують гра-
фік спектральної щільності  yS  керованої величини; 

 визначають планіметруванням площу уS , обмежену кривою 
спектральної щільності  yS  і віссю абсцис; 

 знаходять середньоквадратичне значення керованої величини 


 y

y
S

; 

 у разі необхідності апроксимують отриману криву спектраль-
ної щільності  yS . 

Розглянемо приклад знаходження середньоквадратичного зна-
чення керованої величини системи з передатною функцією 

 уS

  2jW

 iхS 

0
i

 хS
 iуS 

  2
ijW 

Рис. 4.14. Графо-аналітичний метод
визначення спектральної щільності  



 157 
 

 
1

1



s

sW , на вхід якої надходить випадковий стаціонарний сиг-

нал необмеженої потужності   .
2





 рад

сградNS х  

Знаходимо частотну передатну функцію системи 
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Розраховуємо квадрат модуля частотної передатної функції 
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jW . 

Відповідно до (4.30) отримуємо спектральну щільність керова-
ної величини  

  21 


NS y . 

Тоді, згідно (4.32) маємо  




 



dN

у 2
2

12
1 .        (4.33) 

Обчислюємо інтеграл (4.33) і 
знаходимо 

2222
arctg

2
2 NNN
у 






 








 


. 

Отже, середньоквадратичне від-
хилення керованої величини складе 

2Nу  . Якщо матиме значення 

5,0N  отримаємо  граду 5,0 . 
Розрахунок тієї ж системи графо-аналітичним методом ілюструє 

рис. 4.15. 
Знаходимо площу, обмежену кривою  уS  і вісями координат  

 275,01,05,7 градS у  . 

с
рад,0 1 2 3 4

рад
сград 2

2,0

4,0

6,0

8,0

0,1

5,0N

 уS

  2
2

1
1


jW

Рис. 4.15. Приклад розрахунку   
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Отже,  

 град
S y

y 489,02387,0 


 . 

В обох випадках маємо близькі результати. Точність графо-
аналітичного методу визначається правильним вибором масштабу 
графіків. 

 
4.5 Оцінка точності автоматичних систем 

  
ри дослідженні систем автоматичного керування виникає 
необхідність оцінки їх точності. Як критерій оцінки точно-

сті береться зазвичай величина помилки в тому чи іншому режимі 
роботи системи. 

 При впливі на САК випадкових сигналів управління і зовніш-
нього збурення кінцевою метою оцінки точності є знаходження 
кореляційних функцій, спектральних щільностей і середньоквадра-
тичних значень керованої величини і помилки. 

Структурну схему системи автоматичного керування за відхи-
ленням з повним зворотним зв’язком показано на рис. 4.16.  Точ-
ність системи, як у режимі стабілізації, так і в режимі слідкування у 
повній мірі характеризується величиною і характером зміни поми-
лки розузгодження  )()()( tуtrt  .  

 sR  sY
 sWрег

 sM
 s

 sWо.к

  
Рис. 4.16. Структурна схема системи 

Припустимо, що ймовірнісні характеристики випадкового сиг-
налу керування  tr  і збурювального впливу  tm  відомі. 

Знайдемо передатну функцію розузгодження   

   
       sWsWsWs
ssW

Rs
ро.крег 1

1
1

1






              (4.34) 

П 
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і передатну  функцію помилки за зовнішнім збуренням 

   
 

 
   

 
 sW
sW

sWsW
sW

s
ssW

Msm
р

о.к

о.крег

о.к

11 





 ,          (4.35) 

де  sWр  – передатна функція розімкненої системи. 
Відповідно до принципу суперпозиції помилка розузгодження 

визначається як 

    )()()( ssWssWs MR sms  .                     (4.36) 

Беручи до уваги випадковий характер сигналу керування і збу-
рювального впливу, маємо 

    )()()( 22  msmrs SjWjW SS ,            (4.37) 

де )(),(  mr SS  – спектральні щільності сигналу керування і збу-

рювального впливу відповідно;     22 ,  jWjW sms  – квадрати мо-
дулів частотних передатних функцій розузгодження і помилки за 
зовнішнім збуренням.  

Після підстановки в (4.37) значень частотних передатних функ-
цій згідно з (4.34), (4.35) отримуємо рівняння розрахунку спектра-
льної щільності помилки розузгодження  
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1
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1
1)(

2

р

о.к

2

р











 mr S
W

W
W j

jS
j

S .          (4.38) 

Інтегрування виразу (4.38) на всьому діапазоні частот дозволяє 
визначити дисперсію і середньоквадратичне значення помилки 
розузгодження  

  


 



 dSD

2
1 . 

У разі необхідності, за знайденою спектральною щільністю 
 S  розраховується кореляційна функція  R  помилки. 
Розглянемо тепер систему (рис. 4.17, а), на вхід якої надходять 

як сигнал керування  tr , так і збурювальний вплив  tm . Спектра-
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льні щільності )(),(  mr SS  і кореляційні функції )(),(  mr RR  
вхідних впливів вважаємо відомими. 

 sR sR  sY
 sM
 s  sY

 sWрег

 sM
 s

 sWрег  sWо.к  sWо.к

   sWsW о.крег

  

Рис. 4.17. Структурні схеми системи: 
а – початкова; б – еквівалентна  

Виділимо на схемі помилку розузгодження – у зображеннях 
)()()( sYsRs  ,  яка визначає точність системи. Для цього пере-

творимо початкову структурну схему і перенесемо точку прикла-
дання збурювального впливу  sM  на вихід ланки з передатною 

функцією  sWо.к , яка описує об’єкт керування (рис. 4.17, б). Від-
повідно до структурної схеми, керуючись принципом суперпозиції, 
визначаємо помилку розузгодження  
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s
sW

s MR





 .             (4.39) 

Переходячи в (4.39) до частотних передатних функцій, згідно 
(4.32) визначаємо середньоквадратичне значення помилки 
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Таким чином, помилка розузгодження зумовлена з одного боку 
помилкою відпрацювання системою сигналу керування 
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з іншого – помилкою дії  збурювального впливу 

   
  





 




 dS

jW
jWjW

mm )(
12

1
2

р

окрег  , 

яка у ряді випадків може розглядатися як перешкода сигналу керу-
вання. 

Наявність у розробника систем інформації про ймовірнісні ха-
рактеристики збурювальних впливів дозволяє так обирати параме-
три регулятора  jWрег , щоб забезпечувалось максимальне, по 
можливості, розходження піків АФЧХ систем і спектральних щіль-
ностей збурювальних впливів (перешкод). В цьому випадку, скла-
дова помилки розузгодження m , зумовлена перешкодами буде 
зведена до мінімуму. Іншими словами – система матиме мінімаль-
ну смугу пропущення перешкод. 

Спектральна щільність збурювального впливу  mS  і квадрати 

модулів  
2

2,1
jWsm  амплітудно-фазових частотних характеристик 

двох систем з різними параметрами регуляторів наведено на       
рис. 4.18.  

  2

2
jWsm



 mS
2mD

  2

1
jWsm



 mS

1mD

а б  
Рис. 4.18. Оптимізація параметрів системи  

Аналіз показує, що у другому випадку (рис. 4.18, б) середньо-
квадратична помилка менша, ніж у першому 

21 mm   . Підви-
щення перешкодостійкості досягнуто завдяки оптимізації парамет-
рів регулятора. 
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4.6 Контрольні питання й завдання  
 

1. Дайте визначення дискретній випадковій величини. 
2. Що називається неперервною випадковою величиною? 
3. Наведіть приклади дискретних і неперервних випадкових ве-

личин. 
4. Ймовірнісні характеристики випадкових величин. 
5. Призначення гістограм розподілу випадкових величин. Види 

гістограм. 
6. Назвіть призначення щільності розподілу випадкової величини. 
7. Які характеристики випадкової величини можуть бути визна-

чені за щільністю її розподілу? 
8. Що таке математичне сподівання і дисперсія випадкової ве-

личини? 
9. Фізична суть середньоквадратичного і серединного відхилень 

випадкової величини. 
10. Нормальний закон розподілу випадкової величини. 
11. Дайте визначення випадкової функції і випадковому процесу. 
12. Які види випадкових процесів ви знаєте? Наведіть прик-

лади. 
13. Ідентифікуйте випадко-

ві процеси за їх реалізаціями. 
14. Дайте визначення кореляційної функції випадкового процесу. 
15. Назвіть основні властивості кореляційної функції. 
16. Ідентифікуйте випадкові процеси за їх ймовірнісними харак-

теристиками 
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17. Для чого потрібна апроксимація кореляційних функцій? 
18. Дайте визначення спектральної щільності випадкового процесу. 
19. Зв’язок між спектральної щільністю і кореляційною функцією. 
20. Перерахуйте основні властивості спектральної щільності. 
 

t t
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21. Ідентифікуйте спектральні щільності випадкових процесів їх 
кореляційним функціям 



 хS хS

 

 хR



 хR

 
22. Напишіть рівняння зв’язку спектральної щільності вихідного 

сигналу САК зі спектральною щільністю випадкового сигналу на її 
вході. 

23. Розкажіть принцип графо-аналітичного методу визначення 
спектральної щільності випадкового сигналу на виході системи за 
наявності випадкового сигналу на її вході. 

24. Визначте спектральну щіль-
ність випадкового сигналу на виході 
САК. 

25. Визначте дисперсію помилки 
розузгодження системи, яка знаходиться під впливом випадкових 
сигналів управління та зовнішніх збурень 

 sr sR  sY

 sM1

 sW1  sW2  sW3

 sM 2

 sm sYБ

А Б sYз.з
з.зk

 sWо.к

  
26. Викладіть графічний і аналітичний методи обчислення сере-

дньоквадратичної похибки системи автоматичного керування. 
27. Назвіть недоліки та переваги оцінки точності системи за се-

редньоквадратичною похибкою. 
28. Викладіть методику визначення середньоквадратичної по-

хибки системи автоматичного керування при впливі на систему 
випадкового сигналу керування і збурювального впливу: 

а)  прикладених у різних точках; 
б)  прикладених в одній точці. 
29. Викладіть принцип підвищення перешкодостійкості САК.  

11

1

pT
k

2k
 xS

 yS
 zS
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5.1 Стійкість технічних систем    

  
тійкістю називається здатність технічної системи поверта-
тися в положення рівноваги після припинення дії зовнішніх 

сил, які вивели її з цього стану. 
Під станом (положенням) рівноваги будемо розуміти стан сис-

теми, яка знаходиться у спокої, тобто, сигнал її виходу – постійна 
величина, а всі його похідні дорівнюють нулю. Стосовно до САК 
такий стан називають усталеним режимом роботи. 

Три механічні системи, що знаходяться в положенні рівноваги, 
показані на рис. 5.1. У першій – куля розташована в чаші. Якщо її 
трохи зрушити з місця і відпустити, то куля повернеться у початко-
ве положення. Таке положення кулі буде називатися стійким. Од-
нак, якщо кулю сильно відхилити від початкового положення, вона 
може вивалитися із чаші, тобто стійкість порушиться. 

1
2

3

G

t

1 2 3

 
У третій системі куля знаходиться на випуклій поверхні чаші. 

При найменшому зсуві кулі убік і відпуску вона скотиться з вер-
шини, тобто положення кулі нестійке. 

У другій системі положення кулі нейтральне – за незначного 
зсуву вона залишається у тому положенні, в якому буде відпущена. 

С 

ГГллаавваа  55  СТІЙКІСТЬ 
 АВТОМАТИЧНИХ СИСТЕМ 
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Кажуть, що така система нейтрально стійка або знаходиться на 
межі стійкості. 

Висновок про стійкість систем автоматичного керування можна 
зробити аналізуючи їх часові характеристики, наприклад імпульсні 
перехідні функції (рис. 5.2). 

Система автоматичного керування називається стійкою, якщо пе-
рехідний процес, викликаний в ній короткочасним зовнішнім впли-
вом, буде затухаючим (крива 1). Якщо у системі виникають незгаса-
ючі гармонічні коливання (крива 2), то вона перебуває на межі стій-
кості. У нестійкій системі перехідний процес розбіжний (крива 3). 

У разі, коли до системи автоматичного керування прикладено 
постійний зовнішній вплив, на-
приклад одиничний ступінчатий 
сигнал  t1 , то для висновку про її 
стійкість досліджуються перехідні 
функції (рис. 5.3). Стійка САК 
після загасання перехідного про-
цесу (крива 1) перейде з початко-
вого усталеного режиму  tу 1уст  в 
новий усталений режим  tууст2 . 

Система автоматичного керування, у якій не наступають уста-
лені режими, тобто перехідні процеси не загасають, практично     
непрацездатна. Це необхідно враховувати під час експлуатації САК 
і домагатися у ході її налаштування і регулювання таких значень 
параметрів, які забезпечили б необхідну якість перехідного проце-
су і стійкість системи. 

Сувору математичну теорію стійкості було створено в роботах 
академіка О.М. Ляпунова. Для системи першого порядку з однією 
змінною стану  tx  стійкість за Ляпуновим можна сформульовати 
так: система називається стійкою у положенні рівноваги *y , якщо 
при початковому відхиленні 0y  від положення рівноваги не більше, 
ніж на  , траєкторія руху  ty  відхиляється від *y не більше, ніж 
на  , причому для кожного   можна знайти відповідне йому    

 *
0 yy           *yty    для всіх 0t . 

Н

t

1
2 3

Рис. 5.3. Перехідні функції

1усту

2t1t

2усту
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Фактично це означає, що чим менше початкове відхилення, тим 
менше траєкторія руху відхиляється від положення рівноваги. Як-
що крім того вектор стану прагне до положення рівноваги, тобто, 

  0*  yty    при  t , 
система називається асимптотично стійкою в положенні рівнова-
ги *y . 

Поняття стійкості за Ляпуновим широко використовується під 
час досліджень як лінійних, так і нелінійних систем автоматичного 
керування. 

 
5.2 Методи оцінки стійкості  

  
сновним методом визначення стійкості системи автоматич-
ного керування є метод, заснований на розв’язанні її ліній-

ного диференціального рівняння руху. 
Оскількі у разі лінеаризації нелінійних диференціальних рівнянь 

систем зазвичай обмежуються величинами першого порядку мало-
сті, то лінеаризовані рівняння їх динаміки (параграф 2.1) у відхи-
леннях у деяких літературних джерелах називають рівняннями 
першого наближення. 

Питання про правочинність використання рівнянь першого на-
ближення для оцінки стійкості систем, які є у загальному випадку 
нелінійними, вперше було поставлено і вирішено академіком    
О.М. Ляпуновим. 

У главі 2 було показано, що процес керування, викликаний зов-
нішнім впливом, можна представити як суму власного  ty0  і ви-
мушеного  tym  рухів. Власний рух (перехідний процес) описуєть-
ся рівнянням 

  


 
n

i

t
i

t
n

tt in eCeCeCeCty
1

210 ...21 ,              (5.1) 

де iλ  – корені характеристичного рівняння   0sA , порядок якого 
дорівнює n ; iС  – постійні інтегрування. 

Таким чином, перехідний процес являє собою суму експонент, 
які визначаються коренями характеристичного рівняння. 

О 



 167 
 

Виходячи із параметрів системи, корені i  можуть бути дійсни- 
ми ii  , комплексними iii j  або уявними ii j . 
Розглянемо кожен з можливих видів коренів характеристичного 
рівняння і оцінимо їх вплив на перехідні характеристики системи. 

Дійсні корен і.  Якщо корінь від’ємний ii  , то, зумовлена 
їм у рівнянні (5.1) експонента t

i
ieC  , у разі t  буде затухаю-

чою (рис. 5.4, а). При додатному корені ii  , отримуємо ви-
східну експоненту t

i
ieC  . Якщо корінь виявиться нульовим 0i , 

то відповідна йому експонента приймає вигляд постійної величини 
сonst0 t

iеC . 

t
i

ieC  t
i

ieC  t
i

ieC  t
i

ieC 

ttt

t

ii 

ii 

0 i

iii j

iii j ii j

а б в г  
Рис. 5.4 Вплив коренів на характер зміни експонент:  
а - корені дійсні; б, в - корені комплексні; г - корені уявні 

Комплексн і корені.  У разі від’ємної дійсної частини маємо 
сполучені корен і iii j . Зумовлена ними у рівнянні (5.1) 
складова tjt

i
t

i
iii eeCeC   , являє собою синусоїдальні tj

i
ieC   

затухаючі за експоненціальним законом tie   коливання, кутова 
частота яких дорівнює уявній частині i  кореня (рис. 5.4, б). У разі 
додатної дійсної частини сполучених коренів  iii j  сину-
соїдальні коливання tj

i
ieC   стануть розбіжними за експоненціаль-

ним tie   законом (рис. 5.4, в). 
Уявні корен і.  Припустимо, що ii j . Тоді складова 

t
i

t
i

ii eCeC    опише незгасаючі гармонічні коливання з постійною 
амплітудою (рис. 5.4, г). 
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Для виконання умови стійкості системи необхідно, щоб всі екс-
поненти рівняння (5.1) загасали, тобто якщо t  прагнули до 
нуля. Із аналізу впливу коренів i  характеристичного рівняння на 
поведінку експонент випливає, що затухання перехідного процесу 
в системі забезпечується тільки у тому випадку, якщо дійсні части-
ни всіх коренів будуть від’ємними. 

У разі рівності нулю одного кореня 0i  і від’ємних дійсних 
частинах усіх інших коренів перехідний процес буде прагнути до 
деякої постійної складової сonst0 t

iеC . Якщо хоча б у одного ко-
реня виявиться додатна дійсна частина, то перехідний процес стане 
розбіжним. Випадок, коли крім коренів з від’ємною дійсною час-
тиною є корені уявні, відповідає системі із незатухаючими гармо-
нійними коливаннями. 

Таким чином: 
 якщо всі корені характеристичного рівняння лінеаризованої 

системи мають від’ємні дійсні частини, то система стійка; 
 якщо хоча б один корінь характеристичного рівняння лінеа-

ризованої системи буде мати додатну дійсну частину, то система 
нестійка; 

 якщо серед коренів характеристичного рівняння лінеаризова-
ної системи з від’ємними дійсними частинами є хоча б один уявний 
корінь система перебуватиме на межі стійкості; 

 якщо серед коренів характеристичного рівняння лінеаризова-
ної системи з від’ємними дійсними частинами є нульовий корінь, 
система вважається аперіодично стійкою. 

Представлені висновки загальновідомі як теореми Ляпунова. 
Перші два належать до некритичних випадків дослідження стійкос-
ті систем по першому наближенню, другі два - до критичних. 

Якщо корені характеристичного рівняння відобразити у вигляді 
векторів комплексної S - площини у координатах  j , то уявна 
вісь j  буде межею стійкості (рис. 5.5). Зліва від межі стійкості, де 

0 , лежить область стійких процесів керування. При цьому за-
пас стійкості системи можна характеризувати найменшим значен-
ням модуля від’ємної дійсної частини кореня. На рис.5.5 запас 
стійкості дорівнює 1 . 
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Корені характеристичного рів-
няння залежать тільки від поєд-
нання конструктивних параметрів 
системи і не залежать ні від вигля-
ду зовнішніх впливів, ні від почат-
кових умов. Отже, при проекту-
ванні системи має бути передбаче-
но експлуатаційне регулювання її 
параметрів, яке забезпечить стій-
кість процесів керування.  

Викладена умова стійкості сис-
тем автоматичного керування при-
зводить до важливого наслідку. 

У загальному випадку характе-
ристичне рівняння має вигляд 

  0... 01
1

1  
 asasasasА n

n
n

n .                 (5.2) 
Знаючи його корені i , розкладемо багаточлен (5.2) на множ-

ники 
        0... 121   nnn ssssasА .          (5.3) 

Система буде стійкою, якщо всі корені її характеристичного рі-
вняння мають від’ємні дійсні частини 

11  ; 22  ; … ; nn  . 
Підставимо значення коренів i  у рівняння (5.3); отримуємо 

        0... 121   nnn ssssasА .          (5.4) 

Якщо тепер розкрити дужки і повернутися до рівняння вигляду 
(5.2), то якщо 0nа  усі  коефіцієнти ia  рівняння виявляються 
додатними. 

Отже, усі коефіцієнти характеристичного рівняння стійкої си-
стеми додатні. Ця умова є необхідною, але недостатньою ознакою 
стійкості систем. За наявності від’ємних коефіцієнтів у характери-
стичному рівнянні система нестійка.  

Далеко не завжди буває зручно обчислювати корені характерис-
тичного рівняння. Тому у теорії автоматичного керування розроб-
лено спеціальні методи, що дозволяють судити про стійкість сис-
теми, засновані на використанні так званих критеріїв стійкості. 

Область
 стійкості



 j

 j

11  22 
4,34,34,3  j 6,56,56,5  j

8,78,7  j

1 2
3

4

5

6

7

8

Рис. 5.5.  Зображення коренів на 
комплексній площині

S
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5.3 Алгебричні критерії стійкості  
  

лгебричні критерії дозволяють оцінювати стійкість системи 
 за результатами аналізу її параметрів, що визначаються 

коефіцієнтами характеристичного рівняння. 
Необхідна умова стійкості, яку викладено у параграфі 5.2, поля-

гає у тому, що коефіцієнти характеристичного рівняння стійкої 
системи мають бути додатними, виявляється достатньою тільки для 
систем, які описуються диференціальними рівняннями першого і 
другого порядків. 

При перевірці та дослідженні стійкості систем більш високих 
порядків необхідно знати не тільки знаки коефіцієнтів характерис-
тичного рівняння, а й граничні значення параметрів (межу стійкос-
ті) системи, при яких дійсна частина хоча б одного кореня змінює 
знак. 

5.3.1 Критерій Вишнеградського  
Алгебричний критерій стійкості для систем, які описуються ди-

ференціальними рівняннями третього порядку, розроблено професо-
ром Петербурзького технологічного інституту І.О. Вишнеградським. 

Згідно з критерієм Вишнеградського для стійкості системи, ха-
рактеристичне рівняння якої має вигляд 

  001
2

2
3

3  asasasasА ,                         (5.5) 
необхідно і достатньо, щоб:  

 усі коефіцієнти характеристичного рівняння були додатними  
03 a ; 02 a ; 01 a ; 00 a ; 

 добуток середніх коефіцієнтів був більшим за добутку крайніх 

0312 аaаa  . 

Межа стійких процесів керування визначається рівністю 

0312 аaаa  , 

яка дозволяє знайти граничні співвідношення між конструктивни- 
ми параметрами системи. 

Вишнеградський запропонував приводити рівняння (5.5) до вигляду 

0123  ВuАuu ,                                (5.6) 

А 
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де 3

0

33

а
аsu   – нова змінна; 

3
0

2
3

2

aa

aA  ;  
3 2

03

1

aa

aB   – параметри 

Вишнеградського. 
У цьому випадку рівняння межі стійкості дорівнюватиме 

1АВ . 
Зважаючи на простоту запропонованого І.О. Вишнеградським 

критерію він використовується під час дослідження систем третьо-
го порядку частіше, ніж усі інші методи. 

Застосуємо критерій до виконавчого приводу, структурну схему 
якого показано на рис. 5.6, а. 

 sU  s

 sM

11
22

2  sTsT
k

10

0

sT
k

з.зk

k

з.зk

стійкості
Межа

керування
стійкого
Область

 
Рис. 5.6. Стійкість системи: 

а – структурна схема; б – межа стійкості  

Характеристичний багаточлен системи дорівнює 

       з.з001
2

10
2

2
3

0
2

2 1 kkksTTsTTTsTTsA  . 
Тоді умови стійкості процесів керування визначаться нерівностями 

    






з.з00
2

20110
2

2

з.з001
2

2

1
01,0,0,0

kkkTTTTTTT
kkkTTT , 

а межа стійкості рівністю 

    з.з00
2

20110
2

2 1 kkkTTTTTTT   
або 

 2
001

2
210

2
2з.з0 TTTTTTTkkk  . 

Відповідно до останнього співвідношення можна знайти допус-
тиме значення будь-якого з параметрів системи при заданих зна-
ченнях інших параметрів. Якщо необхідно, наприклад, визначити 
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граничне значення статичного передатного коефіцієнта виконавчо-
го приводу, то отримаємо 

 
0

2
2з.з0

2
001

2
21

max TTkk
TTTTTk 

 . 

Межу стійкості на площині статичного передатного коефіцієнта 
k  і коефіцієнта зворотного зв'язку з.зk  показано на рис. 5.6, б. Ме-
жа стійкості розбиває площину двох параметрів на області стійких 
і нестійких процесів керування. З її допомогою можна знаходити 
співвідношення між параметрами системи, які забезпечать стій-
кість керування. 

5.3.2 Критерій Гурвіца - Рауса  
У 1895 р. професор А. Гурвіц запропонував алгебричний крите-

рій стійкості для систем автоматичного керування, описуваних 
диференціальними рівняннями як завгодно високих порядків. Ра-
ніше А. Гурвіца, у дещо іншій формі, це було зроблено Е. Раусом. 
Узагальнений алгебричний критерій стійкості називається критері-
єм Гурвіца - Рауса. 

Згідно з критерієм Гурвіца-Рауса, для стійкості системи n – го 
порядку необхідно і достатньо, щоб n  визначників, які склада-
ються з коефіцієнтів характеристичного рівняння 

  0... 01
1

1  
 asasasasА n

n
n

n , 
були додатні, причому визначники беруться як головні мінори 
квадратної матриці: 

0246

135

024

13

420

531

642

7531

...00000
0...00001
0...00002
00...00003
..............................
0000...04
0000...03
0000...2
0000...1
0123...4321

aaaa
aaa
aaa

aa

aaan
aaan
aaaan
aaaan
nnnnn

nn

nnn

nnnn

nnnn
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Правило складання матриці таке: 
– у головну діагональ матриці вписуються усі коефіцієнти хара-

ктеристичного рівняння   0sA  по порядку індексів, починаючи з 
коефіцієнта 1na ; 

– у непарні рядки матриці       1;3;5;...;5;3;1  nnn  в порядку 
убування індексів вписуються коефіцієнти з непарними індексами, 
а в парні рядки матриці       0;2;4;...;6;4;2  nnn  – коефіцієнти 
з парними індексами; 

– клітини матриці, що залишилися вільними, заповнюються ну-
лями. 

Система автоматичного керування, характеристичне рівняння 
якої відповідає матриці, буде стійкою, якщо визначники 

011  na ; 0321
2

31
2  




nnnn

nn

nn aaaa
aa
aa

; 

0
0

2
1423

31

42

531

3  







nnn

nn

nnn

nnn

aaa
aa
aaa
aaa

;…; 010  nn a  

Зауважимо, що останній визначник включає всю матрицю. 
Розглянемо кілька прикладів. Для системи четвертого порядку 

матриця має вигляд 

  001
2

2
3

3
4

4  asasasasasA        

024

13

024

13

0
00
0
00

aaa
aa
aaa

aa

, 

а критерій Гурвіца-Рауса може бути записаний такими чотирма 
нерівностями  

031  a ;     01423
24

13
2  aaaa

aa
aa

; 

0
0

0
2
3021

13

024

13

3  aaa
aa
aaa

aa
;     0304  a . 
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Неважко помітити, що критерій Гурвіца-Рауса для системи 
третього порядку збігається з критерієм Вишнеградського 

  001
2

2
3

3  asasasasA          

02

13

02

0
0
0

aa
aa
aa

 

021  a ;   00321
13

02
2  aaaa

aa
aa

;   0203  a . 

Через громіздкість обчислення визначників розглянутий 
критерій рідко застосовується для систем, вище шостого порядку. 

 
5.4 Частотні критерії стійкості  

  
астотні критерії мають певні переваги перед алгебрични-
ми. По-перше, не потрібно розв’язувати диференціальні 

рівняння систем, тим паче рівнянь високих порядків. По-друге, це 
їх наочність. По-третє – можливість використання частотних ха-
рактеристик систем, які визначаються експериментально. За допо-
могою частотних критеріїв досить просто прийняти рішення про 
заходи щодо забезпечення стійкості системи, якщо в результаті 
досліджень отримано дані про те, що вона нестійка. 

5.4.1 Критерій Михайлова 
У 1936 р. О.В. Михайлов показав, що про знаки дійсних частин 

коренів якого-небудь багаточлена 

  0... 01
1

1  
 asasasasА n

n
n

n .                    (5.7) 
можна судити за графіком функції 

      jYXjA ,                                (5.8) 
яка виходить після підстановки у богаточлен  sА  замість s  уяв-
ного аргументу j . 

Дійсна частина комплексної функції  jA  дорівнює 
  ...4

4
2

20  аааX ,                         (5.9) 
а уявна 

  ...5
5

3
31  аааY .                      (5.10) 

Ч 



175

При постійній частоті сonsti

комплексне число  ijA   являє со-
бою вектор на площині
    jYX . Якщо змінювати

частоту  в інтервалі від 0 до  ,
то кінець вектора  jA опише на
площині деяку криву, яка називаєть-
ся годографом Михайлова. По ви-
гляду годографа (рис. 5.7) можна
судити про стійкість досліджуваної
системи.

Позначимо корені характеристичного багаточлена (5.7) системи як

  0sA  iii j  ni ,...,3,2,1 .

Тоді, розклавши багаточлен  sA на множники, отримаємо

       nnn ssssasА  1-21 ... ,

а вираз годографа Михайлова матиме вигляд

       nnn jjjjajА  1-21 ... .     (5.11)

В останньому виразі кожна з дужок являє собою деякий вектор
на комплексній S - площині коренів  j , рівний різниці векто-
рів j і i . Весь багаточлен )( jA також є вектором, який дорів-
нює добутку n векторів типу  ij  на постійний коефіцієнт na .

З урахуванням зроблених зауважень, перепишемо вираз (5.11) у
векторній формі

       nnn jjjjajА  1-21 ... .        (5.12)

Відповідно до правила множення комплексних чисел модуль
вектора  jА дорівнюватиме добутку модулів векторів  ij  ,
які є його співмножниками

       



n

i
ijYXjA

1

22 , (5.13)

 jY

 X
0

Рис.5.7. Годограф
 Михайлова
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а сумарний кут повороту (аргумент) вектора  jА – алгебричній
сумі кутів повороту (аргументів) векторів  ij 

   
   


 





n

i
iX

Y
1

arctg .                       (5.14)

Розглянемо розташування векторів  ij  на комплексній
S - площині коренів  j .
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Рис. 5.8. Корені і співмножники характеристичного багаточлена

При від’ємній дійсній частині (рис. 5.8, а) корінь
iii j , розташовано зліва від уявної вісі і може бути зобра-

жено вектором i , проведеним із початку координат у точку iО з
координатами  ii j ; . Доданок j зображується вектором,
спрямованим уздовж уявної вісі вгору або вниз, залежно від знака
 . Різниця векторів  ij  , також є вектором, початок якого
лежить у точці  iii jО  ; , а кінець при зміні частоти  буде
ковзати по уявній вісі.

З рис. 5.8, а випливає, що при зміні  від  до  вектор
 ij  повернеться на кут  у позитивному напрямку, тобто
проти годинникової стрілки.
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При додатній дійсній частині (рис. 5.8, б) корінь
iii j , розташований праворуч від уявної вісі і зображуєть-

ся вектором i , проведеним з початку координат у точку iО з ко-
ординатами  ii j ; . Різниця векторів  ij  являє собою
вектор, початок якого лежить у точці  iii jО  ; , а кінець при
зміні частоти  буде ковзати по уявній вісі.

З рис. 5.8, б бачимо, що при зміні  від   до  вектор
 ij  повернеться на кут  у від’ємному напрямку, тобто за
годинниковою стрілкою.

Таким чином, якщо характеристичний багаточлен  sА гоn
порядку матиме m коренів з додатною дійсною частиною, а решта
 mn  коренів – з від’ємною дійсною частиною, то при зміні час-
тоти у межах від   до  сумарний поворот вектора  jA
згідно (5.14) дорівнюватиме

      mnmmn 2 .                    (5.15)

Іншими словами, сумарний кут повороту вектора  jA зале-
жить тільки від знаків дійсних частин коренів характеристичного
багаточлена  sA .

У реальних автоматичних пристроях частота  може зміню-
ватися тільки у межах від 0 до   (не може бути від’ємною), тому
при дослідженні систем автоматичного керування завжди роз-
глядається лише позитивна гілка годографа Михайлова. Сумарний
кут повороту вектора  jA у цьому випадку дорівнює

   
2

2 
 mn .                                (5.16)

Для стійкості системи гоn порядку необхідно, щоб усі корені
характеристичного рівняння мали від’ємні дійсні частини, тобто,
щоб число коренів m з додатною дійсною частиною дорівнювало
нулю. Тоді

 
2


 n .          (5.17)
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Звідси і випливає критерій стійкості Михайлова, згідно з яким
лінійна система автоматичного керування гоn  порядку стійка,
якщо годограф вектора  jA , якій відповідає характеристично-
му богаточлену  sA замкнутої системи, при зміні частоти від

0 до  проходить проти годинникової стрілки послідовно
n квадрантів комплексної площини     jYX .

Годограф Михайлова стійкої системи, яка описується диферен-
ціальним рівнянням третього порядку, показано на рис. 5.9, а.

0

 X

 jY

 jA





0
 X

 jY

 jA




а б

Рис. 5.9. Годографи Михайлова стійких систем третього порядку:
а – усі корені з від’ємною дійсною частиною; б – є нульовий корінь

Якщо характеристичний багаточлен крім коренів з від’ємною
дійсною частиною буде мати один нульовий корінь 01  , то,
відповідно до (5.13), при частоті 0 модуль вектора  jА пе-
ретворюється в нуль

      000
02

22 



n

i
iYXjA .             (5.18)

Отже, вихідна точка годографа Михайлова буде знаходитись на
початку координатної системи     jYX . Годограф аперіо-
дично стійкої системи третього порядку показано на рис. 5.9, б.

Якщо характеристичний багаточлен крім коренів з від’ємною
дійсною частиною буде мати пару уявних коренів 02,1  j , то,



179

згідно (5.13), при частоті 0 модуль вектора  jА дорівнюва-
тиме нулю

      0
02

00
2

0
2 



n

i
ijjjYXjA  . (5.19)

Положення векторів  0 jj на комплексній площині для
цього випадку показано на рис. 5.10, а.

Початок вектора  0 jj – точка iО , і його кінець розташо-
вані на уявній вісі. Отже, при зміні частоти від  до значення

0 кут повороту вектора  0 jj постійний і дорівнює







 

2
. При переході частотою значення 0 і зростанні до

 кут повороту вектора  0 jj змінює знак і залишається

постійно рівним 





 

2
.
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 jA
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001  jj0 jj

 0 jj

а б

Рис. 5.10. Система третього порядку на межі стійкості:
а – вектори  0 jj ; б – годограф Михайлова

Таким чином, при зміні частоти у межах від  до  сумар-
ний поворот вектора  jA згідно (5.15) складе

     



 1

22
1 nn .                    (5.20)
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Стосовно до реальних технічних систем, коли частота 
змінюється у межах від 0 до  , отримуємо

   
2

1  n .                                  (5.21)

Виконання умов (5.19) і (5.21) означає, що годограф Михайлова
системи, яка знаходиться на межі стійкості, повинен проходити
через початок координат комплексної площини     jYX .
Годограф Михайлова такої системи третього порядку наведено на
рис. 5.10. б.

Як ілюстрації вищевикладеного матеріалу на рис. 5.11, а показа-
ні годографи Михайлова стійких систем різних порядків.

0
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 jY
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Рис. 5.11. Годографи Михайлова:
а – стійких систем різних порядків;

б – системи четвертого порядку різних ступенів стійкості

Годографи для системи четвертого порядку, які мають однако-
вий коефіцієнт 0а , показано на рис. 5.11, б. Годограф 1 відповідає
стійкій системі, годограф 3, у якого порушується послідовність
проходження вектором  jА квадрантів комплексної площини –
нестійкій системі, а годограф 2, що проходить через початок коор-
динат, - системі, яка знаходиться на межі стійкості.

Про запас стійкості системи можна орієнтовно судити за вели-
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чиною відрізка, який показує, як далека розглянута система від
межі стійкості.

Наслідок з критерію Михайлова.
Наслідок випливає із аналізу послідовності проходження годо-

графом Михайлова квадрантів комплексної площини для стійкої
системи, коли складові  X  і  Y  вектора  jA по черзі пере-
творюються в нуль. Він формулюється так:

Для стійкості системи гоn порядку необхідно, щоб криві
)(X і )(Y при зміні частоти від 0 до  почергово пе-

ретинали вісь абсцис n разів, включаючи і точку 0 .
Варіанти проходження кривих  X і  Y для стійкої (а) і

нестійкої (б) систем четвертого порядку показано на рис. 5.12.
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Рис. 5.12. Характеристики  X та  Y системи четвертого порядку:
а – стійкої; б – нестійкої

5.4.2 Критерій Найквіста

Частотний критерій стійкості у 1932 р. був запропонований
Г. Найквістом для електронних підсилювачів зі зворотними зв’яз-
ками. У 1936 - 1938 рр. О.В. Михайлов розповсюдив його на систе-
ми автоматичного керування. У теорії автоматичного керування
цей критерій часто називають критерієм Найквіста-Михайлова.

Критерій дозволяє судити про
стійкість замкнутих систем з вигляду
амплітудно-фазових частотних харак-
теристик, відповідних розімкнених сис-
тем.

Розглянемо замкнуту систему, наве-
дену на рис. 5.13.

 sR  sY

 sYз.з

 sWп

 s

з.зk

Рис. 5.13. Замкнута система
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Припустимо, що рівняння руху і передатні функції такої систе-
ми у замкнутому

       sRsBsYsA      
 sА
sBsW з .              (5.22)

і розімкненому

       sRsBsYsG зз     
 sG
sBsW р .            (5.23)

станах – відомі.
На підставі структурної схеми знайдемо еквівалентну передатну

функцію замкнутої системи

   
 sW
sWsW

р

п
з 1
 .         (5.24)

Розглянемо окремо знаменник рівняння (5.24)

     
 

   
 sG

sBsG
sG
sBsWsЕs


 11 p . (5.25)

У параграфі 3.9 було показано, що характеристичний багато-
член  sА замкнутої системи можна виразити через операторні
багаточлени відповідної розімкненої системи

      sBsGksА  з.з , (5.26)

де  sG – характеристичний багаточлен розімкненої системи.
Для більшості реальних систем 1з.з k . Підставляючи (5.26) в

(5.25), з урахуванням зробленого зауваження отримуємо

     
 sG
sАsWsEs  p1 . (5.27)

Таким чином, знаменник передатної функції замкнутої системи
являє собою збільшену на одиницю передатну функцію розімкне-
ного ланцюга і дорівнює відношенню характеристичного багато-
члена  sА замкнутої системи до характеристичного багаточлена
 sG відповідної розімкненої системи.
Зауважимо, що порядок характеристичного рівняння   0sА
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замкнутої системи дорівнює порядку характеристичного рівняння
  0sG відповідної розімкненої системи.
Корені характеристичних рівнянь замкнутої і розімкненої сис-

тем, а значить, і їх динамічні властивості різні, незважаючи на те,
що ланки, які їх складають, одні й ті ж самі. Зокрема, можливо, що
стійкій розімкненій системі буде відповідати нестійка замкнута
система, а нестійка розімкнена система може в замкнутому ста-
ні стати стійкою.

Для визначення стійкості замкнутої системи розглянемо годог-
раф вектора  sЕs . Зробивши в (5.27) підстановку  js , отриму-
ємо

     
 



jG
jAjWjEs p1 , (5.28)

де  jWp – амплітудно-фазова частотна характеристика розімкне-
ної системи.

Розглянемо вектор  jEs як
різницю (рис. 5.14) векторів

     1р  jWjEs . (5.29)

Початок вектора  jEs роз-
ташований на комплексній пло-
щині     jVU у точці C з
координатами  0;1 j , а кінець
лежить на амплітудно-фазовій частотної характеристиці розімкне-
ної системи, збігаючись для однакових частот з кінцем вектора
 jWр . При зміні частоти від 0 до  вектор  jEs буде повер-

татися на деякий кут   , а його кінець буде ковзати по АФЧХ.
Сумарний кут повороту вектора  jEs можна визначити від-

повідно до (5.28) за правилом ділення комплексних чисел, як різ-
ницю кутів повороту вектора  jA і вектора  jG

      GA .                               (5.30)

 U

 jV

0



1

 jEs

 jWр

 0;1 jC 

Рис. 5.14. Годограф  jЕs
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Беручи до уваги (5.16), отримуємо

     
2

2
2

2 



 GGАА mnmn , (5.31)

де GА nn , – порядок характеристичного рівняння   0sА замкну-
тої системи і порядок характеристичного рівняння   0sG розі-
мкненої системи відповідно; GА mm , – число коренів характерис-
тичного рівняння   0sА замкнутої системи і характеристичного
рівняння   0sG розімкненої системи з додатною дійсною части-
ною відповідно.

Оскільки GА nn  , а при стійкій замкнутій системі 0Аm , то
рівняння (5.31) матиме вигляд

   Gm .                                    (5.32)

Рівняння (5.32) дозволяє сформулювати критерій стійкості. За-
звичай критерій Найквіста формулюється окремо для випадків
стійкої розімкненої системи, розімкненої системи, яка знаходиться
на межі стійкості і розімкненої системи нестійкої.

Розімкнена система стійка. У цьому випадку усі корені ха-
рактеристичного рівняння розімкненої системи мають лише від’єм-
ні дійсні частини і 0Gm . Згідно (5.32) сумарний кут повороту
вектора  jEs дорівнюватиме

  0 .

Отже, стійкій розімкненій системі відповідатиме стійка замк-
нута система, якщо при зміні частоти від 0 до  кут повороту
вектора  jEs дорівнює нулю.

З рис. 5.14 бачимо, що цю умову можна виконати тільки тоді,
коли початок вектора  jEs (точка С) лежить поза амплітудно-
фазової частотної характеристики розімкненої системи. Таким чи-
ном, по розташуванню АФЧХ розімкненого ланцюга можна судити
про стійкість замкнутої системи.

На підставі вищевикладеного формулюємо критерій стійкості
Найквіста: якщо розімкнена система автоматичного керування
стійка, то для стійкості, відповідної замкнутої системи необхід-
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но і достатньо, щоб амплітудно-фазова частотна характеристи-
ка розімкненої системи не охоплювала точку С з координатами
 0;1 j .

Амплітудно-фазові частотні характеристики стійкої розімкне-
ної системи для стійкої і нестійкої замкнутих систем показано на
рис. 5.15, а.

Розімкнена система нестійка . У цьому випадку характери-
стичне рівняння   0sG розімкненої системи має Gm коренів із
додатною дійсною частиною. Сумарний кут повороту вектора
 jEs згідно (5.32) дорівнюватиме    Gm .
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Рис. 5.15. Амплітудно-фазові частотні характеристики
стійких (а) і нестійких (б) розімкнених систем:

1– після замикання стійка; 2 – після замикання нестійка

Таким чином, нестійкій розімкненій системі відповідатиме
стійка замкнута система, якщо при зміні  від 0 до  кут по-
вороту вектора  jEs складе Gm .

Остання умова вимагає, щоб початок вектора  jEs було роз-
ташовано всередині амплітудно-фазової частотної характеристики
розімкненої системи.

Формулювання критерію Найквіста для розглянутого випадку
дещо змінюється: якщо розімкнена система автоматичного керу-
вання нестійка і має Gm коренів з додатною дійсною частиною,
то для стійкості відповідної замкнутої системи необхідно і до-
статньо, щоб амплітудно-фазова частотна характеристика ро-
зімкненої системи при зміні частоти від 0 до  описувала на-
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вколо точки С з координатами  0;1 j кут Gm у позитивному
напрямі (проти годинникової стрілки).

Приклад АФЧХ нестійкої розімкненої системи, якій відповідає
стійка замкнута система, наведено на рис. 5.15, б – (крива 1). На
цьому ж рисунку зображено годограф нестійкої розімкненої систе-
ми (крива 2), якій відповідає нестійка замкнута система.

Проходження амплітудно-фазової частотної характеристики
розімкненої системи через точку С з координатами  0;1 j  означа-
тиме знаходження замкнутої системи на межі стійкості (рис. 5.16).

 U
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Рис. 5.16. Амплітудно-фазові частотні характеристики стійкої (а) і
нестійкої (б) розімкнених систем, яким відповідають замкнуті системи,

що знаходяться на межі стійкості

Фізичний сенс граничної точки  0;1 jС  полягає у наступному.
У разі подачі на вхід розімкненої системи сигналу з частотою c ,
сигнал виходу  tyз.з має таку ж амплітуду, що і сигнал входу  tr ,
але відстає від нього по фазі на кут  )( c . Тому, при зами-
канні системи, коли негативний зворотний зв’язок змінить фазу
сигналу на  , сигнал зворотного зв’язку  tyз.з буде мати таку ж
саму амплітуду і фазу, що і вхідний сигнал  tr . Отже, у системі
виникнуть незгасаючі коливання.

Розімкнена система на межі стійкості . Розімкнена сис-
тема знаходиться на межі стійкості, якщо її характеристичне рів-
няння має нульові або уявні корені.

При наявності одного нульового кореня характеристичний бага-
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точлен розімкненої системи після підстановки  js можна пред-
ставити як

         jGjjjjgjG nn ...0 2 ,

де   jG має порядок на одиницю менше, ніж  jG .
Амплітудно-фазова частотна характеристика розімкненої сис-

теми для цього випадку дорівнює

   
 

 
 







jG

jBj
jGj

jBjWр

і подана графічно на рис. 5.17, а. Якщо 0 крива  jWр йде у
нескінченність, наближаючись до уявної вісі    jV .
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Рис. 5.17.  jWр систем четвертого порядку на межі стійкості:
а – один нульовий корінь; б – два нульових кореня

При наявності у характеристичному багаточлені розімкненої
системи двох нульових коренів отримаємо відповідно

   
   

 
 








jG
jBj

jGj
jBjW 22р ,

де порядок   jG на два ступені нижче, ніж порядок  jG . От-
же, якщо 0 крива  jWр йде в нескінченність, наближаючись
до дійсної вісі   U (рис. 5.17, б).

Якщо характеристичний багаточлен розімкненої системи має
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два спряжених уявних кореня, то амплітудно-фазова частотна ха-
рактеристика розімкненої системи

   
    




jGjjjj
jBjW

00
р

якщо 0 зазнає розрив, перетворюючись у нескінченність, і як-
що 0   «змінює знак». Відповідну криву показано на рис. 5.18.

Для того, щоб у розглянутих
особливих випадках застосувати
частотний критерій Найквіста, необ-
хідно доповнити амплітудно-фазову
частотну характеристику розімкне-
ної системи дугою нескінченно ве-
ликого радіуса (рис. 5.17 – 5.18).

Таким чином, розімкненій сис-
темі, яка знаходиться на межі
стійкості, відповідає стійка за-
мкнута система, якщо амплітудно-
фазова частотна характеристика
розімкненої системи, доповнена
дугою нескінченно великого радіуса,
не охоплює точку з координатами
 0;1 j .

Згідно з критерієм Найквіста, замкнуті системи, відповідні го-
дографам на рис. 5.17, а і 5. 18, будуть стійкі, а замкнута система,
відповідна годографу на рис. 5.17, б – ні.

5.5 Запаси стійкості і методи їх визначення

ри визначенні стійкості системи автоматичного керування
неможливо врахувати всі фактори, що впливають на її

роботу. Може статися так, що теоретично стійка система буде на
практиці нестійкою. Це має місце в тих випадках, коли система
знаходиться поблизу межі стійкості і вже при невеликих змінах
параметрів, які завжди мають місце під час роботи, відбувається
порушення стійкості. Для забезпечення надійності в експлуатації

П

 U

 jV

0
1

0

четвертого порядку на межі
стійкості з двома уявними

коренями

системи jWрРис. 5.18.
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системи автоматичного керування завжди повинні мати певний
запас стійкості.

Запас стійкості замкнутої системи автоматичного керування, як
правило, знаходиться за амплітудно-фазовою частотною харак-
теристикою відповідної розімкненої системи. Розрізняють запас
стійкості за модулем (за амплітудою) і запас стійкості за фазою.

 U

 jV

0 0;1 jC 



а

1R

h

 U

 jV

 0;1 jC 



б

1R
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Рис. 5.19. Методика визначення запасів стійкості:
а – АФЧХ стійкої розімкненої системи;

б – АФЧХ розімкненої системи з одним нульовим коренем

Запас стійкості за модулем h визначається відстанню між точ-
кою, в якій годограф  jWp перетинає від’ємну дійсну піввісь, і
граничною точкою  0;1 jС  (рис. 5.19). Для розрахунку запасу
стійкості за фазою  з початку координат проводиться коло
радіусом R , який дорівнює одиниці. Точка перетину цього кола з
годографом  jWp з’єднується з початком координат. Кут, укла-
дений між віссю абсцис і проведеним променем, зумовлює запас
стійкості за фазою – кут  , який показує наскільки фаза  р сиг-
налу відрізняється від   коли 1p mА .

У процесі проектування систем необхідний запас стійкості може
задаватися як область, в яку не повинен заходити годограф.

«Заборонену зону» можна задати (рис. 5.20) колом радіуса h ,
проведеним із точки  0;1 jС  , або сегментом з параметрами h2 і
2 . Якщо годограф  jWp проходить поза «забороненої зони»

(криві 1), то запас стійкості достатній; якщо годограф заходить в
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«заборонену зону» (криві 2), то запас стійкості малий і необхідно
вжити заходи до його збільшення.

2 U

 jV

1

а

h2

1
2

 U

 jV

1

б

h2

1
2

Рис. 5.20. Способи завдання «заборонених зон»:
а – колом; б – сегментом

Слід зазначити, що надмірне збільшення запасу стійкості, за-
звичай, призводить до погіршення динамічних властивостей систе-
ми. Зазвичай, для слідкуючих систем приймають значення 6,0h і

оо 3530  , а для систем стабілізації 2,0h та оо 2010  .

5.6 Оцінка стійкості за оберненими АФЧХ

обудова амплітудно-фазової частотної характеристики для
розімкнених систем високого порядку є досить громіздкою

і складною операцією, яка вимагає великих витрат часу.
Значно простіше будується обернена амплітудно-фазова частот-

на характеристика

   
 
 






jB
jG

jW
jE

р
р

1 , (5.33)

тому що порядок багаточлена  sB завжди нижче, ніж порядок
багаточлена  sG . Приклад оберненої амплітудно-фазової частот-
ної характеристики показано на рис. 5.21.

За аналогією з (5.28), розглянемо годограф вектора

   sЕsD р1 .

П
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Зробивши підстановку  js , з урахуванням (5.33) отримуємо

     
 



jВ
jAjЕjD p1 , (5.34)

де  jЕp – обернена АФЧХ розімкненої системи;  jА – харак-
теристичний багаточлен замкнутої системи.

Розглянемо  jD (рис. 5.21) як
різницю векторів

     1р  jЕjD . (5.35)

Початок вектора  jD розташо-
ваний на комплексній площині
    jVU у точці C з координа-

тами  0;1 j , а кінець лежить на обе-
рненій амплітудно-фазовій частотній
характеристиці розімкненої системи,
збігаючись для однакових частот з кінцем вектора  jЕр . У разі

зміни частоти від 0 до  вектор  jD буде повертатися на де-
який кут   , а його кінець буде ковзати по оберненій АФЧХ.

Сумарний кут повороту вектора  jD визначимо з (5.34) як рі-
зницю кутів повороту векторів  jA  і  jВ .

Тоді, критерій Найквіста для обернених АФЧХ формулюється
так: замкнута система стійка, якщо вектор  jD у разі зміни 
від 0 до  здійснює поворот на кут

   
2

2
2





 ВВА mnn , (5.36)

де Аn – порядок характеристичного рівняння   0sА стійкої за-
мкнутої системи; Вn – порядок багаточлена  sВ ; Вm – число ко-
ренів багаточлена  sВ з додатною дійсною частиною.

У цілому ряді практичних розрахунків багаточлен  sВ має ну-

 U

 jV

0

 jEр jD

1
С

Рис.5.21. Обернена АФЧХ
розімкненої системи
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льовий порядок 0Вn , тобто є постійною величиною, яка дорів-
нює добутку статичних передатних коефіцієнтів елементів розі-
мкненої системи

  



N

i
ikksВ

1
.

У цих випадках

 
2


 Аn , (5.37)

а критерій Найквіста для обернених АФЧХ і критерій Михайлова
збігаються: замкнута лінійна система автоматичного керування

гоn  порядку стійка, якщо годограф вектора     jЕjD р1
у разі зміни  частоти від 0  до  проходить проти
годинникової стрілки послідовно n квадрантів комплексної площи-
ни.

5.7 Дослідження стійкості за ЛАЧХ

ля дослідження стійкості замкнутої системи автоматично-
го керування можуть застосовуватися логарифмічні амплі-

тудно-частотна     pр lg20 mAL і фазова частотна  р харак-
теристики відповідної розімкненої системи.
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0
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Рис. 5.22. ЛАЧХ розімкненої системи, якій відповідає
стійка замкнута система

Д
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Так як годограф  jWp розімкненої системи, якій відповідає
стійка замкнута система (рис. 5.22), перетинає від’ємну дійсну пів-
вісь у деякій точці між початком координат і точкою  0;1 j , то
при фазі   р амплітуда сигналу виходу розімкненої системи
 pmA  завжди повинна бути менше одиниці. Отже, розімкненій

системі відповідає стійка замкнута система, якщо при   р

логарифмічна амплітудно-частотна характеристика від’ємна, тобто
  0р L . Іншими словами, замкнута система стійка, якщо ЛАЧХ

відповідної розімкненої системи переходить через нуль при фазі
  р .
Логарифмічна амплітудно-частотна характеристика розімкненої

системи, якій відповідає стійка замкнута система показано на
рис. 5.22. Дійсно, у разі переходу ЛАЧХ через нуль фаза
  р , а якщо   р   LhL р .
Якщо ЛАЧХ розімкненої системи  рL переходить через нуль

при   р , то відповідна замкнута система знаходиться на ме-
жі стійкості (рис. 5.23). Запаси стійкості за модулем і фазою вияв-
ляються рівними нулю 0Lh , 0 .
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Рис. 5.23. ЛАЧХ розімкненої системи, якій відповідає
замкнута система на межі стійкості
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У тому випадку, коли при   р   0р L , розімкненій
системі відповідає нестійка замкнута система (рис. 5.24).
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Рис. 5.24. ЛАЧХ розімкненої системи, якій відповідає
нестійка замкнута система

Амплітудно-фазові частотні характеристики розімкнених сис-
тем, що відповідають наведеним логарифмічним характеристикам,
показано на рис. 5.22 – 5.24 праворуч.

5.8 Області стійкості систем автоматичного керування

ід час розрахунків і проектування САК виникає необхід-
ність дослідити вплив їх параметрів на стійкість процесів

керування. Вирішення такого завдання побудовою годографів век-
торів  jА ,  jWр або  jЕр у разі кожної зміни того чи іншо-
го параметра є дуже трудомісткою роботою. Доцільніше було б
побудувати у просторі варійованих параметрів межу стійкості, яка
розділить області процесів стійкого і нестійкого керування. Пода-
льші дослідження зведуться до визначення положення робочої точ-
ки в тій чи іншій області, за певних значень параметра системи,
який цікавить дослідника.

Зазвичай обмежуються двома параметрами варіювання при фік-
сованих значеннях інших. Для вказівки, з якого боку знаходиться
область стійкого стану системи, уздовж межі наноситься штрихов-

П
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ка, яка звернена у бік області стійкості. Область стійкості може
бути замкнутою, що загалом не обов'язково.

Метод побудови областей стійкості в площині двох параметрів
був розроблений Ю.І. Неймарком і отримав назву методу D – роз-
биття.

При побудові меж областей стійкості систем автоматичного ке-
рування використовуються розглянуті вище критерії стійкості. Так,
відповідно до критерію Вишнеградського система перебуватиме на
межі стійкості, якщо добуток середніх коефіцієнтів її характерис-
тичного рівняння

0123  ВuАuu
виявиться рівним добутку крайніх, тобто

1АВ . (5.38)
Таким чином, рівняння (5.38) є рівнянням межі стійкості і гра-

фічно може бути представлено (рис. 5.25) у параметрах ВА рів-
нобічною гіперболою («гіпербола Вишнеградського»). Область
стійкості лежить вище і правіше гіперболи, де 0А ; 0В та

1АВ . Вся інша параметрична площина є областю, де умови стій-
кості не виконуються.

Кожна точка області стійкості, на-
приклад k , визначає комбінацію ва-
рійованих параметрів ii ВА  , при
яких система стійка. І навпаки, всі
точки, розташовані поза області стій-
кості, визначають параметри, напри-
клад ВА  , при яких система є не-
стійкою. Якщо параметри системи
виявляться такими, що точка, яка їх
характеризує, буде розташована на
гіперболі, то це свідчить про гранич-
ний стан стійкості системи.

Рівняння межі стійкості можна визначити відповідно до крите-
ріїв Михайлова або Найквіста

 
  







0,,
0,,

ВАY
ВАХ

;
 
  






0,,
1,,

ВАV
ВАU

. (5.39)

Рис. 5.25. Гіпербола
Вишнеградського
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Обидві з представлених систем рівнянь приводять до однакового
результату.

У рівняннях (5.39) три невідомих: параметр А , параметр В і час-
тота  . Для отримання залежності  AFВ  необхідно виключити з
рівнянь частоту. Це можна зробити, визначивши частоту із одного
рівняння системи (5.39) і підставивши її значення у друге рівняння.
Подібні обчислення можуть бути дуже громіздкими. Практично за-
вдання простіше вирішується графо-аналітичним методом.

Для цього на підставі рівнянь (5.39) знаходяться залежності гра-
ничних значень варійованих параметрів від частоти,
тобто обчислюються частотні характеристики

  1fА  и   2fB .    (5.40)
На підставі отриманих алгоритмів (5.40) будуються графіки фун-

кцій   1fА і   2fB  як показано на рис. 5.26.
Якщо графіки частотних функцій отримані, то, поєднуючи їх по-

дібні координати (рис. 5.26), визначають значення А і B для рівних
частот і будують на площині параметрів АВ характеристику

 AFВ  . Ця характеристика і буде межею стійкості системи.

А

В
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2 

3 

3

4 

4

Область
стійкості

Рис. 5.26. Графо-аналітичний метод побудови
області стійкості у площині варійованих параметрів
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При нанесенні уздовж межі стікості штриховки, зверненої у бік
області стійкості, керуються таким правилом:
 якщо визначник, який складається із частинних похідних

   

   
дВ

ВАдY
дА

ВАдY
дВ
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дА

ВАдХ
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, (5.41)

більше нуля, то при переміщенні уздовж межі стійкості у бік
збільшення частоти  штриховка накладається з лівого бо-
ку;
 якщо визначник (5.41), який складається із частинних похід-

них, менше нуля, то у разі переміщення уздовж межі стійкості у
бік збільшення частоти штрихування накладається з правого бо-
ку.

У тих випадках, коли під час побудови межі стійкості керують-
ся критерієм Найквіста, у визначнику дійсну і уявну частини годо-
графа Михайлова     ,,;,, ВАYВАХ слід замінити на дійсну та
уявну частини годографа АФЧХ розімкненої системи
    ,,,,, ВАVВАU відповідно.

5.9 Межі та області стійкості систем стабілізації
      інерційних об’єктів керування

иконання системами автоматичного керування покладених
на них функцій можливо тільки у тому випадку, коли вони

є стійкими. Якщо САК стійка, то всі перехідні процеси, що викли-
каються зовнішніми впливами, будуть затухаючими і автоколивань
у системі не виникне. Стійкість системи досягається лише при пев-
ному поєднанні її параметрів і забезпечується відповідними регу-
люваннями у процесі експлуатації.

Аналіз систем стабілізації об'єктів керування показує, що різні
по конструкції системи мають подібну структуру і однотипні пере-
датні функції. Це дозволяє розглядати методику аналізу їх стійкості
на базі узагальненої структурної схеми, показаної на рис. 5.27.

В
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Рис. 5.27. Узагальнена структурна схема типової системи стабілізації

В узагальненій структурній схемі типової системи стабілізації
прийняті такі позначення:

   10

0
0 


sT
k

sW – передатна функція об’єкта керування (ОК);
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22
2

рег
рег 


sTsT

k
sW –  передатна функція регулятора;

  д.вд.в ksW  – передатна функція датчика відхилення ОК;

 
13

22
4

д.ш.в
д.ш.в 


sTsT

k
sW – передатна функція датчика швидко-

сті відхилення ОК;
M – сумарний збурювальний момент, який діє на об’єкт керу-

вання;
сM – момент стабілізації.

Для використання представлених загальних співвідношень під
час кількісних розрахунків для кожного конкретного випадку по-
винні бути визначені числові значення всіх передатних коефіцієн-
тів і постійних часу досліджуваної системи, а також значення су-
марного збурюючого моменту або його основних складових.

Перетворимо структурну схему до вигляду, показаному на
рис. 5. 28, виділивши канали формування моменту стабілізації. У
схемі введено позначення жорсткості і демпфірування системи.

Жорсткість характеризує здатність системи протидіяти зо-
внішнім збуренням. Вона визначається коефіцієнтами підсилення
датчика відхилення д.вk і регулятора регk

регд.вkkG  .                                         (5.42)
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Рис. 5.28. Структурна схема системи з розподіленням каналів
формування моменту стабілізації

Демпфірування характеризує здатність системи гасити ви-
никаючі у ній коливання. Демпфірування залежить від коефіцієнтів
підсилення датчика швидкості відхилення дшвk і регулятора регk

регд.ш.вkkD  .                                 (5.43)

Таким чином, жорсткість і демпфірування системи безпосеред -
ньо впливають на формування моменту стабілізації і визначають
ефективність протидії системи зовнішнім збуренням.

Приймемо жорсткість G і демпфірування D за варійовані па-
раметри і визначимо межу та область стійкості системи у площині
вибраних параметрів.

Знайдемо передатні функції системи:
- по сигналу керування
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- по зовнішнім збуренням
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В отриманих передатних функціях  sA – характеристичний ба-
гаточлен шостого порядку
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Коефіцієнти характеристичного багаточлена визначаються по-
стійними часу елементів системи та є рівними
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(5.44)

Сумарне демпфірування

DDD  0 ,

визначається сумою постійного демпфірування 0
0

0
1 f
k

D  , зумо-

вленого природним тертям об’єкта керування, і зовнішнього демп-
фірування D , що створюється контуром датчика швидкості відхи-
лення об'єкта керування.

Скористаємося критерієм Михайлова для оцінки стійкості сис-
теми стабілізації. Після підстановки в характеристичний багато-
член розглянутої системи  js отримаємо рівняння годографа
Михайлова
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Прирівнюючи нулю дійсну і уявну частини, матимемо

   
    









 0

0

30
3

3
5

5

г0
22

4г02
4

4
6

6

GTDkaaY

GkTGkaaaХ
, (5.45)

де гG  і гD – значення жорсткості і сумарного демпфірування, що
відповідають межі стійкості  гг GFD  .

Для отримання межі стійкості необхідно виключити частоту з
рівнянь (5.45). Розв’яжемо цю задачу графо-аналітичним методом.
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Для цього на підставі рівнянь (5.45) знайдемо залежності гранич-
них значень жорсткості і сумарного демпфірування від частоти
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(5.46)

Дослідження показують, що вигляд частотних функцій (5.46)
при всіх реальних співвідношеннях між конструктивними парамет-
рами систем стабілізації інерційних об'єктів буде відповідати гра-
фікам, наведеним на рис. 5.26.

Якщо частотні функції  гD і  гG отримані, то, відповідно
до методики, викладеної у параграфі 5.8, будується межа стійкості

 гг GFD   системи (рис. 5.29).
Виділимо область стійкого керування, використовуючи правило

нанесення штриховки. Для цього згідно (5.41) знайдемо визначник
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Оскількі визначник більше нуля, то штриховку наносимо з ліво-
го боку, рухаючись згідно рис. 5.29 за напрямом збільшення часто-
ти max .

Межа стійкості виділила на
площині варійованих параметрів
область стійкості. Усередині цієї
області будь-яка вибрана робоча
точка А , з параметрами AG і AD
відповідає затухаючим (стійким)
процесам керування.

Отримана діаграма стійкості
дозволяє зробити низку принци-
пово важливих висновків:

D

G0

А

maxG

t

t

Рис. 5.29. Область стійкості
процесів керування

1D

2D

0f
АGfG

1А

2А

АD
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1. При зменшенні демпфірування стійкість системи зберігається
до того моменту, доки не буде досягнуто нижньої межі області
стійкості. Нижня межа відповідає початковим ділянкам характери-
стик  гG і  гD , де частота відносно мала. При досягненні
нижньої межі стійкості у системі виникають низькочастотні коли-
вання з великими амплітудами, тому нижня межа називається
низькочастотною.

2. При збільшенні демпфірування стійкість зберігається лише до
того моменту, доки не буде досягнуто верхньої межї, на якій в сис-
темі також виникають автоколивання. Ці коливання мають малу
амплітуду, але відносно високу частоту. Верхня межа області стій-
кості називається високочастотною. Таким чином, при заданому
значенні жорсткості, наприклад AG , припустимі межі зміни демп-
фірування суворо обмежені умовою 21 DDD A   .

3. Межа області стійкості визначає граничне значення жорстко-
сті maxG , яку можна отримати для даної системи.

4. Якщо у системі буде відсутній датчик швидкості відхилення
об'єкта керування, то вона виявиться стійкою лише у разі невели-
кого значення жорсткості fG , відповідного демпфіруванню тертям

0f . Отже, датчик швидкості розширює область стійкості системи.
Кожному поєднанню конструктивних параметрів систем стабі-

лізації відповідає своя область стій-
кості. Так постійна часу об'єкта

керування
0

0
0 f

JT  залежить від

його моменту інерції 0J і є масш-
табом характеристик  гG і
 ΣгD –  дивись значення коефіці-

єнтів (5.45). Із збільшенням момен-
ту інерції область стійкості пропор-
ційно розширюється. Отже, забез-
печити стійкий режим роботи у
системі, де об'єкт має велику інер-
ційність, легше. На рис. 5.30 межа
стійкості 1 відповідає моменту іне-

D

G0

1

2

3

Рис. 5.30. Залежність області
стійкості від конструктивних

параметрів системи:
101010 2,3;,22;,1 TJTJTJ 
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рції 0J , а межа стійкості 2 –- моменту інерції 02J .
Постійна часу 1T , визначає процеси загасання коливань у регу-

ляторі. З її збільшенням пропорційно збільшується граничне демп-
фірування при відносно малій зміні граничної жорсткості. Дефор-
мація області стійкості у разі збільшення постійної часу 1T у два
рази відповідає кривій 3 на рис.5.30.

Подібний аналіз впливу на область стійкості можна провести
для усіх інших параметрів системи і під час проектуванні вибрати
їх оптимальне поєднання.

5.10 Контрольні питання й завдання

1. Дайте визначення стійкості технічної системи.
2 Який вигляд мають перехідні характеристики стійкої системи,

системи, яка знаходиться на межі стійкості і нестійкої системи?
3 Дайте визначення стійкості по Ляпунову.
4 Сформулюйте теореми Ляпунова про стійкість системи по ви-

глядку коренів її характеристичного рівняння.
5. Корені характеристичного рівняння   0sA системи автома-

тичного керування мають вигляд 5,24,2 321  j .
Зробіть висновок про стійкість системи.

6. Характеристичне рівняння САК має вигляд
     3212  ssssA .

Зробіть висновок про стійкість системи.
7. Зобразіть межу стійкості системи на комплексній S -площіні

в координатах  j – дійсної і уявної частин коренів характери-
стичного рівняння.

8. У чому полягає необхідна умова стійкості систем автоматич-
ного керування?

9. Перелічіть основні критерії стійкості Вам відомі.
10. Сформулюйте критерій стійкості Вишнеградського.
11. Характеристичне рівняння системи має вгляд

  0121,01,0 23  ssssA .
Зробіть висновок про стійкість системи.



204

12. Поясніть порядок складання квадратної матриці для оцінки
стійкості системи за критерієм Гурвіца-Рауса.

13. Що являє собою годограф Михайлова?
14. Сформулюйте частотний критерій стійкості Михайлова.
15. Структурна схема системи має вигляд

11
22

2  sTsT
k

10

0

sT
k

skз.з

 sY sR

Запишіть рівняння граничного стану стійкості системи, використо-
вуючи критерій стійкості Вишнеградського.

16. Структурна схема системи має вигляд

11
22

2  sTsT
k

10

0
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k

skз.з

 sY sR

Отримайте рівняння годографа Михайлова.
17. Наведіть приклади годографів Михайлова для систем з хара-

ктеристичним багаточленом
  01

2
2

3
3

4
4

5
5 asasasasasasA 

стійкої системи, нестійкої системи і системи, що знаходиться на
межі стійкості.

18. Поясніть принципи побудови області стійкості САК на під-
ставі використання критеріїв Михайлова і Найквіста.

19. Сформулюйте частотний критерій стійкості Найквіста.
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Лабораторна робота №1 

ПАКЕТ МОДЕЛЮВАННЯ ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ В 
СЕРЕДОВИЩІ MATLAB 

1. Мета 
У ході виконання лабораторної роботи вивчаються і практично 

відпрацьовуються основні операції за завданням і редагуванню 
динамічних блоків моделювання автоматичних систем у середови-
щі MATLAB - Simulink, способи отримання довідкової інформації 
та методи її реєстрації. 

2. Рекомендації щодо підготовки до заняття  

Повторити теоретичні питання дисципліни: 
– методи математичного опису лінійних систем автоматичного 

керування (САК); 
– структурні зображення диференціальних рівнянь руху САК; 
– динамічні характеристики лінійних систем автоматичного ке-

рування. 

3. Завдання до виконання роботи 

3.1. Усвідомити методику одержання із браузера головної біблі-
отеки Simulink необхідної для моделювання інформації. 

3.2. Засвоїти порядок відкриття і збереження вікна моделюван-
ня системи. 

3.3. Виконати моделювання найпростішої технічної системи з 
реєстрацією графіка вихідної перемінної. 

3.4. Освоїти методи практичної побудови складної моделі сис-
теми автоматичного керування. 

3.5. Навчитися редагувати структурні схеми.  
3.6 Засвоїти і практично виконати операції з панеллю інстру-

ментів діалогового вікна блоку Scope (Осцилограф). 
3.7. Змоделювати задану автоматичну систему і провести дослі-

дження її динамічних характеристик.   
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4. Порядок і методика виконання лабораторної роботи 

4.1. Запуск Simulink із системи  MATLAB 

Система Simulink запускається із системи MATLAB шляхом вибо-
ру покажчиком миші піктограми Simulink (8-а ліворуч) на панелі ін-
струментів системи MATLAB (можна також увести команду simulink у 
командному рядку системи MATLAB): 

 
 
 
 
 
 
 
У результаті з’являється вікно 

Simulink Library Browser (Браузер 
головної бібліотеки Simulink) системи 
Simulink:  

 
 
 
 
 
При подвійному натисканні лівої 

клавіші миші, коли її покажчик 
перебуває на піктограмах у лівій 
частині вікна Simulink Library 
Browser, з’являється список бібліотек 
блоків, як показано на рисунку. 

 
У випадку натискання лівої кла-

віші миші, коли її покажчик пе-
ребуває на рядку з найменуванням 
бібліотеки блоків, у правій частині 
вікна з’являється список блоків зазна-
ченої бібліотеки. 
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4.2. Відкриття і збереження вікна моделювання системи 

Відкриття нового вікна моделі здій-
снюється натисканням лівої клавіші 
миші, коли її покажчик перебуває на 
піктограмі Create a new model (1-а 
ліворуч) панелі інструментів системи 
MATLAB чи панелі інструментів вікна 
Simulink Library Browser.  

Ім’я вікна (ім’я моделі) задається  
                                             за замовчуванням – untitled. 
У цьому вікні будується модель системи у вигляді структурної 

схеми.                                  
4.3. Моделювання найпростішої 

технічної системи  

Для побудови структурної схеми 
моделі, з бібліотек блоків Sources –  
Джерела сигналів, Continuous – 
Елементи неперервних систем і Sinks 
– Засоби реєстрації, у вікно моделі з 
іменем untitled переміщуються 
зображення блоків Sine Wave 
(Генератор синусоїди), Integrator 
(Інтегратор), Scope (Осцилограф) як 
показано на рисунках. 

Для переміщення зображення блоку 
необхідно:  

   встановити покажчик миші на               
зображенні обраного блоку; 

  натиснути ліву клавішу миші і, 
утримуючи її, перемістити покажчик на 
чисте поле вікна моделі; 

  відпустити клавішу миші.  
Потім треба провести лінії зв’язку. 
Для цього покажчик миші помі-

щається на вихідний порт блоку Sine 
Wave, який позначається кутовою 
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дужкою ( ) на правій стороні зображення блоку. При цьому по-
кажчик набуває вигляд хреста. 

Далі, при натиснутій лівій клавіші 
миші, покажчик миші переміщається 
до вхідного порту блоку Integrator, він 
позначається кутовою дужкою (>), 
розташованою на лівій стороні 
зображення блоку. У випадку вірно 
обраної точки входу покажчик набу-
ває вигляд подвійного хреста. 

Лінія зв’язку закінчується стрілкою для індикації напрямку переда-
чі сигналу. Побудова структурної схеми завершується проведенням 
лінії зв’язку від вихідного порту блоку Integrator до вхідного порту 
блоку Scope. 

 
При подвійному натисканні лівої 

клавіші миші, коли її покажчик перебу-
ває на зображенні блоку Scope, відкри-
вається діалогове вікно блоку.  

 
 
 
 
 
Вибір команди Start меню 

Simulation робить запуск процесу 
моделювання. 

 
 
 
 
При цьому у вікні блоку Scope 

будується графік, що відображає зна-
чення вихідної перемінної у функції 
часу моделювання. 
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4.4. Побудова складної моделі системи автоматичного керу-
вання 

У разі побудови моделі у вигляді 
структурної схеми потрібно відкрити 
нове вікно моделі. 

Далі потрібно перемістити зобра-
ження блоку Integrator з бібліотеки 
блоків Continuous у вікно untitled, як 
показано на рисунку. 

Подібним чином у вікні розміщу-
ються блоки Gain з бібліотеки блоків 
Math (Математичні функції). Слід 
звернути увагу, що другий блок Gain 
має ім’я Gain 1. У вікно копіюються 
блоки Sum (Суматор) і Product (Добу-
ток елементів масиву) з бібліотеки 
блоків Math і блок Scope з бібліотеки 
блоків Sinks. 

Зображення блоків і їхня орієнтація, прийняті в системі за замовчу-
ванням, припускають розміщення вхідного порту на лівій стороні і 
вихідному порту – на правій стороні зображення блоку.  

Слід намагатися до проведення лінії зв’язку найкоротшими 
шляхами з мінімальним числом перетинів. На виконання 
рекомендацій буває доцільно здійснити поворот зображень блоків 
Product і Gain.  

Із цією метою покажчик миші поміщується на зображення блоку, 
наприклад Product, що приводить до 
появи довкола нього  прямокутної 
рамки з маркером типу квадрат.  

Для дзеркального відображення 
зображень блоків використовується 
команда Flip block меню Format 
вікна моделі. При цьому вхідні і вихі-
дні порти на зображенні блоку змі-
нюють своє місце розташування.  
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Далі проводяться лінії зв’язку між вихідними і вхідними  портами 
блоків, виконуються розгалуження ліній зв'язку.  

Для здійснення розгалужень: 
 покажчик миші поміщується на 

лінію зв'язку і натискається права 
клавіша миші, яка утримується в 
натиснутому стані в процесі прове-
дення лінії зв’язку (вигляд покажчи-
ка – хрест ); 

 покажчик підводиться до вхід-
ного порту блоку і, коли він набу-
ває вигляд подвійного хреста, права 
клавіша миші відпускається. 

 
Система Simulink автоматично 

відпрацьовує злами лінії зв’язку (кут 
перетинання лінії зламу складає 
±90°).  

 
У побудованій структурній схемі динамічної системи необхідно 

відредагувати параметри блоків: 
– величину коефіцієнта підсилення блоку Gain, 
– знак операції для одного з вхідних портів блоку Sum,  
– початкові умови для блоку Integrator. 
 
Діалогове вікно блоку Gain виводиться при подвійному натис-

канні лівої клавіші миші, коли  її по-
кажчик перебуває на зображенні бло-
ку. Для зміни заданої за замовчуван-
ням величини коефіцієнта підсилен-
ня, необхідно ввести в текстовому 
полі Gain величину рівну 0.5 і натис-
нути кнопку ОК. 

Уведене значення коефіцієнта підсилення блоку Gain відобра-
жається на зображенні блоку в структурній схемі. 
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Діалогове вікно блоку Sum виводиться при подвійному натис-
канні лівої клавіші миші, коли її 
покажчик перебуває на зображенні 
даного блоку.  

Змінимо один із знаків операції 
підсумовування. Для цього скорис-
таємося текстовим полем List of 
signs (поле містить рядок «|– +»).  

Перший знак додавання (+) за-
мінимо на знак вирахування (–) і 
натиснемо кнопку ОК. На зобра-
женні блоку Sum графічне позна-
чення верхнього вхідного  порту 
блоку прийме   вигляд «–». 

 
Для завдання початкових умов 

скористаємося діалоговим вікном 
блоку Integrator. Воно виводиться 
при подвійному натисканні лівої 
клавіші миші, коли її покажчик пе-
ребуває на зображенні блоку. 

 У текстовому полі Initial 
Condition уведемо значення рівне 
100 і натискаємо кнопку ОК. 

 

За замовчуванням у системі 
Simulink час моделювання встанов-
люється рівним 10. Після вибору 
команди Simulation Parameters 
меню Simulation вікна моделі виво-
диться діалогове вікно Simulation 
Parameters, де на вкладці Solver у 
текстовому полі Stop time уведемо 
значення 1.0. Потім натискаємо 
кнопку ОК. 
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Побудована модель може бути 

використана для досліджень. 
Модель перед виконанням на-

ступних дій рекомендується  збере-
гти. Для цього вибирається команда 
Save меню File чи піктограма Save 
(у вигляді дискети) на панелі ін-
струментів, а у діалоговому вікні 
Save Аs вводиться ім’я файлу без 
розширення. 

 
У системі Simulink моделі структурних схем зберігаються у файлах 
з розширенням  «. mdl», при цьому заголовок вікна моделі зміню-
ється, відображаючи введене ім’я.  

 
 
Щоб запустити процес моделювання обирається команда Start 

меню Simulation. 
 
 
 
Вікно блоку Scope виводиться 

при подвійному натисканні клавіші 
миші, коли її покажчик перебуває 
на  зображенні блоку. 
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Для автоматичного встановлення 

границь по вісям координат, на па-
нелі інструментів вікна Scope обира-
ється значок Autoscale (має вигляд 
бінокля). При цьому графік автома-
тично оновлюється 

 
 
 

Система Simulink забезпечує користувача довідковою інформа-
цією у разі: 

–  вибору команди Simulink Help меню Help вікна моделі, 
–  натискання на кнопку Help у діалоговому вікні Block 

Parameters, 
–  натискання на кнопку Help у діалоговому вікні Simulation 

Parameters. 

Виклик вікна довідкової системи 
з інформацією про необхідний блок 
здійснюється натисканням кнопки 
Help (Допомога) у діалоговому вік-
ні Block Parameters даного блоку 
(у нашому прикладі блоку з ім’ям 
Gain) 

Вікно Help, де у правій області виведено довідкову інформацію 
про блок Gain, показано на рисунку: 
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Вікно Help має дві панелі:  
 права – містить довідкову інформацію за розділом, який об-

рано; 
 ліва –  включає до себе чотири вкладки, які дозволяють виво-

дити інформацію у вигляді таблиці, групувати за алфавітом, забез-
печувати пошук інформації і формувати вікно користувача – Con-
tents (Зміст), Index (Покажчик), Search (Пошук) і Favorites (Обра-
не) . 

Якщо текст довідки розміщений у правій панелі, то до вкладки 
Favorites можна додати розділи довідкової інформації шляхом вибору 
кнопки Add to Favorites (Додати в обране).  

4.5. Редагування структурних схем 
У вікні моделі системи Simulink задаються: 
 
 
  панель інструментів, 

піктограми якої дозволяють звер-
татися до команд, котрі застосову-
ються найчастіше (збереження мо-
делі, запуск процесу моделювання 
тощо); 
 
 

 
 
  панель стану, 

на якій відображаються коефіцієнт 
масштабу, час моделюванні і обра-
на функція інтегрування.  

 
 
 
 
 
Панелі можуть бути сховані чи знову розміщені у вікні по ко-

мандах Toolbar і Status Bar меню View .  



 216 

4.5.1. Зміна масштабу зображення 

 

 

Команди меню View вікна моде-
лі служать для завдання  масштабу 
зображення схеми:  

 команда Zoom In збільшує 
зображення; 

 команда Zoom Out зменшує 
зображення;  

 команда Fit Selection to View 
(Узгодження виділених об’єктів) 
забезпечує візуалізацію обраних 
об’єктів у вікні моделі;  

 команда Normal (100%)  по-
вертає зображення в початковий 
стан. 

 
 

 

4.5.2. Відображення інформації щодо блоку 

 
Інформація щодо блоку відо-

бражається у вікні підказки, яка 
з’являється, якщо покажчик миші 
поміщено на зображення блоку і 
залишається там більш однієї секу-
нди.   

Настроювання форми подання 
даних у вікні підказки виконуються у меню другого рівня команди 
Block data tips options меню View вікна моделі. 
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4.5.3. Зміна розмірів зображення блоку 

На виконання операції слід відкрити браузер головної бібліоте-
ки і помістити блок у вікні моделі. 

Припустимо, що необхідно задати коефіцієнт підсилення 
1227.86 для блоку Gain з бібліотеки блоків Матч. 

 
 
Оскільки дане значення не може 

бути розміщено на зображенні бло-
ку стандартних розмірів, то система 
автоматично переходить до позна-
чення у вигляді символу « -К- ». 

 

 

Для зміни розмірів зображення блоку натискається ліва кнопка 
миші, коли її покажчик знаходиться на зображенні блоку, що при-
зводить до появи прямокутної рамки з маркерами (типу квадрат) у 
вершинах (дані дії називаються операцією вибору блоку). 

Далі треба помістити покажчик на обрану вершину (новий вид 
покажчика – похилий відрізок зі стрілками), натиснути ліву клаві-
шу миші і, не відпускаючи її, перемістити обрану вершину. 

 
 
 
Коли зображення блоку досягне 

розміру, достатнього для відобра-
ження значення коефіцієнта підси-
лення, клавіша миші відпускається 

 
 
 
 
Щоб стерти маркери слід натиснути ліву клавішу миші поза зо-

браження блоку. 
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4.5.4. Обертання зображення блоку 

Щоб повернути зображення блоку треба: 
 виконати операцію вибору блоку; 
 використовувати команду Rotate (Обертання) меню Format вік-

на моделі. 
Обертання здійснюється на 90 ° за годинниковою стрілкою. 
 

       
 

4.5.5. Копіювання блоку 

Для копіювання зображення блоку покажчик миші слід поміс-
тити на зображення блоку, натиснути праву клавішу і, не відпус-
каючи її, перемістити прямокутну рамку з маркерами у вершинах у 
вказане положення. 

Далі треба відпустити праву клавішу миші, а щоб видалити ма-
ркери потрібно натиснути на ліву клавішу миші поза зображення 
блоку. 
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Альтернативним методом є: 

      вибір команди Сору меню Edit 
(можна використовувати комбіна-
цію клавіш Ctrl + C) і подальше 
застосування команди Paste меню 
Edit (альтернатива – комбінація 
клавіш Ctrl + V). 

 

4.5.6. Видалення блоку 
Для виконання даної операції слід вибрати блок і натиснути 

клавішу Delete. Альтернативним способом є вибір блоку і застосу-
вання команди Clear меню Edit або використання піктограми Cut 
панелі інструментів вікна моделі. 

У разі вибору команди Cut меню Edit або піктограми Cut пане-
лі інструментів (можна використовувати комбінацію клавіш       
Ctrl + X) блок видаляється зі схеми і поміщається в буфер обміну. 

4.5.7. Множинний вибір 

Вибір ряду об’єктів (множинний 
вибір) дозволяє використовувати 
групові операції редагування. Існу-
ють два способи множинного вибо-
ру:  

– можна натиснути клавішу Shift 
і, не відпускаючи її, вибрати мишею 
кожен об’єкт групи; 

– можна використовувати об-
ласть виділення.  

Для виділення області необхідно: 
помістити покажчик миші поза зо-
браження блоків, ліній зв’язку та 
текстових областей, натиснути ліву 
клавішу миші і, не відпускаючи кла-
віші, переміщати вільну вершину 
прямокутника, що виділяє, поки не 
вдасться охопити усі об’єкти, які 
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слід вибрати. Тоді клавіша миші відпускається. 
До групи множинного вибору 

можна застосовувати операції пе-
реміщення, копіювання і видален-
ня, які виконуються так само як і у 
випадку роботи з одним блоком. 
Наприклад, для видалення обраних 
об'єктів слід натиснути клавішу 
Delete або вибрати команду Cut 
меню Edit, можна вибрати команду 
Clear меню Edit вікна моделі. 

4.5.8. Редагування імені блоку 

Кожен блок, розміщений у вікні 
моделі, повинен мати унікальне 
ім’я, яке включає принаймні один 
буквений або цифровий символ. 
Ім’я обов’язково повинно почина-
тися з літери. Наприклад, перший 
блок, який поміщається в робоче 
поле, має ім'я «Gain», другий блок 
буде мати ім'я «Gainl» тощо. 

Щоб редагувати ім’я блоку не-
обхідне: помістити покажчик миші 
у текстовій області імені блоку і 
натиснути ліву клавішу миші (ре-
дагування текстових рядків імені 
блоку проводиться в рамці, що 
з’явилася, з використанням марке-
ра введення, який має вигляд вер-
тикальної риси). 

Перехід на новий рядок здійс-
нюється натисканням клавіші 
Enter. 

Для видалення виділяючої рам-
ки необхідно натиснути ліву клавішу миші, коли її покажчик зна-
ходиться за межами текстовій області.  
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4.5.9. Зміна розташування імені блоку 

У разі зміни положення імені блоку слід виконати наступні дії: 
вибрати блок, використовувати команду Flip name меню Format, 
або натиснути на ліву клавішу миші і, не відпускаючи її, переміс-
тити текстову область у вказане положення. 

Якщо блок повернути на ± 90 °, то ім’я блоку буде розташову-
ватися відповідно або ліворуч, або праворуч зображення блоку. 

 
4.5.10. Приховання імені блоку 
У деяких випадків не потрібно відображати на екрані ім’я бло-

ку. Наприклад, графічне зображення блоку Gain дозволяє класифі-
кувати тип даного блоку, тому повне уявлення структурної схеми 
допускає приховування імен даних блоків без втрати інформації. 
Для приховування імені блоку вибирається команда Hide name 
меню Format. Якщо ім’я блоку приховане, то для його візуалізації 
слід застосовувати команду Show name меню Format вікна моделі. 

4.5.11. Додавання тіні до зображення блоку 

Для додання ефекту глибини можна додати тінь до зображення 
блоку. 
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Для цього варто виконати наступні дії: вибрати блок і викорис-
товувати команду Show drop shadow меню Format вікна моделі. 

Якщо зображення блоку має додану тінь, команда Hide drop 
shadow меню Format повертає вихідне зображення блоку. 

4.5.12. Використання кольору 
Можна встановити колір зображення переднього плану і колір 

фону для зображень окремого блоку і групи блоків.  
Колір зображення переднього плану являє собою колір графіч-

ного зображення блоку і колір символів імені блоку.  
Колір фону задає колір заливання графічного зображення блоку. 
Для завдання кольору треба вибрати блок (блоки) і застосувати 

команду Foreground color (Колір переднього плану) меню Format 
чи команду Background color (Колір фону) меню Format вікна 
моделі.  

Можна також здійснити зали-
вання робочого поля вікна моделі. 
Для цього використовується ко-
манда Screen color меню Format 
вікна моделі. 

4.5.13. Переміщення відрізка 
лінії зв’язку 

Для переміщення окремого відрі-
зка виконується операція вибору 
лінії зв’язку – покажчик миші помі-
щається на обраний сегмент і  нати-
скається ліва клавіша миші. При 
цьому зображення покажчика миші 
змінюється і приймає вигляд хреста 
зі стрільцями. Точки зламів лінії 
зв’язку  позначаються маркером 
типу квадрат.  

Далі, не відпускаючи ліву кла-
вішу миші, необхідно перемістити 
відрізок, задаючи його фіксоване 
положення, і відпустити клавішу 
миші. 

Для видалення маркерів треба 
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натиснути ліву клавішу миші, коли її покажчик перебуває поза лінії 
зв’язку. 

4.5.14. Переміщення точки зламу лінії зв’язку 

Для переміщення точки зламу необхідно виконати наступні дії: 
– помістити покажчик миші в точку зламу і натиснути ліву кла-

вішу миші (вигляд зміненого покажчика — коло); 
 

             

– не відпускаючи лівої клавіші миші, точку зламу треба перемі-
стити в необхідне місце. 

4.5.15. Видалення лінії зв’язку 
У разі видалення обраної лінії 

зв’язку треба натиснути клавішу 
Delete, або використовувати ко-
манду Clear меню Edit чи вибрати 
команду Cut меню Edit вікна мо-
делі. 

4.5.16. Завдання зламу на лінії 
зв'язку 

У разі виконання даної операції 
треба установити покажчик миші на 
обраній лінії зв’язку, натиснути кно-
пку Shift і ліву клавішу миші, коли її 
покажчик перебуває в точці, що буде 
точкою зламу.   

Покажчик миші змінює своє зо-
браження (вигляд покажчика – коло), 
і сегмент лінії зв’язку позначається у 
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вигляді двох відрізків. 
 Для завершення операції необхідно відпустити клавішу миші і 

кнопку Shift.  

4.5.17. Позначення лінії зв'язку 

 Позначення лінії зв’язку не є 
унікальним ім’ям, на відміну від 
імені блоків. 

Для нанесення позначення лінії 
зв’язку треба виконати наступні дії:  

 помістити покажчик миші на 
лінію зв’язку і два рази натиснути 
на ліву клавішу миші. Це приведе 
до появи рамки і маркера введення, 
який має вигляд вертикальної риси; 

 набрати текстовий рядок (для 
переходу на новий рядок треба 
натиснути клавішу Enter);  

 натисканням лівої клавіші ми-
ші, коли її покажчик перебуває 
поза текстової області, видаляється 
виділяюча рамка. 
 

4.5.18. Переміщення або копі-
ювання позначення лінії зв’язку 

Для переміщення позначення лінії 
зв’язку необхідно виконати операцію 
вибору лінії зв’язку, натиснути і, утри-
муючи ліву клавішу миші, задати нове 
визначене положення позначення і 
далі, для завершення операції, відпус-
тити клавішу миші. 
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Для копіювання позначення лінії 

зв’язку треба натиснути клавішу Ctrl 
і помістити копію позначення у ви-
значене положення. 

 

4.5.19. Редагування позначень 
ліній зв’язку 

Виконується також, як і опера-
ція редагування імені блоку. 

 

 

4.5.20. Додавання пояснюючого напису  
Для додавання пояснюючого 

напису, слід: 
 встановити покажчик миші в 

місце розміщення пояснюючого 
напису і двічі натиснути ліву клаві-
шу миші (при цьому з’являється 
рамка і маркер уведення); 

 ввести текст пояснюючого 
напису (для переходу на новий 
рядок треба натиснути клавішу 
Enter);  

 під час завершення операції 
натискається ліва клавіша миші, 
коли її покажчик знаходиться поза 
текстової області. 

У разі переміщення і копіювання пояснюючого напису  викорис-
товуються операції, аналогічні операціям редагування зображення 
блоку. 
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4.6. Операції з панеллю інструментів діалогового вікна бло-
ку Scope (Осцилограф) 

Блок Scope призначений для побудови перехідних процесів і забез-
печує можливість створення твердої копії.  

Блок може бути поміщений у структурну схему і не мати з’єднань з 
точками схеми, при цьому він визначається як блок Floating Scope 
(Плаваючий осцилограф ). Даний блок призначений для оперативно-
го з’єднання з лініями зв’язку шляхом вибору лінії в процесі моделю-
вання. 

Відкриття діалогового вікна блоку Scope здійснюється подвій-
ним натисканням лівої клавіші миші, коли її покажчик перебуває на 
зображенні даного блоку. 

Результати моделювання представляються у вигляді осцилограм. 

4.6.1. Діалогове вікно блоку Scope і панель інструментів діа-
логового вікна 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Піктограма Print служить для виведення графіків до друку. 
Піктограма Parameters служить для відкриття вікна Scope 

parameters. Вікно має дві вкладки General та Data history і дозво-
ляє задавати параметри форматування графіків, встановлювати 
режим плаваючого осцилографа і розміщувати масиви даних у ро-
бочій області. 

Піктограма Zoom служить для збільшення масштабу області, 
укладеної в прямокутник виділення. 

Піктограма Zoom X – axis служить для збільшення масштабу 
області по осі абсцис без зміни коефіцієнта масштабу по осі орди-
нат. 
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Піктограма Zoom Y – axis служить для збільшення масштабу 
області по осі ординат без зміни коефіцієнта масштабу по осі абс-
цис. 

Піктограма Autoscale автоматично задає граничні значення по 
осі абсцис і ординат, які відповідають першому головному розпо-
ділу, що виходить за межі значень даних. 

Піктограма Save current axes setting служить для збереження 
діапазонів по вісям координат для опрацювання графіків, отрима-
них при наступному моделюванні. 

Піктограма Restore saved axes служить для відновлення діапа-
зонів, заданих при моделюванні. 

Піктограма Floating Scope служить для визначення блоку Scope 
як плаваючого осцилографа чи скасування даного режиму. Блоки 
Scope і Floating Scope мають однакові параметри і можуть викону-
вати однакові функції. Відмінність полягає в тому, що блок Floating 
Scope має встановлений за замовчуванням прапорець floating scope 

Піктограма Lock (Unlock) axes selection служить для побудови 
графіка зміни перемінної (чи перемінних), яка відповідає обраної 
лінії зв’язку за допомогою блоку Floating Scope (блоку Scope у ре-
жимі плаваючого осцилографа) 

Піктограма Signal selection служить для виклику діалогового ві-
кна Signal Selector і настроювання режимів роботи блоку Floating 
Scope. 

4.6.2. Управління масштабом осцилограми 

Для збільшення масштабу області графічного вікна що задаєть-
ся виділяючим прямокутником необхідно: 

– вибрати піктограму Zoom; 
– побудувати виділяючий прямокутник і відпустити ліву клаві-

шу миші.  
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У вікні блоку Scope буде сформований графік, межі на осях яко-
го визначаються координатами вершин виділеного прямокутника. 

4.6.3. Діалогове вікно Scope parameters 
(Параметри блоку Scope) 

 
Діалогове вікно з’являється у 

разі вибору піктограми Parameters 
панелі інструментів вікна Scope і 
має дві вкладки.  

Вкладка General (Основна) у 
групі опцій Axes (Вісі) має кілька 
полів. У текстовому полі Number 
of axes (Кількість Вісей) задається 
кількість графіків, формованих у 
вікні блоку Scope, і кількість вхід-

них портів блоку Scope.  
Для кожного вхідного порту будується відповідний графік.  На-

приклад, якщо в текстовому полі Number of axes уводиться зна-
чення 2, то зображення вікна блоку Scope прийме вигляд двох ос-
цилографів. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

4.7 Моделювання автоматичної системи  і дослідження її ди-
намічних характеристик 

Самостійно змоделювати наведену на рисунку автоматичну сис-
тему та отримати її вихідну характеристику: 
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5. Зміст звіту 

У звіті по лабораторній роботі повинні бути представлені: 
–  мета і завдання до роботи; 
– моделі найпростішої і складної систем автоматичного керу-

вання і їхні вихідні характеристики; 
– модель заданої системи автоматичного керування та її динамі-

чна характеристика; 
– докладний аналіз отриманих результатів для кожної з моде-

лей. 

6. Контрольні питання 
1. Диференціальне рівняння руху систем автоматичного керу-

вання. 
2. Рішення неоднорідного диференціального рівняння руху.  
3. Операторна форма запису диференціального рівняння руху. 
4. Передатна функція. 
5. Структурне зображення диференціального рівняння руху.  
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Лабораторна робота №2  
ТИПОВІ ДИНАМІЧНІ ЛАНКИ 

1. Мета  

У ході виконання лабораторної роботи вивчаються принципи дії 
найпростіших технічних систем, аналізуються рівняння їхнього 
руху й практично виконується моделювання типових динамічних 
ланок і дослідження їх часових і частотних характеристик.   

2. Рекомендації щодо підготовки до заняття 

Повторити теоретичні питання дисципліни: 
– структурні  зображення  диференціальних  рівнянь  руху  тех-

нічних систем;  
– стандартні впливи на системи; 
– типові динамічні ланки, їх статика і динаміка.  

3. Завдання до виконання досліджень 
3.1. Досліджувати безінерційні підсилювальні ланки. 
3.2. Змоделювати інерційні ланки першого порядку і провести 

їхні  експериментальні дослідження. 
3.3. Провести дослідження перехідних і частотних характерис-

тик диференціюючих і інтегруючих ланок. 

4. Порядок і методика виконання лабораторної роботи  

4.1. Дослідження безінерційних підсилювальних ланок 

 За матеріалами лекцій та практичних занять розглянути варіа-
нти технічної реалізації безінерційних підсилювальних ланок і ус-
відомити принципи роботи електричного ланцюга з активним опо-
ром, редуктора без люфту, електронного підсилювача перемінного 
струму.  

Проаналізувати рівняння руху приведених ланок і їх передатні 
функції. Переконатися, що статичний передатний коефіцієнт без-
інерційної  підсилювальної ланки визначається її технічними пара-
метрами. 

 Запустити систему Simulink із програми MATLAB. 
 Відкрити нове вікно моделі. 
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 Відкрити список бібліотек блоків вікна Simulink Library 
Browser (Браузера головної бібліотеки Simulink).  

 Для дослідження моделі безінерційної підсилювальної ланки, 
з бібліотек блоків Math Operations – Математичні операції, 
Sources – Джерела сигналів, і Sinks 
–  Засоби реєстрації, у вікно моделі 
з іменем untitled послідовно 
перемістити зображення блоків: 

Gain (Коефіцієнт підсилення), 
Step (Сходинка),  
Ramp (Зростаюча), 
Signal Builder (Будування сигналів), 
Sine Wave (Генератор синусоїди),  
Scope (Осцилограф)  

як показано на рисунку. 
  Задати кількість вхідних по-

ртів блоку Scope (Осцилограф) рів-
ну двом, використовуючи вкладку 
General (Основна) панелі інстру-
ментів Parameters вікна Scope. 

  З набраних блоків побудувати 
модель для дослідження безінерці-
йної підсилювальної ланки зі ста-
тичним коефіцієнтом підсилення 
рівним 3. 

  Запустити процес моделюван-
ня вибором команди Start меню Simulation  і визначити на екрані 
осцилографа перехідну функцію досліджуваної ланки як реакцію на 
одиничний ступінчатий сигнал. 

  Зафіксувати отриманий результат, використовуючи операцію 
Print Screen пульту управління комп’ютером.  

  Повторити експеримент, змінюючи значення вхідного ступін-
чатого сигналу  trStep   від 1 до 5, фіксуючи вихідний сигнал 
досліджуваної ланки 

 trStep   1 2 3 4 5 
 ty       
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 За отриманими даними побудувати регулювальну характери-
стику  rfy   безінерційної підсилювальної ланки. 

  Замінити в моделі джерело ступінчатого сигналу на джерело 
Ramp (Зростаюча) і, запустивши процес моделювання, визначити 
реакцію на нього безінерційної підсилювальної ланки –  tK  функ-
цію. Зафіксувати отриманий результат. 

  Підключити на вхід досліджуваної ланки Signal Builder (Бу-
дування сигналів). Настроїти Signal Builder на формування імпуль-
сного сигналу тривалістю 0,5с і амплітудою рівною 100 од.  

  Запустити процес моделювання вибором команди Start меню 
Simulation  і визначити на екрані осцилографа імпульсну перехідну 
функцію досліджуваної ланки як реакцію на одиничний імпульсний 
сигнал. 

  Зафіксувати отриманий результат, використовуючи операцію 
Print Screen панелі управління комп’ютером.  

  Підключити на вхід безінерційної підсилювальної ланки Sine 
Wave (Генератор синусоїди).  Настроїти Sine Wave на формування 
одиничного синусоїдального сигналу.  

  Запустити процес моделювання вибором команди Start меню 
Simulation і визначити на екрані осцилографа реакцію досліджува-
ної ланки на одиничний синусоїдальний сигнал. 

  Зафіксувати отриманий результат, використовуючи операцію 
Print Screen панелі управління комп’ютером.  

  Повторити експеримент, змінюючи частоту вхідного сигналу 
ω  від 1 до 5 рад/с, і переконатися, що амплітуда вихідного сигналу 
досліджуваної ланки залишається без змін, а його фазове запізню-
вання стосовно вхідного у всіх випадках дорівнює нулю.   

     срад,ω  1 2 3 4 5 

    mY       
             

За отриманими даними побудувати амплітудно-фазову часто-
тну  характеристику безінерційної підсилювальної ланки. 
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4.2. Моделювання й  експериментальні дослідження 
інерційних ланок першого порядку 

  Розглянути приклади технічних реалізацій інерційних ланок 
першого порядку й усвідомити принципи їх роботи.   

Проаналізувати рівняння руху ланок і їх передатні функції. Пе-
реконатися, що статичний передатний коефіцієнт інерційної ланки 
першого порядку і постійна часу визначаються тільки її технічними 
параметрами і не залежать від зовнішніх впливів. 

  Відкрити нове вікно моделі. 
  Відкрити список бібліотек 

блоків вікна Simulink Library 
Browser (Браузер головної бібліо-
теки Simulink).  

  Для дослідження моделі інер-
ційної ланки першого порядку, з 
бібліотек блоків Continuous – Еле-
менти неперервних систем, 
Sources – Джерела сигналів, і Sinks 
– Засоби реєстрації, у вікно моделі 
з іменем untitled послідовно 
перемістити зображення блоків:  

Transfer Fcn (Передатна ланка), 
Step (Сходинка), 
Signal Builder (Будування сигналів), 
Sine Wave (Генератор синусоїди),  
Scope (Осцилограф)  

як показано на рисунку. 
  З набраних блоків побудува-

ти модель для дослідження інер-
ційної ланки першого порядку із 
коефіцієнтом підсилення 2k  та 
постійною часу 1Т . 

 Запустити процес моделювання вибором команди Start меню 
Simulation  і визначити на екрані осцилографа перехідну функцію 
досліджуваної ланки як реакцію на одиничний ступінчатийсигнал. 

  Зафіксувати отриманий результат, використовуючи операцію 
Print Screen панелі управління комп’ютером.  
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  Підключити на вхід досліджуваної ланки Signal Builder (Бу-
дування сигналів). Настроїти Signal Builder на формування імпуль-
сного сигналу тривалістю 0,5с і амплітудою 100 одиниць.  

  Запустити процес моделювання вибором команди Start меню 
Simulation  і визначити на екрані осцилографа імпульсну перехідну 
функцію інерційної ланки першого порядку як реакцію на одинич-
ний імпульсний сигнал. 

 Зафіксувати отриманий результат, використовуючи операцію 
Print Screen панелі управління комп’ютером.  

 Збільшити постійну часу ланки до значення 3Т   і визначи-
ти експериментально перехідну й імпульсну перехідну функції 
зміненої ланки.  

Порівняти результати експериментів для ланок з 1Т  і 3Т . 
  Підключити на вхід інерційної ланки першого порядку з па-

раметрами 1;2  Тk  Sine Wave (Генератор синусоїди). Настроїти 
Sine Wave на формування одиничного синусоїдального сигналу з 
частотою срад0,5ω  .  

   Запустити процес моделювання вибором команди Start меню 
Simulation  і визначити на екрані осцилографа реакцію досліджу-
ваної ланки на одиничний синусоїдальний сигнал з частотою 

срад0,5ω  .  
    Зафіксувати отриманий результат, використовуючи операцію 

Print Screen панелі управління комп’ютером.  
 Повторити експерименти при зміні частоти вхідного сигналу 

ω  від срад0,5  до срад10ω   з визначенням для кожної частоти 
амплітуди   mY   вихідного сигналу ланки і часу t  його запізню-
вання стосовно вхідного. ( Час запізнювання визначається порів-
нянням двох осцилограм – вхідного і вихідного сигналів ). 

срадω,  0,5 1   2 4   6   8 10 
 mY         
с,t         
рад,t         



 235 

  За результатами вимірів  mY  та розрахунку   ωt побуду-
вати амплітудно-фазову частотну характеристику інерційної 
ланки першого порядку у координатах : 

 1mY

 2mY

 P
 jQ

 1
 2

 
 
 
4.3. Дослідження перехідних і частотних характеристик 

диференціюючих і інтегруючих ланок 

 Самостійно  розглянути приклади технічних реалізацій дифе-
ренціюючих і інтегруючих ланок, усвідомити принципи їх роботи. 
Проаналізувати рівняння руху ланок і їх передатні функції.  

  Відкрити нове вікно моделі. 
  Відкрити список бібліотек блоків вікна Simulink Library 

Browser (Браузер головної бібліотеки Simulink).  
Для дослідження моделей диференціюючих і інтегруючих ла-

нок, з бібліотек блоків Continuous – Елементи неперервних сис-
тем, Sources  –  Джерела сигналів,  
і Sinks – Засоби реєстрації, у вікно 
моделі з іменем untitled  послі-
довно перемістити зображення бло-
ків: 

Integrator (Інтегратор), 
Derivative (Диференціювання), 
Step (Сходинка),  
Signal Builder (Будування сигналів), 
Sine Wave (Генератор синусоїди),  
Scope (Осцилограф)  

як показано на рисунку. 
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 Задати кількість портів входу блоку Scope (Осцилограф) рівну 
трьом, використовуючи вкладку General (Основна) панелі інстру-
ментів Parameters вікна Scope. 

  З набраних блоків побуду-
вати моделі для дослідження ланок. 

  Запустити процес моделювання 
вибором команди Start меню 
Simulation  і визначити на екрані 
осцилографа перехідні функції ла-
нок як реакції на одиничний ступі-
нчатий сигнал. 

 Зафіксувати отримані резуль-
тати, використовуючи операцію 
Print Screen панелі управління 
комп’ютером.  

 Підключити на вхід ланок Signal Builder (Будування сигна-
лів). Настроїти Signal Builder на формування імпульсного сигналу 
тривалістю 0,5с  і амплітудою  100 од.  

    Запустити процес моделювання вибором команди Start меню 
Simulation  і визначити на екрані осцилографа імпульсні перехідні 
функції диференціюючих і інтегруючих ланок, як реакції на імпу-
льсний сигнал. 

   Зафіксувати отриманий результат, використовуючи операцію 
Print Screen панелі управління комп’ютером.  

   Підключити на вхід досліджуваних ланок Sine Wave (Генера-
тор синусоїди). Настроїти Sine Wave на формування одиничного 
синусоїдального сигналу з частотою срад1ω  .  

  Запустити процес моделювання вибором команди Start меню 
Simulation  і визначити на екрані осцилографа реакції диференцію-
ючих і інтегруючих ланок на одиничний синусоїдальний сигнал.  

 Зафіксувати за допомогою операції Print Screen панелі 
управління комп’ютером отримані результати і провести їх порів-
няльний аналіз.  

5. Зміст звіту 

У звіті по лабораторній роботі повинні бути представлені: 
– мета і завдання до роботи; 
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– моделі досліджуваних типових динамічних ланок і відповідні 
їм експериментальні характеристики;  

– розрахункові характеристики динамічних ланок; 
– докладний аналіз отриманих результатів для кожної динаміч-

ної ланки. 

6. Контрольні питання 
1. Типові динамічні ланки: визначення, рівняння рухів, прикла-

ди технічної реалізації. 
2. Часові й частотні характеристики типових динамічних ланок. 
3. По виду перехідних характеристик ідентифікувати динамічну 

ланку першого порядку: 
 

 
 
 
 
 
 

 
4. Як зміниться перехідна функція диференціюючої ланки при 

збільшенні статичного передатного коефіцієнту ланки у три рази? 
5. На прикладі безінерційної ланки поясніть принцип розрахун-

ку і побудови її ЛАЧХ. 
6. На підставі рівняння перехідної функції інерційної ланки пер-

шого порядку отримайте рівняння імпульсної перехідної функції 
ланки. 
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Лабораторна робота №3  
 

ІНЕРЦІЙНІ ЛАНКИ ДРУГОГО ПОРЯДКУ 
1. Мета  

У ході виконання лабораторної роботи вивчаються принципи дії 
найпростіших технічних систем, аналізуються рівняння їх руху й 
практично виконується моделювання інерційних ланок другого 
порядку і дослідження їх часових і частотних характеристик.   

2. Рекомендації щодо підготовки до заняття 
Повторити теоретичні питання дисципліни: 
– структурні  зображення  диференціальних  рівнянь  руху  тех-

нічних систем;  
– стандартні впливи на системи; 
– інерційні ланки другого порядку, їх статика і динаміка.  

3. Завдання до виконання досліджень 
3.1. Змоделювати інерційні ланки другого порядку з різними 

співвідношеннями постійних часу. 
3.2. Провести аналітичні й експериментальні дослідження ди-

намічних характеристик ланок другого порядку. 

4. Порядок і методика виконання лабораторної роботи  

   За матеріалами лекцій розглянути приклади технічних реалі-
зацій  інерційних ланок другого порядку й усвідомити принципи їх 
роботи.   

Проаналізувати рівняння руху ланок другого порядку і передат-
ні функції. Переконатися, що статичний передатний коефіцієнт 
інерційної ланки другого порядку і постійні часу визначаються 
тільки її технічними параметрами і не залежать від зовнішніх впли-
вів. 

   Відкрити нове вікно моделі. 
   Відкрити список бібліотек блоків вікна Simulink Library 

Browser (Браузер головної бібліотеки Simulink).  
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 З бібліотеки блоків Continuous 

– Елементи неперервних систем, у 
вікно моделі з іменем unt it led 
перемістити зображення блоку 
Transfer Fcn (Передатна ланка), 
що відповідає передатної функції 
інерційної ланки другого порядку, 
як показано на рисунку.  

 
 
 
 
  Припустимо що ланка має 

параметри  
 3;2,0;27,0 12  kТТ . 
  Ввести значення параметрів  у  

модель досліджуваної ланки.  
 Ввести найменування ланки 

«Коливальне», тому що коефіцієнт 
загасання перехідних процесів  

1
27,0
2,0

2 2

1
0 

T
Td . 

 
 
 
  Покажчиком миші вибрати 

команду Linear analysis (Лінійні 
дослідження) меню Tools (Інстру-
ментарій) вікна моделі і натиснути 
ліву клавішу миші.  
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У вікні моделі з’являється табло 
LTI Yiewer is launching із прохан-
ням витримати паузу до завершен-
ня процесу запуску системи ліній-
них досліджень. 

 
По завершенні процесу запуску 

системи лінійних досліджень у вік-
ні моделі встановлюються: 

– вікно LTI Yiewer результатів 
досліджень;  

– вікно Model Iputs and Outputs 
з вузлами підведення сигналів 
Input, Point до досліджуваної мо-
делі і відведення їх Output Point 
від неї. 

  
 Покажчиком миші перенести 

вузли підведення  Input Point і від-
ведення Output Point сигналів у 
вікно моделі та з’єднати їх з дослі-
джуваною ланкою в напрямку про-
ходження сигналу по неї. 

 Покажчиком миші вибрати 
команду Конфігурація ділянки 
меню Виправлення вікна LTI 
Yiewer результатів досліджень і 
натиснути ліву клавішу миші. 

 

З’являється вікно Конфігура-
ція ділянки з пропозицією вибрати 
бажані для аналізу динамічні харак-
теристики досліджуваної ланки 
відповідно до типових вхідних 
впливів. 
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  Вибрати покажчиком миші перехідну, імпульсну перехідну 
функції, логарифмічні частотні характеристики й амплітудно-
фазову частотну характеристику та натиснути кнопку ОК.  

 
 
 
На екрані з’являється вікно LTI 

Yiewer з полями під бажані харак-
теристики досліджуваної ланки. 

 
 
 
 
 
  Покажчиком миші вибрати 

команду Get Linearised Model (До-
слідження лінійної моделі) меню 
Simulink вікна LTI Yiewer результа-
тів досліджень і натиснути ліву 
клавішу миші. 

По завершенні процесу дослід-
ження у вікні LTI Yiewer отримує-
мо динамічні характеристики інер-
ційної (коливальної) ланки другого 
порядку. 

  Зафіксувати отриманий резу-
льтат, використовуючи операцію 
Print Screen панелі управління 
комп’ютером.  

  Змінити постійну часу 1Т  досліджуваної ланки і ввести нові 
параметри в модель:  3;1;27,0 12  kТТ . 

  Позначити ланку як «Аперіодична», тому що коефіцієнт зага-
сання перехідних процесів став більш одиниці 

1
27,0

1
2 2

1
0 

T
Td . 
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  Виконати дослідження часових і частотних характеристик 
Аперіодичної ланки відповідно до вищевикладеної методики для 
інерційної ланки другого порядку. 

  Змінити постійну часу 1Т  досліджуваної ланки і ввести нові 
параметри в модель:  3;0;27,0 12  kТТ . 

  Позначити ланку як «Гармонічна», тому що коефіцієнт зага-
сання перехідних процесів став рівним нулю 

0
2 2

1
0 

T
Td . 

  Виконати дослідження часових і частотних характеристик  
Гармонічної ланки відповідно до вищевикладеної методики для 
інерційної ланки другого порядку. 

5. Зміст звіту 

У звіті по лабораторній роботі повинні бути представлені: 
– мета і завдання до роботи; 
– моделі досліджуваних типових динамічних ланок і відповідні 

їм експериментальні характеристики;  
– розрахункові характеристики динамічних ланок; 
– докладний аналіз отриманих результатів для кожної динаміч-

ної ланки. 

6. Контрольні питання 
1. Інерційні ланки другого порядку: визначення, рівняння руху, 

приклади технічної реалізації. 
2. Часові й частотні характеристики інерційних ланок другого 

порядку. 
3. Ідентифікувати аперіодичну динамічну ланку другого поряд-

ку за виглядом перехідних характеристик: 
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Лабораторна робота №4

СИСТЕМИ ЗІ СКЛАДНИМИ СТРУКТУРНИМИ ЗЄДНАННЯМИ

1. Мета
У ході виконання лабораторної роботи вивчаються принципи

побудови багаторівневих технічних систем зі складними структур-
ними з’єднаннями, аналізуються рівняння їхнього руху, практично
виконується моделювання систем, еквівалентні перетворення стру-
ктурних схем, експериментальні дослідження часових і частотних
характеристик систем,  а також впливів змін параметрів елементів
на статику і динаміку процесів керування.

2. Рекомендації щодо підготовки до заняття

Повторити наступні теоретичні питання дисципліни:
– з’єднання динамічних ланок;
– еквівалентні перетворення структурних схем;
– передатні функції, часові і частотні характеристики з’єднань.

3. Завдання до виконання досліджень

3.1. Освоїти принципи складання структурних схем багаторівне-
вих технічних систем зі складними структурними з’єднаннями.

3.2. Змоделювати типову систему стабілізації кутового поло-
ження об’єкта керування.

3.3. Виконати експериментальні дослідження моделі автопілоту
з аналізом впливу контуру датчика кутової швидкості на його ефе-
ктивність.

4. Порядок і методика виконання лабораторної роботи

4.1. Моделювання системи зі складними структурними
з’єднаннями

 За матеріалами лекції усвідомити принцип роботи типової
системи стабілізації кутового положення об’єкта керування в по-
довжній площині.

 Виконати аналіз структурного зображення рівняння руху ти-
пового автопілоту: знайти передатні функції кожної зі складових
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системи; розглянути порядок взаємодії елементів при стабілізації
об’єкта керування; усвідомити, що є вхідною, а що вихідною вели-
чиною моделі; звернути особливу увагу на види зворотних зв'язків
та їх знаки.

 Запустити систему Simulink із програми MATLAB.
 Відкрити нове вікно моделі.
 Відкрити список бібліотек блоків вікна Simulink Library

Browser (Браузер головної бібліотеки Simulink).
 Для побудови моделі типового автопілоту з бібліотек блоків

Math Operations – Математичні  операції, і Continuous – Елементи
неперервних систем, у вікно моделі з іменем untitled послідо-
вно перемістити зображення необхідної кількості блоків кожного виду у
відповідності з типовою структурною схемою автопілоту.

 З бібліотек блоків Sources –  Джерела сигналів, і Sinks – Засо-
би реєстрації, у вікно моделі перемістити зображення блоків: Step
(Сходинка), Sine Wave (Генератор синусоїди), Scope (Осцилограф) .

Групувати набрані блоки за ти-
пом динамічних ланок.

 Присвоїти кожному блоку на-
йменування відповідно до типової
структурної схеми автопілоту як по-
казано на рисунку.

 Увести значення параметрів
ланок у модель кожної ланки від-
повідно до запропонованих:
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 З набраних та відредаго-
ваних блоків побудувати мо-
дель типового автопілоту від-
повідно до типової структурної
схеми.

 Підключити блок ступін-
чатого сигналу Step (Сходинка)
до сумматору збурюючих мо-
ментів, а блок Scope (Осцилог-
раф) – на вихід моделі для реєст-
рації регульованої величини.

4.2. Дослідження типового
автопілоту

 Запустити процес моделю-
вання вибором команди Start
меню Simulation і визначити на
екрані осцилографа перехідну
функцію досліджуваної систе-
ми як реакцію на одиничний
ступінчатий сигнал.

Зафіксувати отриманий ре-
зультат, використовуючи опе-
рацію Print Screen пульта
управління комп’ютером.
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 Повторити експеримент, установлюючи значення вхідного
ступінчатого сигналу 2 і 3 та фіксуючи вихідний сигнал автопілоту.

 Порівняти отримані дані й у звіті дати аналіз впливу рівня
збурювальних впливів  на величину помилки автопілоту.

 Замінити в моделі джерело ступінчатого сигналу на джерело
Sine Wave (Генератор синусоїди), а блок Scope (Осцилограф) перебу-
дувати на два вхідних порти. Підключити другий порт осцилографа до
джерела сигналів Sine Wave (Генератор синусоїди).

Настроїти модель для визначення амплітуди і фази регульованої
величини при одиничному гармонійному впливі з частотою
2,5 рад/с.

 Запустити процес моделювання вибором команди Start меню
Simulation і зафіксувати отриманий результат, використовуючи
операцію Print Screen пульта управління комп’ютером.

Визначити амплітуду і фазу регульованої величини. Проаналізу-
вати отримані дані і привести їх у звіті.

 Підготувати модель для дослідження з використанням апара-
ту Linear analysis (Лінійні дослідження) меню Tools (Інструмен-
тарій) вікна моделі.

 Одержати імпульсну перехідну функцію автопілоту як реак-
цію системи на одиничний імпульс.

Зафіксувати отриманий результат.
У звіті відобразити характер поведінки літака, керованого ав-

топілотом, при дії на нього імпульсних збурювань.
 Розрахувати за допомогою моделі й одержати логарифмічні

амплітудну і фазову частотні характеристики досліджуваної систе-
ми.

Результати відобразити в звіті з аналізом отриманих даних.
 Змінити параметри контуру ДКШ на значення 4,0д.к.ш с .
Визначити перехідну й імпульсну перехідну функції автопілоту.
У звіті відобразити аналіз вплив рівня сигналу датчика кутової

швидкості літака на ефективність роботи автопілоту.
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5. Зміст звіту

У звіті по лабораторній роботі повинні бути представлені:
– мета і завдання до роботи;
– модель типового автопілоту;
– експериментальні характеристики;
– докладний аналіз отриманих результатів.

6. Контрольні питання
1. Основні елементи структурних схем.
2. Еквівалентні передатні функції САК при рівнобіжному, по-

слідовному, зустрічно-рівнобіжному з’єднаннях динамічних ланок.
3. Еквівалентні перетворення структурних схем: зміна порядку

підсумовування сигналів, зміна положення точок відбору сигналів,
перенесення суматора через динамічну ланку, перенесення точки
відбору сигналу через динамічну ланку.
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Лабораторна робота №5 
ЗВОРОТНІ ЗВ’ЯЗКИ 

 У СИСТЕМАХ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

1. Мета 
У ході виконання лабораторної роботи вивчаються основні види 

зворотних зв’язків у САК, виконується моделювання систем у разі 
охоплення їх елементів різними типами зворотних зв’язків,  експе-
риментально досліджуються впливи зворотних зв’язків на власти-
вості типових динамічних ланок.   

2. Рекомендації щодо підготовки до заняття 

Повторити наступні теоретичні питання дисципліни: 
– типи зворотних зв’язків;  
– технічні реалізації зворотних зв’язків; 
– подання закону керування через передатні функції; 
– еквівалентні перетворення структурних схем. 

3. Завдання до виконання досліджень  

3.1. Освоїти принципи складання і перетворення структурних 
схем з різними типами зворотних зв’язків.  

3.2. Провести експериментальні дослідження впливу зворотних 
зв’язків  на типові динамічні ланки. 

3.3. Виконати дослідження основних властивостей гнучких зво-
ротних зв’язків. 

4. Порядок і методика виконання лабораторної роботи 

4.1. Дослідження впливу зворотних зв’язків на типові 
динамічні ланки 

4.1.1. Жорсткі зворотні зв’язки 

 Запустити систему Simulink із програми MATLAB. 
 Відкрити нове вікно моделі. 
 Відкрити список бібліотек блоків вікна Simulink Library 

Browser (Браузер головної бібліотеки Simulink).  
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 Використовуючи бібліотеку 
блоків вікна Simulink Library 
Browser (Браузер головної бібліо-
теки Simulink), побудувати, як по-
казано на рисунку, модель для до-
слідження впливу жорсткого не-
гативного зворотного зв’язку 
(ЖНЗЗ) на безінерційну  підсилю-
вальну ланку з передатним коефі-
цієнтом  3k . 

 Присвоїти ланці і зворотному 
зв’язку відповідні найменування. 

 Запустити процес моделювання вибором команди Start ме-
ню Simulation  і визначити на екранах осцилографів перехідні фун-
кції безінерционої підсилювальної ланки і безінерційної підсилю-
вальної ланки, охопленої ЖНЗЗ .  

 Зафіксувати отриманий 
результат, використовуючи опера-
цію Print Screen пульта 
управління комп’ютером.  

 Зберегти для оформлення 
звіту вікно моделі з досліджуваною 
схемою, присвоївши вікну відпові-
дне ім’я. 

 Перенести модель у нове ві-
кно і змінити в моделі жорсткий 
негативний зворотний зв’язок на  
позитивний. 

 Повторити експеримент із реєстрацією  перехідних функцій. 
 Провести аналіз отриманих результатів з обґрунтуванням 

впливу жорсткого зворотного зв’язку на властивості безінерційної  
підсилювальної ланки. 

 Відкрити нове вікно моделі. 
 Використовуючи бібліотеку блоків вікна Simulink Library 

Browser (Браузер головної бібліотеки Simulink), побудувати, як 
показано на рисунку, модель для дослідження впливу жорсткого 
негативного зворотного зв’язку (ЖНЗЗ) на інерційну ланку друго-
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 го порядку (коливальну) зі статич-
ним передатним коефіцієнтом 

3k  і постійними часу  
2,0,27,0 12  TT . 

 Установити значення коефі-
цієнта ЖНЗЗ яке дорівнює 0,5 і 
надати ланці і зворотному зв’язку 
відповідні найменування. 

 Запустити процес моделю-
вання вибором команди Start меню 
Simulation  і визначити на екранах 
осцилографів перехідні функції 
інерційної ланки другого порядку і 
тієї ж ланки, охопленої ЖНЗЗ . 

 Зафіксувати отриманий ре-
зультат, використовуючи операцію 
Print Screen пульта управління 
комп’ютером. При цьому для звіту 
можна рекомендувати варіант, 
який показано на рисунку пра-
воруч. 

 Перемістити модель у нове 
вікно і замінити у ній жорсткий 
негативний зворотний зв’язок на  
позитивний. 

 Повторити експеримент із 
реєстрацією  перехідних функцій. 

 Розрахувати статичні пере-
датні коефіцієнти k  і коефіцієнти 
загасання 210 2TTd   коливальної 

ланки, охопленої жорсткими негативним і позитивним зворотними 
зв’язками, порівняти отримані дані з аналогічними показниками 
коливальної ланки без зворотних зв’язків.  

 Зробити висновки щодо впливу жорстких зворотних зв’язків 
на статику і динаміку   інерційної ланки другого порядку . 
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4.1.2. Гнучкі зворотні зв’язки 

 Відкрити нове вікно моделі. 
 Використовуючи бібліотеку 

блоків вікна Simulink Library 
Browser (Браузер головної бібліо-
теки Simulink), побудувати, як по-
казано на рисунку, модель щодо 
дослідження впливу гнучкого нега-
тивного зворотного зв’язку (ГНЗЗ) 
на інерційну ланку другого поряд-
ку (коливальну) зі статичним пере-
датним коефіцієнтом 3k  і по-
стійними часу 0,2,0,27 12  TT . 

 Установити значення коефіцієнта ГНЗЗ яке дорівнює 0,05 і 
надати каналу зворотного зв’язку найменування «Гнучкий негати-
вний зворотний зв’язок». 

 Запустити процес моделювання вибором команди Start ме-
ню Simulation  і визначити на екранах осцилографів перехідні фу-
нкції інерційної ланки другого порядку і тієї ж ланки, охопленої 
ГНЗЗ.  

 Зафіксувати отриманий ре-
зультат, використовуючи опера-
цію Print Screen пульта управлін-
ня комп’ютером.  

 Перемістити модель у нове 
вікно і замінити у ній гнучкий не-
гативний зворотний зв’язок на  
позитивний зі зміною найменуван-
ня каналу зворотного зв’язку. 

 Повторити експеримент від-
повідно до методики дослідження впливу гнучкого негативного 
зворотного зв’язку. 

 Порівняти результати досліджень і зробити необхідні висно-
вки щодо впливу гнучких зворотних зв’язків на характеристики 
інерційної ланки другого порядку. 
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 Узагальнити матеріали досліджень впливу жорстких і гнуч-
ких зворотних зв’язків на типові динамічні ланки. Головну увагу 
звернути на те, як зворотні зв’язки змінюють статичні передатні 
коефіцієнти ланок і їх постійні часу. 

4.2. Дослідження впливу частоти вхідного сигналу на амплі-
туду сигналу гнучкого зворотного зв’язку 

 Відкрити нове вікно моделі. 
 Використовуючи бібліотеку блоків вікна Simulink Library 

Browser (Браузер головної бібліо-
теки Simulink), побудувати, як по-
казано на рисунку, модель з про-
ведення досліджень, попередньо 
встановивши 3 вхідних порти ос-
цилографа.  

 Установити значення коефі-
цієнтів ГНЗЗ, які дорівнюють 0,5 . 

 Установити значення ампу-
літуд усіх вхідних синусоїд, які 
дорівнюють  1, а частоти вхідних 

сигналів для верхнього, середнього і нижнього ланцюжків відпові-
дно 1 рад/с, 2 рад/с і 4 рад/с. 

 Запустити процес моделювання вибором команди Start ме-
ню Simulation  і зафіксувати на екрані осцилографа гармонічні 
сигнали ланцюжків. 

 Зафіксувати отриманий результат, використовуючи операцію 
Print Screen пульта управління комп’ютером.  

 Порівняти амплітуди сигналів і зробити висновки, відобра-
зивши їх у звіті разом з осцилограмами. 

4.3. Дослідження впливу порядку передатної  функції ГНЗ на 
фазу її вихідного сигналу 

 Відкрити нове вікно моделі. 
 Використовуючи бібліотеку блоків вікна Simulink Library 

Browser (Браузер головної бібліотеки Simulink), побудувати, як 
показано на рисунку, модель з проведення досліджень, попередньо 
встановивши 4 вхідних порта осцилографа.  
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 Установити частоту одинич-
ного гармонічного сигналу           3 
рад/с. 

 Запустити процес моделю-
вання вибором команди Start меню 
Simulation  і зафіксувати на екрані 
осцилографа гармонічні сигнали 
кожного з ланцюжків. 

 Зафіксувати отриманий ре-
зультат, використовуючи операцію 
Print Screen пульта управління комп’ютером.  

 Порівняти фази сигналів і зробити висновки, відобразивши 
їх у звіті разом зі схемою дослідження й осцилограмами. 

5. Зміст звіту 
У звіті по лабораторній роботі повинні бути представлені: 
– мета і завдання до роботи; 
– моделі досліджуваних систем;  
– експериментальні характеристики;  
– докладний аналіз отриманих результатів.  

6. Контрольні питання 
1. Зворотні зв’язки в САК: визначення, класифікація, структурні 

зображення, приклади технічної реалізації. 
2. Як позначиться на властивостях типових динамічних ланок 

охоплення їх  жорсткими негативними зворотними зв’язками?    
3. Як позначиться на властивостях типових динамічних ланок їх 

охоплення їх гнучкими негативними зворотними зв’язками? 
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Лабораторна робота №6
ЗВОРОТНІ ЗВ'ЯЗКИ У СКЛАДІ АВТОПІЛОТУ

1. Мета
У ході виконання лабораторної роботи вивчаються основні види

зворотних зв’язків у складі автопілоту, виконується їх моделюван-
ня та експериментальне дослідження на якість функціонування
автопілоту.

2. Рекомендації щодо підготовки до заняття
Повторити наступні теоретичні питання дисципліни:
– види зворотних зв’язків;
– технічні реалізації зворотних зв’язків;
– подання закону керування через передатні функції;
– еквівалентні перетворення структурних схем.

3. Завдання до виконання досліджень

3.1. Провести експериментальні дослідження впливу місцевих
зворотних зв’язків на ефективність роботи типового автопілоту.

3.2. Провести експериментальні дослідження впливу головного
зворотного зв’язку на ефективність типового автопілоту.

4. Порядок і методика виконання лабораторної роботи

 Запустити систему Simulink із програми MATLAB.
 Відкрити нове вікно моделі.
 Відкрити список бібліотек блоків вікна Simulink Library

Browser (Браузер головної бібліотеки Simulink).
 Для побудови моделі типового автопілоту з бібліотек блоків

Math Operations – Математичні  операції, і Continuous – Елеме-
нти неперервних систем, у вікно моделі з іменем untitled   по-
слідовно перемістити зображення необхідної кількості блоків кож-
ного виду для реалізації моделі у відповідності з типовою структу-
рною схемою автопілоту.

 З бібліотек блоків Sources -  Джерела сигналів, і Sinks - За-
соби реєстрації, у вікно моделі перемістити зображення блоків:
Step (Сходинка), Sine Wave (Генератор синусоїди), Scope (Осцило-
граф) .
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Згрупувати набрані блоки за
типом динамічних ланок.

 Увести значення параме-
трів  ланок у  модель кожної
ланки відповідно до запропо-
нованих:
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 З набраних і відредагованих блоків побудувати модель типо-
вого автопілоту відповідно до типової структурної схеми.

 Підключити блок ступінчатого сигналу Step (Сходинка) до
суматору подачі збурювальних моментів, блок Scope (Осцилограф) –
на вихід моделі для реєстрації регульованої величини.

 Спростити модель, створив її згортку :

1Out

Out2

Out3

1In

In2

3In

1000

2,0

5,02,0
г.пС

д.к.шС

0С

Step Scope

SubsistemГНЗЗ

ЖНЗЗ

 Послідовно змінюючи значення сигналу місцевого гнучкого
негативного зворотного зв’язку за швидкістю об’єкта керування за
допомогою потенціометра 0,40,2;0,1;0;д.к.ш с , одержати пере-
хідні характеристики автопілоту.

 Порівняти осцилограми між собою і зробити необхідні ви-
сновки щодо впливу досліджуваного зв’язку на роботу автопілоту.

 Результати досліджень відобразити у звіті.
 Відновити значення 0,2д.к.ш с .
 Послідовно змінюючи значення сигналу головного жорст-

кого негативного зворотного зв’язку по куту повороту об’єкта ке-
рування за допомогою потенціометра 0,40,2;0,1;0;г.п с , одержа-
ти перехідні характеристики автопілоту.

 Порівняти осцилограми між собою і зробити необхідні ви-
сновки щодо впливу головного зворотного зв’язку на роботу авто-
пілоту.

 Результати досліджень представити у звіті.
 Відновити значення 0,2г.п с .



257

5. Зміст звіту

У звіті по лабораторній роботі повинні бути представлені:
– мета і завдання до роботи;
– модель досліджуваної системи;
– експериментальні характеристики;
– докладний аналіз отриманих результатів.

6. Контрольні питання
1. Зворотні зв’язки у складі автопілоту: визначення, класифі-

кація, структурні зображення.
2. Обґрунтуйте необхідність введення до складу автопілоту го-

ловного жорсткого негативного зворотного зв’язку.
3. Як позначиться на властивостях автопілоту зміна коефіцієнта

підсилення головного жорсткого негативного зворотного зв’язку?
4. Обґрунтуйте необхідність введення до складу автопілоту гну-

чкого негативного зворотного зв’язку за швидкістю відхилення
об’єкта керування.

5. Як позначиться на властивостях автопілоту зміна коефіцієнта
підсилення місцевого гнучкого негативного зворотного зв’язку за
швидкістю відхилення об’єкта керування?
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Лабораторна робота №7 
ДИНАМІКА СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ  

У РАЗІ ВИПАДКОВИХ ВХІДНИХ ВПЛИВІВ 

1. Мета  
 У ході виконання лабораторної роботи вивчаються принципи 

проходження випадкових сигналів через лінійні системи автомати-
чного керування і практично досліджується динаміка перетворення 
автопілотом випадкових сигналів по каналах керування і збурюва-
льних впливів.   

2. Рекомендації щодо підготовки до заняття  

Повторити наступні теоретичні питання дисципліни: 
– випадкові величини та їх характеристики; 
– випадкові процеси, стаціонарність, ергодична властивість; 
– кореляційні функції і спектральні щільності випадкових про-

цесів; 
– проходження випадкового сигналу через лінійну САК.  

3. Завдання до виконання досліджень  

3.1.  Дослідити частотний спектр сигналу типу «білий шум». 
3.2. Змоделювати стаціонарний випадковий сигнал на базі гар-

монійних складових. 
3.3. Провести дослідження автопілоту при дії на літак сигналів 

типу «білий шум» і стаціонарного збурю вального впливу.  
3.4. Виконати розрахунки динамічної точності автопілоту аналі-

тичними методами. 

4. Порядок і методика виконання лабораторної роботи   

4.1. Дослідження частотного спектру сигналу типу «білий шум»  

 Запустити систему Simulink із програми MATLAB. 
 Відкрити нове вікно моделі. 
 Відкрити список бібліотек блоків вікна Simulink Library 

Browser (Браузер головної бібліотеки Simulink).  
 Із бібліотек Simulink (блоки Sinks – Засоби реєстрації, 

Sources  – Джерела сигналів) і Simulink Extras (блок Additional sinks 
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– додаткові засоби реєстрації) у вікно моделі з іменем untitled   по-
слідовно перемістити зображення блоків: 

Scope (Осцилограф); 
Band-Limited White Noise  (Джерело сигналу типу «Білий шум»); 
Power Spectral Density (Спектрограф). 
 З набраних блоків побуду-

ати модель для дослідження часто-
тного спектру сигналу типу «білий 
шум».  

 Запустити процес моделю-
вання вибором команди Start меню 
Simulation і визначити на екрані 
осцилографа випадковий сигнал 
типу «білий шум», а на екрані спек-
трографа спектральну щільність сигналу.  

 Зафіксувати отримані результати, використовуючи операцію, 
наприклад, Print Screen пульту управління комп’ютером.  

 Проаналізувати отримані матеріали і зробити висновки. 

4.2. Моделювання стаціонарного випадкового сигналу на 
базі гармонічних складових 

 Відкрити нове вікно моделі. 
 Відкрити список бібліотек блоків вікна Simulink Library 

Browser (Браузер головної бібліо-
теки Simulink).  

 Із бібліотек Simulink (блоки 
Sinks – Засоби реєстрації, Sources  
– Джерела сигналів, Math Opera-
tions – Математичні операції) і 
Simulink Extras (блок Additional 
sinks – додаткові засоби реєстрації) 
у вікно моделі послідовно переміс-
тити зображення блоків: 

 Scope (Осцилограф); 
 Sine Wave (Генератор); 
 Sum (Суматор);  
Power Spectral Density (Спектрограф). 



 260 

 З набраних блоків, у разі тиражування моделі генератора си-
нусоїди, побудувати модель для дослідження частотного спектра 
стаціонарного випадкового сигналу.  

 Встановити на кожному з генераторів синусоїди значення 
амплітуди сигналу, яка дорівнює 1, а значення частот відповідно 1, 
5, 6, 7 і 8 рад/с. 

 Запустити процес моделювання вибором команди Start меню 
Simulation і визначити на екрані осцилографа вид випадкового стаці-
онарного сигналу, а на екрані спектрографа – його спектральну 
щільність.  

 Зафіксувати отримані результати.  
 Проаналізувати матеріали експерименту та зробити висновки. 

4.3. Дослідження автопілоту у разі дії на літак сигналів типу «бі-
лий шум» і стаціонарного випадкового збурювального впливу 

 Відкрити нове вікно моделі. 
 Використовуючи блоки бібліотек Simulink (Continuous – Без-

перервні  системи, Sinks – Засоби реєстрації, Sources  –  Джерела 
сигналів, Math Operations – Математичні операції) і Simulink 
Extras (блок Additional sinks – додаткові засоби реєстрації) у вікні 
побудувати модель автопілоту із вказаними параметрами у разі дії 
на літак збурю вального впливу типу «білий шум» 

 Запустити процес моделювання вибором команди Start меню 
Simulation  і визначити на екрані осцилографа зміну кутового відхилен-
ня літака у часі у разі впливу на нього випадкового збурення типу «бі-
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лий шум», а на екрані спектрографа – спектральну щільність куто-
вого відхилення літака.  

 Зафіксувати отримані результати.  
 Порівняти спектральні характеристики випадкових процесів 

на вході і виході автопілоту. Провести аналіз отриманих матеріалів 
і зробити висновки. 

 Повторити дослідження якщо на автопілот діятиме стаціона-
рний випадковий зовнішній вплив: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Аналізувати отримані матеріали і зробити узагальнювальні 

висновки. 

4.4. Розрахунок динамічної точності автопілоту 

Вважатиме, що еквівалентна передатна функція автопілоту за 
зовнішнім збуренням має вигляд  
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а спектральну щільність зовні-
шнього збурення yM , подано 
графічно. 

Потрібно знайти спектральну 
щільність кутового відхилення 
літака від заданого напрямку 
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польоту графо-аналітичним методом і визначити за неї середнє 
квадратичне значення.  

5. Зміст звіту 
У звіті з лабораторної роботи повинні бути представлені: 
– мета і завдання до роботи; 
– моделі досліджуваних процесів і систем та відповідні до них 

експериментальні характеристики;  
– розрахункові характеристики; 
– детальний аналіз отриманих результатів. 

6. Контрольні питання 
1. Випадкові процеси: визначення, види, основні імовірнісні ха-

рактеристики. 
2. Кореляційна функція: визначення, математичний опис, обчи-

слення на підставі експериментально отриманих реалізацій випад-
кового процесу. 

3. Основні властивості спектральних щільностей. 
4. Зв’язок спектральної щільності вихідного сигналу САК зі спе-

ктральною щільністю випадкового сигналу на її вході. 
5. Порядок розрахунку спектральної щільності випадкового си-

гналу на виході САК у разі наявності спектральної щільності випа-
дкового сигналу на її вході й АФЧХ системи. 
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Лабораторна робота №8 
СТІЙКІСТЬ СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

1. Мета  

У ході виконання лабораторної роботи освоюються методи ви-
значення стійкості систем автоматичного керування і експеримен-
тально досліджується стійкість за перехідними та частотними хара-
ктеристиками.   

2. Рекомендації щодо підготовки до заняття  

Повторити наступні теоретичні питання дисципліни: 
– стійкість технічних систем; 
– перехідні характеристики САК та їх аналіз; 
– алгебраїчні критерії стійкості; 
– частотні критерії стійкості Михайлова і Найквіста-Михайлова. 

3. Завдання до виконання досліджень  
3.1. Дослідити стійкість систем автоматичного керування за ви-

глядом їх перехідних характеристик. 
3.2. Дослідити стійкість систем автоматичного керування за 

критерієм Найквіста-Михайлова з перевіркою результатів дослі-
дження за виглядом перехідних функцій замкнутої системи. 

4. Порядок і методика виконання лабораторної роботи 

4.1. Дослідження стійкості за 
виглядом перехідних характерис-
тик 

 Запустити систему Simulink 
з програми MATLAB. 

 Відкрити нове вікно моделі. 
 Відкрити список бібліотек 

блоків вікна Simulink Library 
Browser (Браузер головної бібліо-
теки Simulink).  

 З бібліотек Simulink у вікно 
моделі з ім’ям unt it led   послідов-
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но перемістити зображення необхідних блоків і побудувати струк-
турні схеми досліджуваних систем. 

 Використовуючи моделі засобів реєстрації і джерел сигналів, 
визначити перехідні характеристики систем. 

 Зафіксувати результати експерименту. 
 Проаналізувати отримані матеріали і зробити висновки щодо 

стійкості досліджуваних систем. 

4.2. Дослідження стійкості  за 
критерієм Найквіста-Михайлова 

 Відкрити нове вікно моделі. 
 З бібліотек Simulink перемі-

стити у вікно моделі зображення 
блоків і побудувати структурні 
схеми систем, які потрібно дослі-
дити. 

 Застосовуючи операцію лі-
нійного аналізу, отримати амплітудно-фазові частотні характерис-
тики досліджуваних систем у розімкненому стані. 

 Зафіксувати отримані результати.  
 Здійснити аналіз матеріалів і зробити висновки про стійкість 

систем у разі замикання у них контурів управління. 
 Використовуючи моделі засобів реєстрації і джерел сигналів, 

визначити перехідні характеристики систем у замкнутому стані. 
 Зафіксувати отримані результати.  
 Порівняти результати досліджень за критерієм Найквіста-

Михайлова і на основі аналізу перехідних характеристик. 

5. Зміст звіту 

У звіті з лабораторної роботи повинні бути представлені: 
– мета і завдання до роботи; 
– моделі досліджуваних систем і відповідні ним експеримен-

тальні характеристики;  
– детальний аналіз отриманих результатів. 
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6. Контрольні питання 

1. Визначення стійкості систем автоматичного керування за ви-
глядом перехідних характеристик та корінь характеристичного 
рівняння. 

2. Критерій стійкості Вишнеградського. 
3. Визначення стійкості за критерієм Гурвица-Рауса  
4. Критерій стійкості Михайлова: формулювання, графічна ін-

терпретація. 
5. Частотні критерії стійкості систем: формулювання, області 

застосування. 
6. Принципи побудови амплітудно-фазової частотної харак-

теристики розімкненої системи у разі оцінки стійкості за критерієм 
Найквиста-Михайлова.  
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Лабораторна робота №9 
ОБЛАСТІ СТІЙКОСТІ СКЛАДНИХ ТЕХНІЧНИХ СИСТЕМ 

1. Мета  
У ході виконання лабораторної роботи освоюються методи ви-

значення областей стійкості складних технічних систем у площині 
регульованих параметрів.   

2. Рекомендації щодо підготовки до заняття  
Повторити наступні теоретичні питання дисципліни: 
– частотні критерії стійкості Михайлова і Найквіста-Михайлова; 
– запаси стійкості за модулем і фазою, методи їх визначення; 
– області стійкості в просторі варійованих параметрів. 

3. Завдання до виконання досліджень  
Експериментально визначити і побудувати область стійкості си-

стеми стабілізації в просторі регульованих параметрів д.к.шг.п сс  . 

4. Порядок і методика виконання лабораторної роботи 

 Відкрити нове вікно моделі. 
 За допомогою блоків із бібліотек Simulink побудувати мо-

дель системи стабілізації із вказаними параметрами: 

 
 Встановити значення потенціометрів д.к.шг.п сс   нульовими. 
 Установити показання потенціометра 1,0г.п с . 
 Послідовно збільшувати сигнал потенціометра д.к.шс  від 0 до 1 

через 0,01 або 0,1 ділення, при цьому:  
для кожного проміжного значення визначати експериментально  
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перехідну характеристику системи; з вигляду перехідних характе-
ристик потрібно зробити висновок щодо знаходження системи на 
межі стійкості. 

якщо робоча точка знаходитися на нижній межі області стійкості –   
в системі виникають низькочастотні коливання з великою амплітудою. 

якщо робоча точка знаходитися на верхній межі області стійкості – 
в системі виникають високочастотні коливання з малою амплітудою. 

 Отримані дані д.к.шс , за яких система знаходиться на межі 
стійкості, занести до таблиці. 

 До кожного зі значень потенціометра г.пс , зазначених у таб-
лиці, повторити експеримент, визначаючи точки нижньої і верхньої 
меж області стійкості. 

 г.пс  0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
Нижня 
границя д.к.шс            
Верхня 
границя д.к.шс            

 За результатами експерименту побудувати область стійкості 
системи стабілізації в параметрах д.к.шг.п сс  . 

 Відкласти в області стійкості точку, яка відповідає оптималь-
ному регулюванню 8,0г.п с ;      4,0д.к.ш с . 

 Визначити перехідну характеристику системи при її оптима-
льному регулюванню. 

 Проаналізувати отримані матеріали і зробити загальні висновки. 

5. Зміст звіту 
У звіті з лабораторної роботи повинні бути представлені: 
– мета і завдання до роботи; 
– моделі досліджуваних систем і відповідні до них експеримен-

тальні характеристики;  
– детальний аналіз отриманих результатів. 

6. Контрольні питання 
1. Частотні критерії стійкості систем автоматичного керування: 

формулювання, області застосування. 
2. Принципи побудови області стійкості систем автоматичного 

керування. 
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