4. ЛІНІЙНІ ЕЛЕКТРИЧНІ КОЛА ОДНОФАЗНОГО СИНУСОЇДНОГО СТРУМУ

4.1. СИНУСОЇДНІ ЕЛЕКТРИЧНІ ВЕЛИЧИНИ

Недивлячись на важливість кіл постійного струму, особливо для ряду таких галузей народного господарства як електрична тяга, електрохімія, електрометалургія тощо, все ж найбільш розповсюдженими в практиці є електричні кола змінного струму. Це обумовлено тим, що на основі змінних струмів і напруг можливо найбільш економічно і просто виробляти, перетворювати, передавати, розподіляти і використовувати електричну енергію. Як відомо, передача і розподілення енергії з економічних міркувань і за умов безпеки вимагають застосування різних значень напруги: великих – при передачі енергії і порівняно малих – при розподіленні споживачам. Тому широке застосування змінних електричних величин почалось після винаходів у 1876 р. П.Н.  Яблочковим трансформатора і у 1889 р. М.О. Доліво-Добровольським асинхронного двигуна та розробки усіх ланок трифазної системи передачі і розподілення електроенергії. Дійсно, при передачі енергії від електростанції до споживачів напруга трансформується не менше трьох-чотирьох разів. Також значний розвиток техніки змінних струмів був обумовлений відкриттям і розвитком радіотехніки (1888 р. – Г. Герц,        1895 р. – А. Попов).

Змінні електричні величини – це такі величини, які змінюються з часом за своїм значенням чи напрямком або за тим і іншим одночасно. В подальшому, заради спрощення і узагальнення аналізу ряду питань однофазних кіл, усі змінні електричні величини – ЕРС е(t), напруга u(t), струм i(t) тощо – інколи будемо позначати однією літерою a(t). Значення будь-якої змінної величини в довільний момент часу 
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, називають миттєвим  значенням. В електро- та радіотехниці, як правило, використовують періодичні змінні електричні величини – величини, миттєві значення яких повторюються через рівні проміжки часу. Найменший проміжок часу, через який ці повторення спостерігаються у тій же послідовності називають періодом Т. Для будь-якої періодичної електричної величини 
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У свою чергу, із періодичних змінних величин широке розповсюдження знайшли електричні величини, що змінюються з часом за законом синуса, тобто синусоїдні електричні  величини (с.е.в.). Синусоїдні (гармонічні) величини, у порівнянні з несинусоїдними, окрім наведених вище загальних переваг змінних електричних величин, по-перше, дозволяють зберегти початкову форму електричних величин на усіх ділянках лінійних електричних кіл. Це пов’язано з тим, що синусоїда – єдина функція, похідна і інтеграл якої мають форму подібну до первісної. По-друге, розрахунки електричних кіл з с.е.в. найпростіші. По-третє, при несинусоїдних електричних величинах, як побачимо далі, можуть виникати небажані електромагнітні явища. Нарешті, на основі синусоїдних величин просто формується обертове магнітне поле, на якому базується принцип дії асинхронного двигуна – основного електричного двигуна промисловості та транспорту. До цього треба додати, що періодичні несинусоїдні величини розглядаються як сукупність синусоїдних величин різних частот.

Усе це обумовлює першочергову необхідність грунтовного вивчення кіл синусоїдного струму.

Будь-яка с.е.в. може бути зображена однією з чотирьох форм: у вигляді часової діаграми, аналітично, обертовим вектором і комплексним числом. Перші дві форми розглянемо у цьому підрозділі, а інші – в наступних підрозділах.

На рис. 4.1 показано часову діаграму або графік довільної с.е.в. 
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Рис. 4.1
Аналітично будь-яка синусоїдна величина записується у вигляді 
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конкретно для синусоїдних, відповідно, ЕРС, напруги, струму
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На рис. 4.1 та у виразі (4.1):
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– максимальне значення або амплітуда даної с.е.в.;
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– миттєве значення в довільний момент часу 
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– фаза коливання.

Фаза з часом безперервно зростає. Після її збільшення на Т (або на 2() весь цикл зміни с.е.в. повторюється. Тому Т або 2( є періодом  даної с.е.в. в залежності від того, що прийнято за аргумент функції (4.1) – час t або відповідно кут 
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 (рис. 4.1). При цьому Т вимірюється в секундах, а 2( – в радіанах.

Величина 
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 у виразі (4.1) показує швидкість зміни фази, позначається літерою 
[image: image16.wmf]w

, називається   кутовою частотою і вимірюється у рад/с (с-1). Тобто,
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де 
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– частота коливання с.е.в. – величина, обернена періоду Т
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Частоту 
[image: image20.wmf]f

вимірюють у герцах (Гц); 1Гц відповідає одному коливанню с.е.в. в секунду. У промислових електроенергетичних системах країн Європи прийнята стандартна частота 50 Гц (
[image: image21.wmf]w

= 314 с-1), а у США і Японії – 60 Гц (
[image: image22.wmf]w

=376 с-1). Нижня межа частоти визначається тепловою інерцією ламп розжарювання: при 
[image: image23.wmf]f

( 25 Гц стає помітною пульсація світла, яка негативно позначається на якості освітлення та здоров’ї людей. З іншого боку значне зростання частоти обумовлює появу небажаних явищ в електрообладнані та в електричних машинах. Діапазон технічних частот лежить в межах від 50 до 500 Гц, звукових – від 500 Гц до 20 кГц, високих – вище 20 кГц, надвисоких – вище 109 Гц. В радіотехниці звичайні радіоприймачі працюють в інтервалі від 150 кГц до 12 МГц. Провідниковий радіозв’язок використовує широкий діапазон частот: від 0 (постійний струм) до 104…105 Гц. 

Постійні електричні величини (
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 тощо) можна розглядати як змінні періодичні величини, період яких нескінченно великий, тобто частота їх дорівнює нулю.

Величину 
[image: image25.wmf]y
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 у формулі (4.1) називають  початковою фазою  , бо вона дорівнює фазі в початковий момент часу (
[image: image26.wmf]t

= 0). На часових графіках виду рис. 4.1 початкова фаза 
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– це відрізок   (в радіанах чи градусах) по  осі абсцис від моменту часу  найближчої точки позитивного зростання напівсинусоїди 
[image: image28.wmf])

(

t

a

до моменту початку координат (
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 = 0). Початкова фаза визначає величину зміщення с.е.в. відносно початку координат. При 
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> 0 початок синусоїди зсунуто ліворуч (рис. 4.1), при 
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< 0 – праворуч від початку координат (рис. 4.2), а при 
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= 0  –  початок координат і с.е.в. співпадають.
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Рис. 4.2

Якщо у декількох с.е.в., що змінюються з однаковою частотою 
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 , початки синусоїд не співпадають, то кажуть, що вони зсунутівідносно одна другої за фазою. Зсув фаз визначається різницею початкових фаз. Наприклад, на рис. 4.2 ця різниця
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, тобто с.е.в. 
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 випереджує с.е.в. 
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 на кут 
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, або, що те ж саме, величина 
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 відстає від с.е.в. 
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. Якщо у синусоїдних величин однакових частот 
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 початкові фази однакові, то кажуть, що вони  співпадають за фазою; якщо різниця за фазою складає 
[image: image42.wmf]p
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, то кажуть, що вони  протилежні за фазою, і, нарешті, якщо різниця їх фаз дорівнює 
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, то кажуть, що вони знаходяться у квадратурі.
Кут зсуву фаз напруги і струму на певній ділянці кола прийнято позначати буквою 
[image: image44.wmf]j

 і визначати як різницю відповідних початкових фаз:
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На часовій діаграмі кут 
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 відкладають від напруги до струму.

У лінійних електричних колах синусоїдні напруга та струм на елементах кола існують при дії в ньому однієї чи декількох синусоїдних ЕРС. Синусоїдні ЕРС низьких (технічних) частот одержують за допомогою електромашинних (синхронних) генераторів, які вивчають у курсах електричних машин. Гармонічні ЕРС та струми високих частот одержують від електронних (лампових) і напівпровідникових генераторів. Останні вивчають в спеціальних дисциплінах.

На електричних схемах генератор синусоїдної ЕРС позначають у вигляді кола зі знаком синусоїди ((), зображений поряд зі стрілкою, остання вказує напрямок, вибраний для цієї ЕРС за позитивний.

4.2. СЕРЕДНЄ ТА  ДІЮЧЕ ЗНАЧЕННЯ СИНУСОЇДНИХ ЕЛЕКТРИЧНИХ ВЕЛИЧИН

Окрім миттєвих і максимального значень с.е.в. у практиці їх застосування введені і використовуються такі важливі значення як середнє та діюче.

Середнє значення будь-якої с.е.в. a(t) за період Т визначають за формулою


[image: image47.wmf]ò

ò

×

w

×

=

=

T

T

m

dt

t

A

T

dt

t

a

T

A

0

0

ср

sin

1

)

(

1

,

із якої видно, що 
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 за період дорівнює нулю, оскільки площі, що обмежені позитивною і від’ємною напівсинусоїдами с.е.в. однакові за величиною, але протилежні за знаком. Тому в електротехніці середнім значенням будь-якої с.е.в. прийнято називати середнє напівперіодне значення 
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, яке відповідає позитивній півхвилі синусоїди
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Тобто, середні значення синусоїдних ЕРС, напруги та струми дорівнюють



[image: image51.wmf]ï

ï

ï

þ

ï

ï

ï

ý

ü

»

p

=

»

p

=

»

p

=

.

2

,

2

,

2

637

,

0

637

,

0

637

,

0

ср

ср

ср

I

I

I

U

U

U

E

Е

Е

m

m

m

m

m

m


(4.3)
Фізично середнє значення синусоїдного, наприклад струму 
[image: image52.wmf]ср
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 дорівнює такому значенню незмінного у часі струму 
[image: image53.wmf]I

 (рис. 4.3), при якому за половину періоду 
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 через поперечний переріз провідника протікає така ж кількість електрики 
[image: image55.wmf]Q

, що й при данному синусоїдному струмі. Середні значення електричних величин вимірюють електровимірювальними приладами магнітоелектричної системи з вбудованими випрямлячами (детекторами).

Теплова і силова дії будь-якого змінного, а отже і синусоїдного струму, пропорційна квадрату його миттєвих значень. Тому для характеристики такої енергетичної дії синусоїдного струму введено поняття діючого (ефективного) значення струму 
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. Діюче значення синусоїдного струму – таке значення 
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 незмінного у часі струму, який в резисторі з опором R за проміжок часу, рівний періоду Т, виділяє таку ж кількість тепла, що і розглядуваний синусоїдний струм i(t).
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Рис. 4.3
Кількість тепла, яке виділяється незмінним струмом 
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 за період 
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 в резисторі 
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(4.4)

Аналогічні вирази можна також одержати для будь-якої с.е.в. Таким чином, діюче значення будь-якої с.е.в. менше відповідного максимального значення у 
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 разів (рис. 4.3): 
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. Тобто, для синусоїдних ЕРС, напруги та струму маємо відповідно діючі значення:
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Діючі значення є найбільш поширенними розрахунковими, паспортними та довідниковими значеннями. Наприклад, номінальні напруги та струми електротехнічних пристроїв задають, як правило, діючими значеннями. Під час розрахунку та аналізу електричних кіл змінного періодичного (і отже синусоїдного) струму також оперують діючими значеннями електричних величин. Тому вираз “діюче значення” частоопускають і, заради скорочення, просто кажуть: струм стільки-то ампер, напруга стільки-то вольт тощо, маючи на увазі, що це діючі значення.

Діючі значення електричних величин вимірюють приладами електромагнітної, електродинамічної і теплової систем.

4.3. ЗОБРАЖЕННЯ СИНУСОЇДНИХ ЕЛЕКТРИЧНИХ ВЕЛИЧИН ОБЕРТОВИМИ ВЕКТОРАМИ
Розрахунок електричних кіл з використанням аналітичних виразів с.е.в. виду (4.1) є складною, трудоємкою задачею. Навіть операція складання за першим законом Кірхгофа 3-4-х струмів є трудомісткою справою. Спрощення розрахунків можливо досягнути якщо використати графічний (геометричний) метод, який базується на зображені с.е.в. умовними векторами, що обертаються.

Розглянемо довільну с.е.в. 
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. Візьмемо декартову систему координат YOX (рис. 4.4)
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Рис.4.4

Розташуємо на ній під кутом 
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 відносно горізонтальної осі ОХ вектор 
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, довжина якого у вибраному масштабі дорівнює амплітуді 
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заданої с.е.в.; при цьому додатні кути 
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 відкладаються проти, а від’ємні – за напрямком руху годинникової стрілки. Проекція 
[image: image80.wmf]А

m

 в цьому його положенні на вісь OY  дорівнює 
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, а це є миттєве значення с.е.в. в момент t=0, бо 
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Уявимо собі, що вектор 
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 з момента часу 
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починає обертатися навколо початку координат О в напрямку проти годинникової стрілки з кутовою швидкістю 
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. В довільний момент часу 
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 вектор 
[image: image87.wmf]А

m

 складає з віссю ОХ кут 
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. Таким чином, між радіус-вектором 
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, що обертається, і основними параметрами, що характеризують довільну с.е.в. 
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, існує однозначний зв’язок: амплітуда 
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дорівнює абсолютній величині вектора; кутова швидкість 
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є швидкістю обертання вектора в напрямку проти годинникової стрілки; початкова фаза 
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 визначається як кут між початковим (в момент 
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) положенням вектора і віссю абсцис; проекції радіус-вектора на вертикальну вісь YY дає усі можливі миттєві значення с.е.в. в довільні моменти часу 
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 називають вектором, який зображує задану синусоїдну величину 
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, струму 
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, магнітного потоку 
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 тощо. Істотно, що це не фізичні вектори (такі як сила, швидкість тощо) , а умовні (математичні) вектори. 

В залежності від знаку початкової фази 
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 положення вектора 
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 (початкове, в момент 
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) різне (рис. 4.5). В іншому масштабі вектор може бути зображений не амплітудою 
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, а діючим значенням 
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 (рис. 4.5).
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Рис.4.5

У розрахунковій практиці часто приходиться мати справу з декількома с.е.в., отже з декількома векторами. Сукупність векторів , що зображують у початковий момент часу декілька синусоїдних електричних величин однієї і тієї ж частоти називають  векторною діаграмою. При побудові векторних діаграм найчастіше вектори зображують не відносно осі абсцис за своїми початковими фазами, а відносно одного вектора, який приймають за базовий і який зображують в довільному напрямку. Інші вектори прибудовують до нього відповідно з фазовими зсувами, що дорівнюють різниці початкових фаз; при цьому систему вісів YOX не зображують. Тобто, на векторній діаграмі вектори уявляються нерухомими, бо кути між ними не залежать від часу. Якщо ж уявити, що вектори векторної діаграми починають рухатись, то усі вони обертаються з однаковою кутовою швидкістю 
[image: image109.wmf]w

 і тому їхні взаємоположення один відносно другого залишаються незмінними, початковими. На векторних діаграмах, на відміну часових діаграм, кут зсуву фаз 
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позначають від струму до напруги (наприклад, кут 
[image: image111.wmf]3
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 на рис. 4.6).

Векторне зображення декількох с.е.в. однакової частоти значно полегшує операції додавання і віднімання, які необхідні при розрахунках кіл за допомогою законів Кірхгофа. Ці операції виконують за правилами геометричного складання. Наприклад, треба скласти три струми:
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; на рис. 4.6 вони зображені у вигляді векторної діаграми.
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Рис. 4.6

Результуюче значення струму 
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а оскільки сума синусоїдних функцій є також синусоїдна функція тієї ж частоти, то амплітуда 
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 результуючого струму знайдеться як геометрична сума векторів струмів (рис. 4.6)
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Тоді, знайшовши із діаграми (рис. 4.6) довжину вектора 
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, можемо записати вираз шуканого струму 
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Цей метод можно використовувати при складанні і відніманні будь-якої кількості с.е.в. однакової частоти. При цьому віднімання якогось вектора будується як складання вектора,оберненого на 180о. В окремих випадках для складання двох с.е.в. можливо застосовувати відомі із тригонометрії співвідношення. Наприклад, треба скласти напруги 
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. Результуюча напруга дорівнює 
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, де згідно з теоремою косинусів
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а початкову фазу 
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 визначають із виразу
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де кут 
[image: image130.wmf]y

 знаходять з врахуванням знаків чисельника і знаменника, які визначаються знаками синуса та косинуса.

Насамкінець зауважимо, що простота геометричного методу, який базується на графічних операціях з векторами, дещо знецінюється його малою точністю.

4.4. ЗОБРАЖЕННЯ СИНУСОЇДНИХ ЕЛЕКТРИЧНИХ ВЕЛИЧИН, ЇХ ПОХІДНИХ ТА ІНТЕГРАЛІВ КОМПЛЕКСНИМИ ВЕЛИЧИНАМИ. КОМПЛЕКСНА АМПЛІТУДА. КОМПЛЕКСНЕ ДІЮЧЕ ЗНАЧЕННЯ. КОМПЛЕКСНИЙ МЕТОД РОЗРАХУНКУ

Розрахунки електричних кіл синусоїдного струму з застосуванням аналітичної форми запису с.е.в. або графічним методом за допомогою векторних діаграм використовують на практиці тільки для схем простих кіл. З ускладненням схем ці способи виявляються надмірно трудомісткими і, головне, користуючись ними, трудно записувати та аналізувати рівняння кола в загальному вигляді. Тому в електро- та радіотехніці одержав широке визнання метод комплексних амплітуд (комплексний метод, символічний метод) розрахунку, запропонований і детально розроблений американським вченим і інженером Ч.П. Штейнметцем. Цей метод поєднує простоту і наочність графічного векторного методу з точністю аналітичних розрахунків. Останнє обумовлене тим, що операції з векторними величинами виконують за правилами алгебри комплексних чисел. Нагадаємо основні її положення з наступним розгляданням сутності самого методу.

Відомо, що довільне комплексне число 
[image: image131.wmf]Х

 зображується на комплексній площині точкою. А кожна точка на цій площині визначається радіус-вектором, початок якого співпадає з початком координат, а кінець знаходиться в точці, яка відповідає заданому числу 
[image: image132.wmf]Х

 (рис. 4.7). 
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Рис. 4.7

На цьому рисунку: +1 ... (1 ( вісь дійсних, а +j ... (j – вісь уявних чисел. В електротехніці уявну одиницю 
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 позначають літерою j (“йот” чи “жі”). 
 Будь-яке комплексне число може бути записане в алгебраїчній, тригонометричній або показниковій (полярній) формах. Алгебраїчна форма має вигляд (рис. 4.7):
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де 
[image: image136.wmf]'

Х

– дійсна величина; 
[image: image137.wmf]'

'

X

 – уявна величина, а 
[image: image138.wmf]1

-

=

j

. При цьому 
[image: image139.wmf][

]

X

X

Re

'

=

, а 
[image: image140.wmf][

]

X

X

Im

'

'

=

. Математична операція Re (скорочення французського слова reel, що означає “дійсний”) означає взяття дійсного числа від комплексного 
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. Аналогічно Im (від французського imaginair – “уявний”) означає виділення (взяття) уявної частини числа 
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. Із рис. 4.7 витікає, що 
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тоді вираз (4.6) перепишеться у вигляді
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що є  тригонометричною формою запису комплексного числа. Тут величина 
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 дорівнює абсолютній довжині радіус-вектора і називається модулем, а кут 
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 – аргументом комплексного числа.

Застосувавши відому формулу Ейлера 
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, із (4.7) одержимо  показникову форму запису
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При розрахунках електричних кіл виконуються часті перетворення однієї форми запису в іншу і навпаки.

Оскільки кожна точка на комплексній площині визначається радіус-вектором (рис. 4.7), а у минулому питанні (у підрозділі 4.3) показана можливість будь-яку с.е.в. зображувати вектором, то розташуємо на комплексній площині вектор 
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 EMBED Equation.3  [image: image152.wmf], який зображує довільну синусоїдну електричну величину 
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 в момент t=0 (рис. 4.8). В показниковій формі цей вектор зображується як    
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Вектор 
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 позначено рискою, як вектор на комплексній площині (комплексний вектор). Помножимо вектор 
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 – вектор, який обертається з момента часу t=0 в напрямку проти годинникової стрілки зі швидкістю 
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 (рис.4.8). Цьому вектору відповідає комплексна функція часу, яку називають комплексною миттєвою величиною 
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[image: image162.emf]
Рис. 4.8

Таким чином, уявна частина вектора 
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, тобто виразу (4.10) або його проекція на вісь +j (рис.4.8) є синусоїдною електричною величиною 
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де 
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– комплексна амплітуда будь-якої с.е.в., яка згідно з (4.9) має вигляд
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тобто, комплексна амплітуда 
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 будь-якої с.е.в. – це комплексна величина, незалежна від часу, модуль 
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та аргумент 
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 якої дорівнюють відповідно амплітуді та  початковій фазі даної с.е.в.

Конкретно, комплексні амплітуди відповідно ЕРС, напруги, струму записуються у вигляді:
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Поділимо 
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 у виразі (4.12) на 
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Ліву частину цього виразу позначають як 
[image: image177.wmf]А

 і називають комплексним  діючим значенням даної с.е.в., або скороченно, комплексною електричною величиною
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тобто, 
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 – комплексна напруга; 
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 – комплексний струм. 

Таким чином, комплексна електрична величина – це комплексна величина, незалежна від часу, модуль 
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і аргумент 
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  якої дорівнюють відповідно діючому значенню та початковій фазі даної с.е.в.
Згідно з (4.10) і (4.11), реально існуюча в електричних колах синусоїдна величина 
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 – це уявна частина комплексного обертового вектора 
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. Тобто цей комплексний вектор може розглядатись як символічне зображення, як модель, як символ дійсної реально існуючої синусоїдної величини:
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тут        – знак відповідності.

Розглянемо також символічне зображення похідної і інтегралу синусоїдної функції 
[image: image188.wmf])
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Отже, похідна с.е.в. своїм символічним зображенням має символ самої с.е.в. (
[image: image190.wmf]e
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), помножений на оператор 
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. Тобто операцію здобуття похідної с.е.в. можна замінити множенням на 
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 її комплексного зображення.

Інтеграл с.е.в.
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Тобто, інтеграл с.е.в. своїм символом має символічне зображення даної синусоїдної величини, поділене на оператор 
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.Тобто операцію інтегрування с.е.в. можна замінити діленням на  
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 її зображення.

Співвідношення (4.14)-(4.16) дають змогу переходити від інтегродиференційних рівнянь, складених щодо миттєвих значень електричних величин, до алгебраїчних, складених щодо їх комплексних (символічних) зображень, що суттєво спрощує розрахунки кіл. На цьому базується так званий метод комплексних амплітуд, метод комплексних величин, комплексний метод чи символічний метод  розрахунку кіл.

В практиці застосування символічного методу важливо вміти переходити від аналітичного виразу с.е.в. до її комплексної амплітуди або до комплексного значення та навпаки.

Приклад 4.1. Написати комплексну  амплітуду і комплексне значення напруги 
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В даному випадку 
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Приклад 4.2. Задано комплексний струм 
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Розв’язування.

Спочатку перейдемо від алгебраїчної форми струму до показникової 
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Тоді комплексний струм у показниковій формі дорівнює 
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Для переходу від 
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 до аналітичного виразу струму 
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[image: image209.wmf]I

m

помножити на 
[image: image210.wmf]e

t

j

w

, одержаний вираз розкласти за формулою Ейлера і взяти від нього уявну частину:
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Кутова частота 
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Задачу розв’язано.
Оскільки для змінних електричних, у тому числі і синусоїдних, величин чинними є формули (1.11), (1.20), то складовими елементами кіл с.е.в. є не тільки резистивний, але й індуктивний та ємнісний елементи. Тому, до того як розпочати вивчення основ розрахунку складних кіл синусоїдного струму, розглянемо окремо основні закономірності для кіл з зазначеними елементами.

4.5. РЕЗИСТИВНИЙ ЕЛЕМЕНТ У КОЛІ З СИНУСОЇДНОЮ НАПРУГОЮ

Нехай резистор, що зображений на рис. 4.9, перебуває під синусоїдною напругою
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[image: image216.wmf]
Рис. 4.9

Для будь-якого момента часу миттєві напруга і струм в резисторі зв’язані законом Ома
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   де     
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а  R  –  активний опір резистора. Величину, обернену опорові, називають активною провідністю 
[image: image221.wmf]G

. Із порівняння (4.17) і (4.18) витікає, що струм в резисторі також є синусоїдним з початковою фазою 
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, рівною початковій фазі напруги, тобто 
[image: image223.wmf]0

=

y

-

y

=

j

i

u

.Таким чином, напруга на резистивному елементі та струм, що протікає в ньому, співпадають за фазою. Струм або його складову на будь-якій ділянці кола, що збігається за фазою з напругою на цій ділянці, називають активним струмом. Це співпадання за фазою напруги та струму зображено на рис. 4.10, а співвідношення (4.19) являє собою вираз закону Ома в дійсній формі для кола, що розглядається.
[image: image224.emf]
Рис. 4.10

Ті ж результати можна одержати, перейшовши до комплексної форми запису. Враховуючи, що  
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після ділення 
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 комплексна амплітуда напруги та комплексна напруга на резисторі.

Вирази (4.20) є запис закону Ома в комплексній формі: на ділянці з резистивним елементом комплексний струм 
[image: image235.wmf]I

 прямо пропорційний комплексній напрузі 
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 ділянки та обернено пропорційний опорові 
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 ділянки. Як бачимо, формулювання і запис цього закону таке ж саме, як в колах постійного струму, лише для струму і напруги додається слово “комплексний” і знизу вони позначаються рискою.

В (4.20) опір 
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 є дійсною величиною і тому не впливає на зміну аргументу в комплексній напрузі 
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, що й відображено на векторній діаграмі (рис. 4.11).

[image: image244.wmf]
Рис. 4.11

Миттєва потужність, що передається в резистивний елемент, дорівнює
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вона має постійну складову 
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 (рис. 4.10). Це означає, що 
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 коливається навколо свого середнього значення 
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 з частотою в 2 рази більшою, ніж частота вхідної напруги 
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Активну потужність 
[image: image255.wmf]Р

 вимірюють у ваттах (Вт).

4.6. ІНДУКТИВНИЙ ЕЛЕМЕНТ У КОЛІ СИНУСОЇДНОГО СТРУМУ
Поняття індуктивного елементу було надано в підрозділі 1.3, в доповнення якого зауважимо, що не треба плутати реальну котушку з цим елементом. Практично довільна котушка (обмотка), як було зазначено, володіє індуктивністю 
[image: image256.wmf]L

 та активним опором 
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 її проводників, а в цьому підрозділі розглядається елемент, параметром якого є лише 
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, тобто ідеальна котушка.

Нехай по колу з індуктивним елементом 
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 (рис. 4.12) протікає синусоїдний струм 
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Рис. 4.12

Зміна струму в індуктивності викликає ЕРС самоіндукції
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де амплітуда ЕРС
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Оскільки в колі рис.4.12 відсутній 
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 та інші елементи окрім 
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, то згідно з другим законом Кірхгофа ЕРС самоіндукції урівноважується напругою на елементі,  в даному випадку напругою 
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де 
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– амплітуда напруги на індуктивному елементі, яка дорівнює
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Вирази (4.24) – рівняння закону Ома в дійсній формі, де 
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 – індуктивний (реактивний)опір індуктивного елементу, записаний в дійсній формі; його розмірність – Ом. Величину, обернену опорові, називають індуктивною (реактивною) провідністю 
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 і вимірюють у сіменсах (См).

Із порівняння аналітичного виразу  заданого синусоїдного струму 
[image: image275.wmf])

(

t

i

 та напруги (4.23) витікає, що напруга на індуктивному елементі є також синусоїдною і випереджує струм в ньому на кут 
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 видно на часовій діаграмі рис. 4.13; на ній 
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Рис. 4.13

 Струм (або його складову) на будь-якій ділянці кола, що зсунутий (зсунута)за фазою по відношенню до напруги на цій ділянці на кут 
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 називають реактивним струмом або його реактивною складовою. 
Враховуючи символічні зображення с.е.в., співвідношення (4.22) в комплексній формі запишуться у вигляді 
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тобто комплексна амплітуда напруги на індуктивному елементі
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Звідки комплексна амплітуда спаду напруги  
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де 
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 – комплексний індуктивний опір або опір індуктивного елемента в комплексній формі; одиниця виміру 
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 – Ом. Вирази (4.25) – рівняння закону Ома в комплексній формі: комплексний струм в індуктивному елементі прямо пропорційний комплексній напрузі на елементі та обернено пропорційний його комплексному опорові.
Перепишемо співвідношення (4.25) у вигляді
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Із рівності лівої і правої частин цього виразу витікає, що
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Таким чином, із комплексних виразів також витікає, що комплексні напруга 
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 і струм 
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 на індуктивному елементі зсунуті за фазою один відносно другого на кут 
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  (напруга випереджує струм), що й зображено на векторній діаграмі рис. 4.14.
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Рис. 4.14

Миттєва потужність, що надходить в індуктивний елемент записується як
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Як бачимо, вона коливається за синусоїдним законом з подвійною частотою 
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, маючи амплітуду 
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 (рис. 4.13) і середнє значення, тобто активну потужність, рівну нулю:
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миттєвої потужності 
[image: image304.wmf])

(

t

p

L

 (рис. 4.13) називають реактивною індуктивною потужністю 
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одиницею виміру 
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є вольт-ампер реактивний (вар).

Оскільки миттєва потужність 
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 дорівнює швидкості зміни електромагнітної енергії в одиницю часу, то для рис. 4.13 це означає, що площі, які обмежені кривою 
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 і віссю абсцис, відповідають енергії 
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: яка першу чверть періоду 
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 надходить від джерела до елемента і накопичується в його магнітному полі (на рис. 4.13 площа позначена знаком “+”), а другу чверть періоду енергія повертається від елемента до джерела електроенергії (площа позначена знаком “−”) і далі цей процес повторюється. Таким чином, відбувається безперервне коливання енергії без її втрат між джерелом живлення та індуктивним елементом.

4.7. ЄМНІСНИЙ ЕЛЕМЕНТ У КОЛІ З СИНУСОЇДНОЮ НАПРУГОЮ

Насамперед зазначимо, що ємнісний елемент не треба плутати з реальним конденсатором, який володіє і ємністю, і активним опором. Тут і в подальшому, якщо нема застереження, розглядається елемент, параметром якого є лише ємність С, тобто, частково, це ідеальний конденсатор.

Якщо на ємнісний елемент С подати синусоїдну напругу 
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  (рис. 4.15), то по колу, згідно з (1.20), буде протікати змінний струм
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Рис. 4.15
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де 
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 –  амплітуда струму в елементі, що рівна
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Вирази (4.27) – рівняння закону Ома в дійсній формі запису, де 
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 – ємнісний (реактивний) опір або опір ємнісного елемента в дійсній формі; його розмірність – Ом. Величину, обернену опорові 
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 EMBED Equation.3  [image: image323.wmf]X
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, називають ємнісною (реактивною) провідністю 
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, яку вимірюють в сіменсах (См).

Із порівняння виразу прикладеної синусоїдної напруги 
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 витікає, що струм в ємнісному елементі є також синусоїдним і випереджує напругу на елементі на кут 
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 (рис.4.16), на ньому 
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Рис. 4.16
Оскільки в ємнісному елементі (як і в індуктивному) струм також зсунутий на кут 
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 по відношенню до напруги, то його також називають реактивним струмом.

Ті ж результати можна одержати, користуючись комплексною формою запису. Дійсно, згідно за змістом символічного методу, вираз (4.27) запишеться
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де 
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 – комплексна амплітуда спаду та комплексний спад напруги на ємнісному елементі, а 
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 – комплексний ємнісний опір або опір ємнісного елемента в комплексній формі; одиниця виміру – Ом. Тому в електротехніці ємнісний опір 
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 записують з від’ємним знаком і тому ж ємнісні струми одержують з таким же знаком.

Вирази (4.28) – рівняння закону Ома в комплексній формі для ділянки з ємнісним елементом.

Перепишемо (4.28) у вигляді
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бачимо, що аргумент 
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 більше аргумента 
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 комплексу 
[image: image343.wmf]U

 на 
[image: image344.wmf]2

p

, що зображено на векторній діаграмі рис. 4.17, де припущено, що 
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Рис. 4.17

Миттєва потужність, яка надходить в ємнісний елемент, дорівнює
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і, як у випадку з індуктивним елементом, коливається за синусоїдним законом з подвійною частотою 2
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,маючи амплітуду 
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(рис. 4.16). Середнє  значення миттєвої потужності, тобто активна потужність  
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, дорівнює нулю.

Амплітуду 
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миттєвої потужності 
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 називають реактивною ємнісною потужністю 
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яку вимірюють те ж у вольт-амперах реактивних (вар).

Закономірність зміни миттєвої 
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 (рис. 4.16) аналогічна поведінці 
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 (рис. 4.13). Тоді енергетична сторона ємнісного елемента аналогічна енергетичному процесу в індуктивному елементі. Тобто, в першу чверть періоду прикладеної напруги енергія 
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 надходить від джерела живлення до ємнісного елемента і накопичується в його електричному полі (на рис. 4.16 площа – енергія – позначена знаком “+”), а другу чверть – енергія повністю повертається від елемента до джерела (площа позначена знаком “−”). Таким чином, як і у випадку кола з індуктивним елементом, у колі з ємнісним елементом між джерелом живлення та елементом відбувається безперервне коливання електроенергії, втрати якої дорівнюють нулю.

Насамкінець останніх трьох підрозділів, в таблиці 4.1 для кіл з розглянутими вище пасивними елементами кола вирази опорів та рівнянь в різних формах.
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4.8. ОСНОВНІ ЗАКОНИ ЕЛЕКТРИЧНИХ КІЛ У КОМПЛЕКСНІЙ ФОРМІ

Перший закон Кірхгофа у комплексній формі формулюють наступним чином: у будь-якому вузлі довільного розгалуженого кола алгебраїчна сума комплексних струмів дорівнює нулю:
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(4.30)

Його доведення базується на відомій сумі  миттєвих струмів:
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Згідно з виразом (4.11), 
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Операції складання та взяття уявної частини взаємно перемістимі, отже
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Операція над уявними частинами комплексних функцій може бути замінена операціями над самими функціями, тобто
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Оператор 
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, маємо аналітичний запис першого закону Кірхгофа у вигляді (4.30). Правило знаків перед складовими рівняння (4.30) таке ж як і для постійних струмів у виразі (1.36).

Другий закон Кірхгофа у комплексній формі розглянемо на прикладі кола рис. 4.18 з синусоїдними ЕРС 
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Рис. 4.18

Запишемо другий закон Кірхгофа для миттєвих значень електричних величин 
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Виразимо складові напруг на елементах через струм 
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(4.31)

У цьому рівнянні перейдемо до комплексних амплітуд його складових, враховуючи, що згідно з (4.14)–(4.16), символічні зображення синусоїдних величин у рівнянні (4.31) виражаються як
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В результаті скорочення всіх доданків на оператор 
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 отримаємо алгебраїчне рівняння через комплексні амплітуди 


[image: image404.wmf]Е

Е

I

R

I

L

I

I

L

I

R

m

m

m

m

m

m

m

j

C

j

j

2

1

2

2

1

1

1

-

=

×

+

×

w

+

w

+

×

w

+

×

,
(4.32)


а поділивши на 
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 – через комплексні величини
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(4.33)

Таким чином, виконана алгебраізація важкого при розв’язанні інтегро-диференційного рівняння (4.31) в алгебраїчне (4.33) через комплексні величини; розв’язання останнього значно простіше, ніж розв’язання рівняння (4.31). У цьому і полягає основне достоїнство комплексного методу.

Згідно з поняттями і та виразами (4.20), (4.25), (4.28), доданки лівої частини рівняння (4.33) являють собою комплексні спади напруг на відповідних елементах схеми рис. 4.18: на резисторі 
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(4.34)

Тоді рівняння (4.33) та (4.34) є рівняннями другого закону Кірхгофа у комплексній формі, який в загальному випадку формулюють так: у будь-якому контурі довільного електричного кола алгебраїчна сума комплексних спадів напруг на пасивних елементах дорівнює алгебраїчній сумі комплексних ЕРС, що діють у цьому контурі. Правило запису знаків доданків у рівнянні закону те ж саме, що й для кіл постійного струму.

Закон Ома у комплексній формі для схеми рис. 4.18 одержимо із виразу (4.33), якщо струм 
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 винесемо за скобки та запишемо у формі
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де знаменник виражає комплексний опір кола, що розглядається. Його позначають літерою 
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 ; одиниця виміру 
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Тобто, при послідовному з’єднанні елементів (рис. 4.18) їх комплексні опори складаються. Тоді
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Отже, сила комплексного струму в нерозгалуженому колі прямо пропорційна алгебраїчній сумі комплексних ЕРС  і обернено пропорційна комплексному опорові кола.. Це є закон Ома у комплексній формі для нерозгалуженого кола.

Для довільної пасивної ділянки кола з опором 
[image: image419.wmf]Z

 і напругою на ній 
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 закон Ома запишеться у вигляді
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Таким чином, і обидва закони Кірхгофа, і закон Ома формулюють і записують у комплексній формі так, як це робилося для кіл постійного струму, але з додаванням слова „комплексний” (струм, напруга, опір).

4.9. ЗВ’ЯЗОК МІЖ КОМПЛЕКСНИМИ ОПОРОМ І ПРОВІДНІСТЮ ДОВІЛЬНОЇ ПАСИВНОЇ ДІЛЯНКИ (ДВОПОЛЮСНИКА)

Нехай якась довільна пасивна ділянка аб (рис. 4.19, а) складного кола або пасивний двополюсник (рис. 4.19, б) знаходиться під дією синусоїдної напруги з комплексним значенням 
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 і по ній протікає теж синусоїдний струм  з комплексним значенням 
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Рис. 4.19

Згідно з законом Ома (4.36), відношення 
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 до 
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 називають комплексним опором у даному випадку цієї ділянки чи пасивного двополюсника
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де 
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 – називають повним опором або модулем комплексного опору; 
[image: image429.wmf]y

-

y

=

j

i

u

 – аргумент комплексного опору, кут зсуву фаз між напругою та струмом.

Подамо комплексний опір з використанням формули Ейлера
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де 
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Очевидно, що
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Тобто, у загальному випадку довільні пасивні чи то ділянка кола, чи то двополюсник володіють активним 
[image: image435.wmf]R

 і реактивним 
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 опорами, які з’єднані послідовно (рис. 4.20, а). Реактивний опір 
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 в залежності від знаку треба розглядати  як індуктивний або як ємнісний опір. Тому на рис. 4.20, а він зображений умовно прямокутником.
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Рис. 4.20

Величину, обернену комплексному опорові, називають комплексною провідністю 
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де 
[image: image441.wmf]Z

Y

1

=

 – повна провідність або модуль комплексної провідності;
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 – аргумент комплексної провідності, кут зсуву фаз між напругою і струмом.

Величину 
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 можна подати у вигляді формули Ейлера
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де 
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 – реактивна провідність.

Очевидно, що ці провідності з’єднані паралельно (рис. 4.20,б), а



[image: image447.wmf]B

G

Y

2

2

+

=

,    
[image: image448.wmf]G

B

arctg

=

j

.
(4.42)

Встановимо зв’язок між складовими комплексних опору та провідності (рис. 4.20), для цього виконаємо наступні перетворення. Нехай спочатку задан опір  
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, тоді комплексна провідність виразиться як

[image: image450.wmf](

)

(

)

(

)

,

1

1

2

2

2

2

2

2

jB

G

X

R

X

j

X

R

R

X

R

jX

R

jX

R

jX

R

jX

R

jX

R

Z

Y

-

=

+

-

+

=

=

+

-

=

-

×

+

-

=

+

=

=


звідки



[image: image451.wmf]ï

ï

þ

ï

ï

ý

ü

+

=

+

=

.

,

2

2

2

2

X

R

X

B

X

R

R

G
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В свою чергу, при заданій 
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 маємо:
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Вирази (4.43), (4.44) дозволяють переходити від схеми з послідовним з’єднанням елементів 
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 і 
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 (рис. 4.20, а)  до схеми з паралельним з’єднанням провідностей 
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 і 
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 (рис. 4.20, б) і навпаки. Крім цього, за формулами (4.43) визначають активну та реактивну провідності у загальному випадку, бо відомі вирази, що 
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 чинні лише тоді, коли елементи 
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 ввімкнені в окремих вітках.

Зауважимо також, що позначення 
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 застосовують не тільки для величин опорів і провідностей, але й для власне елементів схем, які характеризуються цими величинами. В таких випадках елементам схеми дають ті ж самі найменування, які надані величинам, що позначаються цими буквами. Комплексні опори або провідності як елементи схеми мають умовне позначення у вигляді прямокутника (див. рис. 4.19, а). Таким же чином позначають реактивні опори або провідності, якщо хочуть відзначити, що вони можуть бути як індуктивними, так і ємнісними опорами або провідностями.

Приклад 4.3. Визначити активні та реактивні провідності віток, а також повну провідність кола, схема якого зображена на рис. 4.21, а елементи мають опори: 
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Рис. 4.21

Розв’язування.

Визначаємо активну 
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 провідності першої вітки за формулами (4.43)
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Для другої вітки
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Для третьої вітки
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, бо у вітці відсутній реактивний елемент. 

Для четвертої вітки 
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Як відомо, провідності паралельних віток складаються. Тоді (результуюча) активна провідність схеми
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Реактивна провідність схеми
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 Тоді повна провідність кола згідно з (4.42)
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Задачу розв’язано.
4.10. ПОТУЖНІСТЬ У КОЛІ СИНУСОЇДНОГО СТРУМУ

Початкові поняття потужностей в конкретних простих схемах розглянуто у попередніх підрозділах. Тут проаналізуємо це питання для найбільш узагальненого випадку складного пасивного кола (пасивного двополюсника) з напругою 
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Рис. 4.22
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(4.45)

має постійну складову 
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 і синусоїдну, частота якої  в 2 рази більше частоти напруги і струму (рис. 4.23). Ця миттєва потужність позитивна, коли 
[image: image494.wmf])

(

t

u

 і 
[image: image495.wmf])

(

t

i

 мають однакові знаки і в цей проміжок часу електроенергія (площа на рис. 4.23 позначена знаком плюс) надходить від джерела до двополюсника. Коли ж 
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Середне значення миттєвої потужності називають активною потужністю 
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 (рис. 4.23)
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(4.46)

[image: image501.wmf]
Рис. 4.23

Раніше, у підрозділах 4.5–4.7 було показано, що в залежності від характеру опору чи провідності кола кут зсуву 
[image: image502.wmf]j

 може бути позитивним, від’ємним або дорівнювати нулю. Але незалежно від цього завжди 
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 завжди позитивна, тобто двополюсник споживає електроенергію. Лише при одній умові, коли коло складається із реактивних елементів, кут 
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, бо, дійсно, реактивні елементи не споживають електроенергію. Таким чином, фізично потужність 
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 характеризує ту частину електроенергії, яка безповоротньо споживається, перетворюючись в інші види енергії (корисної чи некорисної) при здійснені роботи.

Будь-яке електрообладнання конструюють і виготовляють на певні значення напруги 
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 та струму 
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. Тому це обладнання характеризують не активною потужністю, яка залежить від зсуву фаз 
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 між 
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, а повною (встановленою) потужністю 
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, яка дорівнює добутку діючих значень напруги і струму
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Зазначимо, що повна потужність чисельно дорівнює амплітуді миттєвої потужності (рис. 4.23 і (4.45)) і, по-друге, вона дорівнює найбільшому значенню активної потужності (коли 
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). Одиниця виміру повної потужності вольт-ампер  (ВА).

При розрахунках електричних кіл і в практиці експлуатації електротехнічних пристроїв користуються також поняттям реактивної потужності 
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[image: image518.wmf]j

×

×

=

sin

I

U

Q

.
(4.48)

На відміну від активної реактивна потужність не визначає ні якусь здійснюючу струмом роботу, ні енергію, яка передається в одиницю часу. Однак в електроенергетиці і реактивній потужності, за аналогією з активною потужністю, надають такий же зміст, тобто розглядають 
[image: image519.wmf]Q

 як потужність віддачі, одержання чи передачі деякої величини, яку, хоча вона і не є енергією, умовно називають реактивною енергією 
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 (одиниця виміру 
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 – вар-година (вар·г)).

Реактивна потужність може мати різні знаки. Якщо споживач має 
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, тобто напруга випереджує струм, то 
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 і це означає, що коло споживає реактивну електроенергію. При 
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 (для споживача), коли напруга відстає від  струму, 
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 і отже споживач (двополюсник) віддає реактивну потужність. Якщо джерело має 
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, тоді 
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 і це означає, що джерело електроенергії генерує і віддає реактивну потужність споживачу. Коли ж 
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 і, отже, джерело споживає реактивну енергію.

З огляду на вирази (4.46), (4.47) і (4.48) видно, що активна, реактивна і повна потужності зв’язані співвідношеннями
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Вище розглянуто потужності у дійсній формі запису електричних величин. Знайдемо їх комплексним методом. Для цього штучно утворимо добуток комплексного значення вхідної напруги 
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 і спряженного значення струму 
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кола рис. 4.22. Цей добуток називають комплексною потужністю  і позначають 
[image: image534.wmf]S

:    


[image: image535.wmf](

)

.

sin

cos

'

'

j

×

×

+

j

×

×

=

=

=

×

×

=

×

×

=

×

=

=

j

j

y

-

y

y

-

y

I

jU

I

U

e

S

e

I

U

e

I

U

e

I

e

U

I

U

S

j

j

j

j

j

i

u

i

u


Тобто, згідно з виразами (4.46), (4.48)
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Звідси витікає, що дійсна частина комплексної потужності дорівнює активній потужності, а уявна – реактивній. Модуль 
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 комплексної потужності дорівнює повній потужності, а аргумент 
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 – куту зсуву фаз між напругою та струмом.

Виходячи із закону Ома у комплексній формі, для 
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 можна отримати інші вирази
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(4.51)

4.11. УСТАЛЕНІ ПРОЦЕСИ У КОЛІ З ПОСЛІДОВНИМ З’ЄДНАННЯМ РЕЗИСТИВНОГО, ІНДУКТИВНОГО ТА ЄМНІСНОГО ЕЛЕМЕНТІВ

Розглянемо коло з послідовним з’єднанням резистора 
[image: image541.wmf]R

, індуктивності 
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 та ємності 
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Рис. 4.24

початкову фазу якої 
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 часто приймають рівною нулеві. 

Згідно з другим законом Кірхгофа для миттєвих напруг 
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 – комплексний опір схеми, що розглядається. Тобто, при послідовному з’єднані елементів їх опори складаються у комплексній формі. Від аргумента опору 
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 залежить різниця фаз напруги та струму, дійсно
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Таким чином, струм у колі буде синусоїдним з початковою фазою (
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В залежності від значень параметрів 
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 і 
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 опір кола рис. 4.24 може мати активно-індуктивний, активно-ємнісний або активний характери; розглянемо кожний випадок.

Активно-індуктивний характер має місце, коли 
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 відраховують від 
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, бо лише в цьому випадку він дорівнює аргументу комплексного опору. 
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Рис. 4.25

Трикутник ОАБ (рис. 4.25) називають трикутником векторів напруг; він має складові напруг: 
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 – реактивну. Із діаграми рис. 4.25 маємо 
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де 
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Якщо усі сторони-вектори трикутника напруг поділити на струм 
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, то одержимо подібний трикутник опорів. Цей трикутник є геометричною інтерпретацією комплексного опору 
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 і тому величина 
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 відкладають на піввісі +1 (рис. 4.26, а). 
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Рис. 4.26

Якщо трикутник опорів будують не на комплексній площині, то стрілки на лініях опорів не зображують і самі опори записують в дійсній формі (рис. 4.26, б). Із трикутника опорів 
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 – активний опір кола,
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 – реактивний опір кола (
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    Якщо, згідно з виразами (4.21), (4.26) і (4.29) сторони трикутника опорів рис. 4.26, б помножити на 
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 – комплексна та повна потужності кола, при цьому



[image: image596.wmf]ï

þ

ï

ý

ü

=

j

×

=

j

×

×

=

j

×

=

×

=

j

×

×

=

j

×

=

+

=

.

arctg

а

,

sin

sin

,

cos

cos

,

p

a

2

2

P

Q

I

U

I

U

S

Q

I

U

I

U

S

P

Q

P

S


(4.52)

Активно-ємнісний характер опору кола рис. 4.24 має місце, коли 
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. Векторна діаграма  та трикутники опорів і потужностей зображені на рис. 4.27. 
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Рис. 4.27

Таким чином,  при активно-ємнісному опорові кола вхідна напруга відстає за фазою від струму на кут 
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 є відстающим. Від’ємність знаку кута 
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 виходить із виразів, записаних для трикутника напруги 
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та із трикутника опорів
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Вирази для 
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, що отримані із трикутників рис. 4.27, такі ж самі, що і у випадку активно-індуктивного опору.

У випадку “чисто” активного характеру опору кола рис. 4.24, тобто коли 
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, у колі спостерігається режим резонансу, який аналізується у розділі 5.

Насамкінець зауважимо, що рівняння для комплексних струмів і напруг та їх векторні діаграми взаємно пов’язані. Рівняння можна розглядати як запис геометричного складання векторів векторної діаграми і, навпаки, векторну діаграму можна розглядати як графічне зображення співвідношень між комплексними величинами у рівнянні.

Приклад 4.4. Коло з послідовно з’єднаними конденсатором і котушкою ввімкнуто на 
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 (рис. 4.28). Ємність конденсатора 
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Рис. 4.28

Розв’язування.

Визначимо опори елементів і кола в цілому
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Кут зсуву фаз між вхідними напругою і струмом (із трикутника опорів рис. 4.26, б ):
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Тоді шуканий струм запишеться як
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Амплітуда спаду напруги на ємності
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напруга на ємності відстає за фазою від струму на 
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Комплексний опір котушки


[image: image632.wmf]8

5

75

8

,

61

60

15

10

12

5000

15

3

кот

¢

°

Ð

=

+

=

×

×

+

=

w

+

=

-

j

j

L

j

R

Z

 Ом.

Комплексна амплітуда напруги на котушці
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Шуканий аналітичний вираз напруги на котушці
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Задачу розв’язано.
4.12. УСТАЛЕНІ ПРОЦЕСИ ПРИ ПАРАЛЕЛЬНОМУ З’ЄДНАНІ РЕЗИСТИВНОГО, ІНДУКТИВНОГО ТА ЄМНІСНОГО ЕЛЕМЕНТІВ

Якщо до затискачів електричного кола з паралельним з’єднанням елементів 
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 увімкнути синусоїдну напругу 
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 (рис. 4.29), то створювані синусоїдні струми записуються за першим законом Кірхгофа як:
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Рис. 4.29

для їх миттєвих значень
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в комплексній формі
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Для знаходження комплексних струмів застосуємо закон Ома для кожної вітки; в результаті одержимо
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Підставимо ці вирази струмів у рівняння (4.53)
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(4.54)

де 
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 – активна провідність кола; 
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 – індуктивна (реактивна) провідність кола у комплексній формі; 
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 – ємнісна (реактивна) провідність кола; 
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 – результуюча реактивна провідність; 
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 – комплексна провідність кола.

Таким чином, при паралельному з’єднані елементів у колі синусоїдного струму їх провідності складаються в комплексній формі.

Активна провідність 
[image: image652.wmf]G

 кола величина завжди позитивна, а реактивна провідність 
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 величина алгебраїчна. У залежності від значень провідностей віток величина 
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 може бути позитивною чи від’ємною; розглянемо ці режими роботи кола рис. 4.29.
Якщо значення параметрів 
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 і 
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 кола рис. 4.29 такі, що 
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, то коло володіє активно-індуктивною провідністю, тоді 
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. Векторна діаграма для цього режиму наведена на рис. 4.30, а, 
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Рис. 4.30

із якої витікає, що при активно-індуктивному характері провідності кола напруга випереджує вхідний струм за фазою на кут 
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. Трикутник ОАБ векторної діаграми називають трикутником струмів, що містить дві складові струму: активну 
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Поділивши сторони-вектори трикутника струмів ОАБ на вхідну напругу 
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, одержимо трикутник провідностей у комплексній (рис. 4.30, б) та дійсній (рис. 4.30, в) формах. Із нього маємо, що повна провідність 
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. Трикутник провідностей подібний трикутнику струмів і є геометричною інтерпретацією комплексної провідності 
[image: image675.wmf]Y

 у виразі (4.54).

Помноживши сторони трикутника провідностей на 
[image: image676.wmf]2

U

, отримаємо трикутник потужностей у комплексній (рис. 4.30, г) та в дійсній (4.30, д) формах. Для цього трикутника чинними є також співвідношення (4.52).

Якщо значення 
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 і 
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 кола рис. 4.29 такі, що 
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, то коло володіє активно-ємнісною провідністю. Векторна діаграма напруги та струмів для цього режиму зображена на рис. 4.31.

[image: image682.wmf]
Рис. 4.31

Із неї витікає, що при активно-ємнісному характері провідності кола напруга відстає за фазою від вхідного струму на кут 
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, який менше нуля. І для цього режиму можуть бути одержані і побудовані трикутники провідностей і потужностей, що подібні рис. 4.30, але вони будуть розташовані у першому, а не в четвертому квадранті. Для цих трикутників (струму, провідностей і потужностей) чинними є вирази, що були записані для трикутників режиму активно-індуктивної провідності.

У випадку “чисто” активного характеру провідності кола рис. 4.29, тобто коли 
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, спостерігається режим резонансу, який аналізується у розділі 5.

Приклад 4.5. Коло схеми рис. 4.21 (приклад 4.3) ввімкнуто на синусоїдну напругу 
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 В. Визначити струми у вітках та вхідний струм.

Розв’язування.

Розв’язання цієї задачі можливо двома шляхами: комплексним методом і в дійсній формі за допомогою так званого метода провідностей. Особливості і порядок розрахунку символічним методом розглянемо в подальшому, а цю задачу розв’яжемо методом провідностей. Його сутність полягає у тому, що вхідний струм 
[image: image687.wmf]I

 визначають через попереднє шукання активних і реактивних провідностей віток.

Спочатку знайдемо струми у вітках за законом Ома
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Вхідний струм 
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 дорівнює
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де 
[image: image694.wmf]Y

– повна провідність кола, її визначають через провідності віток, вона була знайдена в прикладі 4.3 і дорівнює 0,189 См.
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Струм 
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 можна визначити також інакше, за формулою
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 – активна та реактивна складові вхідного струму.
Зокрема, активна складова дорівнює
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де доданками цього рівняння є активні складові струмів у відповідних вітках:
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Тоді 
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Реактивний струм  
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 є алгебраїчна сума реактивнихструмів віток:
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Тоді 
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Шуканий вхідний струм
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Задачу розв’язано.
4.13. КОЕФІЦІЄНТ ПОТУЖНОСТІ ТА СПОСОБИ ЙОГО ПІДВИЩЕННЯ

Під коефіцієнтом потужності будь-якого електротехнічного пристрою, електрообладнання чи просто кола розуміють співвідношення його активної потужності 
[image: image714.wmf]P

 до повної 
[image: image715.wmf]S

, яке дорівнює косинусу кута зсуву фаз між вхідними напругою та струмом
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Чим вищий 
[image: image717.wmf]j
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, тим ближче за значенням активна потужність до повної. Тобто коефіцієнт потужності, по-перше, характеризує міру повної потужності, яка використовується корисно. Нехай, наприклад, маємо трансформатор з установленою потужністю 
[image: image718.wmf]3
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кВА. Якщо він експлуатується з 
[image: image719.wmf]7
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, то від нього відбирається активна (корисна) потужність 
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 кВт. З цього виходить, що низький коефіцієнт потужності обумовлює неефективне використання установленої (повної) потужності електроустаткування. По-друге, низький 
[image: image723.wmf]j
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 обумовлює великі некорисні втрати електроенергії 
[image: image724.wmf]W

 у проводах ліній електропередач з опором 
[image: image725.wmf]л
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бо при данних 
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 та 
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 електротехнічного пристрою струм 
[image: image729.wmf]I

 у проводах лінії більше при меншому 
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Існують декілька способів підвищення коефіцієнта потужності. Першим (основним) способом є вмикання паралельно активно-індуктивним споживачам батареї конденсаторів ємністю 
[image: image732.wmf]С

. Нехай, наприклад, маємо активно-індуктивний приймач, який має активний опір 
[image: image733.wmf]R

 та індуктивність 
[image: image734.wmf]L

 (рис. 4.32, а). 

[image: image735.emf]
Рис. 4.32

Векторна діаграма для нього зображена на рис. 4.32, б, із якої витікає, що до підмикання ємності цей споживач працює з 
[image: image736.wmf]1
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. Після вмикання конденсатора 
[image: image737.wmf]С

 (рис. 4.32, в), що є генератором реактивного струму 
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 (рис. 4.32, г) кут зсуву фаз між вхідними напругою 
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 та струмом 
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 став 
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Отримаємо вираз для величини ємності 
[image: image744.wmf]C

, яку потрібно ввімкнути, щоб підвищити коефіцієнт потужності від значення 
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. Із діаграми рис. 4.32, г маємо
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(4.56)

Згідно з векторною діаграмою рис. 4.32, б
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а із рис. 4.32, в маємо, що 
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Одночасно, активна складова струму згідно з виразом (4.52) 
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де 
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 –  активна потужність 
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 – споживача (рис. 4.32, а)
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Другим способом підвищення 
[image: image755.wmf]j
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 є ввімкнення паралельно активно-індуктивному навантаженню спеціальних електричних машин – синхронних компенсаторів.

Помітний ефект збільшення коефіцієнта потужності дає також скорочення тривалості часу холостого ходу електрообладнання, бо під час нього активна потужність 
[image: image756.wmf]P

 невелика, а згідно з (4.55) коефіцієнт потужності прямо пропорційний 
[image: image757.wmf]P

.

4.14. УМОВИ ПЕРЕДАЧІ МАКСИМАЛЬНОЇ ПОТУЖНОСТІ ВІД ДЖЕРЕЛА ЕЛЕКТРОЕНЕРГІЇ ДО ПРИЙМАЧА

Уявимо собі джерело енергії з ЕРС 
[image: image758.wmf]E

 і внутрішнім опором 
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в

в

jX

r

Z

+

=

, яке живить приймач (навантаження) з опором 
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 (рис. 4.33). У практиці, особливо в радіотехнічній, виникає задача: підібрати таке значення 
[image: image761.wmf]Z

, щоб приймач споживав максимальну активну потужність 
[image: image762.wmf]P

.

[image: image763.wmf]
Рис. 4.33

Згідно з рис. 4.33, активна потужність приймача дорівнює
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Будемо спочатку змінювати реактивний опір 
[image: image765.wmf]X

 навантаження. Очевидно, що 
[image: image766.wmf]P

 буде максимальною, якщо 
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, бо у цьому випадку 
[image: image768.wmf]0

в

=

+

X

X

 і знаменник (4.58) буде меншим, а 
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 більшою. При цій умові
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      Нехай тепер змінною буде 
[image: image771.wmf]R

; для знаходження умови, коли 
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, візьмемо від (4.59) похідну 
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 по 
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 і прирівняємо її нулю
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Звідки 
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На основі знайдених рівностей для 
[image: image778.wmf]X

 і 
[image: image779.wmf]R

 робимо висновок, що умовою передачі максимальної активної потужності від джерела до приймача є рівність :
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де 
[image: image782.wmf]'
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 – спряжений комплексний внутрішній опір джерела енергії.

При умові (4.60) приймач споживає потужність
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а коефіцієнт корисної дії (к.к.д.) 
[image: image784.wmf]h

 усієї системи передачі електроенергії дорівнює лише 50%, що витікає з наступного
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де 
[image: image786.wmf]дж

P

– активна потужність джерела.
В електроенергетичних системах з великими напругами та струмами режим передачі максимальної потужності невигідний внаслідок значних (50%) втрат електроенергії. Його часто застосовують у пристроях автоматики, електроніки, радіотехніки, зв’язку, тобто там ,де потужності сигналів невеликі, а низька величина к.к.д. не має значення, бо енергія, яка передається, невелика і в той же час потрібно, щоб у приймачі 
[image: image787.wmf]макс
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Інколи на практиці виникає необхідність забезпечення 
[image: image788.wmf]макс
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 шляхом вибору 
[image: image789.wmf]Z

 приймача таким чином, що його коефіцієнт потужності 
[image: image790.wmf]j
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 залишався незмінним заданим. Аналіз, який тут не наводиться, показує, що у цьому  випадку потужність максимальна, якщо рівні повні опори джерела та приймача 
[image: image791.wmf](
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Узгодження опорів приймача та джерела живлення можно одержати також вмиканням у коло пасивних елементів, володіючих реактивними опорами або навіть спеціальних пристроїв – чотириполюсників, про які мова йде у розділі 7.

4.15. СПАД І ВТРАТА НАПРУГИ В ЛІНІЇ ПЕРЕДАЧІ ЕНЕРГІЇ

В електроенергетиці для ліній передачі електричної енергії введено два поняття: спад і втрата напруги в лінії.

Під спадом напруги в лінії розуміють модуль геометричної різниці векторів напруги на початку 
[image: image793.wmf]1
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 і в кінці 
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 лінії; він дорівнює 
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 або у комплексній формі: 
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де 
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, 
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, 
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 – відповідні значення опорів проводів лінії (рис. 4.34, а);  
[image: image801.wmf]Z

 – приймач.

Втрата напруги в лінії 
[image: image802.wmf]л
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 - різниця модулів напруги на початку і в кінці лінії, тобто
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[image: image804.wmf]
Рис. 4.34

Для більш докладного уявлення спаду і втрати напруги побудуємо векторну діаграму кола рис. 4.34, а (рис. 4.34, б). За базовий вектор прийнята напруга 
[image: image805.wmf]2
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, струм 
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 в лінії відстає від 
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U

 на кут 
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, оскільки лінія і 
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 володіють переважно активно-індуктивним характером опору. Далі, у фазі з 
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 побудовано вектор 
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, бо згідно з другим законом Кірхгофа для схеми рис. 4.34, а маємо

[image: image815.wmf](

)

2

л

л

1

U

I

jX

R

U

+

+

=

.

З точки зору приймача важливіше знати втрату напруги при заданих параметрах лінії та напруги 
[image: image816.wmf]1

U

.

4.16.  БАЛАНС ПОТУЖНОСТЕЙ

Із закону збереження енергії витікає, що в будь-якому електричному колі додержується баланс активних потужностей, який було розглянуто в підрозділі 2.15 для кіл постійного струму. У свою чергу, можна також довести, що баланс дотримується і для реактивних  потужностей.  Тоді,  під  балансом потужностей  у колах синусоїдного струму розуміють рівність алгебраїчної суми комплексних потужностей усіх джерел електроенергії алгебраїчній сумі комплексних потужностей усіх споживачів кола
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Це рівняння є чинним, коли рівні між собою окремо активні та реактивні потужності, тобто 
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 EMBED Equation.3  [image: image819.wmf]å
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Але для повних потужностей 
[image: image821.wmf]S

 баланс не дотримується. Як і в колах постійного струму, виконання балансу потужностей у колах синусоїдного струму є найбільш об’єктивним і достатнім критерієм вірного розрахунку кола. Зауважимо також, що положення цього підрозділу поширюється також на кола з взаємною індуктивністю (розділ 6) бо такі кола, як буде показано, можна перетворити у кола без взаємної індуктивності.

4.17. ТОПОГРАФІЧНА ДІАГРАМА

У підрозділі 2.16 розглядався графік розподілення потенціалів у схемах кіл постійного струму (потенціальна діаграма). У випадку кіл синусоїдного струму будується теж подібний графік, який називають топографічною діаграмою і яка являє собою сукупність точок на комплексній площині, що зображують значення комплексних потенціалів 
[image: image822.wmf]V

одноіменних точок схеми заданого електричного кола відносно довільної точки, значення потенціалу якої прийнято рівним нулю; на діаграмі цю точку розташовують у початок координат.

Термін “топографічна” пояснюється тим, що ця діаграма нагадує топографічну карту місцевості. На останній кожній точці місцевості відповідає певна точка на карті, а відстань між двома точками на місцевості визначається шляхом виміру відстані між одноіменними точками на карті. Аналогічні вимірювання, точніше визначення, можуть бути виконані також на топографічній діаграмі: напруга між двома довільними точками, наприклад 1 і 2 схеми кола, визначається вектором (прямою), який з’єднує ці дві точки. При цьому вектор 
[image: image823.wmf]12

U

, що дорівнює 
[image: image824.wmf]2
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 на діаграмі має напрямок від точки з меншим потенціалом (точки 2) до точки з більшим потенціалом (точки 1). В той же час на схемі кола така напруга, що вказується стрілкою, має протилежний напрямок.

4.18.  ОСОБЛИВОСТІ РОЗРАХУНКУ КІЛ СИНУСОЇДНОГО СТРУМУ

Усі методи розрахунку кіл постійного струму, які проаналізовані у розділі 2, базуються на законах Кірхгофа. Одночасно, як було показано у підрозділі 4.8, рівняння, що передають закони Кірхгофа у комплексній формі для кіл синусоїдного струму, мають такий же вигляд, як і відповідні рівняння для кіл постійного струму, тільки ЕРС, напруги, струми та опори записують у вигляді комплексних величин. Тоді, якщо повторити всі міркування і висновки, взявши за основу рівняння Кірхгофа у комплексній формі, то для кіл синусоїдного струму можна обгрунтувати ті ж методи, які були одержані для кіл постійного струму. Сказане вище приводить до висновку про те, що всі методи розрахунку, теореми і властивості кіл постійного струму можуть застосовуватись в електричних колах синусоїдного струму (без індуктивно зв’язаних елементів) при умові, що замість постійної ЕРС 
[image: image825.wmf]E

 підставляють  комплексну ЕРС 
[image: image826.wmf]E

, замість постійних напруг 
[image: image827.wmf]U

 і струму підставляють комплексні 
[image: image828.wmf]U

 та 
[image: image829.wmf]I

, замість опору 
[image: image830.wmf]R

 і провідності 
[image: image831.wmf]G

– комплексні опір 
[image: image832.wmf]Z

 і провідність 
[image: image833.wmf]Y

.

Недивлячись на спільність методів розрахунку кіл постійного та синусоїдного струмів, розрахунки останніх значно складніші і володіють деякими наступними особливостями. 
Довільність вибору позитивних напрямків струмів у вітках відображається тільки на їх фазах. Тому, якщо в результаті розрахунків отриманий струм має від’ємний знак, його можна змінити на позитивний, ввівши в аргумент струму кут 
[image: image834.wmf]p

 зі знаком, протилежним знаку аргумента отриманого струму. 

При перетворенні зірки комплексних опорів у трикутник і навпаки дійсна частина якогось одержаного опору, тобто активний опір, може бути від’ємною, наприклад , 
[image: image835.wmf]3
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 Ом. Величина від’ємного активного опору ( -5 Ом) фізичного змісту не має, а володіє лише математичним розрахунковим змістом. 

Коли кажуть про рівність двох комплексних електричних величин, то мають на увазі рівність як модулів, так і рівність їх фаз.

Режим роботи кола синусоїдного струму визначається не тільки абсолютними значеннями електричних величин, але й їх фазами, а також аргументами комплексних параметрів кола.

Аналітичні розрахунки кіл синусоїдного струму доцільно супроводжувати побудовою векторних діаграм. Вони дають можливість якісно контролювати числові розрахунки.

Заради спрощення розрахунків ряду кіл можна використовувати їх властивість дуальності. Два електричних кола називають дуальними, якщо закон зміни контурних струмів в одній з них подібний закону зміни вузлових потенціалів в іншій. В таких випадках контурні струми, загальні опори та контурні ЕРС одного кола ідентичні відповідно вузловим потенціалам, загальним провідностям і вузловим струмам другого кола, тобто чинними є такі взаємні відповідності:
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де к – індекс к-ого контура кола;

     і – індекс і-ої вітки.

Виконавши розрахунок режиму, наприклад, вузлової схеми, що часто нескладно, можна потім одержаний розв’язок записати через режим контурної схеми.

Найпростішими прикладами дуальних кіл є схеми кіл рис. 4.24 і 4.29, лише останню треба живити від джерела струму.
Приклад 4.6. Для кола рис. 4.35, а визначити струми у вітках, побудувати топографічну діаграму та скласти баланс потужностей, якщо:
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Рис. 4.35

Розв’язування.

На основі заданої схеми рис. 4.35, а зобразимо комплексну схему заміщення (схему заміщення для комплексних величин) (рис. 4.35, б) ; для неї знаходимо:
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Визначимо струми у вітках методом контурних струмів, для чого вибираємо контури, позначаємо в них контурні струми 
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, для яких складаємо наступні рівняння згідно зі схемою рис. 4.35, б
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Після підстановки чисельних даних
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Після розв’язання цієї системи маємо контурні струми
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Тоді комплексні значення струмів у вітках дорівнюють:
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Аналітичні вирази миттєвих струмів у вітках
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Складемо баланс потужностей
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Як бачимо, баланс потужностей показав, що розрахунок кола виконано з високою точністю, похибка складає 
[image: image865.wmf]»

 0,5%.

Для побудови топографічної діаграми кола спочатку визначимо комплексні потенціали точок схеми рис. 4.35, б відносно потенціалу точки 3, який прийнято за нуль, 
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Векторна діаграма струмів і топографічна діаграма кола зображені на рис. 4.36.
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Рис. 4.36

4.19. ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ

4.1. Чому в електротехніці застосовують синусоїдні електричні величини (с.е.в.)?

4.2. Які параметри характеризують с.е.в.?

4.3. Який фізичний зміст вкладено у діюче значення синусоїдного струму?

4.4. Дайте визначення комплексної амплітуди та комплексного значення будь-якої с.е.в.

4.5. У чому полягає сутність символічного методу розрахунку кіл синусоїдного струму?

4.6. Що таке зсув фаз?  Чому дорівнюють кути зсуву фаз між напругою і струмом у колі з резистивним, індуктивним та ємнісним елементами (окремо)?

4.7. Поясніть хід енергетичних процесів у колі з 
[image: image872.wmf]C
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,

- елементами (окремо).

4.8. Сформулюйте закони Кірхгофа у комплексній формі.

4.9. Що таке комплексні, повні, активні і реактивні відповідно опір і провідності ? Які вирази їх зв’язку?

4.10. Поясніть “електротехнічний” зміст активної, реактивної та повної потужностей.

4.11. Який зміст вкладають у поняття “випереджуючий кут 
[image: image873.wmf]j

”, “відстаючий кут 
[image: image874.wmf]j

”?

4.12. Намалюйте трикутники напруг, опорів і потужностей для активно-ємнісного характеру опору кола.

4.13. Дайте пояснення поняттям: активна, реактивна складові струму; активна, реактивна складові напруги.

4.14. Що таке коефіцієнт потужності електротехнічного пристрою і якими способами можна його підвищити?

4.15. Чим відрізняються спад і втрата напруги в лінії електропередачі?

4.16. Сформулюйте правило балансу потужностей у колі синусоїдного струму.

4.17. У чому полягають особливості розрахунку кіл синусоїдного струму? 
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