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РОЗДІЛ 3. ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ З ЧАСТИННИМИ ПОХІДНИМИ

3.1. Різницевий метод розв’язання задачі Діріхле для
рівняння Пуассона


Розглянемо задачу Діріхле для рівняння еліптичного типу –рівняння Пуассона
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 – деяка скінчена область (рис. 5), 
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Суть різницевого методу розв’язання задачі (1), (2) полягає у наступному. Будуємо квадратну сітку з кроком 
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 вузлах сітки, які можна з'єднати з чотирма найближчими вузлами відрізками прямих, не перетинаючи границю 
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Підставляючи (3) у (1), одержимо:
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Для всіх внутрішніх вузлів області 
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 поблизу її границі 
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 (позначених на рис. 5 трикутниками), для формування різницевих рівнянь застосовується лінійна інтерполяція в напрямку осі 
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Аналогічні різницеві рівняння задаються в інших вузлах, позначених трикутниками. При цьому відстань від точки, в яку відбувається інтерполяція, до обох крайніх точок не повинна перевищувати 
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 і одна чи обидві крайні точки повинні лежати на границі 
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Отже, у кожному вузлі, позначеному кружком, задане рівняння (4), а в кожному вузлі, позначеному трикутниками, рівняння має вид типу (5). Загальне число рівнянь збігається з числом невідомих. Отримана система лінійних алгебраїчних рівнянь має єдиний розв’язок 
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, для знаходження якого можуть бути застосовані прямі й ітераційні методи розв’язання систем рівнянь.


Якщо розв’язок задачі Діріхле (1), (2) 
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 – множина усіх вузлів, позначених кружками й трикутниками.


Приклад. Розв’язати задачу
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Розв’язок. Візьмемо крок 
[image: image53.wmf]5

,

0

=

h

 і побудуємо сітку (див. рис.6).

Рис.6.
З метою спрощення запису будемо використовувати один нижній індекс. Для зручності обчислень рівняння (4) розв'яжемо відносно 
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Використовуючи далі формули 
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Обчислимо величини 
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Підставляючи обчислені значення в останню систему, перетворимо її до вигляду
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Розв’язуючи систему, одержимо наближений розв’язок задачі: 
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Питання для самоперевірки
1. В чому полягає задача Діріхле для рівняння Пуассона, її метод розв’язання?
2. Яка похибка методу?

3.2. Різницевий метод розв’язання змішаної задачі для хвильового рівняння


Розглянемо змішану задачу для хвильового рівняння
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Наближений розв’язок 
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Заміняючи в рівнянні (1) частинні похідні 
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Розв’язавши це рівняння явно відносно 
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Але для того, щоб знайти значення різницевого розв’язку на 
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З першої крайової умови (2) маємо:
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Формула (7) отримана шляхом розкладання шуканого розв’язку задачі (1)-(3) у ряд Тейлора за змінною 
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Нарешті, відповідно до крайових умов (3) маємо 
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Тепер різницева схема (5)-(8) цілком визначена і може застосовуватися для розрахунків. Відзначимо, що ця схема явна тришарова, умовно стійка.
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Отже, схема (5)-(8) має другий порядок точності і по 
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Приклад. Розв’язати задачу
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Розв’язок. Покладемо 
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 буде дотримано. Використовуючи послідовно розрахункові формули (6)-(8) і (5), одержуємо:
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Питання для самоперевірки

1. Опишіть постановку задачі, метод розв’язання, похибку методу.

2. В чому полягає коректність постановки задачі (1)-(3)?

3. В чому суть понять “апроксимація”, “стійкість”, “збіжність”?

4. Наведіть розрахункову схему задачі.

Завдання до лабораторної роботи № 5

Різницевим методом розв’яжіть задачу Діріхле для рівняння Пуассона.
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