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ПЕРЕДМОВА 
 

Однією з основних форм навчання з вищої математики та інших розділів 

математики є самостійна робота студентів. До неї входить вивчення 

необхідного матеріалу, розв’язування задач при виконанні індивідуальних 

завдань та контрольних робіт. Успішність самостійної роботи забезпечується 

використанням підручників та навчальних посібників, які потрібно оновлювати 

в процесі модернізації освіти.  При написанні посібника прийнято, що до книги 

потрібно включати практичні матеріали та теоретичні відомості, яки необхідні 

при вивченні математики відповідно діючим робочим навчальним програмам.  

Основною метою посібника є допомога студентам технічних і 

природничих напрямів у практичному опануванні математичними  поняттями, 

фактами та методами розв’язування задач, на які спираються профільні науки, 

та які є базисом математизації у відповідних галузях діяльності. Засвоєння 

студентами  знань з математики та вміння застосовувати їх на практиці є 

важливими елементами навчального процесу. Знання, набуті в процесі 

самостійної роботи, можуть бути ефективно використані в подальшому 

навчанні і практичній діяльності. Тому посібники, які орієнтовані на самостійну 

роботу студентів, актуальні. 

Порівняльне невеликий об’єм посібника пояснюється тим, що при 

створенні передбачалося його використовування як для послідовного вивчення 

наведеного матеріалу, так і для отримання порад при розв’язанні задач. 

Призначення посібника сприяти студентам університетів швидше опанувати 

навичками та знаннями з математики за рахунок цілеспрямованого відбору і 

стислості матеріалів. Вважаємо своїм приємним обов’язком виразити щиру 

вдячність колегам і рецензентам за цінні поради по рукопису посібника з метою 

поліпшення його якості. 
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РОЗДІЛ ПЕРШИЙ 

ЗАГАЛЬНОМАТЕМАТИЧНІ ПОНЯТТЯ  
 

§ 1.1. Вступ до теорії множин 

Поняття множини належить до категорії загальних або основоположних  в 
математиці. Група видатних математиків (псевдонім Н. Бурбакі) прийняла на-
ступне положення: «Множина утворюється з елементів, які мають деякі власти-
вості та знаходяться в деяких відношеннях між собою або з елементами інших 
множин».  

Множини позначають великими літерами (буквами) латинського алфавіту 
― A, B, C … , а елементи множин ― маленькими літерами a, b, c… . Той факт, 
що елемент а належить множині, записують наступним чином a A . Порожня 
множина (множина, що не містить жодного елемента) позначається  . 

Наведемо основні способи завдання множин. 
Множина А  визначається безпосереднім перерахуванням всіх своїх елеме-

нтів  1 2, , , nA a a a  . 
Множина А визначається як сукупність тих елементів деякої універсальної 

множини U, які володіють деякою властивістю ( )p x (  p x ― функція-предикат, 
або характеристичний предикат). У цьому разі пишуть: 

  A x p x  або   A x U p x  . 

Множину  А можна задати за допомогою породної процедури, яка описує 
спосіб генерування елементів множини із вже отриманих елементів множини 
або з інших об’єктів. Елементами множини будуть усі об’єкти, які можна побу-
дувати за допомогою цієї процедури.   

Множини А і В можна порівняти між собою за допомогою відношень 
«включення» і «рівності». 

Множина  А називається  підмножиною  множини В ( )A B , якщо з того,  
що x A x B   .  Сукупність всіх підмножин множини  А  називається її  буле-

аном  і позначається ( )P A  або 2A .   
Множини А  і  В  називаються рівними ( )A B , якщо вони складаються з  

одних і тих самих елементів або, інакше кажучи,  множини  А  і  В  називаються 
рівними якщо вони є підмножинами одне одного, тобто : &A B A B B A    . 

При порівнянні множин діють властивості рефлективності і транзитивнос-
ті: A A  – рефлективність;  A B  і B C A C   ― транзитивність. 

Кількість елементів скінченої множини M  називають її  потужністю та  
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позначають M . Наприклад, 0  , але   1  . Якщо A B , тоді множини 

А і В  називають рівнопотужними.  
  
§ 1.2. Дії над множинами  

Переріз множин  іA B x x A x B    . 

Об'єднання множин  абоA B x x A x B    . 

Різниця множин  \ іA B x x A x B   . 

Доповнення множини  іA x x U x A   . 

Симетрична різниця    \ \A B A B B A    або ( ) \ ( )A B A B A B    . 
Дії над множинами підпорядковуються наступними законами: 
Комутативності A B B A   ; A B B A   . 
Асоціативності    A B C A B C     ;    A B C A B C     . 

Дистрибутивності  
     A B C A B A C      ;        A B C A B A C      . 

Ідемпотентності  A A A  ; A A A  .       Інволюції  A A . 
Порожньої множини  A  ; A A  . 
Доповнення  A A U  , A A  . 
Де Моргана A B A B   ; A B A B   . 
Результати виконання операцій над множинами можуть бути зображені 

графічно за допомогою діаграм Ейлера - Вєнна, на яких множини зображаються 
у вигляді геометричних фігур (коло, квадрат), а універсальна множина ― у виді 
прямокутника.  

 
§ 1.3. Стандартні позначення поширених числових множин 

 1;2;3;N    ― множина усіх натуральних чисел;  

 0; 1; 2; 3;Z       ― множина усіх цілих чисел;  

;mQ m Z n N
n

 
   
 

 ― множина усіх раціональних чисел;  

 R x x      ― множина усіх дійсних чисел.  

Розглянуті множини задовольняють наступні включення: N Z Q R   . 
Кожному дійсному числу відповідає єдина точка числової прямої, та кожній 
точці числової прямої відповідає єдине число. Тому числові множини, які є 
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підмножинами множини дійсних чисел, можуть бути числовими проміжками. 
Розглянемо їх ( a і b ― дійсні числа, кінцеві точки; a b ): 

    ;a b x a x b    ― відрізок (сегмент), замкнений проміжок ;  

   ;a b x a x b    ― півінтервал, піввідкритий проміжок;  

   ;a b x a x b    ― півінтервал, піввідкритий проміжок;  

   ;a b x a x b    ― інтервал, відкритий проміжок.  

Нехай а ― скінчене дійсне число. Інтервал  ;a a   , де 0  , назива-
ється  околом числа (точки) а та позначається ( )O a . 

 
§ 1.4. Взаємно однозначна відповідність між множинами 

Будемо говорити, що між множинами А і В встановлена взаємнооднозначна  
відповідність, якщо кожному елементу множини А відповідає єдиний елемент 
множини В і при цьому кожен елемент множини В відповідає тільки одному 
елементу множини А. 

Множини називаються еквівалентними (рівнопотужними), якщо між ними 
можна встановити взаємнооднозначну відповідність. 

Для того, щоб скінченні множини А і В були еквівалентними необхідно і 
достатньо, щоб кількість елементів в них було однакова.  

Якщо множина А еквівалентна множині натуральних чисел, то вона нази-
вається зліченою. 

 
§ 1.5. Комплексні числа і дії над ними 

Розв‘язування алгебраїчних рівнянь, наприклад 2 2 2 0x x   ,  приводить 
до необхідності розширення множини дійсних чисел, переходу до використан-
ня комплексних чисел та множини комплексних чисел.  

Комплексним числом (у алгебраїчній формі) називається вираз вигляду 

z x iy  ,  де ,x y R ,  i   уявна одиниця ( 21, 1i i    ).  Число Rex z  
називається дійсною частиною комплексного числа, а число Imy z  ― уявною 
частиною. Множину всіх комплексних чисел позначають через C . 

Два числа 1 1 1z x iy   і 2 2 2z x iy   називають рівними, якщо одночасно 

1 2 1 2,x x y y  . Число z x iy   називають спряженим до числа z x iy  .  
Дійсна частина Re z  та уявна частина Im z  комплексного числа z x iy   

представляються через спряжені комплексні числа наступним чином: 
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Re ; Im
2 2

z z z zz z i 
   . 

Арифметичні операції над комплексними числами виконуються за такими 
правилами: 

1. Додавання і віднімання 

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )z z x iy x iy x x i y y          

2. Множення 

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )z z x iy x iy x x y y i x y x y         . 
Цей самий результат дістанемо, якщо виконаємо множення комплексних 

чисел  1z  і 2z  за правилами множення многочленів з урахуванням того, що  
2 1i   . Тому є сенс визначати множення саме так. Зазначимо, що 

2 2( ) ( )z z x iy x iy x y       . 
3. Ділення 

1 1 1 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 22 2 2 2 2 2 2

z x iy x x y y x y x yi
z x iy x y x y

  
  

  
.  

Цей самий результат дістанемо, якщо виконаємо такі дії: 
1 1 2 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2

( ) ( )
( ) ( )

z z z x iy x iy
z z z x iy x iy

   
 

   
,  

а потім виконаємо відповідне множення. 
Крім алгебраїчної форми запису комплексного числа використовують 

тригонометричну й  показникові форми.   
Комплексне число z x iy   зображується точкою ( , )M x y  на координат-

ній площині, яка в цьому випадку називається комплексною. Довжина вектора 
OM  називається модулем комплексного числа і позначається z , отже 

2 2z r x y   .  

Кут   між додатним напрямом Ox  та напрямом OM  називається аргуме-
нтом комплексного числа z  і позначається Arg z  (рис. 1.1). 

 
Рис.  1.1 

φ x 

y 

O 

r 
M(x; y) 
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Якщо      , то це значення   називається головним і позначається 
arg z . За формулами переходу від полярних до декартових координат маємо 

cos , sinx r y r   . Отже, приходимо до тригонометричної форми комплекс-
ного числа:   cos sinz r i   .   

Враховуючи розташування точки ( , )M x y  на площині і те, що при 0,x   
tg /y x  ,  дістаємо правило знаходження  arg z : 

arctg , I,IV

arg arctg , II

arctg , III

y M
x

yz M
x

y M
x

 



      
       

 
      

 

, 

де  І − ІV відповідні квадранти координатної площини.  
Якщо 0 0z z   , а     приймає будь-яке значення.  

Якщо 
0, 0

arg
, 0
x

z x x
x


    
  і   

/ 2, 0
arg

/ 2, 0
y

z iy iy
y





    

. 

В тригонометричні формі рівність комплексних чисел означає     

1 2 1 2z z z z    і 1 2arg argz z ,  або 1 2Arg Arg 2 ,z z k k Z   . 

Враховуючи формулу Ейлера cos sinie i    ,  отримуємо показникову 

(експоненціальну) форму комплексного числа iz re  .  
В тригонометричній або показниковій  формі дії над комплексними числа-

ми   11 1 1 1 1cos sin iz r i r e      і   22 2 2 2 2cos sin iz r i r e      виконують-
ся за правилами: 

        1 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2cos sin iz z r r i r r e            , 

        1 21 1 1
1 2 1 2

2 2 2
cos sin iz r ri e

z r r
          . 

Правило множення поширюється на будь-яку скінчену кількість множників. 
Якщо всі n  множників рівні між собою, то за формулою Муавра 

 cos sinn n n inz r n i n r e      . 
Добування кореня з комплексного числа виконується за формулою  

2 ( 1) 2 ( 1)cos sin , 1,2, ,n n
k

k kw z r i k n
n n

                     
 . 
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Додавання й віднімання комплексних чисел зручно виконувати, якщо числа 
записані в алгебраїчній формі, а множення й ділення ― якщо не в алгебраїчній. 
Для комплексних чисел, виключаючи чисто дійсні, немає понять „більше” або 
„менше”, до того ж множина комплексних чисел неупорядкована.  

 
§ 1.6. Логічна символіка  

Скінчений ряд послідовно записаних букв (літер) називають словом. Ре-
чення складається зі слів. Висловлюванням в мові називають речення, про яке 
можна стверджувати, що воно або хибне, або істинне. Формальна, наприклад, 
математична теорія – це множина висловлювань, що мають смисл у цій теорії.  

Числення висловлювань визначається як формальна теорія за допомогою 
аксіоматичного методу. Аксіоми розглядаються як формальні послідовності ви-
разів, а методи доведення теорем – як методи, що дають змогу дістати вирази з 
інших за допомогою операцій над символами. 

Довільну формальну теорію можна будувати за такою схемою: 
– визначити множину формул або мову теорії; 
– визначити підмножину формул, які називають аксіомами; 
– задати правила доведення теорії. 
Запис A A   означає «не А», тобто заперечення. 
Запис 1 2S S  означає, що «з висловлення 1S  слідує висловлення 2S ». 

Символ «   »  ―  це символ імплікації. 
Запис 1 2S S  означає, що «з висловлення 1S  еквівалентно висловленню 

2S ». Символ «   »  ―  це символ еквівалентності. 
Запис 1 2S S  означає « 1S  і 2S ». Символ «   »  ―  це символ кон'юнкції. 
Запис 1 2S S  означає «і / або». Символ «   »  ―  це символ диз'юнкції. 
Запис  :x A S x   означає «для будь-якого елементу x A  вірне твер-

дження  S x ». 

Запис  :x A S x   означає «існує елемент x A , для якого вірно твер-

дження  S x ». 
У математичних висловлюваннях користуються словами і виразами. Тому 

при їх запису зручно користуватися логічними символами. Наприклад, рівність 
двох множин можна записати у вигляді:       A B A B B A     . 

Предикат ( )P x  розуміють, як змінне висловлювання, якщо x  ― змінна. 
При цьому ( )P x  ― логічна змінна, а x  ―  нелогічна змінна. 
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§ 1.7. Приклади тестових завдань  

У завданнях 1 – 6 виберіть одну вірну на вашу думку відповідь та позначте 
її у бланку відповідей. 

1. Нехай      1 20 , 0A x f x B x f x    . Виразити множину розв’язків 

рівняння     02
2

2
1  xfxf  через ці множини. 

А Б В Г Д 
BA \  BA  BA   BA  BA  

2. Записати всі підмножини множини  baA ; . 

А Б В Г Д 
     baba ;,,       , , , ;a b a b       0;1 , ,a b       baba ;,,,0     , , ,1a b  

3. На множині  63; 64; 65; 66; 67A   задано невизначене висловлювання 

   просте числоK n n  . Знайти істинне висловлювання. 

          А            Б             В            Г           Д 
       65K         64K          67K         63K        66K  

4. Нехай       0,0 21  xfxBxfxA . Виразити множину розв’язків рів-
няння     021 xfxf  через ці множини. 

          А            Б              В            Г           Д 
BA   BA \  BA  BA  BA  

5. Серед заданих множин знайти  скінченні з потужності: 

 І ― множина цілих чисел, що діляться на 10; 
 ІІ ― множина всіх коренів заданого многочлена; 
 ІІІ ― множина всіх чотирикутників; 
 IV ― множина всіх точок відрізка  1;0 . 

          А            Б             В            Г           Д 
     IІ та IV           ІV              ІІ             I            IІІ  

6.  Оцінити висловлювання nnnNn  21  . 

          А            Б          В         Г           Д 
не можна 
оцінити 

істинне 
 

невизначене інша 
відповідь 

хибне 
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7. Установіть відповідність між твердженнями (1 – 4) і множинами трикутників 
(А–Д).  

Твердження Множина фігур   А Б В Г Д 

1      1.Центр описаного 
кола знаходиться на 
одній із сторін 

А. Множина всіх ту-
покутних трикутни-
ків 

 
2      

3      2.Центр описаного 
кола є точкою пере-
тину бісектрис 

Б. Множина всіх гос-
трокутних трикутни-
ків, що не є правиль-
ними 

 
4      

3.Центр описаного 
кола знаходиться на 
одній із сторін 

В.   Множина всіх 
правильних трикут-
ників 

        

4.Центр описаного 
кола знаходиться на 
одній із сторін 

Г  Множина всіх 
прямокутних трикут-
ників 

       

 

Д  Множина всіх рів-
нобедрених трикут-
ників, що не є рівно-
сторонніми 

       

8. Установіть відповідність між діями над множинами  032  xxxA  і 

 0452  xxxB  (1– 4) та результатами дій (А – Д).  

Дії з множинами            Результати   А Б В Г Д 
1      

1.      BA \  А         3;1   
2      
3      

2.     BA  Б        ;31;   
4      

3.      AB \  В        ;40;          

4.     BA  Г          4;3         

 Д          1;0         

9. Скільки  підмножин має множина  1 2, , , nA x x x  ? 
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КОМЕНТАР ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ ТЕСТОВИХ ЗАВДАНЬ 

Завдання  1. Правильна відповідь: г.  

Розв’язання.       
  .

,0
;0

0
2

12
2

2
1 BA

xf
xf

xfxf 







   

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: визначення дій 
з  множинами: переріз множин). 

Завдання  2. Правильна відповідь: б.  
Розв’язання. Для скінченої множини можна перелічити всі її підмножи-

ни. В даному  випадку маємо:      , , , ;a b a b . 
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: визначення 
множини та її підмножин). 

Завдання  3. Правильна відповідь: в.  
Розв’язання. Складаємо таблицю істинності висловлювання  nK  на 

множині А: 
Висловлювання  63K   64K   65K   66K   67K  
Істинність    хибне   хибне   хибне   хибне   істинне 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: числення  пре-
дикатів). 

Завдання  4. Правильна відповідь: б.  

Розв’язання.       
  .\

,0
;0

0
2

1
21 BA

xf
xf

xfxf 







   

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: визначення дій 
з  множинами: різниця множин). 

Завдання  5. Правильна відповідь: в. 
Розв’язання. Серед заданих множин тільки множина ІІ скінчена.  

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: потужність 
множини). 

Завдання  6. Правильна відповідь: б.  

Розв’язання. Розв’язуємо нерівність 2 ,n n n N  .  

 2 2 1 0 ( 0) & ( 1)n n n n n n n n          . 

Тоді формула nn 2  є  наслідком формули 1 nNn . 
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: логічне сліду-
вання формул).  



Розділ 1 

 

16 

Завдання  7. Таблиця відповідностей:  

 А Б В Г Д 
1         

2         

3       

4        

  Розв’язання.  
1. Дійсно, якщо центр описаного кола знаходиться на стороні трикутни-

ка, то ця сторона є діаметром кола, протилежний кут ― прямий. Тоді трикут-
ник ― прямокутний. Множина Г. 

2. Дійсно, центр описаного кола знаходиться в точці перетину середин-
них перпендикулярів трикутника.  Якщо вона співпадає з точкою перетину бі-
сектрис, то трикутник ― правильний (рівносторонній). Обираємо множину В. 

3. Дійсно, якщо точка перетину висот знаходиться всередині трикутника, 
то трикутник є гострокутним. Якщо вона не збігається з точкою перетину меді-
ан, то трикутник ні є правильним. Обираємо множину Б. 

4. Дійсно, якщо основа однієї з висот знаходиться на продовженні сторо-
ни трикутника, то односторонній кут ― тупий. Тоді трикутник ― тупокутний. 
Множина А. 

Заповнюємо таблицю. 

Завдання  8. Таблиця відповідностей:  

 А Б В Г Д 
1       

2        

3         
4         

Розв’язання.  Розв’язуємо нерівності, визначаємо множини А і В:  

     2

0;
3 0; 3;

3 0 3 0 ;0 3; .
0,0;

3 0,

x
x x

x x x x A
xx

x
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       2 1;
5 4 0 1 4 0 ;1 4; .

4,
x

x x x x B
x


              
 

 

1. Знаходимо  4;3\ BA . Обираємо результат Г.   

2. Знаходимо     ;31;BA . Обираємо результат Б.   

3. Знаходимо  1;0\ AB . Обираємо результат Д.   

4. Знаходимо     ;40;BA . Обираємо результат В.   

За результатами обчислень заповнюємо таблицю. 

Завдання  9.  
Розв’язання. Спочатку розглянемо побудову універсальної множини А. 

До її складу  входять (послідовно лічимо) підмножини  
       1 1 2 1, , , , , , , , ,n nx x x x x x    . 

Обчислення кількості N підмножин приводить до суми:  
  .211210 nnn

nnnn CCCCN    
Використана формула біному Ньютона. 
Відповідь:  nN 2 . 
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РОЗДІЛ ДРУГИЙ 

ЕЛЕМЕНТИ ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ. АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ 
 

§ 2.1. Матриці і визначники 

2.1.1. Визначення та види матриць  

Прямокутна  таблиця,  яка складається з  m рядків та  n стовпців називаєть-
ся  матрицею вимірності m n .Символом ija  позначається елемент матриці А,  

причому: i ― номер рядка (1 i m  ), а  j ― номер стовпця  (1 j n  ). Якщо 
m n  дістаємо квадратну матрицю порядку  n: 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 
 
 
 

 або   
1, 1

,
( )

i j

n n
n n ijA a

 
  . 

Діагональ 11 22 ... nna a a  зветься  головною діагоналлю квадратної матриці  

А, а діагональ 1 2, 1 1...n n na a a   називається  побічною  діагоналлю.  

Квадратна матриця зветься одиничною матрицею порядку  n, якщо її еле-
менти, які знаходяться на головній діагоналі, дорівнюють 1, а усі інші елементи 
дорівнюють нулю. 

Матриця називається нульовою матрицею, або нуль-матрицею, якщо всі 
елементи матриці дорівнюють нулю.    

Квадратна матриця називається симетричною, якщо її елементи, розташо-
вані симетрично відносно головної діагоналі рівні між собою: ij jia a .  

Якщо матриця складається з одного рядка, то вона зветься матрицею – 
рядком  вимірності 1 n . Якщо матриця складається з одного стовпця, то вона 
зветься матрицею – стовпцем  вимірності  1m . 

 
 2.1.2. Дії над матрицями 

1. Порівняння.  ( ) ( )m n m n ij ijA B a b    , 1 i m  , 1 j n  . 

2. Додавання матриць. ( ) ( ) ( )m n m n m n ij ij ijA B C c a b       . Додавання 

матриць комутативне A B B A    та асоціативне  ( ) ( )A B C A B C     . 
3. Транспонування. Транспонування матриці  це заміна її рядків на стовпці 
з однаковими номерами, наприклад, 
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1 0
1 3 4

3 5
0 5 2

4 2

TA A
 

            
 

. 

4. Множення матриці на число. ( ) ( )m n m n ij ijA B b a      . Дана опера-

ція має властивості: ( )A B A B     , ( )A A A      , ( ) ( )A A   .  
5. Множення матриць.  

( ) ( ) ( )
1

n
m n n p n p ij ik kj

k
A B C c a b  


     , 1 i m  , 1 j p  . 

Наприклад,     

 
2 1 1 2 2 1 ( 1) 1 2 ( 2) ( 1) ( 3) 1 1
4 3 1 3 4 1 3 1 4 ( 2) 3 ( 3) 7 17

                   
                         

. 

У загальному випадку множення матриць не комутативне. Множення матриць 
асоціативне та пов’язано з операцією додавання законами дистрибутивності  

( ) ( ); ( ) ; ( )AB C A BC A B C AB AC A B C AC BC       .  
 

2.1.3. Визначники 

Поставимо у відповідність квадратній матриці n -го порядку число, яке на-
зивається її визначником (детермінантом) n -го порядку та позначається симво-
лом 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
det

... ... ... ...
...

n

n

n n nn

a a a
a a a

A A

a a a

  . 

Визначник другого порядку обчислюється за формулою   

11 12
11 22 21 12

21 22

a a
a a a a

a a
  . 

Визначник третього порядку можна обчислити за правилом Саррюса  

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 11 23 32 12 21 33.

a a a
a a a
a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a
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Мінором ijM  елемента ija  визначника n -го порядку D  називається ви-

значник  ( 1)n  -го порядку,  який утворюється з визначника D  шляхом відки- 
дання того стовпця і того рядка,  на перетині яких стоїть цей елемент.  

23 23

2 4 2
2 4

1 1 0 ; 0; 16
3 2

3 2 6
D a M


   




. 

Алгебраїчним доповненням ijA  елемента ija  називається вираз виду 

( 1)i j
ij ijA M  . У наведеному прикладі 2 3

23 23( 1) 16A M    .  

Теорема. Визначник n  го порядку ( 2)n   дорівнює сумі добутків елеме-

нтів його будь-якого рядка (стовпця) на відповідні алгебраїчні доповнення.  
Наприклад, розклад визначника n -го порядку за елементами i -го рядка 

має такий вигляд:  1 1 2 2
1

...
n

ik ik i i i i in in
k

A a A a A a A a A


     . 

Зокрема, для визначника третього порядку формула його розкладу за еле-
ментами першого рядка має вид  

11 12 13
22 23 21 23 21 22

21 22 23 11 12 13
32 33 31 33 31 32

31 32 33

a a a
a a a a a a

a a a a a a
a a a a a a

a a a
     . 

 
2.1.4. Властивості визначників 

1. Величина визначника не змінюється після транспонування. 
2. При перестановці  двох довільних рядків (стовпців) визначника його знак 

змінюється на протилежний. 
3. Загальний множник всіх елементів будь-якого рядка (стовпця) визначника 

можна винести за знак визначника. 
4. Величина визначника не зміниться, якщо к елементам будь-якого його рядка 
     (стовпця) додати лінійну комбінацію інших його рядків (стовпців). 
5. Визначник дорівнює нулю, якщо: 

  всі елементи будь-якого його рядка (стовпця) дорівнюють нулю; 
 визначник має два пропорційних рядка (стовпця); 
  рядки (стовпці) визначника лінійно залежні.  

6. Визначник  добутку двох квадратних матриць дорівнює добутку визначників 
цих матриць:  A B A B   . 
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7. Сума добутків елементів будь-якого рядка (стовпця) визначника на алгебраї-
чні доповнення будь-якого іншого рядка (стовпця) визначника дорівнює ну-
лю.  

 
2.1.5. Обернена матриця 

Матрицею, оберненою до даної квадратної матриці A , називається матриця, 

яка позначається символом 1A  та задовольняє співвідношення 
1 1A A A A E     , де E   одинична матриця. Квадратна матриця А зветься 

невиродженою, якщо її визначник відрізняється від нуля, тобто det 0.A   Якщо 
det 0A  , то А — вироджена матриця. Обернена матриця знаходиться за форму-

лою  1 1
det

T
A A

A
  , де A  ―  матриця, приєднана до матриці А, та елемен-

тами матриці A  є ijA   алгебраїчні доповнення елементів ija ( , 1, )i j n .  

Визначник оберненої матриці дорівнює оберненій величині визначника 

даної матриці 11A A   . 

 
2.2. Системи лінійних рівнянь. Методи розв’язання 

Система m  лінійних рівнянь з  n  невідомими має вид: 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...
...

... ... ... ... ... ...

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


     

.                                (2.1) 

Розв’язком системи  (2.1)  називається впорядкований набір з n  дійсних 

чисел   0 0 0
1 2, ,..., nx x x , після підстановки яких в кожне рівняння системи замість  

відповідних змінних 1 2, ,..., nx x x , ми отримаємо тотожні рівності.    

Якщо система має розв’язок, то вона зветься сумісною. У протилежному 
випадку система зветься несумісною. Сумісна система, яка має єдиний 
розв’язок, зветься визначеною. Якщо система має більш за один розв’язок, вона 
зветься невизначеною.  

Система лінійних рівнянь (2.1) називається однорідною, якщо стовпець ві-
льних членів нульовий,  навпаки, вона називається неоднорідною.  
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До найбільш поширених методів розв’язання систем лінійних рівнянь на-
лежать метод Гаусса, метод Крамера й метод матричного числення.  

Метод Гаусса полягає у послідовному вилученні невідомих з рівнянь сис-
теми, починаючи з другого (прямий хід). Оберненим ходом знаходять значення 
невідомих. Його можна застосувати до будь-якої  лінійної системи. 

Метод Крамера застосовується до систем з n  рівнянь з  n  невідомими, у 
випадку, коли матриця  коефіцієнтів системи є невиродженою. За правилом 

Крамера розв’язок системи находиться за формулами ( 1,..., )i
ix i n
 


, де   

 головний визначник системи (визначник матриці системи) і 0  , а i   
допоміжні визначники, що утворюються  з основного шляхом заміни i -го стов-
пця на стовпець вільних членів. 

Методом матричного числення розв’язок системи знаходиться за форму-

лою 1X A B , де X  ―  матриця-стовпець невідомих, B  ―  матриця-стовпець 

вільних членів, 1A ―  обернена матриця системи.  
 
§ 2.3. Векторна алгебра 

2.3.1. Основні визначення  

Вектором a AB  називається напрямлений відрізок. Довжина вектора ― 
це відстань між його початком А  і  кінцем В. Позначається таким чином:  a .  

Якщо початок і кінець вектора співпадають ми маємо нульовий вектор 0 .  
Одиничним вектором (ортом) називається вектор довжина якого дорів-

нює одиниці.   
Ненульові вектори  a  і  b  називаються колінеарними  ( ||a b ),  якщо вони  

лежать на одній прямій або на паралельних прямих. Якщо вектори однаково 
спрямовані, це позначається таким чином  a b , навпаки ―   a b .  

Два вектори називаються рівними, якщо вони колінеарні, однаково спря-
мовані і мають однакові довжини. 

Вектори називаються компланарними, якщо вони лежать в одній площині 
або на паралельних площинах.  

 
2.3.2. Лінійні дії над векторами  

До лінійних дій над векторами відносяться додавання, віднімання та мно-
ження на число.  

— —
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Додавати вектори можна за правилами трикутника та паралелограма.  
Правило трикутника. Сумою двох векторів a  і b  називається третій век-

тор a b , початок якого співпадає з початком вектора a , а кінець ― з кінцем 
вектора b , якщо кінець вектора a  розміщено у початку вектора b . 

Правило паралелограма. Вектор a b  суми двох векторів a  і b  співпадає з  
діагоналлю паралелограма, побудованого  на цих векторах, як на сторонах за 
умови, що всі три вектори приведено до єдиного початку.   

Додавання  векторів комутативне і асоціативне.  
Різницею векторів a  і b , приведених до єдиного початку, називається тре-

тій вектор a b , направлений з кінця вектора, який віднімається в кінець век-
тора, який зменшується.  

Добутком вектора a  на дійсне число   називається вектор b a , колі-

неарний вектору a , причому    b a ;   0 a b    ;  0 a b    . 

 Якщо 1  , відбувається розтяг вектора в   разів, якщо 1  , тоді  від-

бувається  стиск вектора в 1/   разів.  
 
2.3.3. Проекції вектора на вісь. Властивості проекцій 

Нагадаємо, що віссю називається пряма, на якій вибрано додатний напрям 
та одиниця довжини. Отже, вісь повністю визначається своїм ортом.  

Позначимо через 1A  і 1B  проекції точок A  і B  на вісь u . Тоді  проекцією 

вектора AB  на вісь u  називається число,  яке дорівнює довжині відрізка 1 1A B , 
причому, це число береться зі знаком «плюс», коли напрям відрізка 1 1A B  спів-
падає з напрямом осі u , та зі знаком «мінус» якщо ці напрями  протилежні.  

Проекція вектора AB  на вісь u  дорівнює добутку довжини вектора AB   

на косинус кута між ним та віссю u , тобто, cosunp AB AB  , де     це кут 

між вектором  AB   й віссю u . Наведемо властивості проекцій   
1. ( )u u unp a b np a np b   ;  2. ( )u unp a np a   . 

 
2.3.4. Розклад вектора по базису  

Система векторів  1 2, ,..., kx x x  називається  лінійно залежною, якщо існує 
набір з k  дійсних чисел 1 2, ,..., k   , не рівних нулю одночасно й таких, що має 
місце тотожна рівність   

—

Katrin
Машинописный текст

Katrin
Машинописный текст

Katrin
Машинописный текст
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 1 1 2 2 ... 0k kx x x      ,                                        (2.2) 

або інакше кажучи, якщо лінійна комбінація векторів 
1

k
i i

i
x


  дорівнює нулю.  

Якщо тотожність (2.2) виконується тільки за умовою, що всі ( 1, )i i k   до-

рівнюють нулю, тоді така система буде називатися  лінійно незалежною.  
Базисом простору називається його максимальна лінійно незалежна систе-

ма векторів.  

Так, наприклад, базисом на прямій (простір 1R ) є довільний ненульовий  

вектор даної прямої  1e . Базисом на площині (простір 2R ) є будь-яка впоряд-

кована пара неколінеарних векторів  1 2,e e . Базисом в просторі (простір 3R ) є 

будь-яка впорядкована трійка некомпланарних векторів  1 2 3, ,e e e .  

В просторах 2R  і 3R  будь-який вектор x  може бути представлений єди-
ним  способом як лінійна комбінація векторів базису (розкладений по векторах 
базису), тобто 

 2
1 1 2 2x e e x R                                               (2.3) 

 3
1 1 2 2 3 3x e e e x R      .                                          (2.4) 

Коефіцієнти розкладів (2.3) та (2.4)  називаються координатами вектора x   
у відповідному базисі.  

Базис називається ортонормованим, якщо вектори базису попарно ортого-
нальні та мають одиничну довжину. Для ортонормованого базису прийняті по-
значення 1 2 3, ,e i e j e k   . Базис  , ,i j k  називається ще й  канонічним  ба-

зисом, якщо трійка векторів ―  права.   

 Нехай в просторі 3R  задано базис  1 2 3, ,e e e . Тоді для двох будь-яких ве-

кторів  1 2 3; ;a     і  1 2 3; ;b    , заданих своїми координатами,  лінійні 
дії над ними зводяться до лінійних дій над їх координатами. Отже,  

 1 1 1 2 2 2 3 3 3( ) ( ) ( )a b e e e                                    (2.5) 

     1 1 2 2 3 3a e e e       .                                (2.6) 
З рівності (2.6) легко дістати умову колінеарності векторів:   

31 2

1 2 3
||a b b a   

  
      . 
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2.3.5. Декартова (прямокутна) система координат на площині і в 
тривимірному просторі 

Нехай на площині  задано деяка точка O (початок координат) і ортонормо-
ваний  базис  ,i j . Сукупність точки O  і  даного ортонормованого базису на-

зивають  декартовою прямокутною системою  координат на площині. 
Аналогічно, сукупність  деякої  точки простору O  й ортонормованого ба-

зису  , ,i j k  утворює прямокутну декартову систему координат в просторі.  

Всі наступні визначення й поняття ми будемо формулювати для тривимір-

ного простору 3R .  
Осі, які проходять через точку O  у напрямах векторів , ,i j k , називаються 

відповідно віссю абсцис (вісь Ox ), віссю ординат (вісь Oy ) та віссю аплікат 

(вісь Oz ). Вектори  , ,i j k  називаються основними (базисними) ортами.  

Радіус-вектором  точки M  простору  3R  називається вектор  OM ,  кінець  
якого співпадає з точкою M , а початок ― з початком координат. Якщо відомі 
координати вектора OM  в базисі  , ,i j k , тобто OM xi yj zk   , тоді впо-

рядкована трійка чисел  , ,x y z  буде називатися координатами точки M  в де-
картовій прямокутній системі координат.  

Для будь-яких двох точок простору 1 1 1( , , )A x y z  та 2 2 2( , , )B x y z  координати 

вектора  , ,AB X Y Z визначаються  рівностями 2 1 2 1 2 1; ;X x x Y y y Z z z      .             

Нехай   ; ;x y za a a a , тоді  2 2 2
x y za a a a   .  

Напрям ненульового вектора x y za a i a j a k    визначається кутами  ,  

,  ,  які  даний вектор утворює  з додатними напрямами  координатних осей 

, ,Ox Oy Oz . Косинуси цих кутів,  так звані напрямні косинуси  вектора , знахо-

дяться за формулами:  cos ; cos ; cosyx zaa a
a a a

     . Напрямні косинуси ве-

ктора пов’язані  співвідношенням  2 2 2cos cos cos 1     . 
Для будь-якого ненульового вектора a  його орт може бути знайдено за 

формулою 0 aa
a

 . Як ми бачимо, напрямні косинуси вектора a  —  суть коор-

динати його орта. Слід відзначити, що координати базисних ортів такі: 
(1;0;0), (0;1;0), (0;0;1)i j k   . 
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2.3.6. Добутки векторів та їх властивості 

Скалярним добутком  двох ненульових векторів a  і b  називається число, 
що дорівнює добутку їх довжин на косинус кута між ними, тобто  

cosa b a b    ,   де   ― кут між векторами  a  і  b . 

Основні властивості скалярного добутку двох векторів: 

1 a b b a    4 0a b a b    , або 0 0a b    

2      a b a b a b        5 22a a a a  
2a a   

3  a b c a b a c       6 a ba b a np b b np a    

Якщо ненульові вектори a  і b  задано своїми координатами ( , , )x y za a a a ,  

( , , )x y zb b b b , то їх скалярний добуток визначається формулою   

x x y y z za b a b a b a b    . 

Кут   між векторами  , ,x y za a a a  і  , ,x y zb b b b  визначається рівні-

стю  
2 2 2 2 2 2

cos x x y y z z

x y z x y z

a b a b a b

a a a b b b


 


    
. 

Векторним добутком вектора a  на вектор b  називається третій вектор 

a b , який визначається трьома умовами: 
1) Довжина вектора a b  дорівнює sina b a b    , де  ,a b     

2) Вектор  a b  перпендикулярний  до кожного з векторів  a  і b ; 
3) Вектори  a , b   і  a b   утворюють праву тройку векторів.                   

       Основні властивості векторного добутку двох векторів: 

1 a b b a     4 0 ||a b a b   , або 0 0a b    

2      a b a b a b        

3  a b c a b a c       
5 
 

a b S  , S – площа паралелограму, 

побудованого на векторах  a  і b  як 
на сторонах  

Якщо ненульові вектори a  і b  задано своїми координатами 

 , ,x y za a a a ,  , ,x y zb b b b , то їх векторний добуток дорівнює символічному 

визначнику третього порядку 
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     x y z y z z y x z z x x y y x

x y z

i j k
a b a a a i a b a b j a b a b k a b a b

b b b

        . 

Мішаним добутком трьох векторів називається число, що  дорівнює ска-
лярному добутку вектора c  на векторний добуток векторів a  і b , тобто 
( )a b c  .   

Основні властивості мішаного добутку трьох векторів: 

1 ( ) ( )a b c a c b       4 0a b c    вектори компланарні 

2 ( ) ( ) ( )a b c b c a c a b         

3 ( ) ( )a b c a b c      

5 
 

V a b c   ,V об’єм паралелепіпеду, 

побудованого на даних векторах, як 
на ребрах  

Якщо вектори , ,a b c  задано своїми координатами  , ,x y za a a a ,  

 , , ,x y zb b b b  , ,x y zc c c c ,  їх мішаний добуток обчислюється за формулою 

x y z
y z x yx z

x y z x y z
x zy z x y

x y z

a a a
b b b bb b

a b c b b b a a a
c cc c c c

c c c

      . 

 
§ 2.4. Аналітична геометрія на площині   

Наведемо деякі відомі задачі аналітичної геометрії на площині: 
Відстань  між точками 1 1 2 2( ; ), ( ; )A x y B x y : 

2 2
2 1 2 1( ) ( )d x x y y    . 

Площа трикутника з вершинами у точках 1 1 2 2 3 3( ; ), ( ; ), ( ; )A x y B x y C x y : 

2 1 2 1

3 1 3 1

1 mod
2

x x y y
S

x x y y
 


 

. 

Координати точки M , що поділяє відрізок 1 2M M  у відношенні 1

2

M M
MM

  :  

1 2 1 2;
1 1M M

x x y yx y 
 

 
 

 
. 
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2.4.1. Пряма лінія на площині  

Загальне рівняння прямої на площині: : 0l Ax By C   , 2 2 0A B  . 
Зокрема, коли 0C   ― пряма проходить через початок координат, якщо 

0 ||A l Ox   та 0 ||B l Oy  .  

Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом: y kx b  , k ― тангенс кута 
нахилу прямої до додатного напряму осі Ox , b  ― величина відрізка, що відсі-
кається на осі Oy .  

0 0( )y y k x x   ― рівняння прямої через точку 0 0 0( ; )M x y  з кутовим  

коефіцієнтом k ; зокрема, y kx  ― рівняння прямої, що проходить через по-
чаток координат.  

Рівняння прямої через дві точки 1 1 1( ; )M x y  і 2 2 2( ; )M x y : 1 1

2 1 2 1

y y x x
y y x x
 


 

. 

Рівняння прямої у відрізках на осях: 1x y
a b
  (a  і b  ― величини відрізків, 

які  відсікаються прямою відповідно від координатних осей Ox  і Oy ).  
Якщо пряма задана своїм загальним рівнянням 0Ax By C    і 0B  , тоді  

/k A B   та  /b C B  .  
Один з кутів між прямими 1 1 1:l y k x b   та  2 2 2:l y k x b   знаходиться 

за формулою 2 1

1 21
k ktg

k k
 



.  

Зокрема, умови паралельності та перпендикулярності двох прямих на 
площині мають вигляд:  1 2 1 2||l l k k  ;    1 2 1 2 1l l k k     . 

Нехай пряма  l  задана своїм загальним рівнянням 0Ax By C   . Вектор 

 ;n A B  називається нормальним вектором прямої  l .  Для прямих  1l  і  2l , 

заданих своїми  загальними рівняннями 1 1 1 0A x B y C    й 2 2 2 0A x B y C   ,  

кут   між ними дорівнює куту між їх нормальними векторами   1 1 1;n A B  і  

 2 1 1;n A B , тобто  1 2 1 2 1 2
2 2 2 21 2 1 1 2 2

cos n n A A B B
n n A B A B

  
 

   
. 

Так як 1 2 1 2|| ||l l n n , тоді умова паралельності прямих  1l  і 2l  має  вид  

1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

  ;  якщо ж виконується співвідношення 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

  , тоді  прямі 

співпадають.  
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Так як  1 2 1 2l l n n   , тоді умова перпендикулярності прямих 1l  і 2l  
приймає  вид 1 2 1 2 0A A B B  . 

Відстань d  від точки 0 0 0( ; )M x y  до прямої 0Ax By C    дорівнює  

0 0
2 2

Ax By C
d

A B

 



. 

 
2.4.2. Основні криві другого порядку на площині  

Канонічне рівняння кола з центром у точці ( ; )C a b  і радіусом R : 
2 2 2( ) ( )x a y b R    . 

Канонічне рівняння еліпса  2 2 2 2 1x a y b  . Зокрема, якщо a b R   діс-

танемо 2 2 2x y R   ―  канонічне рівняння кола з центром в початку коорди-

нат і радіусом R . Ексцентриситет еліпса / 1c a   , де 2 2 2c a b  . Рівняння 
директрис еліпса /x a   . 

Канонічне рівняння гіперболи: 2 2 2 2 1x a y b  . Якщо  a b  дістаємо рі-

внобічну гіперболу 2 2 2x y a  . Ексцентриситет гіперболи /c a  , 1  , де 
2 2 2c a b  . Рівняння асимптот гіперболи  y bx a  , а рівняння директрис гі-

перболи ― /x a   .  

Канонічне рівняння параболи 2 2y px  (симетрія відносно осі Ox ) та 
2 2x py  (симетрія відносно осі Oy ). Для параболи з рівнянням 2 2y px ,  де  p 

― параметр, фокус  2;0F p , директриса / 2x p  . Ексцентриситет параболи 
1  .  

Для еліпса і гіперболи a та b ― півосі,  1 ;0F c  і  2 ;0F c ― фокуси. Фо-

кальна відстань дорівнює 2c ; для еліпса 2 2c a b  , для гіперболи 
2 2c a b  .  

 
2.4.3.  Полярні координати 

Візьмемо на площині точку O (полюс) і проведемо через нею вісь OP  (по-
лярну вісь). Для довільної точки M  на площині полярним радіусом   даної 

точки називається  довжина вектора OM , а  полярним кутом   точки M  на-

зивається кут нахилу вектора OM  до  полярної осі OP . Пара чисел ( , )  , де  
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(0 ; 0 2 )       , називається полярними координатами точки M  на 
площині. Перейти від декартових координат до полярних можна за допомогою 
формул: cos ; sinx y     . А від полярних до декартових ― за допомогою  

формул: 2 2x y   , tg /y x  .   
Деякі визначні криві в полярних координатах: 

a  ― полярне рівняння кола з центром у початку координат і радіусом a ; 
2 2 cos2a   ― лемніската Бернуллі (двохпелюсткова троянда); 

a   ― спіраль Архімеда;     
(1 cos )a    ― кардіоїда;  

sin3a   ― трьохпелюсткова троянда; 
sin 2a   ― чотирьохпелюсткова троянда.  

 
2.4.4. Параметричне завдання кривої на площині 

Крива лінія на площині може бути задана своїми параметричними  рівнян-

нями 
( )
( )

x x t
y y t


 
 ( ,t   ― параметр). Приклади параметричного завдання де-

яких відомих кривих: 
1) Параметричні рівняння  кола з  центром в початку координат и радіусом R :  

cos ,
(0 2 )

sin .
x R t

t
y R t




  
. 

2) Параметричні рівняння  еліпса  з центром в точці (0,0)O  та півосями a  і b :  

cos ,
(0 2 )

sin .
x a t

t
y b t




  
. 

3) Параметричні рівняння циклоїди:   

       
( sin ),
(1 cos ).

x a t t
y a t
 

  
. 

Значенню  параметра  0;2t   відповідає перша арка циклоїди.  

4) Параметричні рівняння  астроїди (гіпоциклоїди):  
3

3
cos ,

sin .

x a t

y a t

 



 (0 2 )t   . 
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§ 2.5. Аналітична геометрія у просторі  

2.5.1. Площина у просторі  

0 0 0( ) ( ) ( ) 0A x x B y y C z z       ― рівняння площини, яка проходить 

через точку 0 0 0( ; )M x y  перпендикулярно до вектора  ; ;N A B C  ( N ― нор-
мальний вектор площини).  

Загальне рівняння площини у просторі ― 0Ax By Cz D    , де  
0A B C   . Зокрема, якщо 0D  , площина проходить через початок коор-

динат. Якщо, наприклад, 0A  , тоді площина паралельна осі Ox , а якщо 
0, 0A D  , то площина проходить через вісь Ox .  

Рівняння площини у відрізках на осях ― 1x y z
a b c
    ( , ,a b c  ― величини 

відрізків, які відсікаються  площиною відповідно від  осей Ox ,Oy  і Oz ). 

Рівняння площини через три точки 1 1 1 1( ; ; )M x y z , 2 2 2 2( ; ; )M x y z , 

3 3 3 3( ; ; )M x y z , які не лежать на одній прямій: 

1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

0
x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z

  
   
  

. 

Один з кутів між двома площинами  1 1 1 1 1: 0A x B y C z D      та 

 2 2 2 2 2: 0A x B y C z D      знаходиться за формулою  1 2

1 2
cos N N

N N






. 

Умови паралельності та перпендикулярності площин  
   1 2 1 2|| ||N N      та     1 2 1 2N N    . 

Відстань d  від точки 0 0 0 0( ; ; )M x y z  до  площини 0Ax By Cz D     до-

рівнює  0 0 0
2 2 2

Ax By Cz D
d

A B C

  


 
. 

 
 2.5.2. Пряма лінія у просторі 

1 1 1 1

2 2 2 2

0
0

A x B y C z D
A x B y C z D

   
    

 ― загальні рівняння прямої в просторі (як лінії 

перетину двох площин). 

0 0 0; ;x x mt y y nt z z pt       ― параметричні рівняння прямої l , яка 
проходить через точку 0 0 0 0( ; ; )M x y z  і має напрямний вектор  ( , , )s m n p . 
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0 0 0x x y y z z
m n p
  

   ― канонічне рівняння прямої l  з напрямним век-

тором  ( , , )s m n p  і, яка проходить через точку 0 0 0 0( ; ; )M x y z . 

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z
  

 
  

 ―  рівняння прямої через дві точки 1 1 1 1( ; ; )M x y z  

і  2 2 2 2( ; ; )M x y z . 

Один з кутів між двома прямими 1 :l  1 1 1 1 1 1; ;x x m t y y n t z z p t       та        

2 :l  2 2 2 2 2 2; ;x x m t y y n t z z p t        знаходиться за формулою  

1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 21 2 1 1 1 2 2 2

cos s s m m n n p p
s s m n p m n p

   
 

     
. 

Умови паралельності та перпендикулярності двох прямих 

    1 1 1
1 2 1 2

2 2 2
|| || m n pl l s s

m n p
    ,    

   1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 0l l s s m m n n p p       . 

Прямі 1l  і  2l  належать одній площині, якщо вектори 1s , 2s   і  1 2M M  ком-

планарні, тобто 1 2 1 2 0s s M M   . В розгорнутому вигляді ця умова може бути 
записана таким чином:  

 
1 1 1

2 2 2

2 1 2 1 2 1

0
m n p
m n p

x x y y z z


  
.                                     (2.6) 

 Якщо  1 2||s s   і  1 ||s 1 2M M , тоді прямі 1l  і 2l  належать одній площині і па-

ралельні. Якщо 1 2 1 2|| ||s s M M , тоді прямі  1l  і 2l  співпадають. 
 Якщо для прямих  1l  і 2l  умова (2.6) не виконується, то дані прямі лежать 

в паралельних площинах і  називаються  мимобіжними.   
 Відстань d  від точки 0 0 0 0( ; ; )M x y z  до прямої, яка проходить через точ-

ку 1 1 1 1( ; ; )M x y z  і має напрямний вектор   ; ;s m n p  знаходиться  за формулою 

1 0s M M
d

s


 .  

 Відстань d  між двома мимобіжними прямими  

1 1 1

1 1 1

x x y y z z
m n p
  

  ; 2 2 2

2 2 2

x x y y z z
m n p
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обчислюється за формулою   2 1 1 2

1 2

M M s s
d

s s

 



. 

 
2.5.3. Взаємне розташування прямої і площини у просторі 

Кут між прямою 0 0 0: ; ;l x x mt y y nt z z pt        та площиною 
( ) : 0Ax By Cz D      знаходиться за формулою  

2 2 2 2 2 2
sin

N s Am Bn Cp
N s A B C m n p


  

 
    

. 

Умови паралельності та перпендикулярності прямої  l  та площини  ( ) : 
( ) || 0l N s Am Bn Cp       , 

( ) || A B Cl N s
m n p

      . 

Для того щоб пряма l  належала площині ( )  необхідно виконання насту-

пних умов  N s   і  0 0 0 0( ; ; ) ( )M x y z  .  
Нехай пряма 0 0 0: ; ;l x x mt y y nt z z pt       не паралельна площині   

( ) : 0Ax By Cz D    . Для того щоб знайти точку перетину прямої і площи-
ни необхідно вираз для змінних , ,x y z  з рівнянь прямої підставити в рівняння 
площини. З отриманого рівняння знаходимо значення параметру 

0 0 0Ax By Cz Dt
Am Bn Cp
  

 
 

. Залишилося тільки підставити отримане значення па-

раметра t  в рівняння прямої.  
 
 2.5.4. Основні поверхні другого порядку в просторі 

 Поверхнею другого порядку називається множина точок простору, прямо-
кутні координати яких задовольняють рівнянню вида  

2 2 2 0Ax By Cz Dxy Exz Fyz Gx Hy Kz L          , 
де хоча б один з коефіцієнтів , , , , ,A B C D E F  відрізнявся від нуля. 

2 2 2 2( ) ( ) ( )x a y b z c R      ― канонічне рівняння сфери з центром в 
точці ( ; ; )C a b c  та радіусом R . 

2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

    ―  канонічне рівняння еліпсоїда   з   центром на початку 

координат та півосями , ,a b c . Якщо  a b c R     дістанемо рівняння  
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сфери 2 2 2 2x y z R    з центром на початку координат  і  радиусом R . 
2 2

2 2 1x y
a b

   ― канонічне рівняння еліптичного циліндра, твірні якого па-

ралельні осі  Oz . Зокрема, якщо a b , дістанемо круговий циліндр.  
2 2

2 2 1x y
a b

   ― канонічне рівняння гіперболічного циліндра, твірні якого 

паралельні осі  Oz .  
2 2y px  ― канонічне рівняння параболічного циліндра, твірні якого па-

ралельні осі  Oz .  
2 2y pz  ― канонічне рівняння параболічного циліндра, твірні якого па-

ралельні осі  Ox .  
2 2z px  ― канонічне рівняння параболічного циліндра, твірні якого пара-

лельні осі Oy .  
2 2 2x y z   ―  канонічне рівняння кругового конуса.  
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

    ― канонічне рівняння однопорожнинного гіперболоїда  

2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

     ― канонічне рівняння двопорожнинного гіперболоїда.  

2 2
2x y z

p q
  ( 0, 0)p q   ― канонічне рівняння гіперболічного параболоїда. 

2 2
2x y z

p q
  ( 0, 0)p q   ― канонічне рівняння еліптичного параболоїда. 

Зокрема, якщо q p , дістанемо круговий параболоїд з рівнянням  2 22 pz x y  .  

 
2.5.5. Циліндрична і сферична системи координат 

В циліндричній системі координат розташування точки M  визначається 
впорядкованою трійкою чисел ( , , )z  , де ( , )   ―  полярні координати прое-
кції точки  M  на площину Oxy , z  ―  апліката точки M .  

Залежність між прямокутними координатами точки ( , , )M x y z і її циліндри-
чними координатами мають  вид  cos , sin ,x y z z      , де  0 ;    
0 2 ; z       .   
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В сферичній  системі координат розташування точки  M  в просторі визна-
чається впорядкованою трійкою чисел ( , , )r    (рис. 2.1), де r ― довжина раді-

ус-вектора точки M ,   ―  кут між проекцією вектора OM  на площину Oxy  й 
віссю абсцис, обчислюваний в додатному напрямі (проти ходу годинникової 
стрілки), і   ― кут між радіус-вектором OM  й віссю аплікат. Для будь-якої  
точки простору маємо  0 ; 0 2 ; 0r           .  

 
Рис. 2.1 

 
Формули переходу від декартових координат до сферичних мають  вид  
sin cos , sin sin , cosx r y r z r       . Перехід від сферичних координат до 

декартових здійснюються за формулами: 

2 2 2r x y z   ; 
2 2 2

cos z

x y z
 

 
;  

 
 
0; , 0

tg ,
;2 , 0

yy
x y

 


  

  
 

. 

Циліндричні й сферичні координати дають можливість значно спростити 
рівняння деяких поверхонь другого порядку.  

Так, наприклад, рівняння кругового циліндру 2 2 2x y R   в циліндричних  

координатах має вид R  , кругового параболоїда 2 2z x y  ― 2z  , а рів-

няння  сфери  2 2 2 2x y z R     в сферичних  координатах прийме вид r R .  

φ 

θ 
 

ρ 

M(x;y;z) r 

x 

y 

z 

M1 

О 

P 



Елементи лінійної алгебри. Аналітична геометрія 

 

36 

§ 2.6. Завдання для самостійного розв’язування  

ЗАДАЧА 1.  
Розв’язати систему трьома способами: а) методом Гаусса; б) за допомогою 

формул Крамера; в) за допомогою матричного числення: 

5 4 12
1.1. 5 2 4

2 3 5 4

x y z
x y z

x y z

  
    
   

 
6 3 1

1.2. 2 3
2 3 4

x y z
x y z
x y z

   
    
   

 
3 2 3 2

1.3. 3 2 8
2 3 7 10

x y z
x y z
x y z

  
    
   

 

3 2 5 4
1.4. 3 1

4 3 3

x y z
x y z

x y z

  
    
    

 
1

1.5. 3 5
3 2 2 8

x y z
x y z
x y z

  
    
   

 
2 2 5

1.6. 3 1
3 2 2

x y z
x y z
x y z

  
    
   

  

ЗАДАЧА 2. 
Знайти значення матричного поліному  P A  , де  А – задана, Е – одинична 

матриця (33).  

2.1.   23 4 5 ,

1 1 2
3 4 1
5 2 4

P А А А Е

A

  

 
    
  

 

2.2.   22 2 3 ,

2 1 0
3 2 0
4 0 5

P А А А Е

A

  

 
   
 
 

 

2.3.   22 5 ,

5 1 0
0 2 0
3 1 2

P А А А Е

A

   

 
   
 
 

 

2.4.   24 3 7 ,

4 2 1
0 2 1
3 2 3

P А А А Е

A

  

 
   
   

 

2.5.   22 5 3 ,

6 2 1
3 2 1
4 0 3

P А А А Е

A

  

  
   
 
 

 

2.6.   26 7 4 ,

1 1 4
5 2 0
0 1 3

P А А А Е

A

  

  
   
  

 

ЗАДАЧА 3. 
Лінія  задана рівнянням  у полярній системі координат. Потрібно: 
1) побудувати лінію по точках, починаючи від 0    до 2  , змінюючи 

значення через проміжок /8 ; 2) знайти рівняння даної лінії в декартовій пря-
мокутній системі координат, у якої початок співпадає з полюсом, а додатна пів-
вісь – з полярною віссю; 3) за рівнянням в декартовій прямокутній системі ко-
ординат визначити, яка це лінія. 
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3.1. 
1

1 cos






 3.2. 

4
3 3cos







 

3.3. 
3

1 2cos






 3.4. 

6
4 5cos







 

3.5. 
5

1 2cos






 3.6. 

2
3 cos







 

ЗАДАЧА 4. 
Задані координати трьох точок на площині Oxy. Треба знайти: 

1) рівняння медіани АМ і висоти АD  у трикутнику АВС;  2) координати точки 
1M , симетричної точці С відносно прямої АВ; 3)  рівняння прямої, яка прохо-

дить через точку В паралельно АС; 4)  рівняння сторін паралелограма АВКL , 
якщо С – точка перетину його діагоналей. 

4.1. А(– 1; 2),  В(3; 5),  С(4; 0) 4.2. А(–2; 1),  В(2; 5),  С(3; 0) 
4.3. А(5; 0),  В(2; 3),  С(– 2; – 1) 4.4. А(0; 3),  В(1; 6),  С(4; 2) 
4.5. А(–3;–2),  В(–2; 1),  С(1; –3) 4.6. А(4; –1),  В(1; 2),  С(–3; 0) 

ЗАДАЧА 5. 
За допомогою паралельного переносу системи координат визначити тип 

лінії. Знайти, якщо потрібно піввісі, фокуси, ексцентриситет, директриси, асим-
птоти, вершини та інше. Зробити рисунок. 
5.1. 2 24 6 8 3 0x y x y      5.2. 2 4 3 2 0x x y     

5.3. 2 22 2 4 12 5 0x y x y      5.4. 2 29 4 32 0x y y     

5.5. 2 24 6 27 0x y y     5.6. 2 2 8 6 0x y x y     

ЗАДАЧА 6. 
Задані координати вершин піраміди  1 2 3 4, , ,A A A A .  Знайти:  
1) довжину ребра 1 2A A ; 2) кут  між ребрами 1 2A A  та 1 4A A ; 3) кут між реб-

ром 1 4A A  та гранню 1 2 3A A A ; 4) площу грані 1 2 3A A A ; 5)  об’єм піраміди;  6) рів-
няння прямої 1 2A A ; 7)  рівняння площини 1 2 3A A A ; 8) рівняння висоти, що про-
ведена з вершини 4A  до грані 1 2 3A A A . Зробити рисунок.  

6.1. А1(14;4;5), А2(–5; –3;2), А3(4; –8; –4), А4(1; –4;6); 
  6.2. А1(–2;0; –4), А2(–1;7;1), А3(–2; –6; –3), А4(–2;2; –1); 
  6.3. А1(1;2;0), А2(3;0; –3), А3(5;2;6), А4(8;4; –9); 
  6.4. А1(2; –1;2), А2(1;2; –1), А3(3;2;1), А4(–4;2;5); 
  6.5. А1(1;1;2), А2(–1;1;3), А3(2; –2;4), А4(–1;0; –2); 
  6.6. А1(2;3;1), А2(4;1; –2), А3(6;3;7), А4(7;5; –3). 
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§ 2.7. Приклади тестових завдань  

Лінійна і векторна алгебра. Аналітична геометрія 

У завданнях 1 – 12 виберіть одну вірну на вашу думку відповідь та познач-
те її у бланку відповідей. 

1. Знайти  різницю 11 23A A  для відповідних  елементів матриці 
1 0 5
2 1 1
2 5 3

 
  
  

. 

a б в г 
1 12 3 − 5 

2. Обчислити визначник  
1 0 0
5 2 0
2 6 4 

. 

a б в г 
5 8 − 4 − 8 

3. Знайти добуток  матриць  1 3 3A     і   
3
1
2

B
 
   
  

. 

a б в г 

 1 3  
2 4
0 1
 
  

 (0)  3 3 6  

4. Чому дорівнює косинус кута між векторами    4;3;0a   і   0;3;4b  ? 

a б в г 
− 0,5 9/25 0 1/5 

5. При  якому цілому  значенні  параметра  m   вектори    4, 5, 6a     та 

 8,2 ,12b m    колінеарні ? 

a б в г 
5 − 0,5 − 2 не існує 

6.  Знайти вектор  BA BC , якщо (1, 4,0), ( 1,2, 3), (1, 2,1)A B C    . 

a б в г 
 1,4, 8   2, 4,4   2,2,5   4, 10,7  
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7.  Яка з наведених площин паралельна площині Oxy ?    

a б в г 
5 7 9 0x z     3 2 5 0x y     2 5 0z    2 5 0z y   

8.  Написати канонічні рівняння прямої, що проходить через початок координат 
та паралельна осі Oz . 

a б в г 

5 3 9 0x z    
4 4 0

2 3 2
x y z  

   1 1 2
2 5 6

x y z  
 


 

0 0 1
x y z
   

9. Написати рівняння площини, що проходить через точку (3, 2,1)A   та має но-

рмальний вектор {1;2; 2}N   . 

a б в г 
2 2 3 0x y z     2 5x y z    2 2 6 0x y z     5 5 0z    

10. Яка  з наведених прямих проходить через початок координат?  

a б в г 
2 3 1 0x y    4 7 0x y   2 0y    5 5 0x    

11. Знайти точку перетину  прямої 9 18 0x    з  віссю Oy . 

a б в г 
(2;0) (0;2) (0;0) не перетинається 

12.  Визначати півосі еліпса  2 29 25 1x y  . 

a б в г 
3 і 5 2 і 4;    1 3 i 1 5  5 і 3 

Розв’язання задач 13 ― 15 повинно мати обґрунтування. Запишіть послі-
довні логічні дії та пояснення. Якщо потрібно проілюструйте розв’язання за-
вдань графіками, таблицями. Перенесіть відповідь до бланку відповідей. 

13. Знайти площу трикутника, який відтинає площина 5 6 3 120 0x y z      від 
координатного кута Oxy . 

14. Знайти ( )A , якщо 1( )
1

xx
x







, 
1 2
2 1

A  
  
 

, а одиниця позначає одиничну 

матрицю другого порядку.  
15. При якому значенні С пряма 3 2 3 0, 4 3 4 1 0x y z x y z         паралель-
на площині  2 2 0x y Cz    ? 
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КОМЕНТАР ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ ТЕСТОВИХ ЗАВДАНЬ 

Завдання  1. Правильна відповідь: в. 

Розв’язання.  1 1 2 3
11 23

1 1 1 0
( 1) ( 1) 3

5 3 2 5
A A  

     


. 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: обчислення ви-
значників, мінори і алгебраїчні доповнення елементів визначника).  

Завдання  2.  Правильна відповідь: б.  

Розв’язання.   
1 0 0
5 2 0 1 2 4 8
2 6 4

   
 

. 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: обчислення ви-
значників третього порядку). 

Завдання  3.  Правильна відповідь: в. 

Розв’язання.   



   
1 3 1 1

3 1

3
1 3 3 1 1 3 3 ( 1 3 ( 2)) 0

2
A B

 



 
               
  

  . 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: множення 
прямокутних матриць). 

Завдання  4.  Правильна відповідь: б. 

Розв’язання. 
2 2 2 2 2 2

4 0 3 3 0 4 9cos ( , )
254 3 0 0 3 4

a ba b
a b
     

   
     

. 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: скалярний до-
буток двох векторів та його застосування). 

Завдання  5.  Правильна відповідь: а. 

Розв’язання.  4 5 6 5 1|| 5
8 2 12 2 2

a b m
m m
  

       


. 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: умова колінеа-
рності двох векторів, заданих своїми координатами). 

Завдання  6.  Правильна відповідь: г. 
Розв’язання.       2; 6;3 2; 4;4 4; 10;7BA BC       . 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: лінійні дії над  
векторами). 
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Завдання  7.  Правильна відповідь: в. 
Розв’язання. Нормальний вектор площини колінеарний осі Oz . 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: окремі випадки 
розташування площини у просторі). 

Завдання  8.  Правильна відповідь: г. 
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: канонічне рів-
няння прямої у просторі). 

Завдання  9.  Правильна відповідь: а. 
Розв’язання. 1 ( 3) 2 ( 2) 2 ( 1) 0 2 2 3 0x y z x y z              . 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: рівняння пло-
щини, що проходить через дану точку перпендикулярно до заданого вектора). 

Завдання  10.  Правильна відповідь: б. 
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: рівняння пря-
мої з кутовим коефіцієнтом). 

Завдання  11.  Правильна відповідь: г. 
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: окремі випадки 
розташування прямої на площині, точки перетину  прямих). 

Завдання  12.  Правильна відповідь: в. 

Розв’язання. 
   

2 2
2 2

2 29 25 1 1
1 3 1 5

x yx y     . 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: криві другого 
порядку). 

Завдання  13.   
Розв’язання. Задана площина перетинає вісь абсцис у точці ( 24;0;0)A  , 

вісь ординат — у точці (0;20;0)B (рис. 2.2).  
Отже, ми отримали прямокутний трикутник, 

катети якого рівні відповідно 24 та 20. Таким чи-

ном,  1 20 24 240
2

S      (кв. од.). 

Відповідь:  240.  

 
 

                           Рис.  2.2 

Х Y 

Z 

О 

А 

В 
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Завдання  14.   

Розв’язання. Нам потрібно знайти матрицю    1( ) ( )A E A E A     . 

 
1 0 1 2 2 2
0 1 2 1 2 2

E A      
        

     
;

1 0 1 2 0 2
0 1 2 1 2 0

E A
     

             
. 

За правилом знаходження  оберненої матриці дістаємо  

     1 * 0 21 1
2 04

T
E A E A

E A
  

         
. 

Остаточно маємо :     
2 2 0 2 1 11( )
2 2 2 0 1 14

A
      

              
. 

Відповідь:  
1 1

( )
1 1

A
  

    
. 

Завдання  15.   
Розв’язання . Відомо, що пряма паралельна площині, якщо її напрямний 

вектор перпендикулярний до нормального вектора площини. Знайдемо напрям-
ний вектор прямої, як  векторний добуток нормальних векторів площин, які 
входять до загальних рівнянь прямої 

 1 2 3 2 1 5 8
4 3 4

i j k
s N N i j k       


. 

Так як нормальний вектор заданої площини має координати  2; 1;N C  ,  

тоді   0 10 8 0 2N s N s C C            . 
Відповідь:  2C   .  
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РОЗДІЛ ТРЕТІЙ  

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ  
 

§ 3.1. Функція. Основні визначення 

Якщо кожному числу x  з деякої числової множини X  за певним правилом 
поставлене у відповідність хоча б одне число y  з множини Y , то кажуть, що y  

є функція від x  і пишуть ( ), ,y f x x X y Y   .    

Змінна х називається незалежною змінною, або аргументом, а змінна  у  
— залежною змінною, або функцією; під символом  f  розуміють те правило, за 
яким кожному  х  відповідає  у, або ті операції, які треба виконати над аргумен-
том, щоб дістати відповідне значення функції. 

Множина X  називається областю визначення функції. Множина  Y  усіх 
чисел  у, таких, що ( )y f x  для кожного  x X  називається множиною зна-

чень функції, тобто   ( ),Y y y f x x X    . Основні способи завдання функ-

ції: аналітичний, графічний, табличний, програмний та описовий. 
Основними елементарними  функціями називаються такі: 

Степенева функція ,y x R   . Область визначення і графіки цієї функ-
ції залежать від значення  . 

Показникова функція , 0, 1xy a a a   . 

Логарифмічна функція log , 0, 1ay x a a   . 

Тригонометричні функції: sin , cos , tg , ctgy x y x y x y x    . 

Обернені тригонометричні функції: arcsin , arccos , arctg ,y x y x y x    
arcctgy x .    
Основні елементарні функції, а також функції, утворені за допомогою фо-

рмул, в яких над основними елементарними функціями виконується лише скін-
чене число арифметичних операцій (додавання, віднімання, множення, ділення) 
і суперпозицій, називаються  елементарними. 

Елементарні функції поділяють на такі класи. 

1) Функція виду 1
0 1( ) ...n n

nP x a x a x a    , де n N , коефіцієнти 0 1, ,..., na a a  
— дійсні  числа ( 0 0a  ), називається  цілою раціональною функцією, або мно-

гочленом (поліномом) степеня  n .  
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2) Функція, що є відношенням двох многочленів  
1

0 1
1

0 1

...( ) ,

...

n n
n

m m
m

a x a x aR x
b x b x b




  


  

 

називається  дробовою  раціональною  функцією,  або  раціональним дробом. 
Сукупність поліномів і раціональних дробів утворює клас раціональних функ-
цій. 
3) Функція, утворена за допомогою скінченого числа суперпозицій та арифме-
тичних операцій над раціональними функціями і над степеневими функціями з 
дробовими показниками і яка не є раціональною,  називається  ірраціональною 
функцією. 
4) Елементарна функція, яка не є раціональною або ірраціональною, називаєть-
ся  трансцендентною функцією.  

Функцію ( )f x , визначену на множині E , називають обмеженою на цій 
множині, коли існує число 0M   таке, що для всіх x E  виконується нерів-
ність ( )f x M . 

Нехай функція ( )f x  визначена на множині E . Якщо для двох довільних 
різних значень 1x  і 2x  аргументу, взятих із множини E , з нерівності  1 2x x  
випливає, що: 

а) 1 2( ) ( )f x f x , то функція називається  зростаючою; 

б) 1 2( ) ( )f x f x , то функція називається  спадною. 

Зростаючі і спадні на множині E  функції називаються строго монотон-
ними на цій множині.  

Нехай функція ( )f x  визначена на множині X точок осі Ох, розміщених 
симетрично відносно точки 0x  , тобто якщо x X  , то й  x X  . 

Функцію ( )f x  називають парною, якщо ( ) ( ),f x f x x X     і непарною, 
якщо ( ) ( ),f x f x x X     . 

Функція ( )f x , визначена на множині X, називається  періодичною на цій 
множині, якщо існує число 0T   таке,  що x T X    і ( ) ( ),f x T f x x X    . 

 
§ 3.2. Теорія границь  

3.2.1. Границя послідовності. Основні теореми 

Стале число а називається границею послідовності   1n nx 
 , якщо яким би 

ні було наперед задане додатне число  , яке може бути як завгодно малим, 
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знайдеться такий номер ( )N N  , що для всіх номерів n N  виконується не-
рівність | |nx a   , тобто lim 0 ( ) :n n

n
x a N N n N x a  


         . 

Основні теореми  

1. lim ( ) lim limn n n n
n n n

x y x y
  

   ;  2. lim ( ) lim limn n n n
n n n

x y x y
  

   ; 

3. 
lim

lim , lim 0
lim

n
n n

n
n nn n

n

xx y
y y


 



 
  

 
;  4. Якщо n nx y , тоді lim limn n

n n
x y

 
 ; 

5. Якщо   n n nx y z   і lim limn n
n n

x z b
 

  , тоді lim n
n

y b


 . 

Нескінченно малі і нескінченно великі послідовності.  
Границі деяких  послідовностей 

lim 0 0 ( ) : ( ) | |n n
n

x N N n N x   


         ( nx ― нескінченно мала). 

lim 0 ( ) : | |n n
n

x M N N M n N x M


        ( nx ― нескінченно велика) 

1. lim 1n
n

n


 ;  2. lim 0
!

n

n

a
n

 ;  3. !lim 0nn

n
n

 ;  4. loglim 0, 1a
n

n a
n

  ;   

5. 1lim 1 , 2,7182...
n

n
e e

n

    
 

;  6. !lim 1
2

n

n

n e
nn

   
 

 (формула Стирлінга). 

 
3.2.2. Границя функції. Основні теореми 

Число A  називається  границею функції ( )y f x  коли  0x x , якщо для  
будь-якого як завгодно малого числа 0   знайдеться число ( ) 0    , таке, 
що як тільки 00 x x    ,  тоді ( )f x A   : 

0
lim ( )

x x
f x A


 . 

0
0lim ( ) 0 ( ) 0 :0 ( )

x x
f x A x x f x A     


            . 

Основні теореми 

1. 
0 0 0

lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

u x v x u x v x
  

   . 

2. 
0 0 0

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

u x v x u x v x
  

   . 

3.  0

0 0
0

lim ( )
( )lim lim ( ) 0
( ) lim ( )

x x

x x x x
x x

u x
u x v x
v x v x



 


 
  

 
. 
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4. Якщо ( ) ( ) ( )g x f x x   і 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

g x x A
 

  , тоді 
0

lim ( )
x x

f x A


 .  

5. Якщо ( ) ( )g x f x  для  x  з околу точки 0x , тоді 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

g x f x
 

 .  

Нескінченно малі і нескінченно великі функції 
Нескінченно велика функція:  

0
0lim ( ) 0 ( ) 0 : ( )

x x
f x M M x x f x M 


         . 

lim ( ) 0 ( ) 0 : ( )
x

f x M N M x N f x M


        . 

Нескінченно мала функція: 

0
0lim ( ) 0 0 ( ) 0 : 0 ( )

x x
x x x x       


           . 

lim ( ) 0 0 ( ) 0 : ( )
x

x N N x N x    


         .  

Зв'язок між нескінченно малими та нескінченно великими функціями:  

Якщо ( ) 0x   і ( ) 0x   при 0x x ( x  ) тоді 1
( )x

 .  

Границя функції на нескінченності:   
lim ( ) 0 ( ) 0 : ( ) .

x
f x A N x N f x A  


          

 
3.2.3. Однобічні границі 

Число A  називається  правою границею (границею зправа) функції ( )f x  
коли 0x x , якщо для будь-якого як завгодно малого числа 0   знайдеться  

число ( ) 0     таке, що як тільки 00 x x    ,  тоді  ( )f x A   :  

0
0

0
lim ( ) ( 0)

x x
f x f x A

 
   . 

Аналогічно можна навести визначення  лівої границі (границі зліва): 

0
0 0

0
lim ( ) ( 0) 0 ( ) 0 : 0 ( )

x x
f x f x A x x f x A     

 
             

 
3.2.4. Перша та друга визначні границі. Деякі важливі границі  
функції.  

Перша визначна границя  
0

sinlim 1
x

x
x

  та її наслідки: 

0
lim 1

sinx

x
x
 , 

0

arcsinlim 1
x

x
x

 , 
0

tglim 1
x

x
x

 , 
0

arctglim 1
x

x
x

 . 
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Друга визначна границя  1lim 1
x

x
e

x

   
 

 і 
1

0
lim (1 ) x
x

x e


  ; 

, 1
lim

0, 0 1
x

x

a
a

a

 
   

 ;  
0, 1

lim
, 0 1

x
x

a
a

a


   

;  
, 1

lim log
,0 1a

x

a
x

a

 
   

 

lim 0
n

xx

x
e

 ;  lnlim 0nx

x
x

 ;   lim arctg
2x

x 


  ;   
,

lim arcctg
0,x b

b
x

b




 
   

.  

Дві нескінченно малі функції ( )x  і ( )x  називаються еквівалентними 

( ) ~ ( )x x   при 0x x ,  якщо 
0

( )lim 1
( )x x

x
x




 . 

Таблиця еквівалентних нескінченно малих функцій    00x x x   : 

№ Нескінченно мала функція Еквівалентна функція 
1 sin ( )x  ( )x  
2 tg ( )x  ( )x  
3 arcsin ( )x  ( )x  
4 arctg ( )x  ( )x  

5 1 cos ( )x  2( ) 2x  

6 ( ) 1xe   ( )x  

7 ( ) 1xa   ( ) lnx a   

8 log (1 ( ))a x  ( ) logax e   
9 ln(1 ( ))x  ( )x  

10 (1 ( )) 1mx   ( ),m x m R   

 
3.2.5. Неперервність функції. Класифікація точок розриву   

Функція ( )y f x  називається неперервною в точці 0x , якщо вона визначе-
на в деякому околі 0( )O x  точки 0x   та  

0
lim 0
x

y
 

  , де 0x x x   ― приріст 

аргументу, 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )y f x x f x f x f x        ― приріст функції. 
Основні елементарні функції неперервні там, де вони визначені.   
Основні теореми 
1. Якщо функції ( )f x  і ( )g x  неперервні в точці 0x x , то в цій точці бу-

дуть неперервними функції ( ) ( )f x g x , ( ) ( )f x g x  та 0
( ) ( ( ) 0)
( )

f x g x
g x

 . 
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2. Якщо функція ( )u x  неперервна в точці 0x x  і функція ( )y f u  не-
перервна в точці 0 0( )u x , то складена функція ( ( ))y f x  буде неперервна 
в точці  0x x . 

Функція, неперервна в кожній точці інтервалу ( , ),a b a b , називається  не-
перервною на цьому інтервалі. 

Визначення неперервності можна дати мовою границь:   

0 0 0
0

0 0
lim ( ) lim ( ) lim ( ) ( )

x x x x x x
f x f x f x f x

    
   .                 (3.1) 

 Якщо в якій-небудь точці x x   для функції ( )y f x  не виконується хоча 
б одна з умов неперервності (3.1), то при x x   функція ( )f x  називається роз-
ривною, а точка x x   називається точкою розриву функції ( )f x .  

Класифікація точок розриву 

1. ( 0) ( 0) ( )f x f x f x      , тоді x x   ― точка усувного розриву.  
Якщо покласти ( ) ( 0)f x f x   , дістанемо вже неперервну функцію. 
2. Однобічні границі ( 0)f x   існують, скінчені, але ( 0) ( 0)f x f x    . 
Тоді точка x x   називається точкою розриву першого роду, а величина  

( 0) ( 0)f x f x       називається стрибком функції в точці x x  .  
3. Хоча б одна з однобічних границь ( 0)f x   дорівнює нескінченності. 
Тоді точка x x   називається точкою розриву другого роду. 
4.  Хоча б одна з однобічних границь ( 0)f x   не існує.  
Тоді точка x x   називається точкою суттєвого розриву.  

Властивості неперервних функцій   
Теорема Вейерштрасса. Неперервна на відрізку  ,a b  функція ( )f x  до-

сягає на цьому відрізку свого найбільшого та найменшого значень. 
Перша теорема Больцано-Коші. Якщо функція ( )f x  неперервна на 

відрізку  ,a b  і ( ) ( ) 0f a f b  , тоді в середині цього відрізку знайдеться хоча б 
одна точка ( )x c a c b    така, що ( ) 0f c  .  

Друга теорема Больцано-Коші. Якщо функція ( )f x  неперервна на від-
різку  ,a b  і ( ) , ( ) ,f a f b      , то для будь-якого числа :      на 

відрізку  ,a b  знайдеться точка ( )x c a c b    така, що ( )f c  .  
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§ 3.3. Похідні функції дійсного аргументу 

3.3.1. Визначення та зміст похідної. Таблиця похідних  

Похідною функції ( )y f x  в точці x  називається скінчена границя відно-
шення приросту функції y  в цій точці до приросту аргументу x , коли при-
ріст аргументу прямує до нуля будь-яким чином. 

0 0

( ) ( )( ) lim lim
x x

y f x x f xf x
x x   

     
 

. 

Для того щоб функція була диференційована в точці 0x  необхідно щоб 

вона була в цій точці неперервна.  
Геометричний зміст похідної:  
Значення похідної функції ( )f x  в точці 0x  чисельно дорівнює тангенсу 

кута нахилу дотичної до графіка функції ( )y f x  в точці з абсцисою 0x x . 

Механічний зміст похідної: 
Швидкість — похідна шляху за часом t :  ( ) ( )v t S t . 

Прискорення — похідна швидкості за часом t : ( ) ( )a t v t . 
А також:  
Лінійна густина неоднорідного стрижня — похідна від маси ( )m x  за дов-

жиною x : ( ) ( )x m x  . 
Сила електричного струму — похідна від кількості електрики ( )Q t  за ча-

сом t : ( ) ( )I t Q t . 
Теплоємність — похідна від кількості теплоти ( )T  за температурою T : 

( ) ( )c T T . 
Швидкість хімічної реакції ― похідна від кількості речовини ( )N t , що 

вступила в реакцію, за часом t : ( ) ( )t N t  .  
Взагалі, якщо функція ( )y f x  описує деякий процес, то її похідна є шви-

дкістю зміни цього процесу.  

 Дотична і нормаль до кривої 

Рівняння дотичної до кривої  ( )y f x  в точці 0 0 0( ; )M x y  має вигляд 

0 0 0( )( )y y f x x x   . 
Рівняння нормалі  до кривої  ( )y f x  в  точці  0 0 0( ; )M x y  має вигляд 

0 0
0

1 ( )
( )

y y x x
f x

   


. 
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Таблиця похідних основних елементарних функцій та  
основні правила диференціювання    

Основні правила диференціювання 

1 ( )u v u v      
2 ( )u v u v uv      
3 ( ) ( )C u C u    
 
4 2 , 0u u v uv v

v v

      
 

 

5 ( ) ( )xy f u u x    , якщо ( ), ( )y f u u u x   
 
6 

1( )
( )

y x
x y

 


, ( )y x  і ( )x y  взаємообернені 

7 ( ) ( )
( ) ( )x

y y t y ty
x x t x t
    

 — похідна параметричної функції  

Похідні основних елементарних функцій 

0C   

1x     1u u u       

2
1 u
u u

     
 

   2
uu

u
   

1(ln )u u
u

      1log
lna u u

u a
   ,  

0, 1a a   

 u ue e u      lnu ua a a u    ,  0, 1a a   

(sin ) cosu u u    (cos ) sinu u u     

2
1(tg )

cos
u u

u
    2

1(ctg )
sin

u u
u

     

2
1(arcsin )

1
u u

u
  


 

2
1(arccos )

1
u u

u
   


 

2
1(arctg )

1
u u

u
  


 2

1(arcctg )
1

u u
u
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3.3.2. Диференціал функції 

Диференціалом dy  функції ( )y f x   в точці x  називається  лінійна части-

на її  приросту:  ( ) ( ),
dy

y f x x x      де ( ) ~ ( ) ( 1)nx C x n      при 0x  . 

Так як 1x dx   , тоді  ( )dy f x dx .  

Властивості  диференціала функції  
1. 0dC  ;  2. ( )d Cu Cdu ;  3. ( )d u v du dv   ; 4. ( )d uv udv vdu  ;   

5. 2
u vdu udvd
v v

   
 

; 6. ( )dy f u du ― поза залежністю від того, чи є змінна u  

незалежною змінною або функцією від x  (властивість інваріантності форми 
диференціалу першого порядку).  

0 0 0( ) ( ) ( )f x x f x f x x      ― формула наближеного обчислення зна-
чення функції. 

 
3.3.3. Похідні та диференціали вищих порядків. Похідні  
n  го порядку для деяких функцій 

 ( ) ( 1)( ) ( )n nf x f x 
 ― похідна n  го порядку ( , 2)n N n   

 1n nd y d d y  ― диференціал  n  го порядку ( , 2)n N n  ; ( )( )n n nd y y x dx . 

1.  ( )
!

nnx n ;  2.  ( )
( 1)( 2)...( 1) ,

nm m nx m m m m n x m n      ; 

3. ( )(sin ) sin
2

n nx x    
 

;  4. ( )(cos ) cos
2

n nx x    
 

;  5. ( )( )x n xe e ; 

6. ( )( ) lnx n x na a a ;  7. 
1

( ) ( 1) ( 1)!(ln )
n

n
n
nx

x

 
 . 

Формула Лейбніца  
( ) ( 1) ( 1)( ) ( 1) ( )( 1)( ) ...

2!
n n nn n nn nu v u v n u v u v n u v u v

                  . 

 
3.3.4. Деякі теореми про диференційовані функції 

Теорема Ролля. Якщо  функція ( )y f x  визначена і неперервна на відрі-
зку  ;a b , диференційована у всіх внутрішніх точках цього відрізку і на його  
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кінцях приймає рівні значення ( ) ( )f a f b , тоді на інтервалі  ;a b  знайдеться, 
хоча б  одна точка ( )c a c b  , така, що ( ) 0f c  . 

Теорема Лагранжа. Якщо функція ( )y f x  визначена и неперервна на 

відрізку  ;a b  і диференційована у всіх внутрішніх точках цього відрізка, тоді 

на інтервалі  ;a b  знайдеться, хоча б одна точка ( )c a c b  , така, що 
( ) ( ) ( )( )f b f a f c b a   . 

Теорема Коші. Якщо функції ( )f x  і ( )x  визначені і неперервні на відрі-
зку  ;a b , диференційовані у всіх внутрішніх точках цього відрізку та 

 ( ) 0 ;x x a b    , тоді на інтервалі  ;a b  знайдеться точка ( )c a c b  , така 

що має місце співвідношення   ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f b f a f c
b a c  





.  

 

3.3.5. Правило Лопіталя розкриття невизначеностей 
0
0

 
 
 

 і 
 

  
. 

Формули Тейлора і Маклорена 

0 0

( ) ( )lim lim
( ) ( )x x x x

f x f x
g x g x 





 ―  правило  Лопіталя  розкриття невизначенос-

тей 0
0

 
 
 

 та  
 
 

 (за умовою, що границя відношення похідних існує). Точка 0x  

може бути  або деякою певною точкою, або  символом нескінченності.  
( ) ( 1)

( 1)( ) ( ) ( ( ))( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ,
1! ! ( 1)!

n n
n nf a f a f a x af x f a x a x a x a

n n


  
       


 

(0;1)    —  формула Тейлора. 

( ) ( 1)
2 ( 1)(0) (0) (0) ( )( ) (0) ... ,

1! 2! ! ( 1)!

n n
n nf f f f xf x f x x x x

n n


 
     


(0;1)    — 

формула Маклорена. 
 

3.3.6. Локальні екстремуми функції. Умови монотонності та  
опуклості функції  

Точка 0x  називається точкою локального (місцевого) максимуму, якщо 
існує окіл 0( )O x  даної точки такий, що для всіх 0( )x O x  виконується нерів-
ність 0( ) ( )f x f x . Число 0( )f x  ― максимум функції ( )f x . 
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Точка 0x  називається точкою локального (місцевого) мінімуму, якщо іс-
нує окіл 0( )O x  даної точки такий, що для всіх 0( )x O x  виконується нерівність 

0( ) ( )f x f x . Число 0( )f x  ― мінімум  функції ( )f x . 

Точки мінімуму і максимуму називаються точками екстремуму функції.  
Точка 0x  називається критичною точкою першого роду функції ( )y f x , 

якщо значення 0( )f x  або дорівнює нулю, або не існує.   
Точки екстремумів функції потрібно шукати серед її критичних точок.  
Теорема Ферма. Якщо 0x  ― точка екстремуму диференційованої  функ-

ції ( )y f x , тоді 0( ) 0f x   (необхідна умова існування екстремуму в точці). 
Нехай 0x  — критична точка функції, яка в цій точці неперервна, й крім то-

го існує окіл даної точки, в якому  функція має похідну, з виключенням, мож-
ливо, самої точки 0x .  Тоді, якщо при переході зліва направо через критичну 

точку 0x  перша  похідна змінює знак з плюса на мінус, то точка 0x  — точка 

локального максимуму функції; якщо знак похідної змінюється з мінуса на 
плюс, то 0x  — точка локального мінімуму функції; якщо ж знак похідної не 

змінюється  — то в точці 0x  екстремум відсутній (достатні умови  існування 
екстремуму функції в точці).   

Отже, для того щоб дослідити функцію однієї змінної на екстремум необ-
хідно знайти спочатку її  критичні точки (необхідна  умова), визначити їхній 
характер (достатні умови) й обчислити відповідні значення функції.  

Точка 0x  називається точкою перегину функції, якщо при переході через 
цю точку крива змінює напрям опуклості.  

Нехай функція ( )y f x  визначена і неперервна в точці 0x  й двічі непере-
рвне диференційована в деякому околі даної точки. Тоді для того щоб точка 0x  
була точкою перегину необхідно і достатньо, щоб при переході через цю точку 
друга похідна змінювала свій знак.  

Зв’язок між поведінкою функції та знаками її першої і другої похідної на-
ведено в таблиці: 

Функція y  Похідна y   Графік функції y  Похідна y  
Зростає ( ) 0y x    Опуклий вгору ( ) 0y x   
Спадає ( ) 0y x    Опуклий вниз ( ) 0y x   
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3.3.7. Винаходження найбільшого та найменшого значень  
неперервної на відрізку функції  

Для знаходження найбільшого(найменшого) значень функції на відрізку 
необхідно: 

а) знайти критичні точки функції, які належать даному відрізку (характер 
цих критичних точок з’ясовувати не треба); 

б) обчислити значення функції в цих точках і на кінцях відрізка; 
в) вибрати з отриманих значень найбільше (найменше) значення.  
 
3.3.8. Асимптоти графіка функції 

Пряма  x a  називається вертикальною асимптотою кривої ( )y f x , 
якщо lim ( )

x a
f x


 , або якщо хоча б одна з однобічних границь нескінченна. 

Пряма y kx b   називається похилою асимптотою кривої ( )y f x  при 
x  , якщо  lim ( ) ( ) 0

x
f x kx b


   . Коефіцієнти похилої асимптоти знахо-

дяться з співвідношень:  ( )lim ; lim ( )
x x

f xk b f x kx
x 

   . Зокрема, якщо 0k  , 

маємо горизонтальну асимптоту y b , де lim ( )
x

b f x


 . Інколи необхідно 

окремо досліджувати випадки, коли  x   і x  . 
 
3.3.9. Загальна схема дослідження та побудови графіка функції 

Для дослідження і побудови графіка функции треба з’ясувати: 
а) область визначення функции, точки розриву; 
б) точки перетину з координатними осями; 
в) парність, періодичність та область значень;  
г) поведінку функції в околі точок розриву. Рівняння вертикальних і  
похилих  асимптот; 
д) екстремуми функції. Інтервали  монотонності функції; 
е) точки перегину функції. Інтервали опуклості функції. 
Ескіз графіка функції повинен проходити через знайдені характерні точки і 

враховувати характерні риси (опуклість, асимптоти, якщо вони є, парність тощо). 
 
3.3.10. Еластичність функції 

Відносним приростом деякої величини називається відношення  приросту 
цієї величини до її початкового значення. 
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Для функції ( )y f x  ― відносний  приріст аргументу xx
x




  та віднос-

ний приріст функції ff
f




 .  

Еластичністю функції ( )y f x  називається границя відношення віднос-
ного приросту функції до відносного приросту аргументу, коли останній пря-

мує до нуля, тобто  
0

( )( ) limf
x

f xE x
x




 . 

 Для обчислення еластичності функції використовують формулу: 

( ) ( )
( )f
x x dyE x f x

f x y dx
    . 

Звідси випливає, що еластичність функції показує наближено на яку кіль-
кість відсотків змінюється функція, коли аргумент змінюється на 1%.  

Властивості еластичності. 

1.  ( ) ln( )f
fE x x x f x T
f
       , де   ( )ln( )

( )
f xT x
f x
   ― темп зміни 

функції.  

2.  ( ) ( ) ( ) ( )uv u v
x x xE x uv u v E x E x

uv u v
        . 

3. / ( ) ( ) ( )u v u v
u xv x xE x u v E x E x
v u u v

         
 

. 

4. 
11 1( )

( )f
x

x x fE x f x
f x f x E f


           

.  

Еластичність функції застосовується для аналізу зростання або спадання 
відносного приросту. Наприклад, в економіці еластичність використовується 
для аналізу попиту та споживання: попит вважається еластичним відносно ціни 
товару, якщо ( ) 1fE x  , і нееластичним, навпаки, коли ( ) 1fE x  .  

 
§ 3.4. Функції кількох змінних 

3.4.1. Основні визначення 

Якщо кожній точці 1 2( , , , ) ,nM x x x D  де ,nD R  за певним правилом 
(законом) відповідає певне значення ,u U U R  , то кажуть, що на множині D 
визначено функцію від  n змінних 1 2, , ..., ,nx x x  і записують 1 2( , , ..., ),nu f x x x  
або ( ).u f M  Множину D  називають областю визначення або областю існу- 
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вання функції, множину U ― областю значень функції. 

Сукупність усіх точок 1 2( , , , )nM x x x  n вимірного простору nR  і таких, 

що     2 20 0
0 1 1 n nMM x x x x       , де  0 0 0

0 1 2; ; ...; ,nM x x x  називають  

n вимірним  околом точки 0M  і позначають 0( )O M . 

Число а називають границею функції  1 2, , , nf x x x  в точці 0M , якщо 
для довільного 0   існує таке ( ) 0   , що для всіх точок 0,M M M , які 
лежать в  – околі точки 0M  виконується нерівність 1 2( , ,..., )nf x x x а   . 

Функцію 1 2( , , ..., )nu f x x x  називають неперервною в точці  0 0
0 1 ,..., nM x x ,  

якщо  0
0 0 0

1 2 1 2
, 1,2,...,
lim ( , ,..., ) , ,..., .

i i
n n

x x i n
f x x x f x x x

 
  

 
3.4.2. Частинні похідні. Диференціал першого порядку 

Нехай ( , )z f x y . По аналогії з означенням похідної функції однієї змінної 
маємо 

0

( , ) ( ; )( , ) limx
x

f x x y f x yf x y
x 

   


;  
0

( , ) ( , )( , ) limy
y

f x y y f x yf x y
y 

   


. 

Повний диференціал першого порядку функції двох змінних має вид  
( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )x y

f x y f x ydf x y f x y x f x y y dx dy
x y

       
 

. 

Застосування  диференціалу першого порядку: ( , ) ( , )f x y df x y   або 

0 0 0 0
0 0 0 0

( , ) ( , )( , ) ( , ) f x y f x yf x x y y f x y x y
x y

 
        

 
, 

що дає нам формулу наближеного обчислення значення функції. 

Похідна неявної  функції ( , ) 0F x y  , ( )y y x :  ( , )
( , )

x
y

F x yy
F x y


  


. 

Частинні похідні  неявної функції ( , , ) 0F x y z  :     

; yx
z z

FFz F x z F y
x F F z y F F z

     
       

      
 . 

Частинні похідні складеної функції  ( , )z f x y , де ( , ), ( , )x x u v y y u v  : 

;z z x z y z z x z y
u x u y u v x v y v
         

       
         

. 
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Повна похідна складеної функції  ( , )z f x y , де ( ), ( )x x t y y t  : 
dz z dx z dy
dt x dt y dt

 
   
 

. 

Якщо ( , , )u f x y z  та ( ) , ( )y y x z z x  , тоді  
du u u dy u dz
dx x y dx z dx

  
    
  

. 

 
 3.4.2. Нормаль і дотична площина до поверхні  

0 00
0 0 0( ) ( ) ( ) 0

M MM

F F Fx x y y z z
x y z

  
     

  
 —  рівняння дотичної 

площини  до  поверхні  ( , , ) 0F x y z    в  точці  0 0 0( ; ; )M x y z . 

0 0 0

0 0 0( ) ( ) ( )x y z

x x y y z z
F M F M F M
  

 
  

 —  канонічне  рівняння нормалі  до   поверх-

ні  ( , , ) 0F x y z   в  точці  0 0 0( ; ; )M x y z . 
Якщо  поверхня  задана своїм  явним рівнянням ( , )z f x y , тоді рівняння 

дотичної площині і нормалі до поверхні приймуть вигляд  

0 0 0 0
0 0 0

( , ) ( , )
( ) ( )

x y x y

z zx x y y z z
x y
 

    
 

; 

0 0 0

0 0 0 0( , ) ( , ) 1x y

x x y y z z
z x y z x y

  
 

  
. 

 
3.4.3. Похідні і диференціал другого порядку 

Частинні похідні другого порядку функції двох незалежних змінних: 
2 2 2

2 2
( , ) ( , ) ( , )( , ) , ( , ) , ( , )xx xy yy

f x y f x y f x yf x y f x y f x y
x yx y

      
  

 . 

Диференціал другого  порядку:  
2 2 2

2 2 2
2 22z z zd z dx dxdy dy

x yx y
  

  
  

. 

 
3.4.4. Екстремуми функції двох незалежних змінних  
Точка 0 0 0( , )M x y  називається точкою локального мінімуму (максимуму) 

функції ( , )z f x y , якщо існує окіл точки 0M  такий, що для всіх його точок, 

крім 0M , має місце нерівність 0( ) ( ) 0f f M f M    ( 0( ) ( ) 0f f M f M    ). 
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Необхідні умови існування екстремуму в точці. Якщо функція ( , )z f x y  
має в точці 0M  локальний екстремум, то її частинні похідні першого порядку в 
цій точці дорівнюють нулю або не існують.  

Достатні умови існування екстремуму функції двох змінних в точці. 
Нехай функція ( , )z f x y  має неперервні частинні похідні другого порядку в 
стаціонарній точці 0 0 0( ; )M x y  та деякому її околі. Покладемо   

2 2
0 0 0 0
2

0 0 2 2
0 0 0 0

2

( , ) ( , )

( , )
( , ) ( , )

f x y f x y
x yxx y

f x y f x y
x y y

 
 

 
 

  

. 

І. Якщо 0 0( , ) 0x y  , тоді в точці 0M  функція має екстремум, причому, 

якщо 
2

0 0
2

( , ) 0f x y
x





 то це буде локальний максимум, якщо  

2
0 0
2

( , ) 0f x y
x





 — 

локальний мінімум. 
ІІ.  Якщо 0 0( , ) 0x y   — в точці  0M  екстремуму немає. 
ІІІ. Якщо 0 0( , ) 0x y   — сумнівний випадок, треба провести додаткові 

дослідження.  
 

§ 3.5. Метод найменших квадратів 

Нехай  проведено n  незалежних вимірів деякої величини y , в результаті 
яких отримана наступна таблиця ( y ― функція від x ): 

x  1x  2x   nx  
y  1y  2y   ny  

Будемо шукати лінійне наближення функції y kx b  . Назвемо відхилом в 
точці ix  різницю між відповідним значенням iy  з таблиці та розрахунковим 

значенням: ( ), 1,2,i i iy kx b i n      .  Зайдемо суму квадратів відхилів   

 22

1 1
( , )

n n
i i i

i i
kx b y F k b

 
      

та дослідимо функцію ( , )F k b  на екстремум. Застосуємо необхідні умови існу-
вання екстремуму функції двох змінних. Дістанемо лінійну  систему відносно  
змінних  k  і b  
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2

1 1 1

1 1

;
( , ) 0
( , ) 0

n n n
i i i i

k i i i
n nb

i i
i i

k x b x x y
F k b
F k b

k x b n y

  

 


 

  
      



  

 
. 

Дана система має єдиний розв’язок  

1 1 1 1 1
2

2

1 1

,

n n n n n
i i i i i i

i i i i i
n n

i i
i i

n x y x y y k x
k b

n
n x x

    

 

  

 
 

   
 

    

 
. 

Для отриманих значень параметрів k  і b  функція ( , )F k b  досягає свого мі-
німуму, отже, пряма y kx b   найменше відхиляється від заданих точок ( , )i ix y , 

1,i n . У випадку нелінійного наближення треба змінити вид відхилів i .    
  
3.6. Елементи теорії поля 

3.6.1. Скалярне поле. Похідна за напрямом. Градієнт  

Область V  простору, кожній точці M  якої поставлено у відповідність зна-
чення деякої скалярної величини,  називається  скалярним полем.  

Наприклад, у тривимірному просторі в системі координат Oxyz  стаціонар-

не скалярне (просторове) поле задається функцією ( , , )u u x y z . Скалярне поле, 

яке задається функцією ( , )u u x y , називається  плоским.  

Геометрично плоскі скалярні поля зображаються за допомогою ліній рівня 
( , )u x y c , а просторові ― за допомогою поверхонь рівня  ( , , )u x y z c .  

Швидкість зміни поля ( )u u M  в точці визначається похідною за напрямом. 

cos cos cosu u u u
l x y z

  
   

  
   

 ― похідна скалярного поля  ( , , )u u x y z  за 

напрямом вектора l ,  напрямні косинуси якого  дорівнюють  cos , cos , cos   .  

grad u u uu i j k
x y z
  

  
  

 ―  градієнт функції  ( , , )u u x y z  в точці M .  

Зв'язок між похідною за напрямом та градієнтом скалярного поля виража-

ється формулою:  grad
l

u np u
l





. 
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Швидкість зростання скалярного поля в довільній точці буде максималь-
ною у напряму градієнта.  

Похідна за напрямом вектора, перпендикулярного до градієнта, дорівнює 
нулю.  

Вектор-градієнт у кожній точці поля перпендикулярний до поверхні рівня, 
яка проходить через цю точку.  

Основні властивості градієнту: 

2

grad ( ) grad grad ; grad ( ) grad ;
grad ( ) grad grad ;

grad gradgrad ; grad ( ) grad .

u v u v Cu C u
u v u v v u
u v u u v ff u u
v uv

   
    

          

 

 
3.6.2. Векторне поле. Дивергенція. Ротор (вихор) 

Область V  простору, кожній точці M  якої поставлено у відповідність зна-
чення деякої векторної  характеристики ( )F M , називається векторним полем.  

Якщо ( ) ( , ) ( , ) ( , )F M F x y P x y i Q x y j   , 2( , )M x y D R  , тоді ми маємо 

плоске векторне поле. 
Просторове векторне поле  визначається  завданням  векторної функції  

( ) ( , , ) ( , , ) ( , , )F M P x y z i Q x y z j R x y z k   , 3( , , )M x y z V R  . 

Для оцінки зміни векторного поля використовують оператор Гамільтона 

або  набла-оператор ( оператор): i j
x y
 

  
 

 ―   якщо поле плоске та  

i j k
x y z
  

   
  

 ―   якщо  поле просторове.  

Оператор Гамільтона має властивості і вектора, і диференціального опера-

тора.  Наприклад, grad u u uu i j k u
x y z
  

    
  

. 

Ротором  векторного поля   ( ) ( , , ) ( , , ) ( , , )F M P x y z i Q x y z j R x y z k    
називають векторну величину  

rot .

i j k
R Q P R Q PF i j k
y z z x x y x y z

P Q R

                                  
 

За допомогою   оператора  можна записати, що  rot F F . 
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Основні властивості ротору:  

1 1 2 2 1 1 2 2rot ( ) rot rotk F k F k F k F    , де 1 2,k k R ; 

rot ( ) grad rotu F u F u F     . 
Якщо rot ( ) 0F M   у довільній точці M , то векторне поле ( )F M  назива-

ють безвихровим. Якщо gradF u , де ( , , )u x y z ― деяка скалярна функція, то 

векторне поле називається потенціальним.  
Дивергенцією векторного поля ( )F M  в точці M називають скалярну вели-

чину  

 ( ) ( ) ( )div ( ) P M Q M R MF M
x y z

  
  

  
, якщо поле просторове;  

( ) ( )div ( ) P M Q MF M
x y

 
 

 
, якщо  поле плоске.  

За допомогою  оператора  можна  записати,  що  div F F   . 
Основні властивості дивергенції : 

1 1 2 2 1 1 2 2div ( ) div divk F k F k F k F    , де  1 2,k k R ; 

div ( ) grad divuF u F u F   ;  

1 2 1 2 1 2div ( ) rot rotF F F a a F     . 

Якщо div ( ) 0F M   у довільній точці області, то поле ( )F M називають со-

леноїдним або трубчастим.  
Якщо векторне поле соленоїдне та потенціальне(безвихрове), то його нази-

вають гармонічним або лапласовим.  
Оператором Лапласа називається диференціальний оператор виду  

2 2 2

2 2 2x y z
  

   
  

. 

Так як   2div(grad )u u u u     , тоді  2   .  

Рівняння 0u   або 
2 2 2

2 2 2 0u u u
x y z
  

  
  

 називається рівнянням  Лапласа, 

а функція, яка задовольняє це рівняння, називається  гармонійною функцією.  
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3.7. Завдання для самостійного розв’язування  

ЗАДАЧА 1.  

Обчислити границі функцій (не користуючись правилом Лопіталя). 

1.1. 
29 5 4 3) lim ;

x

x x xa
x

    20

1 cos) lim ;
x

xc
x

  

 3 2

32

3 9 2) lim ;
6x

x x xb
x x

  

 
 

2 51) lim
3

x

x

xd
x





 
  

. 

1.2. 
   
   

3 3

2 2
1 1

) lim ;
1 1x

x x
a

x x

  

  
  0

1 cos) lim ;
1 1x

xc
x x



 
 

 

21

1) lim ;
6 3 3x

xb
x x



 
 

2
2

2
1) lim
1

x

x

xd
x

 
   

. 

1.3. 
3 2

3
0,2 7 2 0,01) lim ;

3 4 0,06x

x x xa
x x

  

 
 

2

20

sin
4) lim ;

x

x

c
x

 

 2

3

12) lim ;
2 4x

x xb
x x

 
  

  1
1

) lim 3 2
x
x

x
d x 


 . 

1.4. 
2 4

2 4
1 4 5 0,(3)) lim ;

3 1,5x

x x xa
x x x

  

 
 20

1 cos3) lim ;
x

xc
x

  

 
24

12 4) lim ;
2 8x

x xb
x x

  

 
    ) lim 2 3 ln 2 ln

x
d x x x


     . 

1.5. 2 2) lim 1 1 ;
x

a x x x


    
 

 
5

20

cos cos) lim ;
x

x xc
x

  

 
23

10 4) lim ;
2 21x

x xb
x x

  

 
      ) lim 4 ln 2 3 ln 5 3

x
d x x x


      . 

1.6. 
3 2

2
0,001 0,1 1) lim ;

0,1 10 5x

x x xa
x x

  

 
 

0

2) lim ;
1 cos2x

x arctg xc
x




 

 
22

2 6) lim ;
6x

x xb
x x

  

 
  

3
2

2
) lim 2 3

x
x

x
d x 


 . 
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ЗАДАЧА 2.  

Знайти похідні функцій: 

2.1. 2
4) arctg4 ;a y x
x

   
3

3
cos 2

) ;
sin 2

x a t
c

y b t

 



 

  ln) sin ;xb y x  ) x yd e xy  . 

2.2. ) ln ;e xa y
e x





  2

arccos2
) ;

arcsin 1

x t
c

y t


  

 

 ln) ;xb y x  2 2 2) ,d x xy y a a const    . 

2.3. 
1 tg) ;
1 tg

xa y
x





  23

2 4

2
) ;

4

x t t
c

y t t


 


  

 

 1) ;
1

xxb y
x
    

 2 2 2) 0xyd e x y    

2.4. 2) arcsin 1 ;a y x x x     
ln cos

) ;
lnsin

x t t
c

y t t
 

  
 

  ln) sin ;xb y x  6 3) 0xd x y ye  . 

2.5. 
2

2
1) ;
1

xa y
x





 

ln
) ;1 1

2

x t
c

y t
t



      

 

 2
1

) ;xb y x  ) cos( ) 0yd xe x y    

2.6.  3) cos ln ;a y x  3
2 sin 2

) ;
sin

x t t
c

y t

 



 

  ) tg ;xb y x   ) cosyd xy
x
  

ЗАДАЧА 3.  

Знайти рівняння дотичної та нормалі до кривої на площині в точці А: 
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3.1. 2ln 1 , (0;0)y x x A    
 

. 3.4.  3 ln , 1,0y x x A . 

3.2. 3 22 , ( 1;1)y xy x A   . 3.5.  3 2 22 5 5 0, 1;1y x x y x A      

3.3.  
ln ,

;
ln

x t t
A e e

y t t


 
. 3.6.  

cos
, 1;0

sin

t

t
x e t

A
y e t

 



 

ЗАДАЧА 4.  
Знайти інтервали монотонності та екстремуми  функції:  

4.1. 2 3 44 13 2
3 4

y x x x    . 4.4.  32 21 4 4 4
3

y x x x x     . 

4.2. 2 3 435 6 4
4

y x x x    . 4.5.    33 1y x x    

4.3.  32 21 4 4 4
3

y x x x x     . 4.6.   33 1y x x    

ЗАДАЧА 5.  
Знайти найбільше та найменше значення функції ( )f x  на відрізку  ;a b :      

5.1. 
32cos2 cos4 , 0;
4

y x x      
. 5.4.  3 3 , ln3;ln3xy e x    . 

5.2.  2
2 1ln , 1;5

2
xy

x





. 5.5.  9 , 4; 1y x
x

      

5.3. 22cos cos2 , ;
4 4

y x x       
. 5.6.  

2 8 , 3;0
1

xy
x


 


 

ЗАДАЧА 6. 
Провести повне дослідження і побудувати графік функції: 

6.1. 
2 1xy
x


 . 6.4. ln( 1)y x x   

6.2. 
3

xy
x




. 6.5. 22(2 ) xy x e   

6.3. ln( 1)y x x   . 6.6. 2 1
xy

x
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ЗАДАЧА 7. 
Обчислити наближено за допомогою диференціального числення:  

7.1.  3,02
2 0,97 . 7.4.  3 3ln 2,02 0,98 8    

. 

7.2.  3ln 4,02 0,97 . 7.5.    4 57 3,03 1,98 15  . 

7.3.    3 2
10

4,98 5,03
. 7.6.  21,04

arctg
0,98

 

ЗАДАЧА 8. 
Визначити дивергенцію та ротор векторного поля:  

8.1. 2 2 2F x i y j z k   . 8.4. 2 24F xyz i y z j yz k   . 

8.2. 2 2( 1) 2 ( 1)F x i y j z k     . 8.5. 
2 2(2 3 9 ) ( 6 )F xy y y i x xy j    

. 

8.3. 2 3( )F x y i x z j xy k    . 8.6. 2 2(2 4 ) 2 ( 2 )F x y i zy j z xy k      

 
§ 3.8. Приклади тестових завдань  

Диференціальне числення функції однієї змінної 

У завданнях 1 — 11 виберіть одну вірну на вашу думку відповідь та позна-
чте її у бланку відповідей. 

1. Дві нескінченно малі функції ( )x  і ( )x  називаються еквівалентними, якщо  

a б в г 

0

( )lim 0
( )x

x
x




  
0

( )lim
( )x

x
x




   
0

( )lim 1
( )x

x
x




  
0

( )lim
( )x

x
x




не існує 

2. Чому дорівнює похідна від функції ( ( ) ) ( ( ) ), , , , constu x c av x b a b c    ? 

a б в г 

u av   ( )u c av  
( )a u v uv

bu acv
  

  
 ( )u av b    

3.  Нехай пряма y kx b   — асимптота кривої  ( )y f x , коли  x  . Чому 
дорівнює k ? 
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a б в г 

( )f x  ( )lim
x

f x
x

 lim ( )
x

f x


  lim ( )
x

f x kx


  

4. Прискорення матеріальної точки, що рухається за законом  ( )s s t   у момент 
часу 0t  дорівнює 

a б в г 
0( )s t  ( )s t  0( )s t  0( )s t  

5. На якому рисунку функція, що задана графіком, спадає  на відрізку  1;2 ? 

a б в г 

6. Обчислити границю  lim 1
x

x x


  . 

a б в г 
  0 1 1/2 

7. Обчислити границю 
0

ln(1 3 )lim
6x

x
x

 . 

a б в г 
  0,5 1 0 

8. Обчислити границю 
21lim 1

2

x

x x





  
 

. 

a б в г 
0 1 2e  1e  

9. На рисунку зображений графік функції  

( )y f x  та  дотична до нього в точці  

1 ;1
3

A 
 
 

. Знайдіть 1
3

f   
 

. 

 

1 1 1 1 

у 

1/ 3  

1 

х 0 

А 
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a б в г 

1 3  
1
3

 3  

10. Знайти похідну функції  
3 2x xy

x


 . 

a б в г 

2x  3
11
x

  21
x

  11
x

  

11. Знайти значення другої похідної функції ln 2y x  в точці 0 1x   

a б в г 
1  0 2 1 

Розв’язання задач 12—15 повинно мати обґрунтування. Запишіть послідо-
вні логічні дії та пояснення. Якщо потрібно проілюструйте розв’язання завдань 
схемами, графіками, таблицями. Перенесіть відповідь до бланку відповідей. 

12. Матеріальна точка рухається вздовж прямої за законом  2 36s t t  . Яка її 
найбільша швидкість? 

13. Довести, що функція 2 3
1 2

5
6 36

x x xy C e C e      задовольняє диференціаль-

не рівняння 5 6y y y x    . 

14.  Порівняйте  
 1) ( 1)f    та (0)f  ; 
 2) (3)f   та (1)f  .  
 3) Знайдіть (3) (2)f f  . 

 

 

 

 

15. В  якій точці графіка 2
1y
x

  треба провести дотичну, щоб площа трапеції, 

обмеженої цією дотичною та прямими 0, 1, 2y x x   ,  була найбільшою? 

x 

y 

0 1 
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КОМЕНТАР ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ ТЕСТОВИХ ЗАВДАНЬ 

Завдання  1. Правильна відповідь: в.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: порівняння  
нескінченно малих величин, умова еквівалентності).  
Завдання  2. Правильна відповідь: в.  

Розв’язання.  

  ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

u c av b u c av b u c av b u av b u c av
a u v uv bu acv

                

      
 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: основні фор-
мули диференціювання). 
Завдання  3.  Правильна відповідь: б.  
 (Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: асимптоти 
кривих та їх властивості). 

Завдання  4.  Правильна відповідь: г.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: механічний 
зміст другої похідної). 

Завдання  5.  Правильна відповідь: в.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: залежність по-
ведінки функції від знака похідної). 

Завдання  6.  Правильна відповідь: б.  
Розв’язання.  

    1 1 1lim 1 lim lim 0
1 1x x x

x x x x
x x

x x x x  

   
    

   
. 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: розкриття не-
визначеностей, що зводяться до основних типів). 

Завдання  7.  Правильна відповідь: б.  

Розв’язання.  
0 0

ln(1 3 ) 3lim ln(1 3 ) 3 , 0 lim 0,5
6 6x x

x xx x x
x x 


     . 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: таблиця екві-
валентних нескінченно малих величин). 



Розділ  3 

 

69 

Завдання  8.  Правильна відповідь: г.  

Розв’язання. 
12 2

11 1lim 1 lim 1
2 2

x x

x x
e

x x




 

                
. 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: друга визначна 
границя та її обчислення). 

Завдання  9.  Правильна відповідь: б.  

Розв’язання. Значення похідної  1/ 3f    з  

геометричної точки зору — це тангенс кута нахилу 
дотичної до кривої в точці  А  до  додатного напряму  

осі абсцис, тобто   1 3
1/ 3

A
A

y
x

  .  

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: геометричний 
зміст похідної, дотична до кривої ). 

Завдання  10.  Правильна відповідь: г.  

Розв’язання.    
3 2 12 1x xy x x

x x

        
 
 

. 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: похідні основ-
них елементарних функцій). 

Завдання  11.  Правильна відповідь: а.  

Розв’язання.   2
(2 ) 1 1 1ln 2 ; (1) 1
2
xy x y y
x x x x

             
 

. 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: похідні вищих 
порядків, обчислення значення похідної функції в точці). 

Завдання  12.   
Розв’язання.  По-перше, знайдемо швидкість матеріальної точки. 

 2 3 2( ) ( ) 6 12 3v t s t t t t t     . 

Для того, щоб знайти найбільшу швидкість матеріальної точки, дослідимо 
функцію ( )v t  на екстремум, точніше на максимум за умовою, що 0t  . Знахо-
димо критичні точки цієї функції.  

 2( ) 0 12 3 0 12 6 0 2v t t t t t          . 

у 

1
3

 

1 

х 0 

А 
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Отже, функція має єдину критичну точку. З  достатніх умов існування екс-
тремуму в точці випливає,  що так як  ( ) 4v t   ,  то в точці  2t   функція набу-
ває свого максимального значення, що дорівнює (2) 24 12 12v     м/с. 

Відповідь:  max 12v   м/с.  

Завдання  13.   
Розв’язання.  Щоб переконатися в тому, що  задана функція  задовольняє 

рівняння 5 6y y y x    , потрібно знайти першу та другу похідні  функції та 
підставити в указане рівняння. Отже,  

2 3 2 3
1 2 1 2

2 3 2 3
1 2 1 2

5 12 3
6 36 6

12 3 4 9
6

x x x x

x x x x

xy C e C e C e C e

y C e C e C e C e

         
 

       
 

. 

Тоді, підставляючи вирази для функції та її похідних в рівняння, дістаємо  

 

2 3 2 3 2 3
1 2 1 2 1 2

2 3 2 3 2 3
1 2 1 2 1 2

1 54 9 5 2 3 6
6 6 36

5 54 9 10 15 6 6
6 6

x x x x x x

x x x x x x

xC e C e C e C e C e C e x

C e C e C e C e C e C e x x

              
   

        
. 

Відповідь:  x x .  

Завдання  14.   
Розв’язання. Згідно рисунку в точці 1x    функція досягає максимуму, 

отже, ( 1) 0f    . На інтервалі   1;1 функція спадає, отже, (0) 0f   . Таким чи-
ном, ( 1) (0)f f   . В точках 1, 3x x   функція досягає відповідно мінімаль-
ного та максимального значень, отже, (1) (3) 0f f   . 

Остаточно, (3) (2) 0f f   . 

 
Відповідь:    ( 1) (0)f f   ,  (1) (3)f f  , (3) (2) 0f f   . 

x 

y 

0 1 3
1 

-2 
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2
1y
x

  

0 0( ; )A x y  

x 

y 
Завдання  15.   

Розв’язання. Побудуємо  рисунок 
та знайдемо  рівняння дотичної до графі-
ка функції в  точці 0 0( ; )A x y . Скористує-
мося  формулою 

0 0 0( )( )ty y y x x x   . 

Так як  0 2
0

1( )y x
x

 , та 0 3
0

2( )y x
x
  . Тоді   

02 3 2 3
0 0 0 0

1 2 3 2( ) ( )t
xy x x x

x x x x
     . 

Отже, площа трапеції, обмеженої дотичною  ( )ty x , вертикальними прями-
ми 1, 2x x   та віссю абсцис дорівнює 

0 2 3 2 3 2 3
0 0 0 0 0 0

(1) (2) 1 3 2 1 3 2 2 1 1( ) 1 3
2 2

t ty yS x
x x x x x x

     
             

   
. 

Дослідимо отриману функцію на екстремум для 0 0x  . Знайдемо критичні 
точки функції 0( )S x  та з’ясуємо їх характер.  Маємо  

 0
0 0 03 4 4

0 0 0

3 22 3( ) 3 3 ; ( ) 0 1,5xS x S x x
x x x

            
 

. 

Знаходимо (1) 3 0; (2) 3/16 0S S      . Звідси випливає, що точка 0
3
2

x    

є  точкою максимуму функції 0( )S x . Нам залишилось ще знайти ординату точ-

ки дотику: 0 2
1 4

9(1,5)
y   .  Отже, для того щоб площа вказаної трапеції  була 

максимальною, дотичну до кривої 2
1y
x

  треба провести в точці з координата-

ми  3 4;
2 9

 
 
 

.    

Відповідь:   координати точки дотику 3 4;
2 9

 
 
 

. 
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Диференціальне числення функції багатьох змінних 
Тестове  завдання  

У завданнях 1—4 виберіть одну вірну на вашу думку відповідь та позначте 
її у бланку відповідей. 

1. На якому  рисунку зображена  область визначення функції z x y  ? 

a б в г 

    
2. Для функції  2( ; )

2
x yF x y

x y





 обчислити  , ( , )F a b F b a . 

a б в г 
/a b  1 a b  ab  

3. Лінії рівнів (коли 1,2,...z  ) функції  
2

2
4
xz y   — це сімейство: 

a б в г 

гіпербол парабол еліпсів  концентричних 
кіл 

4. Для функції   4z
x y




  знайти grad z  в точці  (1;1) . 

a б в г 
2  1/ 2   2 2  1 

5.   Під час деформації циліндра його радіус R  зріс з  2  до 2,4  дм, а висота H  
зменшилася з 5 до 4,6. Обчислити  наближено зміну об’єму V  за формулою 

V dV   та визначити відносну похибку.   

6.  Показати, що площини, дотичні до поверхні 3xyz a , утворюють з коорди-
натними площинами  піраміди сталого об’єму. Визначити цей об’єм.  

х 

у 

0 х 

у 

0 х 

у 

0 х 

у 

0 
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КОМЕНТАР ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ ТЕСТОВИХ ЗАВДАНЬ 

Завдання  1.  Правильна відповідь: г.  

Розв’язання. 
2

0
0 0

y
x y y x x

y x

 


     




. 

Область визначення знаходиться в першому квадранті праворуч від гілки 
параболи x y . Для того щоб з’ясувати, яку частину площини треба заштри-

хувати, візьмемо довільну точку I квадранту та підставимо в нерівність x y . 
Якщо для даної точки нерівність виконується, то штрихувати потрібно у на-
прямку цієї точки. (Наприклад, для точки I квадранту (2;1) маємо 2 1 ).   
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: функція бага-
тьох змінних та область її визначення ).  
Завдання  2.  Правильна відповідь: б.  

Розв’язання.     2 2, ( , ) 1
2 2
a b b aF a b F b a

a b b a
 

   
 

. 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: обчислення 
значень функції багатьох змінних).  

Завдання  3.  Правильна відповідь: в.  
Розв’язання. Дійсно для фіксованих значень змінної  z c   

2 2 2
2 1

4 4
x x yc y

c c
     . 

Отже, ми отримали сімейство еліпсів з центром у початку координат та 
півосями 2 ;a c b c  .  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: лінії та повер-
хні рівня).  

Завдання  4.  Правильна відповідь: а.  
Розв’язання.  За відомою формулою  

                         22
(1;1) (1;1) (1;1)

grad x yz z z   . 

 (1;1)2 2 (1;1)
4 4; 1; 1

( ) ( )
x y x yz z z z

x y x y
           

 
. 

Тоді  
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1R  2R  

2H  1H  

2 2
(1;1)

grad ( 1) ( 1) 2z      . 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: частинні похі-
дні, градієнт функції  кількох змінних).  

Завдання  5.    
Розв’язання. За умовами за-

дачі 1 22; 2,4R R    і  1 5;H   

2 4,6H  . За відомою формулою  

об’єм циліндра  2V R H .  Тоді  

1 1M M

V VdV R H
R H

 
   
 

,  

де  1 2;5M , а  2,4 2 0,4R     та 

4,6 5 0,4H     . Тоді  

 
1 1

2
(2;5) (2;5)

2 20 4
M M

V VRH R
R R

    
   

 
. 

Отже, наближене значення зміни об’єму дорівнює  

 20 0,4 4 0,4 6,4dV        . 
Обчислимо тепер реальну зміну об’єму. Це можна зробити так: 

 2 2 2 2
2 2 1 1 2,4 4,6 2 5 6,496V R H R H              . 

Знайдемо тепер відносну похибку за формулою 100%V dV
V

  
 


. 

Отже, 6,496 6,4 100% 1,48%
6,496
 




   . Таким чином, наближена формула дає 

похибку менше  1,5%  вимірюваної величини.  

Відповідь:  6,4 ; 1,48%V     . 

Завдання  6.  

Розв’язання.  Візьмемо на поверхні  3 0xyz a   точку  0 0 0 0( ; ; )M x y z  та 
поведемо в цій точці дотичну площину до поверхні. Її рівняння таке 
 

00 0
0 0 0( ) ( ) ( ) 0x y z MM M

F x x F y y F z z        , 

де 3( ; ; )F x y z xyz a  .  Тоді  
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0 0 0 00 0
0 0 0 0 0 0, ,x y zM M M MM M

F yz y z F xz x z F xy x y        . 

Отже, дотична площина має вигляд  
0 0 0 0 0 0 0 0 03y z x x z y x y z x y z   . 

Запишемо рівняння отриманої площини у відрізках на осях:  

0 0 0
1

3 3 3
x y z
x y z

   . 

Таким чином, об’єм піраміди, що утворює дотична площина з координат-

ними осями, дорівнює  3
0 0 0 0 0 03 3 3 27 27V x y z x y z a     . 

В силу довільного вибору точки 0M  ми приходимо до висновку, що будь-
яка дотична площина до поверхні утворює з координатними осями піраміди 

сталого об’єму  327V a .  

Відповідь:  327V a .   
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РОЗДІЛ ЧЕТВЕРТИЙ  

ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ 
 

§ 4.1. Невизначений інтеграл 

4.1.1. Первісна та невизначений інтеграл 

Функція ( )F x  називається первісною неперервної на проміжку ,a b  фун-

кції ( )f x , якщо ( )F x  диференційована на ,a b  і для ,x a b   ( ) dFf x
dx

 .

 (Основна властивість первісної). Якщо функція ( )F x ― первісна функції 
( )f x  на відрізку  ,a b , то будь-яка інша первісна функції ( )f x  на цьому відрі-

зку має вигляд ( )F x C . 

Невизначений інтеграл ( ) ( )f x dx F x C   означає сукупність всіх перві-

сних функції ( )f x . 
Властивості невизначеного інтегралу  

1.  ( ) ( )f x dx f x     або   ( ) ( )d f x dx f x dx ;   2. 0 dx C  . 

3.  ( ) ( ) ( ) ( ) ,f x g x dx f x dx g x dx R            ;   

4. ( ) ( )f x dx f x C   ;  5. ( ) ( )f u du F u C  , в незалежності від того, чи є 

u  незалежною змінною, або ж функцією від x  — інваріантність форми 
невизначеного інтегралу.  

6. 1( ) ( ) , , 0f ax b dx F ax b C a b R a
a

       .  

 
4.1.2. Основні методи інтегрування. Таблиця інтегралів 

Відомі три основні методи інтегрування (знаходження інтегралів): 
І.  Безпосереднє інтегрування (метод розкладу) 

 
   

   
1

1

;
n

ni i
i i i

i
i i i

f x k f x
f x dx k F C

f x dx F x C




 
     

    





. 

ІІ. Формула заміни змінної (підстановки) у невизначеному інтегралі: 

   ( ) ( ) ( )f t t dt F t C     , 
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де ( )f x  ― неперервна, ( )x t  ― диференційована функція.    
ІІІ. Формула інтегрування частинами у невизначеному інтегралі 

udv uv vdu   , 

де  ( ), ( )u x v x ― диференційовані функції.  
У випадку застосування інтегрування частинами будуть корисними дві 

прості схемы (які природно не охоплюють всі випадки). Нехай ( )P x ― деякий 
поліном, а k ― дійсне число. Тоді доцільно застосувати наступні визначення: 



ln
I. ( ) II. arcsin (arccos ) ( )

sin arctg (arcctg )
cos

kx

kx

u dv

u
dv

e
x

aP x dx x x P x dx
kx x x
kx


 
 
 
 


  




  .   

За допомогою цих методів, як правило, при вдалої їх комбінації, з ураху-
ванням лінійності інтегралів переходимо до використання табличних інтегра-
лів. 

ТАБЛИЦЯ ОСНОВНИХ ІНТЕГРАЛІВ  

1. .du u C   12. 2 2
1 ln .

2
du u a C

a u aa u


 


  

2. 
1

, 1.
1

uu du C


 



   

  13. 2 2
1 ln .

2
du u a C

a u au a


 


  

3. ln .du u C
u
   14. 

2 2
2 2

ln .du u u a C
u a

   


  

4. .u ue du e C   15. ln tg .
sin 2
du u C

u
   

5. , 0, 1.
ln

u
u aa du C a a

a
     16. ln tg .

cos 2 4
du u C

u
    

   

6. sin cos .u du u C    17. 2 2
1 arctg .du u C
a aa u

 


  

7. cos sin .u du u C   18. 2 2
arcsin .du u C

aa u
 


  

8. 2 tg .
cos

du u C
u
   19. sh ch .u du u C   
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9. 2 ctg .
sin

du u C
u
    20. ch sh .u du u C   

10. tg ln cos .u du u C    21. 2 th .
ch

du u C
u
   

11. ctg ln sin .u du u C   22. 2 cth .
sh

du u C
u
    

 
4.1.3. Інтегрування елементарних раціональних дробів 

Першого типу:  lnA dx A x a C
x a

  
 . 

Другого типу:  
 

  1
.

1

k

k
x aA dx A C

kx a

 
  

 
  

Третього типу:  2
2 4 0Mx N dx p q

x px q


 
   ―  виділення повного  

квадрата у знаменнику із заміною 
2
px t  : 

2
2 2 2

2 2ln( ) arctg
2 4 4

Mx N M N Mp x pdx x px q C
x px q q p q p

  
     

   
 . 

Четвертого типа 
 

2

2

4 0
2k

Mx N p qdx
kx px q

   
    

  ―  за допомогою  

підстановки 
2
px t   даний інтеграл розкладається на інтеграли: 

     
2

2
2 2 2 2 2

,
2 4k k k

Mx N t dt p dt pdx M N M a q
x px q t a t a

        
    

   ,  

де                 
 

 
   

2 2

12 2 2 2 2 2

1 1
2 2(1 )

k k k

d t at dt

t a t a k t a



 

   
  ; 

     1 2 12 2 2 2 2 2 2

2 3
2 ( 1)2 ( 1)

k k k
dt t k dt

a kt a a k t a t a
 


 

   
  . 
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4.1.4. Інтегрування раціональних дробів  

При інтегруванні правильних раціональних дробів розглядають випадки: 
 Знаменник дробу має тільки прості дійсні корені. Тоді дріб може бути 

представлено у вигляді суми простіших дробів першого типу. 
 Знаменник дробу має тільки дійсні корені, деякі з них кратні. Тоді дріб 

представляються у вигляді суми  простіших дробів першого і другого  
типів. 

 Знаменник дробу поряд з дійсними коренями  має прості  комплексні ко-
рені. Тоді дріб представляється у вигляді суми дробів першого, другого і 
третього типів.  

 Знаменник дробу поряд з дійсними коренями  має також комплексні ко-
рені, деякі з них можуть бути кратними. Тоді дріб  розкладається на суму 
простіших дробів всіх чотирьох типів.   

У випадку, коли підінтегральний дріб є неправильним (степінь многочле-
на, що стоїть у чисельнику більше або дорівнює степеня многочлена, який сто-
їть в знаменнику), необхідно шляхом ділення чисельника на знаменник пред-
ставити його у вигляді  суми многочлена і правильного раціонального дробу.   

 
4.1.5. Раціоналізація інтегрування ірраціональних функцій 

       Підінтегральна функція    Підстановка  

( ) , , ,..., , , ,...,
pm r
qn sf x R x x x x m n q N

 
    
 

 

1,k kx t dx kt dt  ,  k ― загальний 

знаменник дробів ,...,m p
n q

 

( ) , , ,..., , , ,...,

, 0, , , ,

pm r
qn sf x R x u u u m n q N

ax bu ad bc a b c d R
cx d

 
    
 


   



 

, , ( )
k

k
k

ax b b d tt x dx r t dt
cx d c t a

  
  

  
 

k ― загальний знаменник дробів 

,...,m p
n q

 

2( ) , ,

, , , 0

f x R x ax bx c

a b c R a

    
 

 
 

Підстановки  Ейлера 
2

2

I. , 0

II. , 0

III. ( ) , 0

ax bx c z

z t a x a

z x t c c

z x t a b c  
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Диференціальний біном 
( ) ( ) ,

0, 0, , , , ,

m n pf x x a bx
a b a b R m n p Q

 
   

 

      1) p Z  ― розкрити дужки 
12) ,

13)

n k

n k

m Z a bx t
n

m p Z ax b t
n




  


   

 

k ― знаменник дробу p  

2 2( ) ,f x R x a x   
 

 sinu a t  або thu a t  

2 2( ) ,f x R x a x   
 

 tgu a t  або shu a t  

2 2( ) ,f x R x x a   
 

 
cos

au
t

  або chu a t  

 
4.1.6. Інтегрування тригонометричних функцій 

Підінтегральна 
 функція 

Додаткові  
умови Метод інтегрування 

1) ( ) cos cos
2) ( ) sin cos
3) ( ) sin sin

f x ax bx
f x ax bx
f x ax bx





 

 
0, 0a b   

 
 
 

1) 0,5 cos( ) cos( )

2) 0,5 sin( ) sin( )

3) 0,5 cos( ) cos( )

a b x a b x

a b x a b x

a b x a b x

  

  

  

 

( ) (sin )cosf x R x x   Підстановка sin , cosx t dt xdx   

( ) (cos )sinf x R x x   Підстановка cos , sinx t dt xdx    

( ) (sin ,cos )f x R x x   

Перша універсальна  підстановка  

2

2

2 2

2( / 2) ,
1

1 2cos , sin
1 1

dttg x t dx
t

t tx x
t t

 



 

 

 

( ) (sin ,cos )
( ) (tg )

f x R x x
f x R x




 
( , )

( , )
R u v

R u v
  


 

Друга універсальна  підстановка  

2tg ,
1

dtx t dx
t

 


 

2
2 2

2 2
1cos , sin

1 1
tx x

t t
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sin cosm nx xdx  
, ,

2 1, 0
m n Z
m k m


  

 
2sin cos sink nx x xdx  

підстановка cos , sinx t dt xdx    

sin cosm nx xdx  
, ,

2 1, 0
m n Z
n r n


  

 
2sin cos cosm rx x xdx  

підстановка  sin , cosx t dt xdx   

2 2sin cosm nx xdx  
, ,

0, 0
m n Z
m n


 

 
2 21 cos2 1 cos2cos , sin ,

2 2
sin cos 0,5sin 2

x xx x

x x x

 
 


  

 
§ 4.2. Визначений інтеграл  

4.2.1. Основні визначення та властивості 

Нехай функція ( )y f x  визначена і неперервна на відрізку ;a b . Розіб’ємо 

відрізок  ;a b  довільним способом на n  частин  1;i ix x ( 1,2,..., )i n  точками 

ділення 0 1 ... na x x x b     . На кожному з відрізків  1;i ix x  виберемо дові-

льну точку ix   і утворимо інтегральну суму 
1

( )
n

n i i
i

I f x


  , де 

1i i ix x x     ― довжина  i -го частинного відрізка. 
Якщо існує скінчена границя інтегральних сум nI (коли n  ), яка не за-

лежить від способу розбиття відрізка  ;a b  на частини і вибору точки 

 1,i i ix x  , тоді ця границя називається визначеним інтегралом Рімана на 

відрізку  ;a b , а функція ( )y f x  називається інтегрованою на цьому відрізку.  

Отже,    
1
max 0 1

( ) lim ( )
i

i n

b n
i i

x ia
I f x dx f x

 
  

   . 

Достатньою умовою інтегрування  функції ( )y f x  на відрізку  ;a b  є її 
неперервність на цьому відрізку.  

Властивості визначеного інтеграла  

1. ( ) ( ) ... ( )
b b b

a a a
f x dx f t dt f u du     ;     2. ( ) 0

a

a
f x dx  ; 

3. ( ) ( )
b a

a b
f x dx f x dx   ;   4.  ( ) ( ) ( ) ( )

b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx        ; 
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5.  ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx f x g x   ;   6. ( ) ( ) ( )

b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx    ; 

7.  ( ) ( )( )
b

a
f x dx f c b a   (теорема про середнє значення); 

8. 
   ; ;

( ) ( ) ( ), min ( ); max ( )
b

a b a ba
m b a f x dx M b a m f x M f x      (оцінка ви-

значеного інтегралу);  

9.
0

( ) 2 ( )
a a

a
f x dx f x dx



  , ( ) ( )f x f x   та  ( ) 0
a

a
f x dx



 , ( ) ( )f x f x   . 

Фізичний зміст визначеного інтеграла  
- шлях S , пройдений тілом при прямолінійному русі зі швидкістю ( )v t  за про-

міжок часу від 1t  до 2t  обчислюється за формулою 
2

1

( )
t

t
S v t dt  .  

-  маса  m стрижня з довжиною L  та густиною ( )x   дорівнює 
0

( )
L

m x dx  .  

Геометричний зміст визначеного інтеграла  — площа S  криволінійної 
трапеції, обмеженої графіком функції ( )y f x , де  ( ) 0, ,f x x a b  , віссю Ox , 

та відрізками вертикальних  прямих x a  і x b ,  дорівнює  ( )
b

a
S f x dx  . 

 
4.2.2. Теорема Барроу. Формула Ньютона - Лейбніца 

Теорема Барроу. Похідна визначеного інтегралу від неперервної функції  
по змінній верхній межі дорівнює значенню підінтегральної функції в цій верх-

ній межі:   ( ) ( )
x

a

d f t dt f x
dx

 . 

Формула Ньютона - Лейбніца. Якщо ( )F x ― деяка первісна від непере-

рвної на відрізку  ;a b  функції  ( )y f x , тоді  ( ) ( ) ( ) ( )
b

b
a

a
f x dx F x F b F a   . 
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4.2.3. Заміна змінної і формула інтегрування частинами  у  
визначеному інтегралі 

Нехай маємо визначений інтеграл від неперервної на відрізку  ,a b  функ-
ції ( )f x . Нехай ( )x t . Якщо функція ( )t  та її похідна ( )t   неперервні на 
відрізку  ,  ,    a    і   b    й функція ( ( ))f t також неперервна на 

відрізку  ,  , тоді ( ) ( ( )) ( )
b

a
f x dx f t t dt





     ― заміна змінної  у визначено-

му інтегралі.  

 
b b

b
a

a a
u dv u v v du     ―  формула інтегрування частинами у визначено-

му інтегралі 
 
§ 4.3. Застосування визначеного інтегралу  

4.3.1. Обчислення площ плоских фігур  

1. ( ( ) ( ))
b

a
g x f x dx  ― площа фігури, обмеженої кривими ( )y g x  і ( )y f x ,  

де ( ( ) ( )f x g x ) та вертикальними прямими ;x a x b  . 

2. ( ) ( )y t x t dt




  ― площа фігури при параметричному завданні кривої. 

3. 21 ( )
2

d




    ― площа криволінійного сектора у полярних координатах. 

 
4.3.2. Обчислення довжини дуги кривої  

1.  21 ( )
b

a
y x dx  ― довжина дуги кривої у декартових координатах 

2.  22( ( )) ( )x t y t dt




   ― довжина дуги кривої при параметричному завданні. 

3.    22 ( ) d




      ― довжина дуги кривої у полярних координатах. 
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4.3.3. Обчислення об’єму тіла обертання V  та площі поверхні  
обертання P  

 Навколо осі Ox  Навколо осі Oy  
 

V  2( )
b

x
a

V y x dx   2 ( )
d

y
c

V x y dy   

P  22 ( ) 1 ( )
b

x
a

P y x y x dx    22 ( ) 1 ( )
d

y
c

P x y x y dy    

 
§ 4.4.  Невласні інтеграли  

4.4.1. Невласний інтеграл І роду 

Нехай функція ( )y f x  визначена на проміжку  ,a   й інтегрована на 
довільному скінченому відрізку    , ,a b a  . Тоді якщо існує скінчена гра-

ниця lim ( )
b

b a
f x dx

  , то її називають збіжним невласним інтегралом першого ро-

ду та позначають lim ( ) ( )
b

b a a
I f x dx f x dx




   . Якщо границя не існує або дорі-

внює нескінченності, тоді інтеграл I  називається   розбіжним  невласним інте-

гралом. Аналогічно визначаються інтеграли lim ( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx

 

   і  

( ) ( ) ( )
c

c
f x dx f x dx f x dx

 

 

    , де с — довільна стала. Відмітимо, що 

( )f x dx




  ,  якщо ( )
c

f x dx


   та ( )
c

f x dx


  . 

 Якщо первісна ( )F x  підінтегральної функції ( )f x  неперервна на відповід-
них проміжках, можна застосувати узагальнену формулу Ньютона – Лейбніца:  

( ) ( ) ( ) ( )a
a

f x dx F x F F a


    ;  ( ) ( ) ( ) ( )
b

bf x dx F x F b F


    ; 

( ) ( ) ( ) ( )f x dx F x F F







     ,  де  ( ) lim ( )
t

F F t


  . 
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4.4.2. Невласний інтеграл ІІ роду 

Нехай функція ( )y f x  визначена на проміжку  ,a b  і ( )f b  . Якщо 

функція ( )f x інтегрована на будь-якому проміжку  ,a b  , де 0   і b a  , 

тоді інтеграл ( )
b

a
f x dx  називають невласним інтегралом від необмеженої функ-

ції або невласним інтегралом другого роду.  Якщо існує скінчена границя 

0
lim ( )

b

a
f x dx







  , тоді інтеграл називають збіжним, якщо ж границя дорівнює 

нескінченності або не існує, тоді інтеграл називають розбіжним.  
Аналогічно вводиться поняття невласного інтеграла від функції ( )f x , не-

обмеженої на проміжку  ,a b :   
0

lim ( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx

  

  . 

Якщо функція ( )f x  необмежена на кожному з проміжків   ,a c  і  ,c b , але 

інтегрована на кожному з проміжків   ,a c   і  ,c b , тоді невласний  інтег-

рал ( )
b

a
f x dx  називають збіжним, якщо збігається кожний з інтегралів ( )

c

a
f x dx  і  

( )
b

c
f x dx , а його значення визначається з рівності ( ) ( ) ( )

b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx    . 

Якщо функція ( )f x  інтегрована на кожному з проміжків  ,a c   і 

 ,c b , тоді  для невласного інтеграла має місце узагальнена формула Нью-

тона-Лейбніца:  ( ) ( ) ( 0) ( 0) ( )
b

a
f x dx F b F c F c F a      . 

 
§ 4.5. Кратні інтеграли 

4.5.1. Визначення і властивості подвійного інтегралу 

Нехай функція ( , )z f x y  визначена в замкненій, обмеженій області 
2D R . Розіб’ємо область D  на n  частин з площами  1,2,...iS i n  . В кожній 

частині виберемо довільну точку ( , )i i iM    і складемо інтегральну суму 
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1
( , )

n
n i i i

i
I f S 


   для функції ( , )z f x y  по області D . Якщо границя інтег-

ральних сум nI , коли максимальний діаметр розбиття прямує до нуля якщо 
n  , існує, скінчений і не залежить від способу розбиття області D  на час-
тини і вибору точки iM , тоді ця границя називається  подвійним  інтегралом 
від функції  ( , )z f x y  по області D :  

max ( ) 0 1
lim ( , ) ( , ) ( , )

i

n
i i i

d S i D D
f S f x y dS f x y dxdy 

  
     . 

Властивості подвійного інтегралу  

1. 
1 1

( , ) ( , )
n n

i i i i
i iD D

C f x y dS C f x y dS
 

   . 

2. 
1 2

( , ) ( , ) ( , )
D D D

f x y dS f x y dS f x y dS    , 1 2D D D  . 

3. ( , ) ( , )
D D

f x y dS g x y dS  , 0 ( , ) ( , )f x y g x y  . 

4. ( , )
D

mS f x y dxdy MS  , min ( , ), max ( , )
D D

m f x y M f x y  , S  ― площа 

області  D .  
5. ( , ) ( , )c c

D
f x y dS f x y S   ― теорема про середнє значення. 

 
4.5.2. Обчислення подвійного інтегралу та його застосування 

1. Обчислення подвійного інтеграла через двократний 
2 2

1 1

( ) ( )

( ) ( )
( , ) ( , ) ( , )

x yb d

D a x c y
f x y dxdy dx f x y dy dy f x y dx

 

 

      . 

2. Заміна змінних у подвійному інтегралі  
               , , , , ,

D G
f x y dxdy f x u v y u v J u v dudv  , 

де   ,

x x
u vJ u v
y y
u v

 
 
 
 

  —  якобіан перетворення. 



Розділ 4 

 

87 

3. ( , ) ( cos , sin )
D G

f x y dxdy f d d         — перехід у подвійному ін-

тегралі до полярних координат. 
Застосування подвійного інтегралу 

1. Площа плоскої фігури — 
D

S dxdy   (в декартових координатах);  

                                                   ― 
D

S d d     (в полярних координатах). 

2. Маса плоскої пластини  — ( , )
D

x y dxdy , ( , )x y  — густина матеріаль-

ної пластини в точці ( , )M x y . 
3. Об’єм циліндричного тіла, обмеженого зверху поверхнею ( , )z f x y , 

знизу областю 2D R , по боках — циліндричною поверхнею, твірні якої пара-
лельні осі Oz , обчислюється за формулою  ( , ) ( ( , ) 0)

D
V f x y dxdy f x y  . 

Якщо тіло, об’єм якого потрібно обчислити, обмежено поверхнями 

2 ( , )z x y   і 1( , )z x y   ( 1 20 ( , ) ( , )x y x y    ), причому ці поверхні прое-
ктуються в область D  на площині  Oxy , то об’єм такого тіла дорівнює 

 2 1( , ) ( , )
D

V x y x y dxdy   . 

4. Площа поверхні  ( , )z f x y  —     221 x y
D

P z z dxdy    .  

 
4.5.3. Визначення і властивості потрійного інтегралу 

Нехай функція ( , , )u f x y z  визначена в замкненій, обмеженій області V  

простору 3R . Розіб’ємо область V  на n  частин з об’ємами  1,2,...iv i n  . В  
кожній частині виберемо довільну точку ( , , )i i i iM     і складемо інтегральну 

суму 
1

( , , )
n

n i i i i
i

I f v  


   для функції ( , , )u f x y z  по області V . Якщо гра-

ниця інтегральних сум nI , коли максимальний діаметр розбиття прямує до нуля 
при n  , існує, скінчена і не залежить від способу розбиття області V  на ча-
стини і вибору точки iM , то ця  границя називається  потрійним інтегралом 
від функції ( , , )u f x y z  по області інтегрування  V :  
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max ( ) 0 1
lim ( , , ) ( , , ) ( , , )

i

n
i i i i

d v i V V
f v f x y z dv f x y z dxdydz  

  
     . 

Властивості потрійного інтегралу  

1. 
1 1

( , , ) ( , , )
n n

i i i i
i iV V

C f x y z dv C f x y z dv
 

   . 

2.  
1 2

( , , ) ( , , ) ( , , )
V V V

f x y z dv f x y z dv f x y z dv    , 1 2V V V  . 

3. ( , , ) ( , , )
V V

f x y z dv g x y z dv  , 0 ( , , ) ( , , )f x y z g x y z  . 

4. V ( , , ) V
V

m f x y z dv M  , ( , , )m f x y z M  , V ― об’єм  області V . 

5. 0 0 0( , , ) ( , , ) V
V

f x y z dv f x y z  ― теорема про середнє значення.  

 
4.5.4. Обчислення потрійного інтегралу та його застосування 
1. Обчислення потрійного  інтеграла  через  трьохкратний  

2 2

1 1

( ) ( , )

( ) ( , )
( , , ) ( , , )

x x yb

V a x x y
f x y z dxdydz dx dy f x y z dz

 

 

    . 

 2. Перехід у потрійному інтегралі до циліндричних координат: 
( , , ) ( cos , sin , )

V U
f x y z dxdydz f z d d dz        . 

 3. Перехід  у потрійному інтегралі до сферичних  координат: 
2( , , ) ( cos sin , sin sin , cos ) sin

V G
f x y z dxdydz f r r r r dr d d         . 

Застосування потрійного  інтегралу 

1. Об’єм тіла  2V sin
V U G

dxdydz d d dz r d drd          . 

2. Маса тіла ( , , )
V

m x y z dxdydz  , ( , , )x y z ― густина речовини в області V . 

3. Координати центра мас  тіла V ,  ( , , )x y z   ― густина речовини 
1

c
V

x x dv
m

  ;  1
c

V
y y dv

m
  ; 1

c
V

z z dv
m

  . 
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§ 4.6. Криволінійні інтеграли  

4.6.1. Криволінійний інтеграл по довжині дуги (І роду) 

Нехай на площині Oxy  задана кусково-гладка крива AB  і на ній визначена 
неперервна функція ( ) ( , ),f M f x y M AB  . Розіб’ємо дугу AB  на n  елемента-
рних частин il  точками розбиття 0 1, ,..., nA A A A B  . На кожній  дузі 1i iA A  

виберемо точку ( , )i i iM    и складемо інтегральну суму 
1

( , )
n

n i i i
i

I f l 


  , де 

il  ― довжина дуги il . Якщо існує скінчена границя послідовності інтеграль-
них сум nI  , коли max 0il    , яка не залежить від способу розбиття  дуги 
AB  на частини і вибору точок  iM  на частинних  дугах, то ця границя назива-
ється криволінійним інтегралом першого роду  від функції ( , )f x y  по дузі AB  і  

позначається так: 
0 1( )

( , ) lim ( , )
n

i i i
iAB

f x y dl f l


 
 

  . 

Аналогічно можна дати визначення криволінійного інтегралу  І роду у ви-

падку просторової кривої: 
0 1( )

( , , ) lim ( , , )
n

i i i i
iAB

f x y z dl f l


  
 

  . 

Основні властивості  криволінійного  інтегралу першого роду   
1. Лінійність    ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

L L L
f x y g x y dl f x y dl g x y dl        . 

2. Незалежність криволінійного інтегралу від напряму інтегрування 

   
( , ) ( , )

AB BA
f x y dl f x y dl  . 

3. Адитивність по області інтегрування. Якщо дугу AB  можна поділити 
на  n  частин точками  1 2 1, ,..., nA A A  , тоді  

1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )
( , ) ( , ) ( , ) ... ( , )

nAB AA A A A B
f x y dl f x y dl f x y dl f x y dl



       . 

Обчислення криволінійного  інтегралу першого роду   

1.    
2

1

2 2( , ) ( ( ), ( ))
t

t t
L t

f x y dl f x t y t x y dt    , де 1 2: ( ); ( ),L x x t y y t t t t    . 

2.  2( , ) ( , ( )) 1 ( )
b

L a
f x y dl f x x x dx     , де : ( ),L y x a x b   . 
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3.  22( , ) ( cos , sin )
L

f x y dl f d




         , де : ( ),L         . 

4.       
2

1

2 2 2( , , ) ( ( ), ( ), ( ))
t

t t t
L t

f x y z dl f x t y t z t x y z dt      ,  де   : ( );L x x t   

1 2( ), ( ),y y t z z t t t t    . 
Застосування криволінійного  інтегралу першого роду   

1.  Довжина  дуги кривої:   
( )AB

l dl  . 

2. Площа циліндричної поверхні :  
( )

( , )
AB

Q f x y dl  . 

3. Маса кривої:   
( )

( , )
AB

m x y dl  , де ( , )x y  ―  лінійна  густина. 

4. Статичні моменти. Координати центра мас плоскої кривої: 

( ) ( )
( , ) , ( , ) ; , yx

x y c c
AB AB

SSS x x y dl S y x y dl x y
m m

        . 

 
4.6.1. Криволінійний інтеграл по координатах (ІІ роду) 

Нехай на площині Oxy  задана кусково-гладка крива AB  і на ній визначена 
неперервна функція ( , )P x y .  Розіб’ємо дугу AB  на n  частин точками 0 0( , ),A x y    

1 1 1 1 1 1( , ),..., ( , ), ( , )n n n n nA x y A x y B x y   . Складемо таку інтегральну суму 

1
( , )

n
n i i i

i
I P x 


  , де 1i i ix x x     и ( , )i i  ― координати деякої точки  на 

дузі 1i iA A . Якщо існує скінчена границя послідовності інтегральних сум nI  
коли 

1
max 0i

i n
x

 
   , яка не залежить від способу розбиття дуги AB  на части-

ни і вибору точок ( , )i i   на частинних дугах, то ця границя називається  криво-
лінійним інтегралом другого роду від функції ( , )P x y  вздовж дуги AB  по ко-

ординаті x  і позначається так:
0 1( )

( , ) lim ( , )
n

i i i
iAB

P x y dx P x


 
 

  .  

Аналогічно визначається  криволінійний інтеграл від функції ( , )Q x y  по  

координаті y   ―
0 1( )

( , ) lim ( , )
n

i i i
iAB

Q x y dx Q y


 
 

  , де 
1
max i

i n
y

 
  . 
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Криволінійний  інтеграл  ІІ  роду загального виду визначається рівністю  

( ) ( ) ( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

AB AB AB
P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy     . 

Аналогічно введемо криволінійний інтеграл ІІ роду по просторовій кривій   

0 1( )
( , , ) lim ( , , )

n
i i i i

iAB
P x y z dx P x


  

 
  . 

Основні властивості  криволінійного  інтегралу другого  роду   

1. Лінійність 
1 1( ) ( )

( , ) ( , )
n n

i i i i
i iAB AB

k P x y dx k P x y dx
 

   . 

2. Адитивність  по області  інтегрування. Якщо дугу AB  можна поділи-
ти  на n  частин точками  1 2 1, ,..., nA A A  , тоді  

1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )
( , ) ( , ) ( , ) ... ( , )

nAB AA A A A B
P x y dx P x y dx P x y dx P x y dx



       . 

3.  Під час зміни напряму інтегрування вздовж кривої, знак інтегралу змі-
нюється на протилежний  

( ) ( )
( , ) ( , )

AB BA
P x y dx P x y dx   . 

Обчислення криволінійного  інтегралу другого  роду   

Якщо шлях інтегрування задано в параметричному  вигляді  
( )

:
( )

x x t
L

y y t


 
, 

 ;t   :   ( , ) ( , ) ( ( ), ( )) ( ) ( ( ), ( )) ( )
L

P x y dx Q x y dy P x t y t x t Q x t y t y t dt




     . 

Якщо шлях інтегрування задано в декартових координатах : ( ),L y f x   

 ;x a b :   ( , ) ( , ) ( , ( )) ( , ( )) ( )
b

L a
P x y dx Q x y dy P x y x dx Q x y x y x dx    . 

Криволінійний інтеграл по замкненому контуру позначається наступним 

чином  ( , ) ( , )
L

P x y dx Q x y dy  и називається циркуляцією. Під додатним на-

прямом обходу при інтегруванні по замкненому  контуру мається на увазі на-
прям руху проти годинникової стрілки.  
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Формула Остроградського – Гріна  ―  
D L

Q P dxdy Pdx Qdy
x y

  
     

  , 

де L ― межа області D . 
Деякі застосування криволінійного інтегралу  ІІ роду 

1. Робота A  сили ( , ) ( , )F P x y i Q x y j   по переміщенню материальної 

точки M вздовж дуги AB  дорівнює  
( )

A ( , ) ( , )
AB

P x y dx Q x y dy  . 

2. Площа  плоскої фігури 1
2

L
S xdy ydx  . 

Для того щоб інтеграл ( , ) ( , )
L

P x y dx Q x y dy  був незалежним від обрано-

го шляху інтегрування необхідно і достатньо виконання умови  P Q
y x

 


 
.  

При виконанні цієї умови буде вірно ( , ) ( , ) 0
L

P x y dx Q x y dy   по довіль-

ному замкненому контуру L D . 
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§ 4.7. Задачі для самостійного розв’язування  

ЗАДАЧА 1  

Знайти невизначені інтеграли  

 
1 .1  

2
3 2

2 4
3 2

8ln ; ;
4 4

; sin cos ;
2

5 sin 3cos

xx xdx dx
x x x

x dx x xdx
x

dx
x x



 




 

 

 



 

 
1 .4 .  

   

 

2

2 2

2 2

3 2 6
5

3

ln ; ;
4 3
4 ;

1 2 1

cos ;
1

x

x
x edx dx

x e
x dx

x x x

x x xxdx dx
x x




  

 



 



 

 

 
1 .2    

2
2

3

3 2

2sin 4 ; ;
1 1

2 cos2 sin 2

;
3sin 4cos

xdxx xdx
x x

x xdx

dx dx
x x x x

 



 

 



 

 

 
1 .5 .  

   

2

2 3 2

2 2

3

; ;
1 5 3

;
2 4

;
2 cos

x arctgx xdxdx
x x

xdx

x x

dx dx
x x x

 

 

 

 



 

 

 
1 .3  

   

2
2

4 3 2

2 2

cos6 ; ;
ln

;
cos

1 2 1

dxx xdx
x x

dx dx
x x x

xdx

x x x



  

 

 



 

 
1 .6 .  

2 0,5
2

2

2

6
3 2

; ;
3 cos

6 21 ;
( 4) ( 2)

sin ;
1

x dxx e dx
tgx x

x dx
x x x

dxxdx
x x



 



 

  
 

 



 

 

ЗАДАЧА 2  

Обчислити визначені інтеграли  

2.1 
2ln 162

2

0 1 0 0

1 , ln , cos2 sin3 ,
93

ex x

x
e e xdxdx x xdx x xdx

x xe


 


 

    . 

2.2 
39 2 2

2
2

4 0 0

( 1) cos 2sin, sin , ,
2 sin 2cos1 1 ln

e

e

x dx x xdx x xdx dx
x xx x x

 

 
  

    . 
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2.3 
1 0 2

2 3
4

0 1 0 1

1 ln, ( 4 4) ln( 2) , sin ,
1

ex x dxdx x x x dx xdx
xx





 
  


    . 

2.4 

1
0 2 22

2
2 3

4 0 1

cos( 7 12)cos , , arcsin ,
2sin 4

x x dxx x xdx dx xdx
x x x x






 

 
    . 

2.5 
0 ln 42

2
3

1 0 1 ln3

sin 1 ln( 4 4) ln( 2) , , ,
cos 1

e x

x
x x dx ex x x dx dx dx

xx e





 
  


    . 

2.6 
22 4 2

2 4
4

0 0 0
4

1 2cos 3sin, (2 4 7)cos2 , , cos
2sin 3cossin

x xdx x x xdx dx xdx
x xx

  





 

    . 

ЗАДАЧА 3  
Встановити збіжність або розбіжність невласних  інтегралів 

3.1 
2 0

;
1 cos1

dx dx
xx x



  . 3.2 2
3 4

dx
x




 ;   

3

2
2 4 4

dx
x x  . 

3.3 3
dx

x




 ;     

1

2
0 1

dx
x 
 . 3.4 2lne

dx
x x



 ;   
1

2
2

4
4

x dx
x



 . 

   3.5  2 2
1 cos

dx
x x



 ;   
1

3 5
0

1x dx
x


 . 3.6 

1

dx
x x



 ;   
3

2
1 2 1

dx
x x   . 

ЗАДАЧА 4 
Обчислити площі плоских фігур 

4.1 2 2) 4 ; 2a y x y x x    ;  
5cos

) ; 2( 2)
4sin

x t
b y y

y t


  
;   2) 4cos2c   . 

4.2 2 2
sin

sin 3) 4 ; 4 0; ) 1 cos ; ) 9 0
cos 3

(0 2 )

x t t
a y x x x y b y t c

t

  




 
              

   

. 

4.3 
3

2
3

4cos
) 4 8 , 4 6; ) ; ) 3(1 cos2 )

4sin

x t
a y x x y x b c

y t
 

      


. 



Розділ 4 

 

95 

4.4 
2

3
3

) , , 2 ; ) , 0, 0; ) 3cos2
1

x t
a y x y x y x b x y c

y t
 

      
 

. 

4.5 2 2 2 6sin
) 4 , 2 ; ) , 3( 3); ) 4cos3

2cos
y t

a x y x y x b y y c
x t

 


      
. 

4.6 
 

4( sin )
3) , 4 , 3, 4; ) 4(1 cos ) , 4( 4),

0;8

x
x t t

a y y e y y b y t y y
x

t 

  
       
 

) 2cos4c    

ЗАДАЧА 5 
Обчислити довжину дуг кривих 

5.1 a) 21 1 ln ,1 4;
4 2

y x x x     b) 6 ,
6 3
 

        .  

5.2  a)
2 2 33 3 25 ;x y   b) sec , 0

4
     . 

5.3  a) 1 , 0 3;
3

y x x x x     b) 26sin , 0 2
2
      . 

5.4 a) 21 1, 2 2;
2

y x x      b) 44sin , 0 4
4
      . 

5.5 a)  229 3 , 0 3;y x x x     b)
12(cos sin )

, 0 2
12(sin cos )

x t t t
t

y t t t


 
   

.  

5.6  a) arcsin( ) , 0 1;xy e x    b) 23sin , 0 2
4
     . 

 
§ 4.8. Приклади тестових завдань  

Інтегральне числення функції однієї змінної 

У завданнях 1 — 15 виберіть одну вірну на вашу думку відповідь та позна-
чте її у бланку відповідей. 

1. Знайти первісну функції  ( ) cos / 2f x x , яка проходить через т. ( ;2)A   . 

          а            б              в           г           д 
1 sin
2 2

x  cos 2
2
x
  2sin

2
x

  sin
2
x  2sin

2
x  

2. Чому дорівнює   ( )f x dx ? 
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          а            б              в           г           д 
       const    ( )f x С         ( )f x dx         x C      ( )f x C  

3. За якою формулою можна обчислити довжину дуги кривої при параметрич-
ному завданні ? 

          а            б              в           г           д 

2 2x y dt




  2 2x y dt




       2 2x y dt




  2 21
2

x y dt




  2 2( )x y dt




   

4. За допомогою якої підстановки ?x   раціоналізують інтеграл 
6

4 1
x dx

x  ? 

          а            б              в           г           д 

         6t             4t              12t           3t            13t  

5. Інтеграл 2lnx xdx  береться частинами . Що позначимо через dv ? 

          а            б              в           г           д 
      xdx       2ln xdx              2ln x        ln xdx         x  

6. Знаменник раціонального дробу має тільки прості комплексні корені На про-
стіші  дроби якого типу розкладається раціональний дріб? 

          а            б              в           г           д 
 I-го та ІІI-го         ІV - го           ІІ - го        I - го       IІІ - го 

7. Порівняйте (без обчислень) величини  
1

3

0
A x dx    і  

1
2

0
B x dx  . 

          а            б              в           г           д 
A B  не можна  

порівняти      
 A B        інша  

   відповідь 
    A B    

8. Відомо, що 100cos 4
a

a
x dx h



 . Знайти 100

0
0,5 cos

a
x dx . 

          а            б              в           г           д 
2h  h  0,5h  0 8h  

9. Установіть відповідність між функціями ( )f x  (1– 4) та невизначеними інтег-

ралами ( )f x dx  від цих функцій (А – Д).  
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Функція Інтеграл   А Б В Г Д 

1      1.      1
(4 )ch x

 А    1 5ln 1
5 1

C
x

  


  
2      
3      2.    2

1
7 6x x 

 Б   2ln 1 1 2x x C       
4      

3.  
2

1

2 3x x 
 В    2arctg(4 )xe C          

4.    
2

2
x x
x



 Г   
2

2 ln 2
2
x x x C             

 Д   41 arctg( )
2

xe C         

10. Установіть відповідність між числом (1– 4) та значенням визначеного інтег-

рала ( )
b

a
f x dx  (А – Д).  

Число            Інтеграл   А Б В Г Д 

1      
1.      3 23 ln 2

2
 А        3

0

pe dp


    
2      

3      
2.     arctg

4
e 
  Б        

1

0

1
x x dx

e e
   

4      

3.        
2 1
4

e   В      2

1
ln

e
z z dz          

4.    32 3 1e   Г   
   

3

3
2

1
1 ln 1

dv
v v           

 Д        
4

3 1
t dt

t          

11. При якому значенні  параметра  a  пряма x a  поділяє площу фігури, об-

меженої лініями   2
8 , 0, 2 2y y x x
x

      у  відношенні  2:1? 
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КОМЕНТАР ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ ТЕСТОВИХ ЗАВДАНЬ 

Завдання 1.  Правильна відповідь: д.  
Розв’язання.  

      cos 2sin ; 2sin 2 0 ; sin .
2 2 2 2
x x xF x dx C F C C F x           

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: основні влас-
тивості невизначеного інтегралу, таблиця інтегралів). 

Завдання  2. Правильна відповідь: д.  
Розв’язання.  За основними властивостями невизначеного інтегралу 

    f x dx f x C   . 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: основні влас-
тивості невизначеного інтегралу). 

Завдання  3. Правильна відповідь: б.  
Розв’язання. Довжина дуги кривої при параметричному завданні 

2 2l x y dt




   . 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: використання 
визначених інтегралів). 

Завдання  4. Правильна відповідь: в.  

Розв’язання. Виконується заміна змінної 12x t . 
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: раціоналізація 
підінтегральних виразів). 

Завдання  5. Правильна відповідь: а.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: метод інтегру-
вання частинами у невизначеному інтегралі). 

Завдання  6. Правильна відповідь: д.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: інтегрування 
раціональних дробів). 

Завдання 7. Правильна відповідь: в.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: основні власти-
вості визначеного інтегралу, таблиця інтегралів, формула Ньютона-Лейбніца).  

Завдання 8. Правильна відповідь: б.  
Розв’язання . Скористуємося тим, що відрізок інтегрування симетричний  
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відносно початку координат й підінтегральна функція є парною. Тоді  

100 100 100

0 0
cos 4 2 cos 4 cos 2

a a a

a
x dx h x dx h x dx h



       . 

Отже,   100

0
0,5 cos 0,5 2

a
x dx h h   . 

Завдання 9. Таблиця відповідностей:  

 А Б В Г Д 

1     × 

2 ×     

3  ×    

4    ×  

Розв’язання. 

 1. Дійсно, 
4

4 4 8
1 2 2
4 1

x

x x x
edx dx dx

ch x e e e 
 

   ,  тоді маємо 

44
4

8 24
;2 1 1

2 21 14

xx
x

x x
t ee dtdx arctg e C

e tdt e dx

      
   

  . Інтеграл Д. 

2. Дійсно, 
   2

1 1 1 1 1
6 1 5 6 17 6

dx dx dx
x x x xx x

             ,  тоді 

маємо 2
1 1 1 1 5ln 1

5 6 5 1 5 17 6
dx dxdx C

x x xx x
    

   
   . Інтеграл А.  

3. Дійсно, 
 2 2

1 1

2 3 1 2
dx dx

x x x


   
  ,  тоді маємо 

2
2

1 ln 1 2 3
2 3

dx x x x C
x x

     
 

 . Інтеграл Б. 

4. Дійсно, 
2 2 2 21

2 2 2
x x x x xdx dx x dx
x x x
              ,  тоді маємо  

2 2
2 2ln 2

2 2 2
x x dx xdx x dx dx x x C
x x


       
     . Інтеграл Г. 

Заповнюємо таблицю. 
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Завдання 10.Таблиця відповідностей: 

  А Б В Г Д 

1    ×  

2  ×    

3   ×   

4 ×     

Розв’язання. 

А. Знаходимо:  
2

3

н в0 3

3 ; 3;
2

2 ; 3; ;
p tp t p t

e dp e t dt
dp t dt t t

 
          

     
  ,  тоді 

маємо 
 

33
3 3

3 1; ;
2 2 2

; ;

t
t t t

t
t u dv e dt

t e dt t e e dt
dt du v e e

    


            
       

  .  

Число 4. 
Б. Знаходимо:  

1 1

12 2
0 0 1

1 arctg arctg ( )
41 1

exx e
x x x x

t ee dtdx dx t e
e e e tdt e dx




       
    

   . Число 2.  

В. Знаходимо: 
2

2 2
2 2

2
1 11

2 2 2 2

2
1 11

2 2

1 1

2lnln
2 lnln ln

2 2
2

1ln
1ln ln

2 2 2 2
2

1
2 2 2 2

ee e

ee e

e e

zz u du dz
z z z zz z dz z dz

zzzdz dv v

z u du dz
ze e z zz zdz z dz

zzzdz dv v

e e z zdz zdz

         
    

                        

 
     
 
 

 

 

 
2 2

1

1. Число 3.
4 4

e
e 



   

Г.  Знаходимо:  

   

3 ln 2 ln 2 32 3 2
33 0

2 0

ln( 1) 2 0
3 3 ln 2
2 23 ln 21 ln 1 1

v t v t
dv dt tdvdt v t tv v v

     
     

        
  . 

Число 1.  



Розділ 4 

 

101 

Д. Знаходимо  

4 1 12

2
3 3 1 3 1

1 1 12
3 1 3 13 1

1 2( 1)
2( 1) 12 23 3 11 ( 1)

4 1

4 2ln 5 2 3 2ln( 3 1).

t u dt u du
t udt du u dut u u ut t u

t u

u u u

 

 

    
                      

      

  

 За результатами обчислень заповнюємо таблицю. 

Завдання  11.  

Розв’язання. Спочатку побудуємо вказану область (рис. 4.1). Позначимо 
через S  площу фігури, яка обмежена кривою 

2
8y
x

 , віссю абсцис та прямою 2 ( 2)x x  .  

Обчислення цієї площі приводить до невлас-
ного інтеграла  

2
2 2

8 8 4S dx
xx


    . 

              Рис. 4.1 
За умовами задачі нам необхідно підібрати таке значення параметра a , для 

якого  

2 2
2

8 8 2 82
3 3

a

a
dx dx S

x x


    . 

 Тоді  

2
22

2
2

8 8 84
8 84 6

38 8
3

a a

a

dx
x ax

a
a

dx
x


    
     








. 

Відповідь:  6a  . 
  

x 

y 

O 2 a 

2
8y
x

  



Інтегральне числення 

 

102 

0 

1 

−1 х 

у 

1 

1 

0 х 

у 

0 

1 

−1 х 

у 

−1 

1 

0 х 

у 

Кратні та криволінійні інтеграли 
Тестове  завдання 

У завданнях 1 — 4 виберіть одну вірну на вашу думку відповідь та познач-
те її у бланку відповідей. 

1. Площу  якої  фігури  обчислюється  за  допомогою  інтеграла  
0 1

1 0

x
dx dy




  ?  

2.  Обчислити інтеграл  
0 / 2

0
sin cos

2
x y dx dy





   . 

a б в г 
0   1  − 2 

3.  Обчислити інтеграл   
1 1 0

0 1 1
dx dy dz

 
   . 

a б в г 
2 −1 − 2 1 

4.  Знайти  інтеграл 
(1;1)

(0;0)
7x dy   вздовж  кривої  5y x . 

a б в г 
7 5 1 − 3 

Розв’язання задач 5 і 6 повинно мати обґрунтування. Запишіть послідовні 
логічні дії та пояснення. Якщо потрібно проілюструйте розв’язання завдань 
схемами, графіками, таблицями. Перенесіть відповідь до бланку відповідей. 

a б в г 
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5. Знайти середню густину циліндра, 
зображеного на рис. 4.2, якщо густина 
виражається функцією ( , , ) 2x y z z  . 
 
 

 

 

 

 

 

6. Обчислити криволінійній інтеграл   

2 2

L
x dy y dx , де L  — контур трикутни-

ка  ОСВ, зображеного на рис. 4.3.  

 
                                                                                 

      Рис. 4.3 

КОМЕНТАР ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ ТЕСТОВИХ ЗАВДАНЬ 

Завдання 1. Правильна відповідь: а.  
Розв’язання. Даному подвійному інтегралу 

відповідає фігура, що визначається нерівностями: 
1 0;x   0 1y x    (рис. 4.4). 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються 
завданням : геометричний зміст подвійних інтегралів, 
зв'язок між подвійними та двократними інтегралами). 
           Рис. 4.4 
Завдання  2. Правильна відповідь: г. 

Розв’язання.   

   

     

0 / 2 0 / 2
0 / 2

0
0 0

sin cos sin 2 cos 2cos 2 sin
2

2 cos0 cos 2 sin 2 sin 0 2.

x y dx dy x dx ydy x y
 




 

 


 

     

      

     

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: обчислення 
подвійних інтегралів за допомогою двократних інтегралів). 

у В(2;2) 

С(2;0) х 

х 

z 

3 

1 

3
1 

у 

Рис. 4.2 
 

0 

1 

−1 х 

1y x 

О(0;0) 
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х 

z 

3 

1 

3
1 

у 

Завдання  3. Правильна відповідь: а.  
Розв’язання.   

     
1 1 0 1 1 0

1 1 0
0 1 1

0 1 1 0 1 1
1 0 1 1 0 1 2dx dy dz dx dy dz x y z 

   

                . 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: обчислення по-
трійних інтегралів за допомогою трикратних інтегралів). 

Завдання  4. Правильна відповідь: б.  
Розв’язання.  (рис. 4.5) 

(1;1) 1 1
5 5 2

(0;0) 0 0
17 2
0

57 7 7
2

5 27 5.
2 7

x dy x d x x dx

x

     
 

   

  
  

                                                                         Рис. 4.5 
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: обчислення 
криволінійних інтегралів вздовж дуги кривої). 

Завдання  5. 
Розв’язання.  Середнє значення густини знайдемо за допомогою теореми  

про середнє значення функції для потрійного інтеграла.   

  1 ( , , )
V

P x y z dxdydz
V

   ,  

де  V — об’єм замкненої області інтегрування, P  — деяка точка цієї області.   
Об’єм циліндра можна знайти  за 

допомогою відомої формули з шкільної 

геометрії  23 1 9V S H        .  
Обчислимо тепер значення потрій-

ного інтеграла. Так як в основі області 
інтегрування знаходиться круг з центром 
у початку координат та радіусу R = 3, до-
цільно перейти до циліндричних коорди-
нат: 

cos
sin 0 3; 0 2 ;

0 1

x
y
z z z

 
    


     
   

5y x  
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 Отже, 
32 3 1 2 12 3 2

0 0
0 0 0 0

4 9 42 2 2 12
2 3 2 3

V
z dxdydz d d zdz z


                 . 

Остаточно, маємо   1 4( ) 12
9 3

P 


   .  

Відповідь:  4
3

.  

Завдання  5. 
Розв’язання. Контур  інтегрування уявляє собою 

замкнений контур трикутника. Так як в умові задачі 
додатково не вказується у якому напрямку треба вико-
нувати обхід області, то ми будемо вважати що обхід 
виконується у додатному напрямі, тобто проти ходу 
годинникової стрілки.  

На підставі властивості адитивності криволінійно-
го інтеграла по області інтегрування маємо, що  

2 2 2 2 2 2 2 2

L OC CB BO
x dy y dx x dy y dx x dy y dx x dy y dx           

1) Для інтеграла по дузі  ОС :  0, 0 2y x   . Тоді  
2

2 2 2 2

0
(0) 0 0

OC
x dy y dx x d dx      

2) Для інтеграла по дузі  СВ :  2, 0 2x y   . Тоді  
2

22 2 2 2
0

0
2 (2) 4 8

CB
x dy y dx dy y d y       

3) Для інтеграла по дузі  ВО :  y x , а змінна х буде змінюватися від двох  
до нуля . Тоді  

0 2 22 2 2 2 2 3
0

2 0

2 162
3 3

BO
x dy y dx x dx x dx x dx x            

 

Остаточно маємо  2 2 16 80 8
3 3

L
x dy y dx     . 

 Відповідь:  8
3

.  

О(0;0) 

у В(2;2) 

С(2;0) 
х 
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РОЗДІЛ П´ЯТИЙ  

ЗВИЧАЙНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ 
 

§ 5.1. Основні визначення 

Диференціальним рівнянням називається рівняння, яке зв’язує незалежні 
змінні (змінну), шукану функцію та її похідні або диференціали.  

Якщо у диференціальному рівнянні невідомою є функція багатьох змінних, 
яка входить до рівняння разом зі своїми частинними похідними, то рівняння на-
зивається диференціальним рівнянням із частинними похідними. 

Якщо до диференціального рівняння входить функція однієї змінної зі сво-
їми похідними, то рівняння називається звичайним диференціальним рівнянням. 

Якщо декілька невідомих функцій однієї змінної та їхніх похідних входять 
до кількох рівнянь, які треба розв’язати, то йдеться про систему звичайних ди-
ференціальних рівнянь. 

В теоретичних дослідженнях користуються записом диференціальних рів-
нянь в неявної формі 

  , , , , 0nx y y y   

або в нормальній (явної) формі 

  1, , , , .
n n

n
d y f x y y y
dx

   

Найвищий порядок похідної, що входить у диференціальне рівняння, нази-
вається порядком даного рівняння. 

Розв’язком або інтегралом диференціального рівняння називається функ-
ція  y f x , яка після її підстановки зі своїми похідними у дане рівняння пере-
творює його в тотожність. 

Розв’язок диференціального рівняння n–го порядку, який встановлює зв'я-
зок між незалежною і залежною змінними та містить n незалежних сталих 

1 2, , , nC C C , називається загальним розв’язком диференціального рівняння. 
Форма запису загального розв’язку виду  

 1 2, , , , , 0nF x y C C C   

називається загальним інтегралом диференціального рівняння. Знаходження 
розв’язку деякого диференціального рівняння називається інтегруванням зада-
ного диференціального рівняння. Надаючи конкретних значень сталим  

1 2, , , nC C C , отримуємо частинний розв’язок диференціального рівняння. 
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Важливу роль у теорії звичайних диференціальних рівнянь має теорема 
про існування і єдність розв’язку. 

Розглядається задача Коші: 

  1, , , ,
n n

n
d y f x y y y
dx

  ;          11
0 0 0 0 0 0, , , nny x y y x y y x y     . 

та теорема Коші: 
Якщо в диференціальному рівнянні функція  , ,f x y   та її частинні похі-

дні по змінним  1, , , ny y y    неперервні в області G, яка містить значення  
 1

0 0 0, , , ny y y   , то існує єдиний розв’язок, який задовольняє початкові умови.   

 
§ 5.2. Основні методи аналітичного розв’язання 

Диференціальне рівняння Метод розв’язання 
Диференціальні рівняння першого порядку 

Диференціальне рівняння з 
відокремлюваними змінним 

1 1( ) ( ) ( ) ( ) 0f x g y dy f x g y dx   

1

1

( ) ( )
( ) ( )

g y f xdy dx C
g y f x

    

Однорідне диференціальне рівняння 
( , ), ( , ) ( , )y f x y f t x t y f x y    ( )y x v x   

Диференціальне рівняння, що зводиться 
до однорідного 

1 1 1

ax by cy
a x b y c

  
 

 

1. 1 0c c  , ( )y x v x   
2. 1| | | | 0c c  , 1 1;x x y y     , 
де числа ,   вибираються з умови 

1 1 1

0
0

a b c
a b c
 
 
  

   
 

Лінійне диференціальне рівняння 
( ) ( )y P x y Q x    ( ) ( )y u x v x   

Рівняння Бернуллі:  ( ) ( ) ny P x y Q x y    ( ) ( )y u x v x   

Диференціальне рівняння у повних  
диференціалах 

( , ) ( , ) 0P x y dx Q x y dy  , 
P Q
y x

 


 
 

0 0

0( , ) ( , )
yx

x y
P x y dx Q x y dy C   , 

0 0( , )x y ― точка з області існування 
розв’язку 

Диференціальні  рівняння, які допускають пониження порядку 
  ( )ny f x  n  кратне інтегрування 

( , , ) 0F x y y    ( )y p x   
( , , ) 0F y y y    ( ),y p y y pp     
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Диференціальне рівняння Метод розв’язання 
Лінійні диференціальні рівняння вищих порядків 

0y py qy     (ЛОДР) 
2 0k pk q    — характеристичне  

рівняння, 1,2k — його корені 

1 21 2 1 2,k x k xy C e C e k k    
1 11 2 1 2,k x k xy C e C xe k k    

1 2

1,2

( cos sin ),xy e C x C x
k i

  
 

 
 

 

( )y py qy f x     (ЛНДР) 
*y y y   

y  — загальний розв’язок ЛОДР  

*y — частинний розв’язок ЛНДР 

( )x
ny py qy e P x     

* 1 2( ), ,x
ny e Q x k k      

* 1 2( ), ,x
ny xe Q x k k      

2
* 1 2( ), ,x

ny x e Q x k k      

cos siny py qy A mx B mx      * 1,2cos sin ,y a mx b mx k mi    

 * 1cos sin ,y x a mx b mx k mi    

    01
1   yayay n

nn   nn yCyCyCy  2211  

     xfyayay n
nn   1

1  
*,y y y   

y  — загальний розв’язок ЛОДР  
*y — частинний розв’язок ЛНДР 

Базисні функції 1 2, ,..., ny y y  фундаментальної системи можна знайти після 
розв’язання характеристичного рівняння. При необхідності більш детального 
розгляду методів розв’язання ДР слід звертатися до інших підручників і посіб-
ників, наприклад, посібника [2]. 

 
§ 5.3. Системи диференціальних рівнянь 

Система диференціальних рівнянь (СДР) першого порядку, яка записана в 
нормальній формі, має вид: 

     

 

 

 

1
1 21

2
2 1 2

1 2

, , , , ;

, , , , ;

....................................

, , , , ,

n

n

n
nn

dx f t x x x
dt
dx f t x x x
dt

dx f t x x x
dt
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або  у скорочену виді:  1 2, , , , , 1, ,i
i n

dx f t x x x i n
dt

   або у  векторній формі    

 , ,d x f t x
dt

  де 

1 1

2 2, .

n n

x f
x f

x f

x f

   
   
    
   
   
   

 
 

Розв’язком СДР називається сукупність функцій   , 1, ,i ix t i n   які пе-
ретворюють рівняння системи в правильні рівності відносно t .  

Загальним розв’язком системи диференціальних рівнянь називається су-
купність функцій  1 2, , , ,i i nx t C C C  , які залежать від n довільних сталих та 
перетворюють рівняння системи в правильні рівності при будь-яких допусти-
мих значеннях сталих 1 2, , , nC C C . 

Частинним розв’язком системи диференціальних рівнянь називається 
розв’язок, який задовольняє заданим початковим умовам 

     0 0 0
1 0 1 2 0 2 0, , , .n nx t x x t x x t x    

Досить часто СДР розв’язують методом виключення змінної. Згідно з ним  
диференціюємо рівняння даної системи та виконуємо підстановки. В результаті  
отримаємо рівняння n-го порядку відносно функції 1x  : 

   1
1 11 1, , , , .n nx F t x x x    

 
  

Нехай  1 1 1, , , nx t C C    розв’язок рівняння. Після послідовного дифе- 
ренціювання  розв’язку та підстановок дістанемо загальний розв’язок системи  

 

 

1 1 1

1

, , , ,
...............................

, , , .

n

n n n

x t C C

x t C C





 


 




 

 
§ 5.4. Методи наближеного розв’язування диференціальних  
рівнянь 

У випадках, коли диференціальні рівняння не інтегруються в квадратурах 
або досить складні при розв’язуванні, можливе їх наближене розв’язання. Ко-
ристуються як аналітичними, так і чисельними методами. Розглянемо найпрос-
тіші з них. 



Звичайні диференціальні рівняння  

 

110 

Метод Ейлера 
Метод Ейлера відноситься до чисельних методів розв’язання диференціа-

льних рівнянь. Визначаємо задачу інтегрування рівняння, щоби мати єдиний 
розв’язок, наприклад, переходимо до задачі Коші  

   0 0, ,y f x y y x y    
та обмежуємося скінченим відрізком  bx ,0  (або інтервалом). Розіб’ємо його на 

n  рівних відрізків h
n

xbx 


 0  та замінімо похідну відношенням скінчених 

різниць 
x
yy




 . Наближення вузлових значень шуканої функції знаходяться за 

формулою   
  1,,1,0,,1  nkyxfhyy kkkk  . 

Фактично скористалися заміною ydy  , тому похибка  hO . 
 

Метод ітерацій 
При знаходженні наближеного розв’язку задачі Коші можна використати її 

еквівалентність інтегральному виразу (рівнянню Вольтерра) 

    
0

0 ,
x

x
y x y f x y x dx    . 

Послідовні наближення розв’язку знаходяться за формулами 

    
0

0 0 0 1, ,
x

n n
x

y x y y y f x y x dx     . 

Процес ітерацій продовжується до виконання умови   

0
1max n n

x x b
y y 

 
  . 

Методи Ейлера та ітерацій можна застосовувати для розв’язання систем 
диференціальних рівнянь (відповідних задач Коші). 
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§ 5.5. Завдання для самостійного розв’язування  

ЗАДАЧА 1  

Знайти загальні розв’язки диференціальних рівнянь:  

1.1. 2 22ydy = x ydy xy dx ; 
2x+ yy =
x y




; tgxy = y . 

1.2. 2 21 1 0x + x dx y x dy   ; 2 2 24 2x y y xy x    ; 22 yx  y = e . 

1.3. 2 24+ y dx x ydy ydy  ; 
2

2
x xyy =
x xy




; 2 2cosy x y  . 

1.4 2 23ydy = + x dx x ydy ; 2 2xy = x y y   ; 2 23ye y x  . 

1.5. 2 22 6 6 3x ydy xdx ydy y xdx   ; 
2

22 6 3y yy
xx

    ;  lnxy x y  . 

1.6. 2 22 4 0y x dy x y dx    ; 
2

- 2
x yy
y x
  ; 2 2sin ( 1)y x y   . 

ЗАДАЧА 2  

Знайти загальні або частинні розв’язки диференціальних рівнянь:  

2.1. 2,  (1) 0; yy x y
x

     2(1 ) xy xy x e y    . 

2.2. ctg 2 sin ,   0;
2

y y x x x y      
 

 22 lnxy y y x   . 

2.3. 1cos sin 2 ,    (0) 0;   
2

y y x x y     22( )xy y xy   . 

2.4 2 1cos ,      ;  
4 2

y ytgx x y      
 

 3 2 4 24 4( 1) xy x y x e y    . 

2.5. 2 32 ,     ( 1) ;
2 2

yy x x y
x

     


 2(ln 2)lnxy y y x x    . 

2.6. ( 1),    (0) 1; 
1

xyy e x y
x

    


 21 (1 )
2

xy xy x e y    . 
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ЗАДАЧА 3  

Знайти загальні або частинні розв’язки диференціальних рівнянь:  

3.1.  = 2 1 ctg ; y y x     2 1 2 ,    (0) 1,  (0) 3x t tx x x      . 

3.2. 
2

;  y xy
x y


  


 ln ;   (1) 2;  (1) 1tx x t x x        . 

3.3. 1;  xy y x     
5

2
 3 ;  (3) 0 ;  (3) 0

9

ttx x x x
t

      


. 

3.4 2 ;   xy y     1 ; (0) 1,  (0) 1
1

yy x x y y
x


      


. 

3.5. 2
1 ;    (0) 0,  (0) 0;

1
y y y

x
   


 23( )yy y  . 

3.6. 2 2 2 0;   yy y y     2 ;    (0) 2,  (0) 2y y y y     . 

ЗАДАЧА 4 

Знайти загальні розв’язки лінійних диференціальних рівнянь та їх частинні 
розв’язки, якщо надані початкові умови:  

4.1. 0;    y y    2(3 7) ;xy y y x e      

 2 2 (sin cos ),      (0) 0,  (0) 1.xy y e x x y y        

4.2.  3 2 0;y y y     22 (2 5) ;xy y y x e      
 2cos 2 3sin 2 ,          (0) 0;  (0) 2. y y x x y y       

4.3.   5 4 (2 5) ;xy y y x e      2 5 sin 2 .y y y x      

  2 0;              (0) 1;  (0) 1.y y y y y        

4.4 4 4 ( 1) ;   xy y y x e      4 8 5 sin .xy y y e x     
 2 0 ;                  (0) 1,  (0) 1y y y y y        . 

4.5. 22 (18 21) ;xy y y x e       2 4 cos ;xy y e x    
 7 0,                 (0) 0,  (0) 2.y y y y       

4.6.  7 6 0;y y y     2 (8 4) ;xy y y x e      

 24 4 sin3 ,                 (0) 0,  (0) 0.xy y y e x y y        
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ЗАДАЧА 5 

Знайти загальний розв’язок лінійних однорідних диференціальних рівнянь 
вищих порядків 

5.1. 
3 2

3 2  2 2 0d x d x dx x= ; 
dtdt dt

    5.4. 
4 2

4 24 0 ;d y d y
dx dx

   

5.2. 
4

4 8 0 ;d y dy
dxdx

   5.5. 
3 2

3 2 5 9 5 0d x d x dx x= ; 
dtdt dt

    

5.3. 
3 2

3 2 2 3 0d x d x x= ; 
dt dt

   5.6. 
4 3

4 38 0.d y d y
dx dx

   

ЗАДАЧА 6 

Розв’язати систему лінійних диференціальних рівнянь: 

;
6.1.    

3 2 .

dx y
dt
dy x y
dt

  

   


 
2 3 ;

6.2.    
   2 .

dx x y
dt
dy x y
dt

  

  


 

5 8 ;
6.3.    

 3   6 .

dx x y
dt
dy x y
dt

   

  


 
 3 ;

6.4.    
3 .

dx x y
dt
dy x y
dt

  

   


 

 5   6 ;
6.5.    

11 12 .

dx x y
dt
dy x y
dt

  

   


 
     ;

6.6.    
2 3 .

dx x y
dt
dy x y
dt
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§ 5.6. Приклади тестових завдань  
Звичайні диференціальні рівняння 

У завданнях 1 — 9 виберіть одну вірну на вашу думку відповідь та познач-
те її у бланку відповідей. 

1. До якого типу належить рівняння   2 2 1x y x y x     ? 

a б в г 

лінійне Бернуллі однорідне з відокремлюва-
ними змінними 

2. Умова того, що рівняння 0Pdx Qdy   є рівнянням в повних диференціалах :  

a б в г 
P Q
y x

 
 

 
 P Q

x y
 


 

 P Q
y x

 


 
 P Q

x y
 

 
 

 

3. Якою підстановкою раціонально понизити порядок рівняння  (4) (5) 1y xy  ? 

a б в г 
( )y p y   (5) ( )y p x  ( ) ( )y p x p x   (4) ( )y p x  

4. Скільки невизначених констант містить загальний розв’язок рівняння 
 6 2y y x  ? 

a б в г 
п’ять шість жодної  чотири 

5.  Вкажіть вид загального розв’язку  ЛНДР n - го порядку: 

a б в г 

1

n
j j

j
y C y


   1 1 n ny C y C y   

1

n
k k

k
y C y y


   1 1( )ny C y y   

6. Знайти визначник Вронського для системи функцій  1 2sin , siny x y x x   . 

a б в г 
2cosW x  W x  2sinW x  1W   

7. На підставі коренів 1 23, 5k k   характеристичного рівняння, написати зага-
льний  розв’язок  однорідного рівняння 0y py qy    :  

     a б в г 
3 5

1 2
x xy C e C e    3xy Ce  3 5

1 2
x xy С e C e   8xy Ce  
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8. Знайти загальний розв’язок  диференціального рівняння: 3 2 0y y y    .  
a б в г 

 1 2
xy e C C x   2

1 2
x xy C e C e   2

1 2
x xy C e C e     2

1 2
xy e C C x   

9. Визначити вигляд частинного розв’язку  ЛНДР  2-го порядку y , якщо відомі  
корені характеристичного рівняння та права частина : 1 20 , 3 ;k k   

3 2( )f x ax bx cx d    .  
a б в г 

 2y Q x     3
2

xy Q x e     3y Q x    3y x Q x    

У завданнях 10,11 до кожного з  рядків інформації, позначених цифрами, 
виберіть один правильний, на Вашу думку, варіант, позначений буквою. Поста-
вте позначки в таблицях відповідей до завдань на перетині відповідних рядків 
(цифри) і колонок (літери).  

10. Для даних диференціальних рівнянь першого порядку (1– 4) встановити їх 
тип (А – Д).  

Рівняння  Тип   A Б В Г Д 

1      
1.     2tg cosy y x y x     

А    однорідне 
рівняння  

2      

3      
2.     2

arctg
1

x yy
x
 


 Б     рівняння 

Бернуллі           
4      

3.   2( ) 2 0y x dx xydy    
В     рівняння з 
відокремлюва-
ними змінними 

       

4.        
2

1
2

yey
y

   Г    лінійне рів-
няння  

       

 
Д    рівняння у 
повних дифере-
нціалах  

       

11. Встановіть відповідність між функціями (1 – 4), які пов’язані з розв’язанням  

задачі Коші 24 3 ; (0) 2/15; (0) 1/15xy y y e y y        , та їх змістом для даної 
задачі ( А – Д ).  
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Функції Зміст для задачі   A Б В Г Д 

1      
1.              2xe  А    права частина  

2      

3      
2.         

3 2

15

x xe e   Б     вронскіан          
4      

3.              42 xe  
В     функція фун-
даментальної сис-
теми  

       

4.                xe  
Г     частинний 
розв’язок неодно-
рідного рівняння  

       

 Д      розв’язок за-
дачі Коші 

       

Розв’язання задачі 12 повинно мати обґрунтування. Запишіть послідовні 
логічні дії та пояснення до бланку відповідей. 

12.  Розв’язати задачу Коші для системи лінійних диференціальних рівнянь 

3 3
; (0) 3 , (0) 4

8 5

dx x y
dt x y
dy x y
dt

     
  


. У відповідь запишіть (1) ?
(1)

x
y
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КОМЕНТАР ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ ТЕСТОВИХ ЗАВДАНЬ 

Завдання 1.  Правильна відповідь: а.  
Розв’язання. Рівняння містить невідому функцію y  та її першу похідну у 

першій степені, отже, воно є лінійним диференціальним рівнянням першого по-
рядку.   
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням:  типи диферен-
ціальних рівнянь першого порядку). 
Завдання 2. Правильна відповідь: в.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням:  вибір методу 
розв’язку диференціального  рівняння). 

Завдання 3. Правильна відповідь: г.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням:  вибір методу 
розв’язку диференціальних  рівнянь вищих порядків). 

Завдання  4. Правильна відповідь: б.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням:  вид загального 
розв’язку диференціальних  рівнянь  вищих порядків ). 

Завдання  5. Правильна відповідь: в.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням:  структура  за-
гального розв’язку диференціальних  рівнянь  n  го порядку ). 

Завдання  6. Правильна відповідь: в.  
Розв’язання: 

1 2 2
1 2

1 2
2

sin sin
( ; ) sin sin cos sin cos

cos sin cos

sin

y y x x x
W y y x x x x x x x

y y x x x x

x


       

   



 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: визначник 
Вронського для системи розв’язків диференціального рівняння 2-го порядку). 

Завдання  7.  Правильна відповідь: в.  
Розв’язання. Корені характеристичного рівняння дійсні та різні, отже, за-

гальний розв’язок ЛОДР другого порядку будемо шукати у наступному вигляді   
1 21 2

k x k xy C e C e  , а так як  1 23, 5k k  , тоді 3 5
1 2

x xy C e C e  .  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: залежність ви-
ду загального розв’язку лінійного диференціального рівняння другого порядку 
зі сталими коефіцієнтами від коренів характеристичного рівняння). 
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Завдання  8.  Правильна відповідь: б.  
Розв’язання.  На підставі коренів характеристичного рівняння  

12 2
1 2

2

1
3 2 0

2
x xk

k k y C e C e
k


       
. 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням:  знаходження 
загального розв’язку лінійного диференціального рівняння другого порядку зі 
сталими коефіцієнтами). 

Завдання  9.  Правильна відповідь: г.  
Розв’язання.  По-перше, права частина диференціального рівняння є по-

ліномом третього порядку, по-друге, один з коренів характеристичного рівнян-
ня співпадає з перевірочним числом 0   . Отже,   * 3y x Q x  .   
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: знаходження 
частинного розв’язку лінійного неоднорідного диференціального рівняння з 
правою частиною спеціального виду ). 

Завдання  10.  Правильна відповідь: 

 А Б В Г Д 

1     × 

2  ×    

3 ×     

4   ×   

Розв’язання .  

Рівняння 1.  2tg cosy y x y x     є рівнянням Бернуллі : дійсно маємо 
2cosy y tgx x y      . Тоді ( ) tg ; ( ) cos ; 2p x x f x x n     і ми прийшли до 

стандартної форми рівняння Бернуллі. 

Рівняння 2. 2
arctg

1
x yy
x
 


 є лінійним рівнянням: дійсно, 2 2

arctg
1 1

y xy
x x

  
 

.  

Тоді 2 2
1 arctg( ) ; ( )

1 1
xp x f x

x x
 

 
і ми прийшли до стандартної форми лінійного 

рівняння . 

Рівняння 3. 2( ) 2 0y x dx xydy    є рівнянням у повних диференціалах: дійсно, 

2( ; ) ; ( ; ) 2P x y y x Q x y xy   . Тоді 2 ; 2P Qy y
y x

 
 

 
, тобто  2P Q y

y x
 

 
 

.  
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Рівняння 4.  
2

1
2

yey
y

   є рівнянням з відокремлюваними змінними : дійсно,  

2
2

1 y
ydy y dx
e

 


. Тоді змінні відокремлюються, тобто ми прийшли до стандартної 

форми  рівняння . 

Завдання  11. Правильна відповідь: 

 А Б В Г Д 

1     × 

2   ×   

3    ×  

4  ×    

Розв’язання.  Загальний розв’язок  рівняння 24 3 xy y y e     уявляє со-
бою суму загального розв’язку відповідного однорідного рівняння та частинно-
го розв’язку неоднорідного рівняння, тобто  0y y y  . 

По-перше, знайдемо 12 3
0 0 1 2

2

3
: 4 3 0

1
x xk

y k k y C e C e
k

  
        

 . 

Тоді маємо: 
3

1 23 4 4 4
1 2 1 2 31 2

; ; ( ; ) 3 2
3

x x
x x x x x

x x
y y e e

y e y e W y y e e e
y y e e

 
    

 
       

   
. 

Права частина рівняння 2( ) xf x e . Частинний розв’язок неоднорідного рі-

вняння будемо шукати у вигляді  2xy Ae  . Підставляючи функцію y  та її по-

хідні у задане рівняння, дістаємо 2 2 2 24 8 3x x x xAe Ae Ae e   . Тоді 15 1A   і 

21
15

xy e  . Отже, 
2

3
1 2 15

x
x x ey C e C e    , 

2
3

1 2
23

15

x
x x ey C e C e      .  

За допомогою початкових умов знаходимо значення 1 2,C C : 

1 2
1

21 2

2 1 2 1(0)
15 15 15 15

1 2 1 0(0) 3
15 15 15

y C C C

Cy C C

            
            

. 

Розв’язок задачі Коші має вигляд: 3 21 1
15 15

x xy e e  . 
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Завдання  12.  
Розв’язання. Виразимо з першого рівняння системи функцію ( )y y t  че-

рез ( )x t  і dx
dt

. Знайдемо першу похідну від функції ( )y t  та підставимо отримані 

вирази у друге рівняння. Маємо  3 3;
3 3

x x x xy y
     .  Тоді  

3 38 5 8 5 8 9 0
3 3

dy x x x xx y x x x x
dt

               . 

Розв’язуючи отримане лінійне диференціальне рівняння дістаємо, що   

12 9
1 2

2

1
8 9 0 ( )

9
t tk

k k x t C e C e
k

 
       

. 

Отже, ми можемо знайти функцію ( )y t : 

9 9
91 2 1 2

1 2
3 9 3 3 4 2

3 3 3

t t t t
t tx x C e C e C e C ey y C e C e

 
     

      . 

Отже,  1 2 1 2
4(0) ; (0) 2
3

x C C y C C     .  За допомогою початкових умов 

обчислюємо 1 23 ; 4C C   . Тоді 3 ; 4t tx e y e     ―  розв’язок задачі Коші.  

Знаходимо  
1

1
(1) 3 0,75
(1) 4

x e
y e



  


. 

Відповідь:  – 0,75.  
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РОЗДІЛ  ШОСТИЙ   

РЯДИ 
 

§ 6.1.Числові ряди 

6.1.1. Визначення 

Числовим рядом називається нескінченна послідовність величин, сполуче-

них знаками додавання: 1 2
1

... ...n n
n

u u u u



      , nu ― загальний член ряду. 

  1 2 1
1

...
n

n n k n n
k

S u u u u S u


       —   частинна сума ряду.    

Якщо lim n
n

S S


 , де S   , тоді числовий ряд збігається і число S  нази-

вається сумою ряду, якщо ж границя частинних сум не існує, або дорівнює не-
скінченності, то ряд розбігається.    

      
6.1.2. Ознаки збіжності               

Якщо ряд 
1

n
n

u



  ― збіжний, тобто 

1
n

n
u




  , то lim 0n

n
u


 (необхідна 

умова збіжності ряду).  
Якщо ж lim 0n

n
u


 , то даний ряд напевно розбіжний — достатня умова 

розбіжності ряду .  
Достатні умови збіжності  знакододатних ( 0nu  ) рядів. 

Ознака Д’Аламбера:  

1
1, ряд збігається

lim 1, ряд розбігається
1, необхідно додатковe дослідження

n
n n

l
u l l
u

l





 


. 

Ознака Коші (радикальна): 
1, ряд збігається

lim 1, ряд розбігається
1, необхідно додаткове дослідження

n n
n

l
u l l

l


 


 . 

Ознака Коші(інтегральна): збіжність(розбіжність) невласного інтегралу 
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( )n
a

u n dn


  свідчить про збіжність (розбіжність) ряду  
1

n
n

u



 . 

Ознаки порівняння. Нехай є два  ряди 
1

n
n

u



  і 

1
n

n
v




 , , 0, 1,2,...n nu v n   

Перша ознака. Якщо починаючи з деякого номеру 0n N  виконується не-

рівність 0 0n nu v , тоді  
1 1

n n
n n

v u
 

 
      і 

1 1
n n

n n
u v

 

 
    . 

Друга ознака.  Якщо  lim 0,n
n n

u M M M
v

    , тоді обидва ряди одно-

часно збігаються або розбігаються.  
 
6.1.3. Знакозмінні ряди               

Числовий ряд 1
1 2 ... ( 1) ...n

nu u u     , де 0 ( 1,2,...)iu i  називається 

знакопочережним  рядом.  
 Достатні умови збіжності знакопочережного ряду  (ознака Лейбніца) 

 
1 2

1

... ...
( 1)lim 0

n n
nn nn

u u u
uu





      


  ― збігається. 

 Знакозмінним рядом називається ряд, членами якого є як додатні так і 

від’ємні числа. Нехай 
1

n
n

v



  — знакозмінний ряд. Тоді 1) якщо 

1
n

n
v




  , то 

1
n

n
v




  — збігається абсолютно; 2) якщо ж 

1
n

n
v




  , але 

1
n

n
v




  збігається за 

ознакою Лейбніца, тоді 
1

n
n

v



  збігається  умовно. 

 
§ 6.2.  Функціональні ряди 

6.2.1.  Основні визначення  
Функціональним рядом називається ряд виду 

1 2
1

( ) ( ) ( ) ... ( ) ...n n
n

u x u x u x u x
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Сукупність всіх значень x  для яких функціональний ряд збігається назива-
ється його областю збіжності.  Якщо точка x  знаходиться в області збіжності 

ряду, то функціональний ряд має суму 
1

( ) ( )n
n

S x u x



  . 

Частинна сума ряду це  ―  1 2
1

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )
n

n k n
k

S x u x u x u x u x


     . 

Для довільної точки x  з області збіжності ряду випливає, що існує границя  
 lim ( ) ( )n

n
S x S x


 . 

Якщо функціональний ряд збігається на деякій множині E  і має суму 
( )S x , то різниця ( ) ( ) ( )n nr x S x S x   називається залишком ряду. Для збіжного 

функціонального ряду lim ( ) 0n
n

r x


  (необхідна умова збіжності ряду). 

Збіжний функціональний ряд 
1

( )n
n

u x



  називається рівномірно збіжним на 

відрізку  ;a b якщо для будь-якого достатньо малого числа 0   найдеться чи-

сло N  таке, що для n N   і  ;x a b   виконується нерівність  

( ) ( )nS x S x   . 

Якщо функціональний ряд рівномірно збігається на відрізку  ;a b та його 
члени є неперервними функціями на цьому відрізку, тоді цей ряд можна інтег-
рувати та диференціювати членами на відрізку  ;a b .  

  
6.2.2. Степеневі ряди 

Окремим випадком функціональних рядів є степеневі ряди 0
0

( )n

n
c x a




 , 

де a  деяка стала. Областю збіжності степеневого ряду є інтервал  ;a R a R  , 
усередині якого степеневий ряд збігається абсолютно. Число R  називається    
радіусом збіжності степеневого ряду. Радіус збіжності можна обчислити, вико-
ристовуючи безпосередньо ознаки Д’Аламбера та Коші, або ж за формулами: 

 
1

1lim ; limn
nn nn n

cR R
c c 

  . 

Якщо функція ( )f x  нескінченне число разів безперервно диференційована 
в околі точки x a  і залишковий член у формулі Тейлора прямує до нуля при 
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необмеженому зростанні n, то в околі цієї точки функцію ( )f x  можна розвину-
ти в  ряд Тейлора: 

( )

0

( )( ) ( )
!

n
n

n

f af x x a
n




  . 

Зокрема , якщо у формулі Тейлора покласти 0a  , ми отримаємо окремий 
випадок ряду Тейлора , який носить назву ряду Маклорена : 

( ) ( )
2

0

(0) (0) (0) (0)( ) (0) ... ...
1! 2! ! !

n n
n n

n

f f f ff x f x x x x
n n





 
        . 

Наведемо розвинення в ряд Маклорена деяких основних елементарних  
функцій: 

 
2

1 ... ..., ;
2! !

n
x x xe x x

n
         ;

3 5 2 1
sin ... ( 1) ..., ( ; )

3! 5! (2 1)!

n
nx x xx x x

n


         


; 

2 4 2
cos 1 ... ( 1) ..., ( ; )

2! 4! (2 )!

n
nx x xx x

n
          ; 

2( 1) ( 1)...( 1)(1 ) 1 ... ..., ( 1;1)
1! 2! !

nnx x x x x
n

         
          

 
2 3

1ln(1 ) ... ( 1) ..., 1;1
2 3

n
nx x xx x x

n
          ; 

 
3 5 2 1

1arctg ... ( 1) ..., 1;1
3 5 2 1

n
nx x xx x

n


        


. 

 
§ 6.3. Ряди Фур'є  

Тригонометричним рядом називається функціональний ряд вигляду: 

0

1
cos sin

2 n n
n

a a nx b nx



  . 

Нехай 2 періодична функція ( )f x  інтегрована на відрізку  ;  .  
Числа 0a , ka  і kb , які визначаються формулами 

0
1 1 1( ) ; ( )cos ; ( )sin ( 1,2...)k ka f x dx a f x kxdx b f x kxdx k

  

  
  
  

       

називаються коефіцієнтами Фур'є функції ( )f x .  
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Тригонометричний ряд, коефіцієнти якого є коефіцієнтами Фур'є функції 
( )f x , називають рядом Фур'є цієї функції і цей факт записують так:    

0

1
( ) cos sin

2 n n
n

af x a nx b nx



   . 

Якщо функція ( )f x  має властивість парності, то вид її ряду Фур'є значно 
спрощується. Так для парної функції  маємо  

0

1
( ) cos

2 k
k

af x a kx



  ,  де 0

0

2 ( )a f x dx



    і 

0

2 ( )coska f x kxdx



   , 

а для  непарної  функції 
1

( ) sink
k

f x b kx



  ,  де 

0

2 ( )sinkb f x kxdx



  . 

Для 2l   періодичної функції ( )f x  ряд Фур'є має вигляд 

0

1
( ) cos sin

2 k
k

a k x k xf x a b
l l
 


   ,  де 

0
1 1 1( ) ; ( )cos ; ( )sin

l l l

k k
l l l

k x k xa f x dx a f x dx b f x dx
l l l l l

 

  

     , 1,2,...k   

Комплексна форма ряду Фур'є 

Нехай дано ряд Фур'є   0

1
( ) cos sin

2 n n
n

af x a nx b nx



   ,  де  

0
1 1 1( ) , ( )cos , ( )sin , 1,2,n na f x dx a f x nxdx b f x nxdx n

  

  
  
  

        

Після застосування формул Ейлера можна отримати 

   

cos sin ,
1 1, .
2 2

inx inx
n n n n

n n n n n n

a nx b nx c e c e

c a b c a b






  

     
 

Застосувавши формули коефіцієнтів Фур'є, дістанемо формули визначення 
комплексних коефіцієнтів 

0
0

1 1, ( ) , ( ) .
2 2 2

inx inx
n n

ac c f x e dx c f x e dx
 

 





 

     

Враховуючи ці формули ряд Фур'є можна записати у виді ( ) inx
n

n
f x c e




  , де 
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коефіцієнти  1 ( ) , 0 ; 1; 2 ; .
2

inx
nc f x e dx n










      

Отримали комплексну форму ряду Фур'є. Аналогічно знаходиться ком-

плексна форма ряду Фур'є  2l – періодичної функції ( ) expn
n

i nxf x c
l




   
 

 , 

де коефіцієнти 1 ( )exp , 0 ; 1; 2 ; .
2

l

n
l

i nxc f x dx n
l l





      
    

Члени цього ряду exp , 0 ; 1; 2 ; .n
i nxc n

l
     

 
  називають гармоніками, 

коефіцієнти nc  ― комплексними амплітудами гармонік, n
n
l


  ― хвильови-

ми числами функції. 
 
§ 6.4. Завдання для самостійного розв’язування  

ЗАДАЧА 1 
Дослідити на збіжність ряд: 

1 1 11.1.    1
101 201 301

    2 2 2
1 1 11.2.    

1 1 1 2 1 3
  

  
 

1 1 11.3.    1
3 3 5 5 7 7

    2 3
1 2 31.4.    

ee e
   

1 1 11.5.    
2 2 3 3 4
  

 
 3 3 3

1 2 31.6.    
1 1 1 2 1 3

  
  

 

ЗАДАЧА 2 
Дослідити на збіжність та абсолютну збіжність ряд: 

1 1 12.1.    1 ;
3 9 27

      
 

1

1

1
2.2. ;

2

n

n n n






   

1 1 12.3.    1 ;
3 5 7

       1

1

1
2.4. ;

1

n

n n








  

1 1 12.5.    1 ;
4 9 16

     1

1

22.6. .
5

n

n
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ЗАДАЧА 3 
Знайти радіус та область збіжності степеневого ряду: 

2 3

23.1.  ;
4 2 4 3
x xx     

1

53.2. ;
!

n n

n

x
n




  

2 3x3.3.  1 ;
10 100 1000

x x
     

 
2

1

4
3.4. ;

1

n

n

x

n








  

2 33.5.  1 2 3 4 ;x x x      
1

4 2
3.6. ;

nn

n

x
n






  

ЗАДАЧА 4 
Розвинути в ряд Маклорена функцію: 

24.1.    sin ;x  4.2.   2 ;xx   

 24.3. ln 1 ;x x  44.4.   16 8 ;x  
24.5.    cos ;x     24.6.   ln 1x x x  . 

ЗАДАЧА 5 

Обчислити заданий інтеграл з точністю до 310  : 

1 2

0
5.1. exp ;

2
x dx

 
  
 

  
0,25

0
5.2. cos ;x xdx  

1
2

0
5.3. sin ;x dx  

0,5
3

0
5.4. 1 ;x dx  

0,5 2

0
5.5. cos ;

2
x dx

 
  
 

   
1

0
5.6. sin ;x x dx  

ЗАДАЧА 6 
Знайти три перших відмінних від нуля членів розкладу в степеневий ряд 

частинного розв’язку диференціального рівняння: 

 26.1. 2 ; 0 1;xy y ye y      6.2. 2 , 0 0 ;yy e xy y     

 6.3. ; 0 4 ;xy e y y      2 26.4. 1, 0 1;y x y y     

 26.5. 3 2 ; 0 1;y x x y y      6.6. 2 , 0 0 ;yy e xy y     
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ЗАДАЧА 7 
Знайти ряд Фур’є функції  f x  на заданому проміжку: 

 
0 , 0

7.1.  , ;
, 0

x
f x x

x x





  
   

    27.2. 1 , 1;1 ;f x x x     

 
0 , 2 0

7.3.  , 2;
1 , 0 2

x
f x x

x
  

   
    7.4. , ; ;

2
xf x x  

    

 
, 0

7.5.  , ;
1,5 , 0
x x

f x x
x





  

   
    27.6. 4 , 1;1 ;f x x x     

 
§ 6.5. Приклади тестових завдань  

Ряди 
У завданнях 1 — 6 виберіть одну вірну на вашу думку відповідь та познач-

те її у бланку відповідей. 

1. Сума перших n  членів числового ряду називається: 
а б в г 

сумою ряду n ю частинною 
сумою ряду 

ніяк не 
називається 

залишком ряду 

2. Вказати загальний член ряду   2 4 8 ....
1 4 2 5 3 6

  
  

 

а б в г 
3 1
(2 2)n

nu
n n





 2

( 3)n
nu

n n



 2

( 3)

n
nu

n n



 

1
( 3)n
nu

n n





 

3. Знайти суму ряду   
1

1

( 1) 2
(2 )!

n n

n n

 



  з точністю до  0,01  . 

а б в г 
− 0,54 − 0,96 1,28 0,84 

4. Нехай функції ( )nu x  — диференційовані на відрізку ,a b , а ( )S x  — сума 

ряду 
1

( )n
n

u x



 . Яким повинен бути  ряд  щоб виконувалась рівність  

1 1
( ) ( ) ( )n n

n n
S x u x u x

 

 

 
    

 
  ? 
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а б в г 

збіжним будь-яким рівномірно 
збіжним розбіжним 

5. До якої функції збігається ряд   
3 5

...
3 5
x xx    ,   1 1x   ? 

а б в г 
arctg x  sin x  ln( 1)x   sh x  

6. Функції ( )f x  і ( )x  називаються ортогональними на відрізку  ;a b ,  якщо 

( ) ( ) 0
b

a
f x x dx  . Функції cos i sinnx kx   ,k n N  будуть ортогональними на 

періоді   ,  , якщо 
а б в г 

k n  k n  ,k n N   0k n   

Розв’язання задач 7 - 10 повинно мати обґрунтування. Запишіть послідов-
ні логічні дії та пояснення. Якщо потрібно проілюструйте розв’язання завдань 
схемами, графіками, таблицями. Перенесіть відповідь до бланку відповідей. 

7.  Дослідити ряд    
1

1
2

n

n n n






    на абсолютну або умовну збіжність. 

8.  Вказати область збіжності степеневого ряду   
21

(2 1)

2

n

n

x

n








 . 

9.  За допомогою ряду Маклорена функції  2( ) cos2f x x x   знайти  (6)(0)f . 
10.  Знайти коефіцієнт 4a  розвинення в ряд Фур’є функції  ( ) 1f x x   на від-

різку  ;  . 
 

КОМЕНТАР ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ ТЕСТОВИХ ЗАВДАНЬ 

Завдання  1. Правильна відповідь: б. 
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: числові ряди, 
основні поняття та означення).  

Завдання  2. Правильна відповідь: б. 
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: знаходження 
загального члена числового ряду). 

Завдання  3. Правильна відповідь: г. 
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Розв’язання.    
1 2 3 4

1

( 1) 2 2 2 2 2 1 1 1... 1 ...
(2 )! 2! 4! 6! 8! 6 90 2520

1 0,167 0,011 0,0004 1 0,167 0,011 0,84

n n

n n

 




          

       

  

Даний ряд є рядом Лейбніца, отже, похибка, яку ми отримаємо замінюючи 
суму лейбніцевого ряду на частинну суму ряду,  не перевершує за абсолютним 

значенням першого члену ряду який ми відкидаємо. Так як  4
1 0,01

2520
u   , 

тоді для знаходження суми ряду достатньо обмежитися сумою перших трьох 
членів ряду.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: знакопочереж-
ні ряди, теорема Лейбніца, знаходження суми лейбніцевого ряду).  

Завдання  4. Правильна відповідь: в. 
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: рівномірна 
збіжність функціональних рядів, властивості рівномірно збіжних рядів).  

Завдання  5. Правильна відповідь: а. 
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: розкладання в 
ряд  Маклорена основних елементарних функцій).  

Завдання  6. Правильна відповідь: в. 
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: ряди Фур’є, 
системи  функцій, ортогональні на відрізку).  

Завдання  7.  
Розв’язання. Спочатку дослідимо ряд на абсолютну збіжність. Для цього 

складемо ряд з абсолютних величин членів ряду. Отримаємо такий ряд  

 
1

1
2n n n




 . Для дослідження цього ряду на збіжність застосуємо першу ознаку 

порівняння. Так як  3 2
1 1 ( 1, 2, ...)
2

n
n n n

   і  ряд 3 2
1

1

n n




  збігається, як ряд 

Дірихлє  
1

1
p

n n




  з показником степеня 1p  , тоді ряд 

1

1
2n n n




  буде також збі-

гатися. Отже,  знакопочережний  ряд   
1

1
2

n

n n n






   збігається абсолютно. 

Відповідь:  ряд збігається абсолютно. 
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Завдання  8.  
Розв’язання  Введемо наступне позначення: 2 1x t   та розглянемо сте-

пеневий ряд  
21 2

n

n

t

n



 
 . Обчислимо радіус збіжності цього ряду за формулою  

   2 2 2

2 21

1 2 1 1 2
lim lim lim 1

2 1 2
n

n n nn

n n naR
a n n  

   
   

 
. 

Тоді інтервал збіжності даного ряду визначається нерівністю 1t  , отже, 
інтервал збіжності початкового ряду буде визначатися нерівністю  

2 1 1 1 2 1 1 0 1x x x          . 

Дослідимо поведінку ряду 
21

(2 1)

2

n

n

x

n








  на кінцях інтервалу  0;1 .  

Якщо 1x  , дістаємо числовий ряд 
21

1

2n n



 
 . Застосуємо до цього ряду 

інтегральну ознаку Коші збіжності ряду. Маємо,  

2
2

1 1

ln 1
1

dn n n
n


    


  — інтеграл розбігається. 

Отже, розбігається і ряд. Нехай тепер 0x  . Дістанемо знакопочережний 

ряд 
21

( 1)

2

n

n n








 .  Ми показали, що знакозмінний ряд не є абсолютно збіжним. 

Дослідимо його на умовну збіжність за допомогою теореми Лейбніца. Тоді 

1)
2
1lim 0

2n n



; 2) 1 1 1 ...

3 6 11
   . Отже, ряд збігається умовно.  

Відповідь: область збіжності степеневого ряду   0;1 . 

Завдання  9.   
Розв’язання .  Запишемо розвинення функції в ряд Маклорена.  

2 4 6 4 6 8
2 2 2( ) cos2 1 ... ...

2! 4! 6! 2! 4! 6!
x x x x x xf x x x x x

 
            

 
 

Отже,   
(6)

(6)(0) 1 (0) 30
6! 4!

f f   .  

Відповідь:   (6) (0) 30f  . 
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Завдання  10.   
Розв’язання.  Функція ( ) 1f x x   — парна. Тоді  

4
0 0 0 0

0 0 0
0

2 2 2( )cos4 (1 )cos4 cos4 cos4

2 1 1 1 1sin 4 sin 4 sin 4 cos4 0.
4 4 4 2 4

u dv
a f x xdx x xdx xdx x xdx

xx x xdx x

   


  

  

 

 
      
 
 

              

   




 

Відповідь:   4 0a  . 
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РОЗДІЛ  СЬОМИЙ  

ТЕОРІЯ ЙМОВІРНОСТЕЙ ТА МАТЕМАТИЧНА  СТАТИСТИКА 
 
§ 7.1. Теорія ймовірностей. Основні визначення і формули 

7.1.1. Основні формули комбінаторики   

І. Комбінації (сполуки) з  n  елементів по k        !
!( )!

k
n

nC
k n k




. 

ІІ. Розміщення  з  n  елементів по k                       !!
( )!

k k
n n

nA k C
n k

 


. 

ІІІ. Перестановки множини з  n  елементів            !nP n . 

Біном Ньютона  

0 0 1 1 1 0

0
( ) ... ...

n
n n n k n k k n n k n k k

n n n n n
k

a b C a b C a b C a b C a b C a b  


         . 

Властивості біноміальних коефіцієнтів  
1 0 1

1
0 1 1 0 1 2

, 0,1,..., ; ; 1; ;

... 2 , ... ( 1) 0

m n m m m m n
n n n n n n n n

n n n n n
n n n n n n n n

C C m n C C C C C C n

C C C C C C C C

 




      

          
 

 

7.1.2. Ймовірність випадкової події  

Визначення ймовірності події A    0 1P A  : 

Класичне  ―    mP A
n

 ,  де m – число наслідків, що сприяють події А, n – 

число всіх єдиноможливих і рівноможливих наслідків; 

Статистичне  ―    lim
n

P A P A


 , де  P A  – відносна частота події 

А в серії n випробувань; 

Геометричне ―    
 

mes A
P A

mes



 , де  mes A ,  mes   – міри сприятли-

вих та всіх можливих наслідків події А; 
Аксіоматичне ― для   алгебри випадкових подій  F задано ймовір-

ність Р,  якщо кожній випадковій події A F  відповідає число  P A  та вико-
нуються чотири аксіоми:    

   1. 0 1; 2. 1;A P A A P D    
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     3. ; 4. ( )n n
n n

A P A B P A P B A P A P A 
    

 
 ,  

де А  і  В несумісні події , ,i jA A i j    попарно несумісні події. 

 
7.1.3. Теореми додавання та множення  ймовірностей 

І.     ( ) ( )P A B P A P B   , якщо події несумісні. 

ІІ.    ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B     , якщо події сумісні. 

ІІІ. ( ) ( ) 1P A P A  ,  якщо  ,A A  ― протилежні події. 

IV.    1 2 1 21n nP A A A P A A A      , де  ( 1 )iA i n   сумісні події. 

V.      ( )P A B P A P B   ,  якщо події незалежні. 

VІ.      ( ) ( ) ( )A BP A B P A P B P B P A      , якщо події залежні 

Формула повної ймовірності  ―  
1

( ) ( )i

n
i B

i
P A P B P A


   

         Формула Бейєса  ― 
 

 
1

( )
( ) 1

( )

i

i

i B
A i n

i B
i

P B P A
P B i n

P B P A


 


  

(1 )iH i n  ― гіпотези (події), що утворюють повну групу.  
 

7.2. Випадкові величини. Закони розподілу  

7.2.1. Основні визначення  

Випадкові  величини (ВВ) бувають дискретними та неперервними. 
Дискретною (ДВВ) називається випадкова величина, сукупність значень 

якої утворює дискретну (скінчену або злічену) множину. 
Неперервною (НВВ) називається випадкова величина, можливі значення 

якої заповнюють деякий проміжок   ,a b  числової осі, тобто утворюють непе-
рервну множину.   

Закон розподілу ДВВ ― відповідність між можливими значеннями ВВ та 
їх ймовірностями ― задається чотирма способами: табличним, графічним, ана-
літичним і програмним.  Наприклад, при табличному завданні всі можливі зна-
чення ВВ X  та відповідні їм ймовірності приводяться у вигляді таблиці 7.1. , 
яка називається рядом розподілу ДВВ:   
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Таблиця 7.1  
X  1x  2x  … nx  
P  1p  2p  … np  

Для перевірки вірності укладення ряду  розподілу застосовується  формула  

1
1

n
i

i
p


 . 

При графічному  завданні закону розподілу ДВВ в прямокутній системі 
координат будується многокутник  розподілу ― ломана лінія з вузлами в точ-
ках ( , )k kx p . 

При аналітичному способі завдання закону розподілу приводиться фор-
мула, за допомогою якої можна обчислити ймовірність будь-якого можливого 
значення ВВ: ( ), 1,2,...,k kp P X x k n   . Ця формула є  математичною модел-
лю закону розподілу.  

 
7.2.2 Функція розподілу  

Найбільш загальним способом завдання закону розподілу для ДВВ і НВВ є 
використання функції розподілу ( )F x  (інтегральна функція розподілу).  

Функцією  розподілу ВВ X  називається функція ( )F x , яка дорівнює ймо-
вірності того, що ВВ набуває довільне можливе значення, менше узятого зна-
чення аргументу x , тобто  ( )F x P X x     або  ( )F x P X x  . 

 Властивості функції ( )F x : 
1) 0 ( ) 1F x  ; 2)    0, 1F F    ; 3) функція ( )F x  ― неспадна фу-

нкція; 4) якщо 1x  ― найменше можливе значення ВВ X , а nx  ― її найбільше 
можливе значення, тоді  1( ; ] ( ) 0x x F x     й  ; ( ) 1nx x F x    .  
 

7.2.3. Щільність розподілу  

НВВ можна також задати щільністю (диференціальною функцією) розпо-
ділу ( )f x . 

Щільністю розподілу НВВ X  називається перша похідна від функції  роз-

поділу ( )F x  цієї ВВ, тобто ( ) ( )f x F x . Отже, ( ) ( )
x

F x f t dt


  . 

Поняття щільності розподілу не має сенсу для ДВВ. 
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Графік щільності розподілу називається кривою розподілу НВВ.  
Властивості функції ( )f x : 

1.  ( ) 0 ;f x x     ; 

2. ( ) 1f x dx




 , якщо всі можливі значення ВВ X  належать відрізку  ;a b ,  

то ( ) 1
b

a
f x dx  ; 

3.   ( )
b

a
P a X b f x dx    . 

 
§ 7.3. Числові характеристики випадкових  величин 

1. Мода Mo                               
Модою ДВВ називається її найбільш ймовірне можливе значення, тобто, 

значення, для якого виконується умова ( ) ( )P X Mo P X Mo   . Отже, мода 
ДВВ ― це таке значення ВВ kX x , для якого ймовірність  kp  більше  ніж для 
решти значень.  

Модою НВВ називається те її можливе значення, при якому щільність роз-
поділу найбільша. Отже, для знаходження моди НВВ використовується рівнян-
ня 

0
( ) 0x Mf x   .  

2. Медиана  Me  
Медіаною ВВ називається те її можливе значення,  для  якого однаково 

ймовірно то, що ВВ набуває значення більше або менше ніж X Me , тобто ви-
конується умова ( ) ( )P X Me P X Me   . Отже, для знаходження медіани ви-
користовується рівняння  ( ) 0,5x MeF x   .  

3. Математичне сподівання ( )M X і його властивості 

Для ДВВ:     
1

( )
n

i i
i

M X p x


 .                 Для  НВВ:    ( ) ( )M X xf x dx




  . 

Властивості математичного сподівання  ВВ 
1. ( ) , constM C C C  ; 
2. ( ) ( )M CX CM X ; 
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3. 1 2 1 2( ... ) ( ) ( ) ... ( )n nM X X X M X M X M X       ,  де ( 1,2,..., )iX i n ―    
      взаємно незалежні випадкові величини; 

4. ( ) ( ) ( )M X Y M X M Y   ; 

5.  
1 1

n n
k k

k k
M X M X

 

 
  

 
  ; 

6. Нехай  
1

1 n
k

k
X X

n 
  . Тоді 

1

1( ) ( )
n

k
k

M X M X
n 

  .  

7. Якщо ( ) ( 1, )kM X a k n  ,  тоді ( )M X a ; 
8. ( ( )) 0M X M X  . 

Початковий момент k го порядку ВВ ( )k
k M X  , отже, 1 ( )M X  . 

Центральний момент k го порядку ВВ ( ( ))k
k M X M X   . Тоді 1 0  .  

4. Дисперсія й середньоквадратичне відхилення  
Дисперсією називається математичне сподівання квадрата відхилу випад-

кової величини від її центра розподілу 2
2( ) ( ( ))D X M X M X    . 

Середньоквадратичне відхилення  ―  ( ) ( )X D X  . 
Для обчислення дисперсії ВВ застосовуються  формули: 

Для  ДВВ  2

1
( ) ( ( ))

n
i i

i
D X p x M X


   або  2 2

1
( ) ( )

n
i i

i
D X p x M X


  . 

Для  НВВ  2( ) ( ) ( )D X f x x M X dx




   або 2 2( ) ( ) ( )D X x f x dx M X




  . 

Властивості  дисперсії  ВВ 
1. ( ) 0D C  ; 

2.  2 2( ) ( )D X M X M X   або 2
2 2 1    ; 

3. ( ) ( ) ( )D X Y D X D Y   , ,X Y ― незалежні ВВ; 

4. 2( ) ( )D CX C D X ; 
5. ( ) ( ) ( )D X Y D X D Y   , ,X Y ― незалежні ВВ; 

6. 2
1

1( ) ( )
n

k
k

D X D X
n 

  . Якщо  kD X d , ( 1, )kX k n  ― незалежні випад-

кові  величин, тоді  ( ) dD X
n

  й  X
n


  .  
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§ 7.4. Деякі закони розподілу  ДВВ  

Нехай виконується n  незалежних випробувань, в кожному з яких подія A  
може відбутися з однаковою ймовірністю ( )p P A  або не відбутися з ймовір-
ністю 1q p  . Позначимо через X  випадкову величину, яка описує кількість 
появ  події A  в n  незалежних іспитах. Тоді ймовірність того, що подія A  в серії 
з n  незалежних випробувань з’явиться  рівно k  разів  ― ( )nP k  або те, що ВВ 
X прийме значення рівне k , обчислюється за формулою Бернуллі (математична  
модель біноміального закону).  

1. Біноміальний закон розподілу (формула Я. Бернуллі) 

( ) ( ) , 1 , ( 30)k k n k
n n nP X k P k C p q q p n      , 

0
( ) 1

n
n

k
P k


 . 

 

( ) (0) (1) ... ( 1);
( ) ( 1) ( 2) ... ( );
( ) (0) (1) ... ( );
( ) ( ) ( 1) ... ( ) 1 (0 )

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n n

P X k P P P k
P X k P k P k P n
P X k P P P k
P X k P k P k P n P X k

     

      
    

         

 

Числові характеристики  
 ( ) , ( ) , ( )M X np D X npq X npq   , 

 1 2, ;np p N Mo np p Mo np q np p N Mo np p            . 

2. Розподіл Пуассона (асимптотична формула Пуассона) 

( ) ( 0,1,...)
!

k
aaP X k e k

k
   ,  , 0 0,1a np p   ,  n   достатньо велике,  

e   основа натуральних логарифмів, a   параметр закону Пуассона.  
Формула Пуассона є асимптотичною, так як вона дає тим більше точний 

результат, чим більше число випробувань  n .  
Числові характеристики ― ( ) , ( )M X a D X a  . 

Рівність математичного сподівання й дисперсії використовується для пере-
вірки на практиці гіпотези про пуассонівський закон розподілу випадкової ве-
личини.  

3.  Локальна теорема Муавра-Лапласа 
У випадку, коли число повторних випробувань n  велике, а ймовірність p  

не прямує до нуля, доцільно використовувати асимптотичну формулу Муавра – 

Лапласа:  ( )( )n
xP k

npq


 ,  де  
21( ) exp ,

22
x k npx x

npq




  
    

 
. 
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Властивості функції  ( )x : 
1. функція ( )x ― табульована, її значення можна обчислити, наприклад, 

використовуючи інженерний калькулятор; 
2. ( )x ― парна, тобто ( ) ( )x x   ; 
3. ( )x ― додатна, тобто ( ) 0x x R    ; 
4. lim ( ) 0

n
x


 , тобто при зростання аргументу  x  значення функції ( )x  

швидко спадають від найбільшого значення (0) 0,3989   до нуля, ось 
чому значення функції ( )x  в таблицях приводяться для  0;5x .  

4. Інтегральна теорема Муавра-Лапласа 
Ймовірність того, що при достатньо великому числі n  повторних випробу-

вань подія A  відбудеться від 1k  до 2k  разів може бути наближено обчислена за 

формулою  1 2 2 1; ( ) ( )nP k k x x   , де 

2

2
0

1( )
2

t
x

x e dt



    ― нормована 

функція  Лапласа,  2
2

k npx
npq


  й 1
1

k npx
npq


 . 

Властивості функції  ( )x : 
1. ( )x ― табульована; 
2. ( )x ―  непарна, тобто ( ) ( )x x    ; 
3. ( ) 0,5x   для 5x  , ось чому в таблиці приводяться її значення  тільки 

для 0 5x  . 
 

§ 7.5. Деякі закони розподілу НВВ 

1. Рівномірний розподіл  
Рівномірний розподіл має місце у випадку, коли ймовірність потрапляння 

значень ВВ в заданий інтервал рівномірно розподілена усередині деякого відрі-
зка  ;a b . Тоді щільність розподілу ( )f x  ВВ і її функція розподілу ( )F x :  

0, 0,
1( ) , 0 ( ) , 0

0, 1,

x a x a
x af x x b F x x b

b a b a
x b x b

  
           

   

. 

Числові характеристики 

 2( ) / 2; ( ) ( ) /12; ( ) 0,289( )Me Mo a b D X b a X b a       . 
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Ймовірність потрапляння значень рівномірно розподіленої ВВ в інтервал 

   ; ;c d a b  обчислюється за  формулою ( ) d cP c X d
b a


  


.  

2. Показниковий  розподіл     
За показниковим розподілом, наприклад, розподілено час між двома ви-

кликами на диспетчерському пункті, час безвідмовної роботи агрегатів тощо.  
Описується показниковий розподіл наступними співвідношеннями   

, 0( )
0, 0

xe xf x
x

   


  і    1 , 0( )
0, 0

xe xF x
x

   


. 

Числові  характеристики   

2
ln 2 1 1 10, , ( ) , ( ) , ( )Mo Me M X D X X
  

     .   

Ймовірність потрапляння значень ВВ X , що має  показниковий розподіл, 

в інтервал ( ; )   дорівнює  ( )P X e e        .  

3. Нормальний розподіл  
Математичною моделлю щільності нормального розподілу  є функция     

2

2
( )

21( ) ,
2

x a

f x e x R
 


 


. Графік щільності нормально розподіленої НВВ, 

називається нормальною або  гауссовою кривою.  
Нормальний розподіл повністю визначається своїми двома параметрами 

( )M X Mo Me a   і ( ) ( )X D X   .  Параметр a  є центром симетрії нор-
мального розподілу. При змінюванні параметру a  крива розподілу буде зсува-
тися вздовж осі абсцис, не змінюючи свою форму. Параметр   характеризує 
форму нормальної кривої. Найбільша ордината нормальної кривої обернено 
пропорціональна  . Так як площа, обмежена гауссовою кривою  і віссю абсцис 
завжди чисельно дорівнює одиниці, то при зростанні параметру   крива стає 
більш плоскою і розтягується вздовж осі абсцис і навпаки, якщо параметр   
зменшується, нормальна крива витягується угору і стискується з обох сторін.   

Ймовірність потрапляння нормально розподіленої ВВ X в заданий інтер-

вал  ;a b  обчислюється за формулою ( ) a aP X   
 
          

   
, де 

( )x ― наведена вище функція Лапласа. Безпосередньо можна переконатися в 

тому, що  3 0,0027P X a    , тобто малоймовірно, що можливі значення 

нормально розподіленої ВВ X будуть віддалені від її центра розподілу на вели-
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чину більшу потрійного середньоквадратичного відхилення. Виконання прави-
ла «трьох сигм» є вагомим доводом на користь гіпотези про нормальний розпо-
діл випадкової. 

При вивченні різноманітних законів розподілу випадкових величин їх час-
то порівнюють з нормальним законом розподілу. С  цією метою вводяться ха-
рактеристики, які називаються  асиметрією  і  ексцесом.  

 Асиметрією  розподілу  називається величина, яка визначається співвід-

ношенням 
3

3
33

( ( ))

( )
S

M X M XA
D X





  . Коефіцієнт асиметрії назначено для оці-

нки «скошеності» розподілу відносно центра розподілу. 
 Ексцесом розподілу називається характеристика, яка визначається рівніс-

тю 
4

4
44

( ( )) 3 3
( )

k
M X M XE

D X





    . Ексцес розподілу служить для характери-

стики «крутості» нормальної кривої, тобто яким буде розподіл ― «гостровер-
хим»  0kE   або «плосковерхим»  0kE  . Для нормального розподілу  

0SA   й  0kE  .  

4. Розподіл 2  «хі-квадрат» 

За законом 2  розподілена сума n  квадратів незалежних нормально роз-
поділених величин, кожна з яких має математичне сподівання, яке дорівнює 
нулю і дисперсію рівну одиниці. Параметр n  розподілу носить назву «число 

степенів свободи». Числові характеристики розподілу 2 такі: 2M n   і 
2D n  . При достатньо великих n  розподіл «хі-квадрат» практично не відріз-

няється від нормального. Щільність розподілу «хі-квадрат» визначається спів-
відношенням  

    2 1
2

0, 0
( ) 1 2 exp 2 , 0

2
n

n

x
f x

n x x x


    

, 

де   2 1

0
2 n tn t e dt

      — символ гамма-функції.  

5. Розподіл Стьюдента (t – розподіл)  
За законом Стьюдента розподілена наступна комбінація випадкових вели-

чин Z nT
V

 , де Z  ― ВВ, яка має нормальний закон розподілу з ( ) 0M Z   і 
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( ) 1D Z  , а ВВ V розподілена за законом 2  з n  степенями свободи. Отже, 
t розподіл також має один параметр n . Щільність t розподілу виражається 

формулою 

1
2 2

1
2( ) 1 ,

2

nn
tf t t R

n nn


             

 

. Числові характеристики розпо-

ділу Стьюдента такі: ( ) 0M T  , ( ) , 1,2D T n    і ( ) , 2
2

nD T n
n

 


. За фор-

мою t розподіл нагадує нормальний розподіл, але більш повільно спадає з ро-
стом t .  

 
§ 7.6. Закон великих чисел (ЗВЧ) 

ЗВЧ у формі Я. Бернуллі.  Нехай проводиться  n  повторних випробувань.  
Якщо ймовірність появи події A  в одному випробуванні дорівнює p , відносна 

частота події дорівнює m
n

, тоді для будь-якого 0   має місце нерівність 

lim 1
n

mP p
n




 
   

 
, тобто відносна частота події A  збігається за ймовірніс-

тю до ймовірності цієї події, тобто  ( ) ( )P
n

W A P A


 .  

 ЗВЧ у формі П. Л. Чебишева. Нехай випадкові величини 1 2, ,..., nX X X  не-
залежні і існує число 0C   таке, що ( ) , 1,2,...,iD X C i n  . Тоді для будь-якого 

0   виконується співвідношення
1 1

1 1lim ( ) 1
n n

i i
n i i

P X M X
n n


  

      
  

, тобто 

середнє арифметичне випадкових величин збігається за ймовірністю до серед-
нього арифметичного їх математичних сподівань.  

 
§ 7.7. Елементи математичної статистики  

7.7.1. Основні визначення і поняття 

Вибіркою називається сукупність випадково відібраних об’єктів. Вся суку-
пність, з якої здійснюється вибірка, називається генеральною сукупністю. 
Об’ємом сукупності (генеральної або вибіркової) називається кількість елемен-
тів цієї сукупності.  

Вибірка називається  репрезентативною,  якщо вона має таку кількість і  
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склад об’єктів, при яких інформація про генеральну сукупність, отримана на 
основі вивчення даної вибірки буде адекватною.  

Якщо спостережені значення ознаки розташувати у порядку зростання, то 
отримаємо варіаційний ряд  1 1 2 2, , ,k kx n x n x n , де in  — кількість спосте-

режених значень ознаки, кожне з яких  ,ix  1,i k , а 
1

k
i

i
n n


  — об’єм вибірки. 

При цьому значення ix  називають варіантами, in  — їх абсолютними часто-

тами,  а i
i

nw
n

  ― їх відносними частотами або статистичними ймовірнос-

тями. Для заданої вибірки статистичний ряд розподілу відносних частот запи-
сують у вигляді таблиці  

Таблиця 7.2 
X  1x  2x    kx  
w  1w  2w    kw  

Записаний таким чином статистичний ряд доцільно використовувати для 
ДВВ, коли кількість спостережених значень не дуже велике. В протилежному 
випадку або у випадку  НВВ вважають, що генеральною сукупністю є проміжок 
 ;a b , який поділяють на k  проміжків   1; ,i ix x  1,i k  однакової довжини 

.b ah
k


   Отже, , , , 1,0x a x b x a ih i kk i     . Для визначення числа k  часто 

використовують формулу Стерджесса 1 3,322lgk n  , де n ― обсяг вибірки. 

Для кожного 1,i k  підраховують кількість in  спостережених значень, які по-
трапили в проміжок  1;i ix x  та складають інтервальний статистичний ряд роз-
поділу: 

Таблиця 7.3  
    X     2 1x x   3 2x x         1k kx x   
    n         1n         2n                kn  

Для графічного зображення варіаційних рядів використовують полігон і гі-
стограму.  

Дискретний варіаційний ряд ілюструють полігоном частот. Для його побу-
дови в прямокутній системі координат наносять точки  ,i ix n або  ,i ix w , де 

ix ― варіанта, а  i in w ― частота (відносна частота) і з’єднують відрізками 

прямих. Отримана  лінія називається  полігоном частот вибірки.  
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Для зображення інтервальних рядів використовують діаграми, які назива-
ються гістограмами. Для побудови гістограми в системі координат на осі абс-
цис наносять точки 1 2, , , kx x x . Потім будують прямокутники з основами 

 1;i ix x  і висотами  i in w . Побудована східчаста фігура називається гістогра-
мою частот (відносних частот).  

 Емпіричною функцією розподілу вибірки називають функцію ( )nF x , зна-
чення якої дорівнюють відносній  частоті  події  X x , тобто   ( )nF x x n ,  

де  x  — кількість тих варіант jx , для яких виконуються нерівність jx x .  

 Властивості функції  ( )nF x : 
1. Значення  функції ( )nF x  належать відрізку   0;1 . 

2. ( )nF x  ― неспадна функція, зростає в точках , 1,ix i k  з стрибками in
n

. 

3. ( )nF x ― невід’ємна, стала на кожному з проміжків і неперервна зліва функ-
ція. 
4. Якщо 1x  — найменша, а kx  — найбільша варіанта, то   0nF x   при  1x x  і 

  1nF x   при kx x .  

Ламану лінію, яка зображає функцію ( )nF x , називають кумулятою. Для 
достатньо великих значень n  функції ( )nF x  і ( )F x (теоретична функція розпо-
ділу) мало відрізняються друг від друга.  

 
7.7.2. Статистичні оцінки розподілу  

Оцінку *  називають незміщеною, якщо її математичне сподівання співпа-

дає з оцінюваним параметром, тобто *( )M   . 

Ефективною називається статистична оцінка така, що при заданому об’ємі  
вибірки вона має найменшу можливу дисперсію.  

Спроможною називається статистична оцінка така, що при необмеженому 
зростанні об’єму вибірки вона за ймовірністю прямує до оцінюваного парамет-
ру, тобто lim ( ) 1n

n
P   


   .  

Статистичні оцінки бувають  точкові  і  інтервальні. 
Точковою називається статистична оцінка, яка визначається одним числом. 
Інтервальною називається статистична оцінка, яка визначається двома чи-

слами – кінцями інтервалу, який покриває оцінюваний  параметр.  
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Для вибірки, статистичний ряд розподілу якої задано таблицею  

Таблиця 7.4   
X  1x  2x    kx  
n 1n  2n    kn  

числовими характеристиками є: 

- спостережені значення — мінімальне minx  й максимальне maxx ; 

- розмах вибірки max minR x x  ; 

- мода Mo  — варіанта з найбільшою частотою в статистичному ряді роз-
поділу частот; 

- медіана —  точка  min max,Me x x , для якої ( ) ( )P X Me P X Me   , тоб-
то медіана поділяє варіаційний  ряд навпіл. Якщо варіаційний ряд містить непа-
рне число варіант 2 1n m  , то 1mMe x  . Якщо число варіант парне и доріів-

нює  2n m , то 1
2

m mx xMe 
 ; 

- вибіркове середнє (статистичне) спостережених значень  
1

1 k
B i i

i
x x n

n 
  ; 

- статистична  дисперсія     22

1

1 k
B i i B

i
D x n x

n 
  ; 

- статистичне середньоквадратичне  відхилення  B BD  ; 

- «виправлена» статистична дисперсія   22 2

1

1
1

k
i i B

i
S x n n x

n 

 
     

 ; 

-  «виправлене» середньоквадратичне  відхилення  2s S .  
Інтервальні оцінки застосовуються для характеристики точності і надійно-

сті  точкових оцінок.  

Точність оцінки визначається з міркувань: якщо *    , то чим менше 

додатне число  , тим точніше статистична оцінка * наближає оцінюваний  па-
раметр  . 

Ймовірність  , з якою виконується нерівність *    , називається до-

вірчою ймовірністю або надійністю оцінки параметра   за знайденим значен-

ням * .  
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Співвідношення  *P        означає, що інтервал  ;       

покриває  оцінюваний  параметр   з ймовірністю  . В цьому випадку інтервал  

 ;       називають довірчим (надійним) інтервалом, число   ― надійніс-

тю, а  ― точністю оцінки.  
Наприклад, якщо досліджувана кількісна ознака X  деякої генеральної су-

купності має нормальний розподіл з відомим середньоквадратичним відхилом  
 , то невідоме математичне сподівання ( )M X  можна оцінити за вибірковою 
середньою Bx  наступним чином:   

( )B Bх t M X х t
n n
 

    .  

Тут значення параметра  t  визначається з співвідношення 2 ( )t   . 
Для надійного інтервалу, який покриває середньоквадратичне відхилення 

  із заданою довірчою ймовірністю  , вірно співвідношення 
(1 ) (1 )s q s q    , 

де s ― вибіркове середньоквадратичне відхилення, а параметр q  визначається 
із спеціальної таблиці в залежності  від надійності   і об’єму  вибірки n . 
  

§ 7.8. Елементи теорії кореляції. Вибіркові рівняння регресії 

Нехай при дослідженні потрібно встановити й оцінити кількісно залеж-
ність між випадковим величинами (ознаками) , ,Y X   Будь-які дві (або більше) 
ознаки можуть бути: 

 зв’язані функціональною залежністю; 
зв’язані статистичною залежністю; 
незалежними.  

Для експериментальних досліджень значний інтерес представляє встанов-
лення статистичної залежності або незалежності ознак. При наявності статис-
тичної залежності змінювання однієї з величин  тягне за собою зміну розподілу  
другої. Зокрема, коли при зміні однієї з ознак змінюється середнє значення дру-
гої ознаки, залежність між ними називається кореляційною. 

Нехай вивчається система кількісних ознак iX Y . В результаті випробу-
вань  отримані впорядковані пари чисел ),( ji yx . Статистичне дослідження про-

водиться для знаходження вибіркового рівняння лінії середньоквадратичної ре-
гресії. 
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В лінійному випадку треба знайти рівняння y ax b   лінійної регресії Y  
на X або X  на Y 1 1( )x a y b  . Параметри a і  b підбираються так, щоб сума 

квадратів відхилень 2 2( )i i iy ax b      була мінімальною, у відповідності 

до суті метода найменших квадратів (МНК). Так як одне й те саме значення 
ознаки ix  може зустрітися in  разів, одне й те саме значення jy  ― jn  разів,  одна 

й та сама пара чисел ( , )i jx y  ― jin  разів, то всі згруповані дані записуються  в 

кореляційну таблицю. 
Вибіркове рівняння прямої лінії регресії Y  на X  має вигляд: 

( )y

x
вy y r x x



   , 

де y ― умовна середня (розрахункове значення Y) ; 
 xy , ― вибіркові середні ознак Y і  X ; 
 ,y x  ― вибіркові середньоквадратичні відхилення; 

 вr ―  вибірковий коефіцієнт кореляції .  

За даними кореляційної таблиці  i j i j

x y
в

n x y n x y
r

n 


  . 

Вибіркове рівняння прямої лінії регресії X на Y  має вид: 

 ( )x

y
вx x r y y


   . 

При 1вr  між величинами X і Y  існує лінійна функціональна залежність, 
при 0вr  лінійна залежність відсутня. Для оцінки тісноти лінійного кореля-
ційного зв’язку  використовують величину вr , причому необхідно перевірити 
значущість цього коефіцієнта. 

Якщо графік лінії регресії – крива лінія, тоді кореляцію називають криво-
лінійною. Наприклад, при квадратичній кореляції вибіркове рівняння регресії 
Y  на X  має вид:  2y Ax Bx C   . На підставі МНК  дістають систему ліній-
них рівнянь відносно невідомих параметрів  A, B, C . 

Якщо змінювана ознака  Y  залежить від декількох випадкових величин 
1 2, ,..., nX X X , тоді статистичний аналіз виконується методами множинної ре-

гресії. Вибіркове рівняння множинної регресії  Y  на 1 2, ,..., nX X X   має вид:   

1 1 2 2 0y A x A x A    . 
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7.9. Завдання для самостійного розв’язування 

ЗАДАЧА 1  

1.1. В урні 20  куль, серед яких 8  кольорових. Навмання дістають три кулі.  
Знайти ймовірність таких подій: 1) вибрали  всі кольорові кулі; 2) вибрали 

дві кольорові кулі; 3) вибрали хоча б одну кольорову кулю. 
1.2. Із  гральної колоди в 36 карт навмання вибирають 4 карти. Знайти 

ймовірність таких подій: 1) вибрали 3 карти чорної масті; 2) вибрали хоча б од-
ну карту пікової карти; 3) вибрали  4 королі.  

1.3. Для  контролю якості вибрали для випробування 60 деталей, серед 
яких 50 стандартних. Знайти  ймовірність того, що із двох навмання вибраних 
деталей: 1) коча б одна буде бракованою;  2) усі деталі стандартні; 3) є одна 
стандартна і одна бракована деталі.   

1.4. Кинуті дві гральні кістки. Яка ймовірність того, що сума очок буде не 
більше  4.  

1.5. Вісім чоловік  навмання розсаджуються за круглим  столом. Знайти 
ймовірність того, що  три товариша сядуть поруч. 

1.6. В урні 3 білих, 2 чорних та 5 червоних куль. Знайти ймовірність того, 
що взяті навмання дві кулі будуть однакового кольору.  

 ЗАДАЧА 2 

2.1. Ймовірності того, що студент витримає перший, другий та третій іспи-
ти дорівнюють відповідно 0,7, 0,8 і 0,6. Знайти ймовірності таких подій: 1) сту-
дент витримає тільки два іспити; 2) студент витримає не менше одного іспиту.  

2.2.  Для сигналізацію про пожежу встановили два датчики, ймовірність 
спрацювання яких становить 0,9.  Для підвищення безпеки підключили третій 
датчик, ймовірність спрацювання якого дорівнює 0,95. Знайти  ймовірності та-
ких подій: 1) при пожежі сигналізація спрацює; 2) спрацюють тільки 2 датчики.  

2.3.  Над  виготовленням швейного вибору працюють три швачки. Перша з 
них може припустити брак з ймовірністю  0,1,  друга – 0,3, третя – 0,4. Знайти 
ймовірність виготовлення бракованого виробу.  

2.4.  Батарея з трьох гармат зробила залп по цілі. Для поразки цілі достат-
ньо одного влучення. Знайти ймовірність поразки цілі, якщо ймовірність  влу-
чення в ціль першою, другою та третьою гарматою відповідно дорівнює  0,4;  
0,3;  0,5.  

2.5. По мішені зроблено  чотири  постріли, ймовірність влучення  при кож-
ному дорівнює 0,8.  Яка ймовірність принаймні одного промаху.  

2.6.  При пострілах по цілі ймовірність влучення дорівнює 0,8. Підрахувати 
ймовірність не більше двох промахів при п’яти пострілах.  
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ЗАДАЧА 3 

3.1. У ящику знаходиться 50 деталей, які виготовлені на першому верстаті, 
25 деталей, виготовлених на другому і 75 деталей  на третьому  верстатах. На 
першому верстаті виготовляється 90% стандартних деталей, на другому і тре-
тьому верстатах – відповідно 85 і 95%. Навмання вибрана деталь виявилась 
бракованою. Яка ймовірність того, що вона виготовлена на другому верстаті. 

3.2. У перше депо прибуло 8 тепловозів,  у друге – 12 тепловозів, а в третє 
– 10 тепловозів. Ймовірність того, що тепловоз буде відремонтований бездо-
ганно для першого депо дорівнює 0,85, для другого і третього – відповідно 0,95 
і  0,9. Навмання перевірений тепловоз відремонтований бездоганно. Знайти  
ймовірність того, що  його ремонтували в третьому депо.  

3.3. На конвеєр надходить  20 деталей із першого,  30 деталей із другого  і 
50 деталей із третього цехів. Ймовірність виготовлення стандартної деталі пер-
шим цехом дорівнює 0,9; відповідно для другого і третього цехів ця величина 
становить 0,95  і  0,85. Знайти  ймовірність того, що 1) навмання вибрана деталь 
буде стандартною;  2) навмання взята деталь виявилась бракованою. Знайти 
ймовірність того, що в першому пункті деталь виготовлена другим цехом.  

3.4.  У групі  25 студентів,  з яких 5 чоловік знають 90%  екзаменаційних 
білетів по кожному з трьох розділів курсу,  7  чоловік – 70% ;  9 чоловік – 60%  і  
4 чоловіки – 50%. На іспиті студент з цієї групи дав вірні відповіді на два запи-
тання по двох розділах програми і відмовився відповідати на запитання по тре-
тьому розділу. Яка ймовірність того, що даний студент вивчив 90%  програми? 

3.5.  Деталі виробляються на двох заводах. Об’єм продукції першого заво-
ду в  2 рази перевищує об’єм продукції другого заводу. Доля браку на першому 
заводі складає 4% , а на другому 2% . Навмання узята деталь виявилася брако-
ваною. Яка ймовірність того, що вона виготовлена на другому заводі? 

3.6. Деталі виробляються на двох заводах. Об’єм продукції першого заводу 
в  4 рази перевищує об’єм продукції другого заводу. Доля браку на першому 
заводі складає 5% , а на другому ― 3% . Навмання узята деталь виявилася бра-
кованою. Яка ймовірність того, що вона виготовлена на першому заводі? 

ЗАДАЧА 4 

4.1. В університеті на першому курсі навчається  800 студентів. Після пер-
шої сесії усі іспити склали 75%  студентів. Знайти ймовірність того, що:  1) на-
вмання вибрана студентська група із 25 чоловік склала усі іспити; 2) склали всі 
іспити від 580 до 620 навмання вибраних студентів.  

4.2. Із кожних п’яти студентів три отримують стипендію. Знайти ймовір- 
ність того, що із 960 студентів першого курсу: 1) не менш 600  студентів отри- 
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мують стипендію;  2) 650 студентів отримують стипендію.   
4.3. Гральний  кубик підкидають 180 разів. Знайти ймовірність таких по-

дій: 1) цифра 4 випаде 25 разів; 2) цифра 5 випаде не менш 40 разів; 3) цифра 3  
випаде від  20 до 30 разів.  

4.4. Ймовірність будь-якому абоненту подзвонити на комутатор на протязі 
години дорівнює 0,01. Телефонна станція обслуговує 300 абонентів. Яка ймові-
рність того, що на протязі години подзвонить: 1) 4 абоненти; 2) від 2 до 5 або-
нентів.  

4.5. В навчальному закладі навчаються 730 студентів. Ймовірність того, що 
день народження навмання узятого студента приходиться на будь-який день 
року, дорівнює 1/ 365 . Знайти ймовірність того, що на перше  січня випадає 
день народження: 1) 3  студентів;  2) від двох до п’яти студентів. 

4.6. Знайти ймовірність появи парного числа очок не менше 52 разів при 
100 викидах гральної кості.  

ЗАДАЧА 5 

Ділянка  електричного ланцюга складається з елементів, кожен з яких пра-
цює незалежно від іншого. Елементи не виходять з ладу за певний проміжок 
часу з ймовірністю   ( ) 0,9; 0,8; ( ) 0,7; ( ) 0,6;P A P B P C P D     ( ) 0,5P E  . 
Знайти ймовірність безвідмовної роботи ділянки.  
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ЗАДАЧА 6 

Незалежні випадкові величини  Х  і    мають задані розподіли. Знайти за-
кони розподілу, математичне сподівання, дисперсію і середнє квадратичне від-
хилення  випадкових величин  Х + ,  Х . 

6.1.  − 3 1 2  − 4 6 5 
 р 0,3 0,5 0,2 

 
р 0,4 0,5 0,1 

6.2.  4 − 2 3   − 1 4 5 
 р 0,3 0,1 0,6  р 0,5 0,4 0,1 

6.3.  − 3  2 3   3 − 3 2 
 р 0,1 0,6 0,3  р 0,1 0,5 0,4 

6.4.  − 2 3 8   − 2 3 5 
 р 0,2 0,3 0,5  р 0,4 0,4 0,2 

6.5.  2 6 −1   5 −2 2 
 р 0,4 0,4 0,2  р 0,4 0,5 0,1 

6.6.  2 −3 3   1 5 −2 
 р 0,3 0,3 0,4  р 0,2 0,5 0,3 

ЗАДАЧА 7.  

Неперервна  випадкова величина Х  задана функцією щільності  розподілу 
0,

( ) ( ),
0,

x a
f x C x a x b

x b



   
 

. Потрібно знайти: 1) функцію ( )F x  і побудувати її 

графік; 2) значення сталого множника С; 3) значення    ,M X D X ,  X , 
,Mo Me ;  4) ймовірність того, що при досліді  Х  набуває значення із проміжку  

 ;  . Вид функції  ( )x  і  межі інтервалів  ;a b  та  ;   приведені в таблиці. 

 ( )x  a  b      

7.1.              2 12 11x x    1 10 2 8 

7.2. 2 14 24x x    5 12 4 9 

7.3. 2 16 39x x    3 12 6 10 

7.4. 2 18 56x x    6 14 5 10 

7.5. 2 22 96x x    9 16 10 15 
7.6. 2 14 24x x    2 9 3,5 10,5 

 



Теорія ймовірностей та математична статистика  

 

152 

ЗАДАЧА 8.  
У відділі технічного контролю виміряли глибину пазів партії 100 плашок 

(генеральна сукупність), виготовленої одним автоматичним верстатом. У таб-
лиці  наведено вибіркові результати вимірювання (в мм). Знайти статистичний 
розподіл  цієї вибіркової сукупності у вигляді таблиці частот вибірки. Знайти 
емпіричну функцію розподілу і її графік. Побудувати  полігон та гістограму ча-
стот. Знайти вибіркове середнє, вибіркову дисперсію, вибіркове середнє квад-
ратичне відхилення  глибини пазу. 

8.1. 2,4;  2,5;  2,7;  2,2;  2,6;  2,7;  2,8;  2,6;  2,3;  2,4;  2,7;  2,4;  2,5;  2,6;  2,6;   
 2,4;  2,4;  2,5;  2,4;  2,3;  2,5;  2,6;  2,4;  2,4;  2,2;  2,4;  2,4;  2,4;  2,5;  2,2. 
  
8.2. 2,8;  2,9;  2,2;  2,4;  2,3;  2,4;  2,5;  2,5;  2,3;  2,4;  2,6;  2,7;  2,6;  2,5; 2,5;   

 2,6;  2,6;  2,5;  2,5;  2,6;  2,5;  2,1;  2,6;  2,4;  2,7;  2,4;  2,6;  2,7;  2.5;  2,3 
  

8.3. 2,3;  2,4;  2,5;  2,2;  2,1;  2,5;  2,8;  2,7;  2,4;  2,3;  2,1;  2,6;  2,5;  2,6;  2,4; 
 2,7;  2,6;  2,4;  2,5; 2,3;  2,5;  2,4;  2,5;  2,5;  2,4;  2,5;  2,6;  2,4;  2,4;  2,6 
  

8.4. 2,8;  2,6;  2,4;  2,5;  2,4;  2,2;  2,6;  2,3;  2,5;  2,4;  2,4;  2,5;  2,7;  2,2;  2,6; 
 2,7;  2,8;  2,6;  2,3;   2,4;  2,7;  2,4;  2,5;  2,6;  2,6;  2,4;  2,4;  2,5;  2,4;  2,3 
  

8.5. 2,5;  2,6;  2,4;  2,8;  2,4;  2,2;  2,6;  2,4;  2,5;  2,4;  2,3;  2,5;  2,7;  2,2;  2,5; 
 2,7;  2,8;  2,6;  2,3;   2,3;  2,7;  2,4;  2,3;  2,6;  2,6;  2,4;  2,4;  2,5;  2,4;  2,3 
  

8.6. 2,8;  2,8;  2,7;  2,4;  2,3;  2,4;  2,5;  2,5;  2,5;  2,4;  2,6;  2,7;  2,6;  2,5; 2,5;   
 2,6;  2,6;  2,5;  2,5;  2,6;  2,3;  2,3;  2,6;  2,4;  2,7;  2,5;  2,6;  2,7;  2.5;  2,3 

ЗАДАЧА 9  
Генеральна сукупність   має нормальний закон розподілу. За вибіркою із 

неї об’єму  n   знайдено вибіркове середнє x  і  „підправлене ”  вибіркове серед-
нє квадратичне відхилення s . Знайти довірливий інтервал, який покриває ма-
тематичне сподівання і середнє квадратичне відхилення з надійністю  . 

 n  x  s    
9.1. 100 40,2 1,12 0,95 
9.2. 105 38,5 1,05 0,99 
9.3. 110 40,1 0,125 0,999 
9.4. 115 50,5 1,50 0,95 
9.5. 180 5,45 0,673 0,95 
9.6. 185 7,23 1,28 0,999 
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ЗАДАЧА 10 

Виконано статистичне дослідження зросту i ваги студентів групи. Зробити 
статистичний аналіз вибірки X ( зріст ) i Y ( вага )  

10.1 зріст  157   167   173   178   163   166   185   178   178   164   173   169  165   
167   169   171   170   165   169    176  165   171   171   164  183   

 вага 48     52     84     70     51     83     72     68     83     69     69    63    56    
77    80     73     71     57     64     77     59      66     73     76    82     

   
10.2 зріст  171   181   176   178   167   178   172   173   173   162   170   166   163  

156  168   174   179   177   173   169   175   161   163   185   173  
 вага 69    85    74    80    71    68    56    71    56    62    75    52    57    59    

74    64    77    70    70    55    71    60    68    70    52     
   
10.3 зріст  167   188   164   166   163   167   166   171   176   184   178   175   173   

177   174   174   168   181   183   174   167   167   168   166   179    
 вага 72    97    62    55    63    55    65    69    67    79    71    62    60    60    

63    72    68    61    86    61    49    67    71    62    62         
   
10.4 зріст  182   163   179   177   188   165   178   180   168   178   175   170   177   

174   177   172   173   186   172   180   163   170   177   160   176   
 вага 75    59    62    67    85    57    71    78    67    70    76    51    75    72    

77    67    52    83    52    69    60    69    69    46    62    
   
10.5 зріст  183   163   179   175   186   165   178   180   169   178   176   170   177   

174   175   172   173   185   172   180   163   174   174   161   176   
 вага 73    59    62    67    85    57    72    78    67    70    76    55    75    75    

77    67    56    83    54    69    60    69    69    46    62    
   
10.6 зріст  173   182   175   177   168   177   172   173   172   162   172   166   163  

156  169   174   179   178   173   169   174   161   162   185   173  
 вага 69       82    72    79    72      66    58    73     54    62    75    53    57    59    

74    64    78    70    72    55    71    63    68    70    52     
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§ 7.10. Приклади тестових завдань 

Елементи теорії ймовірностей та математичної статистики 

У завданнях 1 ― 6 виберіть одну вірну на вашу думку відповідь та познач-
те її у бланку відповідей. 

1. Яка з рівностей завжди є вірною ( А  і  В ―  довільні випадкові події)? 

a б в г 
( ) ( )P A P B  ( ) ( ) ( )P A B P A P B    ( ) ( ) 1P A P A   ( ) ( ) ( )P AB P A P B  

2. Двічі підкинуто монету. Г – випав герб, Ц – припала цифра. Описати подію С 
– припала цифра принаймні один раз.   

a б в г 
 ,С ЦЦ ГГ   , ,С ГЦ ГГ ЦЦ   ,С ЦГ ГЦ   , ,С ЦЦ ЦГ ГЦ  

3. У ящику знаходиться  8  білих та  12  чорних кульок. Навмання беруть дві 
кульки. З якою ймовірністю хоча б одна з них  буде  білого  кольору? 

a б в г 
0, 325 0,653 0,712 0,248 

4.  На площину круга кинуто точку. З якою ймовірністю вона буде віддалена від 
центра круга на відстань більше одиниці, якщо діаметр круга дорівнює п’яти.  

a б в г 
0, 84 0,65 0,16 0,35 

5.  У майстерні  працюють три верстати. Перший верстат протягом  зміни по-
требує налагодження з ймовірністю 0,12, другий — з ймовірністю 0,15, а для 
третього верстата ця ймовірність дорівнює 0,1. З якою ймовірністю жоден верс-
тат не потребує налагодження? 

a б в г 
0, 84 0,58 0,673 0,359 

6. У 2000 – 2008  роках кількість студентів  N – ського  університету , які  отри-
мали диплом  з відзнакою становила:  30, 25, 28, 25, 20, 24, 20, 20, 15.   

Знайти 1) середнє значення вибірки, 2) моду і  3) медіану.  

 а б в г 
Середнє значення 23 25 15 28 
Мода 30 28 20 25 
Медіана 20 24 25 30 
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Розв’язання задач 7-11 повинно мати обґрунтування. Запишіть послідовні 
логічні дії та пояснення. Якщо потрібно проілюструйте розв’язання завдань 
схемами, графіками, таблицями. Перенесіть відповідь до бланку відповідей. 

7.  У змаганні брало участь  10  майстрів спорту, 5  кандидатів  і  15  першороз-
рядників. Ймовірності виконати норму майстра для них дорівнюють відповідно  
07;  0,5  і  0,2.  Навмання вибраний учасник виконав норму. Яка ймовірність то-
го, що це кандидат?  

8.  Ймовірність  того, що виріб не витримає випробування дорівнює 0,002. 
Знайти ймовірність того, що з 3000  виробів не витримає випробування  від  5  
до  7  виробів. 
9.  На склад магазину надійшли нові вироби,  80%  яких вищого ґатунку. На-
вмання беруть три вироби. Написати біномний закон розподілу випадкової ве-
личини Х – кількості виробів вищого ґатунку серед трьох узятих навмання  
Знайти ймовірність того, що таких виробів буде або два, або три (подія А). 

10. Протягом  року кількість проданих принтерів Epson FX-870 змінювалась 
таким чином  

Місяць I II III IV V VI VII VIII IX X XI XII 
Кількість  
проданих  
принтерів  

7 8 9 10 7 8 7 8 11 9 10 8 

Складіть  частотну таблицю, побудуйте полігон та  гістограму частот. 
Знайдіть  середнє значення вибірки та  виправлене вибіркове середнє квадрати-
чне відхилення  — ( )s X . До бланку відповідей занесіть значення ( )s X . 



Теорія ймовірностей та математична статистика  

 

156 

КОМЕНТАР ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ ТЕСТОВИХ ЗАВДАНЬ 

Завдання  1. Правильна відповідь: в.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням:  основні тео-
реми про ймовірність суми та добутку випадкових подій.)  

Завдання  2.  Правильна відповідь: г.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: елементарні 
події, простір елементарних подій). 

Завдання  3.  Правильна відповідь: б.  
Розв’язання. Подія  А — хоча б одна з двох навмання обраних кульок бі-

лого кольору. Тоді  ( ) 1 ( )P A P A  , де A  — протилежна подія, яка означає, що 
жодна з кульок не буде білого кольору, тобто обидві кульки будуть чорного ко-
льору. За класичним означенням ймовірності дістаємо 

2
12
2
20

12! 20! 11 12( ) 1 1 : 1 0,653
2! 10! 2! 18! 19 20

CP A
C


      

  
. 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: комбінації 
(сполучення) з n елементів по k, класична ймовірність події, протилежні події). 

Завдання  4.  Правильна відповідь: а.  
Розв’язання. Для того щоб точка була віддалена від 

центра круга на відстань, більше ніж одиниця, необхідно 
щоб вона опинилася за межами  круга одиничного радіусу, 
центр якого співпадає з центром великого круга (див. ри-
сунок). Якщо позначити через  S  площу великого круга, а 
через s  — площу маленького круга , то за геометричним 
визначенням ймовірності шукана ймовірність дорівнює                           

2

2
11 1 1 0,16 0,84

(2,5)
S s sP

S S



 

        . 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: геометричне 
тлумачне ймовірності події.) 

Завдання  5.  Правильна відповідь: в.  
Розв’язання. За теоремою ймовірності добутку незалежних подій шукана 

ймовірність дорівнює 
(1 0,12) (1 0,15) (1 0,1) 0,88 0,85 0,9 0,673P           . 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: ймовірність 
протилежної події, ймовірність добутку незалежних подій). 
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Завдання  6.  Правильна відповідь: (а; в; б).  
Розв’язання. Складемо статистичний розподіл вибірки.   

ix  15 20 24 25 28 30 
in  1 3 1 2 1 1 

Об’єм вибірки  
6

1
9i

i
n n


  . Знайдемо середнє значення вибірки за формулою 

6

1 15 3 20 24 2 25 28 309 207 23
9 9

i i
i

n x
x

n
       

   


. 

Мода  — це варіанта з найбільшою частотою у статистичному розподілу 
частот. Отже, 20Mo  . Так як  9 2 1n m   , то  1 5 24mMe x x   .   
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: вибірка, часто-
та варіанти, варіаційний ряд, середнє значення, мода та медіана вибірки). 

Завдання  7.       
Розв’язання. Роздивимося гіпотези: навмання вибраний спортсмен є май-

стром спорту — гіпотеза 1B ,  кандидатом в майстри спорту — гіпотеза 2B ,  
першорозрядником — гіпотеза 3B . Подія  А — навмання вибраний учасник ви-
конав норму.  Знайдемо ймовірності  гіпотез  

3
1 2 3

1

10 1 5 1 15 1( ) ; ( ) ; ( ) ; ( ) 1
30 3 30 6 30 2 i

i
P B P B P B P B


       . 

 Знайдемо повну ймовірність події  А  за формулою 
3

1

1 1 1 5( ) ( ) ( ) 0,7 0,5 0,2 0,417
3 6 2 12ii B

i
P A P B P A


         . 

На підставі формули Бейєса знаходимо ймовірність другої гіпотези, за 
умовою, що подія  А  здійснилася.  

2 2
2

( ) ( ) 1 6 0,5( ) 0,2
( ) 5/12

A
A

P B P BP B
P A


   . 

Відповідь:  0,2.  

Завдання  8.       
Розв’язання.  Позначимо через   А  подію, яка складається у тому що з  

3000  виробів не витримає випробування  від  5  до  7 виробів.  
Маємо  0,002; 3000; 6 9p n a np     . Отже, доцільно скористуватися 

формулою Пуассона. Тоді  
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5 6 7
6 6 6

3000 3000 3000

5
6

6 6 6( ) (5) (6) (7)
5! 6! 7!

6 61 1 0,459
5! 7

P A P P P e e e

e

  



      

     
 

 

Відповідь:    0,459.   

Завдання  9.       
Розв’язання. За умовою задачі ймовірність появи виробу вищого ґатунку 

дорівнює 0,8p  . Тоді 1 0,2q p   . Отже, формула Бернуллі матиме вигляд:  
3

3 3( ) , 0,1,2,3k k kP k C p q k  . Тоді шукана ймовірність дорівнює 
2 2 1 3 3 0

3 3 3 3( ) (2) (3) 0,8 0,2 0,8 0,2 3 0,128 0,512 0,896P A P P C C            . 
Відповідь:    0,896.  

Завдання  10.       
Розв’язання. Складемо статистичний розподіл вибірки  

ix  7 8 9 10 11 

in  3 4 2 2 1 

Полігон частот — це ломана лінія, що проходить через точки з координа-
тами ( ; )i i iA x n . Отже, полігон частот буде мати  вигляд: 

 
Для того щоб побудувати  гістограму частот  перетворимо дискретний ряд 

розподілу у інтервальний з довжиною інтервалу  1h  .  

Роздивимося об’єднання інтервалів ; , 1,...,6
2 2i i
h hx x i    

 
. Тоді  

 ix  (6,5;7,5) (7,5;8,5) (8,5;9,5) (9,5;10,5) (10,5;11,5) 
/in h  3 4 2 2 1 
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Гістограма частот  матиме вигляд  

 

Знаходимо  вибіркові значення за формулами: 
Середнє вибіркове   

 
5

1

1 7 3 8 4 9 2 10 2 11 1 102 8,5
12 12

i i

i

n xx
n n

        
    . 

Виправлену вибіркову дисперсію та виправлене вибіркове середнє квадра-
тичне відхилення 

 
5

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1

2

1 1 3 7 4 8 2 9 2 10 1 11 12 8,5
1 11

886 12 72,25 1,727;
11

1,314.

i i
i

S n x nx
n

s S



 
                  

 
 

 



 

Відповідь:  1,314.  
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РОЗДІЛ ВОСЬМИЙ  

КОМПЛЕКСНИЙ АНАЛІЗ ТА ОПЕРАЦІЙНЕ ЧИСЛЕННЯ 
 
§ 8.1. Комплексний аналіз. Основні визначення  

 околом точки 0z  називається множина точок z  комплексної площини 
C  таких, що 0z z   , де 0   задане число.  

Будемо позначати його як 0( )z . Зрозуміло, що  окіл 0( )z  є внутрі-
шність круга радіуса   з центром у точці 0z .  

Множину точок комплексної площини, які задовольняють умові 0z R   

назвемо R  околом  R   нескінченно віддаленої точки. Нескінченно відда-
лену точку z  будемо позначати  символом  . 

Відмітимо, що означення функції комплексної змінної аналогічно відпові-
дному означенню для функції дійсної змінної. 

Нехай є дві площини Z  і  W  комплексних чисел z x iy   та w u iv  . 
Розглянемо деякі множини D Z  і E W  та їх  відповідність. 

Кажуть, що на множині D Z  визначена функція ( )w f z , якщо кожній 
точці z D  за певним законом поставлені у відповідність одна або декілька то-
чок w E . 

У першому випадку функція  — однозначна, а у другому —  многозначна 
(многолистна). Множину D називають множиною визначення функції ( )f z , а 
множину E  — множиною значень цієї функції.  

 Для функції ( )w f z , як і для будь якої комплексної змінної залишають-
ся чинними поняття модуля w  та аргументу Arg w  (відповідно arg w ).  

Якщо зауважити, що z x iy   та w u iv  , тоді стане зрозуміло, що для 
визначення функції w  достатньо визначити дві функції дійсних змінних: 

( , )u u x y  і ( , )v v x y . Отже,  
( ) ( , ) ( , )w f z w u x y i v x y    , 

тобто ( , ) Im ( )v x y f z ,  ( , ) Re ( )u x y f z . 
Комплексне число 0 0 0w u iv   називається границею функції 
( ) ( , ) ( , )w f z u x y i v x y    комплексної змінної z x iy   при 0z z , якщо для 

будь-якого як завгодно малого наперед заданого додатного числа   можна вка-
зати додатне число   таке, що з нерівності 0z z    випливає нерівність  

0( )f z w   . 
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Цей факт записується так 
0

0lim ( )
z z

f z w


 . 

З визначення випливає, якщо вказана границя існує, то існують і границі  

 0
0

0lim ( , )
x x
y y

u x y u



    та   
 0

0

0lim ( , )
x x
y y

v x y v



 . 

Для функції комплексної змінної справедливі такі самі ж теореми про гра-
ниці, як і для функції дійсної змінної. Зокрема, якщо існують границі функцій 

1( )f z  та 2 ( )f z , коли 0z z , тоді 
 

0 0 0
1 1 2 2 1 1 2 2lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )

z z z z z z
c f z c f z c f z c f z

  
   , 

де 1c  й 2c  — комплексні сталі, 

0 0 0
1 2 1 2lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )

z z z z z z
f z f z f z f z

  
    

0

0 0
0

1
1

2
2 2

lim ( )
( )lim , lim ( ) 0
( ) lim ( )

z z

z z z z
z z

f z
f z f z
f z f z



 


  . 

Функція ( )f z  називається неперервною в точці 0z ,  якщо вона визначена в 
деякому околі цієї точки та 

0
0lim ( ) ( )

z z
f z f z


 . 

Функція ( )f z  неперервна в області D , якщо вона неперервна в кожній то-
чці цієї області. 

Неперервні функції комплексної змінної мають ті ж самі властивості, що й 
неперервні функції дійсної змінної. 

Нехай в деякій області D C  визначена однозначна функція ( )w f z , де 
z D . Нехай z  та z z   належать області D . Позначимо z x i y     , 

( ) ( )w f z z f z     . 
Функція ( )w f z  називається диференційованою в точці z D , якщо від-

ношення w
z




 має скінчену границю, коли z  прямує до нуля довільним обра-

зом. Ця границя називається похідною функції ( )f z  та позначається символом 

( )f z , або w ,  або df
dz

 чи dw
dz

.  Отже, 
0

( ) lim
z

df ww f z
dz z 

   


. 

Функція  ( )w f z  називається аналітичною в даній точці z  області D , 
якщо вона диференційована як в самій точці z  так і в деякому  її околі.   

Функція ( )f z , яка  диференційована в кожній точці області D  та має в цій  
області неперервну похідну ( )f z  називається аналітичною в області D .  
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Для того, щоб функція ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y   була аналітичною в області 
D  необхідно і достатньо щоб в цій області існували неперервні частинні похі-
дні функцій ( , )u x y  і ( , )v x y , які задовольняють умовам Коші–Рімана (C.– R.):     

 ,u v u v
x y y x
   

  
   

.                             

Можна дати еквівалентне означення аналітичної функції: функція 
( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y   аналітична в області D , якщо функції ( , )u x y  і ( , )v x y  

мають в цій області неперервні перші частинні похідні та виконуються умови 
Коші – Рімана.  

Функція ( , )x y  називається гармонічною в області D , якщо вона в цій об-
ласті двічі неперервне диференційована та задовольняє диференціальному рів-
нянню Лапласа:     

2 2

2 2 0
x y
  
 

 
. 

 Якщо функція ( )f z u iv   аналітична в деякій області D , то її дійсна ча-
стина ( , )u x y  і уявна частина ( , )v x y  є гармонічними в цій області функціями. В 
цьому легко переконатися, якщо, наприклад, продиференціювати перше з рів-
нянь (C.- R.)  по змінній y , а друге по змінній x .  

 Дві гармонічні функції, які задовольняють умовам (С.– R .) називають 
спряженою парою гармонічних функцій.  

 
§ 8.2. Типи функцій комплексної змінної 

1. Лінійна  ( )f z az b  . 

2. Степенева ( ) nf z z , n ціле число.  

3.  Дрібно – лінійна ( ) az bf z
cz d





. 

4. Загальна раціональна  
1

0 1
1

0 1

...

...

n n
n

m m
m

a z a z aw
b z b z b




  


  

; 

зокрема раціональною функцією є многочлен  1
0 1 ...n n

nw a z a z a    . 

5.  Функція  ze . Показникову функцію  z x iye e   визначимо за допомо-

гою рівності   (cos sin )z x iy xe e e e y i y    . 
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6. Логарифмічну функцію визначимо як обернену до показникової. Тоб-
то натуральним логарифмом, який будемо позначати Ln z , комплексного числа 

iz re   назвемо показник степеня w , у який треба піднести число e , щоб 

отримати число z , тобто  ,we z w u iv   . 
Отже, Ln ln (arg 2 ), 0, 1,...w z z i z k k                  

Вираз ln ln argz z i z   , який ми отримуємо для 0k   називається голо-

вним значенням натурального логарифму числа z . З формули видно, що фун-
кція Ln z  є многозначною, причому логарифм нуля не існує.   

За допомогою логарифму можна визначити будь-який степінь комплексно-

го числа. Якщо u  і v  два комплексних числа й 0u  , то покладемо Lnv v uu e , 
причому для дійсних 0u  , будемо вважати, що Ln lnu u . 

7. Тригонометричні функції sin , cos , tg , ctgz z z z  та гіперболічні  

функції  sh , ch , th , cthz z z z  визначаються за допомогою рівностей  

sin , cos ,
2 2

iz iz iz ize e e ez z
i

  
   

sin costg , ctg
cos sin

z zz z
z z

  . 

sh chsh , ch , th , cth .
2 2 ch sh

z z z ze e e e z zz z z z
z z

  
     

Для тригонометричних функції залишаються вірними всі формули триго-
нометрії.  

8. Обернені тригонометричні функції  
Обернені тригонометричні функції Arcsin ,Arccos , Arctgz z z  визначаються 

як функції, обернені відповідно до  функцій sin z , cos , tgz z . Наприклад, якщо 
sinz w , то w  називається арксинусом числа z  і позначається Arcsinw z . 

Всі ці функції є многозначними та виражаються через логарифмічні функції.    
2Arcsin Ln 1z i iz z     

 
 ;     2Arccos Ln 1z i z z     

 
                        

1Arctg Ln Ln ,
2 1 2
i iz i i zz z i

iz i z
 

     
 

  .           

Відображення, що здійснюються аналітичними функціями, називаються  
конформними. Говорити про властивості відображення  функцією комплекс-
ної змінної можна, будуючи на площині Z  деякі лінії ( ) ( ) ( )z t x t iy t   та дослі-
джуючи їхні образи в площині W .  
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§ 8.3. Диференціювання і інтегрування функцій комплексної змінної 

Нехай ( )f z  — аналітична функція, яка здійснює відображення області 
D Z  на область E W . Припустимо тепер, що 0( ) 0f z  . Маємо  

0
0

( ) lim i
z

wf z k e
z


 

   


, 

де 0( ) 0k f z  , 0arg ( )f z  . Величина w
z




 показує, в якому відношенні 

змінюється відстань між точками 0z  та 0z z   при їх відображенні у точки 0w  

та 0w w  . Ось чому величину k  називають коефіцієнтом розтягу в точці 0z . 
Докладніше: якщо 1k   має місце розтяг, а при 1k   — стискання.  

Аргумент похідної 0( )f z  геометрично дорівнює куту, на який потрібно 
повернути дотичну в точці 0z  до будь-якої гладкої кривої на площині Z , що 
проходить через точку 0z , щоб отримати напрям дотичної в точці 0 0( )w f z  
до образу цієї кривої на площині W  при відображенні ( )w f z . 

Функція ( )f z az b   буде визначена на всій  комплексній площині  і од-

нозначна на ній. Обернена функція w bz
a a

   має ті ж самі властивості. Для 

аналізу відображення запишемо z , a  та w  у  показниковій  формі:  

 arg arg arg, ,i z i a i wz z e a a e w w e   . 
Для зручності покладемо arg , arg , argz a w     . Якщо 0b  , тоді 

w z a   та     . Геометричний зміст перетворення очевидний: подібний 

розтяг площини Z  в a  разів і поворот площини, як цілого, навколо точки 0z   
на кут  . 

Якщо 0b  , тоді до цього відображення додається ще зсув точок площини 
на величину b  у напрямі вектора, що зображає комплексне число b . Таким чи-
ном, при 0a  , відображення за допомогою лінійної функції є взаємно одно-
значним і конформним.  

Нехай ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y   — неперервна функція комплексної змінної  
z x iy  ; D — область визначення, L D  — деяка  кусково-гладка лінія. При-
пустимо, що крива  L  задана рівнянням ( ) ( ) ( )z z t x t iy t   ,  t    та її 
початок знаходиться у точці ( )A z  , а кінець — у точці ( )B z  . Будемо та-
кож вважати, що додатному напряму на кривій відповідає зміна параметру  t  
від     до   . Розіб’ємо проміжок   ;   довільним образом на n  частин 



Розділ 8 

 

165 

0 1 ... nt t t       і  позначимо  ( )k kz z t  та   1k k kz z z   . Маємо відпо-
відне розбиття кривої  L точками kz  на часткові криві.  

Складемо інтегральну суму  
1

( )
n

n k k
k

I f z


  ,  де k  — точки на частко-

вих кривих, розташовані між точками kz  та 1kz   ( 0,1..., 1k n  ) відповідно.  
Якщо при ранзі розбиття 

1
max k

k n
z

 
  , 0  інтегральна сума має скін-

чену границю, яка не залежить ні від способу розбиття  кривої L   на часткові 
криві, ані  від вибору точок k  на цих  часткових кривих, то ця границя назива-

ється інтегралом  від функції ( )f z  по кривій L  та позначається через ( )
L

f z dz .  

Отже,   
0 1

( ) ( ) lim
n

k k
kL AB

f z dz f z dz f z



 

    . 

Криву L AB  називають контуром інтегрування , А — початкова, В — 
кінцева точки інтегрування. Інтеграл по замкненому контуру інтегрування  L  

позначається так: ( )
L

f z dz .  

Якщо функція ( )f z  неперервна (кусково-неперервна) на кривій L , тоді 
інтеграл функції комплексної змінної  існує, причому має місце рівність  

( )
L L L

f z dz udx vdy i udy vdx       .                     

Теорема Коші. Якщо функція ( )f z  аналітична в однозв’язній області 

D , тоді ( )
L

f z dz   не залежить від форми кривої L , а залежить тільки від роз-

ташування кінцевих точок дуги.  
Якщо функція ( )f z  аналітична в однозв’язній області D , що містить у со-

бі точки 0z  та 1z , то має місце формула Ньютона – Лейбніца 

1
1
0

0

1 0( ) ( ) ( ) ( )
z

z
z

z
f z dz z z z     ,                     

де ( )z — будь-яка первісна для функції ( )f z  в області D . 
З теореми Коші витікає наступне твердження:  
В однозв’язній області інтеграл від аналітичної функції, узятий по дові-

льному замкненому контуру дорівнює нулю.  



Комплексний аналіз та операційне числення 

 

166 

Нехай D  — однозв’язна область, обмежена кусково-гладким замкненим 
контуром  , ( )f z  — функція, аналітична в замкненій області D . Тоді матиме 
місце  інтегральна формула Коші  

0
0

1 ( )( )
2

f z dzf z
i z z



 ,                                  

де 0z — довільна точка усередині  , а інтегрування по контуру   здійснюється 
у додатному напрямі (тобто область D  увесь час залишається ліворуч). Вираз  

0

1 ( )
2

f z dz
i z z


 , 

де ( )f z  —  функція, аналітична в замкненій області D ,  межею якої виступає 
контур  , називається  інтегралом Коші. Інтеграл Коші зображає функцію 

( )f z , аналітичну в D , в кожній точці внутрішній  до контуру  . 
Нехай L — довільна кусково-гладка лінія, ( )g z  — задана на L  неперервна 

функція. Тоді можна визначити інтеграл типу Коші  
1 ( )( ) ,

2
L

gG z d z L
i z




 
 

 .                        

Для інтегралу типу Коші має місце наступна теорема (яку ми приймаємо 
без доведення) 

Теорема.  Функція ( )G z , визначена формулою аналітична в усякій одно-
зв’язній області D , яка не містить точок лінії L . Похідні функції ( )G z  ви-

значаються формулою  ( )
1

! ( )( )
2 ( )

n
n

L

n gG z d
i z




  
 . 

                
8.4. Ряди в комплексній області 
Функціональним рядом називається вираз виду             

      1 2
1

( ) ( ) ... ( ) ... ( )n n
n

w z w z w z w z



      ,                                                                

де члени ряду є функції комплексної  змінної ( )kw z , що визначені в деякій об-
ласті D C . 

Кажуть, що функціональний ряд  збіжний в точці 0z D , якщо числовий  

ряд  0
1

( )n
n

w z



  збіжний.  Множина всіх точок z , в яких ряд є збіжним зветься  

областю його збіжності.  
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Сума  S  збіжного на множині 1D D  функціонального ряду буде деякою 
функцією від комплексної змінної z , визначеною на множині 1D , тобто 

1
( ) ( )n

n
S z w z




  . 

Якщо для довільного 0   знайдеться число ( )N N   таке, що для всіх 
n N  і для всіх 1z D  виконується нерівність ( ) ( ) ,nS z S z n N   , то ряд 

називається рівномірно збіжним.  
Степеневий ряд в комплексній області  має вигляд:  

2
0 0 1 0 2 0 0

0
( ) ( ) ( ) ... ( ) ...n n

n n
n

c z z c c z z c z z c z z



           

де z  —  комплексна змінна, 0, ( 0,1,2...)kz a k   задані комплексні  числа. 
При 0 0z   дістанемо також степеневий ряд                      

2
0 1 2

0
... ...n n

n n
n

c z c c z c z c z



           . 

Можливе існування числа 0R   такого, що для всіх z  за умови  z R   ряд   

0

n
n

n
c z




  збіжний,  а при  z R  ряд розбіжний. Число R називають  радіусом 

збіжності.  Круг радіуса  (0 )R R    всередині якого степеневий ряд абсолю-

тно збіжний, називають кругом збіжності цього ряду. 
Якщо ряд збіжний тільки  в точці  0z  ,  то вважають 0R  , а якщо він 

збіжний на  усій комплексній площині, то R   . 
Наведемо деякі важливі властивості  степеневих рядів.  

І. Усередині круга збіжності ряд збігається до аналітичної функції. 
ІІ. Степеневий ряд усередині круга збіжності (подібно будь-якому рівномірно 
збіжному ряду) можна інтегрувати членами та диференціювати членами до-
вільне число разів. При цьому радіус збіжності кожного одержаного ряду дорів-
нює радіусу збіжності початкового ряду, а над сумою ряду виконується та 
сама дія, що і над самим рядом. 
ІІІ. Коефіцієнти kc  степеневого ряду можуть бути обчислені через значення 

суми ряду та її похідних, визначених  у центрі круга збіжності за формулами 

0 0( )f z c , та 
( )

0( ) ( 1,2,3,...)
!

k
k

f zc k
k

  .  
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Функції ,sin ,cosze z z  є аналітичним продовженням на комплексну пло-

щину функцій дійсної змінної xe , sin , cosx x  відповідно. Для цих продовжень 
збережені прийняті на дійсній осі назви та позначення: 

2 1 2

0 0 0
; sin ( 1) ; cos ( 1)

! (2 1)! (2 )!

n n n
z k k

n n n

z z ze z z
n n n

  

  
    

   .  

Відомо, що 1

1

( 1)ln ( 1)
k

k

k

xx
k







  ,  причому цей ряд збігається при всіх 

 0;2x . Отже, сума ряду 1

1

( 1)( 1)
k

k

k

z
k







  є аналітичним продовженням фу-

нкції ln x  в  область 1 1z   . Вона також має назву логарифм та позначення  

ln z .  Подібно цьому будується аналітична у крузі 1z   функція  

 2 1

0

(2 1)!!arcsin
2 !(2 1)

k
k

k

kz z
k k










 , 

яка є аналітичним продовженням функції arcsin x  дійсного аргументу при 
1x  . 
Зауважимо, що функції ln z  і arcsin z  не є цілими функціями, бо ряди, які 

їх визначають, збігаються не на всій комплексній площині, а лише усередині 
відповідних кругів одиничного радіусу.   

Функція ( )f z  аналітична усередині круга 0z z M  ,  може бути пред-

ставлена в цьому крузі збіжним степеневим рядом 0
0

( )k
k

k
c z z




 , причому 

коефіцієнти цього ряду однозначно обчислюються за формулами:  
( )

0
0 0

( )( ), ( 1,2,...)
!

k
k

f zc f z c k
k

   . 

Так як ( )
0 1

0

! ( )( )
2 ( )

k
k

k f df z
i z

 
  




 , тоді 1

0

1 ( )
2 ( )

k k
f dc

i z
 

  



 , де   —  

деякий  довільний замкнений контур, усередині круга  0z z M  , що містить у 
собі точку 0z .  

Розвинення аналітичної функції  в крузі 0z z M   у збіжний степеневий  

ряд 0
0

( ) ( )k
k

k
f z c z z




  називається  розкладом  Тейлора, а відповідний ряд — 
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рядом Тейлора.   

Для функцій  ln(1 ), (1 )mz z  мають місце наступні розвинення в ряд Тей-
лора в околі точки 0 0z  : 

2 3
ln(1 ) ... ( 1) ... ( 1)

2 3

n
nz z zz z R

n
         ,           

2 3( 1) ( 1)( 2)(1 ) 1 ...
2! 3!

( 1)...( 1)... ... ( 1)
!

m

n

m m m m mz mz z z

m m m n z R
n

  
     

  
  

       

Ряд виду 0( )n
n

n
c z z




 , де n  приймає всі цілі (додатні, від’ємні та ну-

льове) значення називається  рядом Лорана.   
Цей ряд розуміється як сума двох рядів  

1
0 0 0

0
( ) ( ) ( )n n n

n n n
n n n

c z z c z z c z z
  

  
       ,    

або  

0 0 0
1 0

( ) ( ) ( )n n n
n n n

n n n
c z z c z z c z z

  



  

       .       

Перша частина ряду Лорана (ряд, утворений  з доданків, що мають від’ємні 
показники степеня) називається  головною частиною ряду Лорана. Друга 
частина ряду Лорана (ряд, утворений з доданків, що мають невід’ємні показни-
ки степеня) називається правильною частиною ряду Лорана.   

Областю збіжності ряду Лорана є загальна частина області збіжності його 
головної частини та правильної частини.  

Функція ( )f z , однозначна і аналітична у круговому кільці 0r z z R   , 

розкладається в цьому кільці в ряд Лорана 0( ) ( )n
n

n
f z c z z




  , де коефі-

цієнти nc   знаходяться за формулами  

1
0

1 ( ) ( 0, 1, 2,...)
2 ( )

n n
fc n

i z


  


   
 .             

Тут   — довільне коло, що міститься  усередині даного кільця. 
 



Комплексний аналіз та операційне числення 

 

170 

§ 8.5. Особливі точки функції. Лишок функції 

Точку 0z D  називають правильною точкою функції ( )f z , якщо існує 
круг rc  досить малого радіусу 0r   з центром в точці 0z  ( 0:rc z z r  ), в 
якому функція ( )f z  аналітична.  

Точки, які не є правильними, називаються особливими точками функції 
( )f z . Якщо існує окіл точки 0z  такий, що функція ( )f z  визначена і дифере-

нційована в усіх точках цього околу за винятком точки 0z , то особлива точ-

ка називається ізольованою.  
Визначення границі функції

0
lim ( )

z z
f z


 дає можливість класифікувати ізо-

льовані особливі точки на  усувні, полюси та істотно особливі точки.   
Якщо існує  скінчена границя 

0
lim ( )

z z
f z a


 , тоді маємо усувну особливу 

точку.  
Якщо 

0
lim ( )

z z
f z


  , то особлива точка — полюс функції ( )f z . Нехай 0z  

це полюс функції. Тоді його порядок визначає відмінна від нуля скінчена гра-

ниця 
0

0lim ( )( ) ,k
z z

f z z z c c


    . При  цьому кажуть, що 0z  — полюс k  го 

порядку функції ( )f z .  
Якщо 

0
lim ( )

z z
f z


 не існує, то 0z  —  істотно особлива точка.  

Нехай 0z  — ізольована особлива точка функції ( )f z ,   — довільний за-
мкнений контур, який містить усередині точку 0z  і де немає інших особливих 
точок. 

Лишком функції ( )f z  в точці 0z  називається  число, яке позначається 

символом 0res ( )f z  та визначається рівністю 

0
1res ( ) ( )

2
f z f z dz

i


  . 

Інші позначення: 
0 0

0res ( ), Res ( )
z z z

f z f z


.  

З визначення випливає, що лишок функції дорівнює коефіцієнту при мінус 
першому степені в лоранівському розвиненні функції ( )f z  в околі точки 0z z : 

0 1res ( )f z c .                                      

Лишок в усувній особливій точці дорівнює нулю.  
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Нехай 0z  —  полюс кратності k  функції ( )f z . Тоді  

 
0

1
0 01

1res ( ) lim ( ) ( )
( 1)!

k
k

kz z

df z z z f z
k dz




 


.           

Розглянемо основну теорему про лишки.  
Теорема . Якщо функція ( )f z  однозначна і аналітична в замкненій  обла-

сті D  всюди,  за винятком скінченого числа ізольованих особливих точок 

1 2, ,..., mz z z , які лежать усередині області D , тоді 

1
( ) 2 res ( )

m
k

k
f z dz i f z

 

  , 

де  — повна межа області, яку обходять в додатному напрямі.   
Лишком аналітичної функції ( )f z  в нескінченно віддаленій ізольованій 

особливій точці називається коефіцієнт ряду Лорана  в околі цієї точки при 
1z , узятий з протилежним знаком, тобто 

1
1 1res ( ) ( ) ( )

2 2z
f z c f z dz f z dz

i i
 

  



       ,          

де    — коло з центром в початку координат та достатньо великого радіусу R  
(такого, що при z R  немає інших особливих точок функції ( )f z  крім нескін-
ченно віддаленої точки), а інтегрування виконується при від’ємному обході, так 
як тільки при такому обході (за ходом годинникової стрілки) окіл нескінченно 
віддаленої точки завжди залишається ліворуч.  

Лишки можна застосовувати до обчислення різних інтегралів. 
 
§ 8.6. Операційне числення. Основні визначення 

Функцією-оригіналом за Лапласом називається будь-яка функція  f t  
дійсного аргументу t,  яка задовольняє умови: 

1)   0 ,f t   коли 0t  ; 
2) на довільному обмеженому інтервалі функція кусково-неперервна і мо-

же мати скінчене число точок розриву 1-го роду; 
3)  f t  зростає не швидше експоненціальної функції, тобто 0M   і  

0 0s   :   00 s tt f t Me   . 
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Перетворенням Лапласа оригіналу  f t  називається дія інтегрального 
оператора Лапласа: 

         
0

,ptL f t e f t dt F p p i 


    . 

Функція  F p  називається  зображенням функції  f t  за Лапласом. 
 
8.7. Основні теореми операційного числення 

Наведені нижче теореми спрощують розв’язання задач методами опера-
ційного числення. 

Теорема подібності:     1 pL f at F
a a

   
 

,  де 0a  . 

Теорема зміщення зображення:        atL e f t F p a  . 

Теорема запізнення:  Нехай    
0 , ;

, ,
t

f t
f t t



 


   

   тоді  

        
0

pt pt pL f t f t e dt f t e dt e F p
 




 

       . 

Теорема про диференціювання оригінала: 

        

            
0

11

0 ;

0 0 .

pt

n nn n

L f t f t e dt pF p f

L f t p F p p f f






    

     





 

Теорема про диференціювання зображення: 

               
0

; .nnptF p t f t e dt L t f t F p L t f t


        

Теорема про інтегрування оригінала:      

0
.

t F p
L f d

p
 

    
  
  

Теорема про інтегрування зображення:        .
p

f t
F u du u L

t
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§ 8.8.  Згортка функцій. Теореми розкладу 

Згорткою функцій  f t  і    0g t t   , яка позначається символом 

 f g  називається інтеграл    
0

t
f g t d   , причому    f g g f    . 

Теорема Бореля:        L f g F p G p   . 

Інтеграл Дюамеля: 

 

               

               

   

0 0

0 0

0 0

0 0

.

t t

t t

L f g t f g t d L f g t g f t d

L g f t g f t d L g f t f g t d

pF p G p

     

     

               
      
                
      



 

   

Перша теорема розкладу.  Якщо зображення   1
0

n
n

n

cF p
p






   ―  ряд, 

збіжний при 0p  , тоді оригінал  
0

0 , 0,

, 0 .
!

n
n

n

t

f t c t t
n








  



 

Друга теорема розкладу. Якщо зображення ― правильний раціональний 
дріб, знаменник якого має тільки прості дійсні корені k , тоді 

   
  1

.k
n

t
k

k

R p
F p L A e

Q p




     
  
  

 
8.9. Деякі застосування перетворення Лапласа 

Розв’язання задачі Коші для звичайних лінійних диференціальних рівнянь 
зі сталими коефіцієнтами 

( ) ( )
1( ) ( ) ... ( ) ( )n n

nx t a x t a x t f t     
( 1) ( 1)

0 0(0) ,..., (0)n nx x x x    
за допомогою перетворення Лапласа приводить до зображення 

( ) ( )1( ) ( )
F p Q pnX p P pn

  . 
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Далі знаходимо оригінал  1( ) { ( )}x t L X p . 
Розв’язки диференціальних рівнянь з нульовими початковими умовами 

можна знайти за допомогою  1x t  (розв’язок при   1f t  ) та  f t  (правої час-
тини) за формулами Дюамеля. 

Перша формула 

1
0

( ) ( ) ( ) .
t

x t x f t d     

Друга формула 

1
0

( ) ( ) ( )
t

x t x t f d    . 

Третя формула 

1 1
0

( ) (0) ( ) ( ) ( )
t

x t f x t x t f d     . 

Четверта формула 

1 1
0

( ) (0) ( ) ( ) ( )
t

x t f x t x f t d     .  
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8.10. Завдання для самостійного розв’язування  

ЗАДАЧА 1 

Обчислити комплексне число: 

 10
1.1) 3 i   12

1.2) 3 1i    81.3) 2 2i  

 12
1.4) 3 3i    81.5) 3 3i    6

1.6) 2 3 6i   

ЗАДАЧА 2 

Знайти аналітичну функцію  f z u i v   за відомою її дійсною  ,u u x y  

або уявною  ,v v x y  частиною та значенням  0f z : 

 
 

2.1) sin ,

0 2 ;

x xu e e y

f

 


  

2.2) sin ,
0 1;

xv e y
f



 

 
2.3) 2 ,

0 0 ;
u y x y

f
 


 

 
2.4) 2 2 ,

0 1;
v xy y

f
 


  

2.5) cos ,
0 1;

xu e y
f



  

 

2.6) sin ,

0 2 ;

x xv e e y

f

 


 

ЗАДАЧА 3 

Обчислити інтеграл: 

2
1

3.1) ;
4 1z

z dz
z   3 1

2
3.2) ;z

z
z e dz


  

2

2

sin3.3) ;
cos

z

z dz
z z


  

 
1

2
3.4) ;

sin 3

iz

z

e
dz

iz



  2

1

13.5) sin ;
z

z dz
z


   2 2

2
3.6) ;

9

z

z

e dz
z z 

  

ЗАДАЧА 4 

Розвинути в ряд Лорана функцію  f z  в околі точки 0z . Вказати правиль-
ну і головну частину ряду: 

     3 1 1

0

4.1) 1 ,
1;

zf z z e
z

 

 
    3 2

0

4.2) ,

0 ;

f z z sh z

z




      3 1

0

4.3) 1 ,
1;

zf z z e
z

  


 

   3

0

4.4) cos 1 ,
0 ;

f z z z
z




    2

0

4.5) 1 ,

1;

f z z z

z

 


 

    2

0

4.6) cos 2 1 ,

1;

f z z

z
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ЗАДАЧА 5 

Знайти зображення функції: 

 5.1) 3 ;tf t t    5.2) cos2 ;f t t t      5.3) 4 3 sin 3 ;f t t t    

 5.4) 4 ;f t t sh t      5.5) 2 1 3f t t ch t      25.6) cos 2f t t t  . 

ЗАДАЧА 6 

Знайти оригінали за відомими зображеннями: 

  3
56.1) ;

8
F p

p



   3

2 46.2) ;
1

pF p
p





   3

2 16.3) ;
8

pF p
p





 

 

   2
3 26.4) ;

1

pF p
p p





   3

46.5) ;
64

F p
p




   3
2 56.6) ;

27
pF p

p





 

ЗАДАЧА 7 

Операційним методом розв’язати задачу Коші:  

   
7.1) ;

0 0 , 0 2.

tx x e
x x

  
 

 
   

27.2) 2 ;
0 0 , 0 2.

tx x e
x x

  
  

 
   

7.3) cos ;
0 2 , 0 0.
x x t

x x
  

  
 

   
7.4) 9 sin 2 ;

0 1, 0 0.
x x t

x x
  

 
 

   
7.5) 2cos ;

0 0 , 0 1.
x x t

x x
  

  
 

   
7.6) 2 sin ;

0 0 , 0 0.
x x t t

x x
   

 
 

 
§ 8.11. Приклади тестових завдань 

Комплексний аналіз та операційне числення 

У завданнях 1 — 7 виберіть одну вірну на вашу думку відповідь та познач-
те її у бланку відповідей. 

1. Нехай (1 )z i  . Тоді 8z  дорівнює 

a б в г 
 – 16 8i  16 8i  

2.  Знайти arg( 1 )i   

a б в г 
0 / 4  / 4  3 / 4  

3. Множину точок z  комплексної площини, віддалених від точки i  на від-
стань не більше 4 та не менше 2 одиниць, можна описати таким чином: 
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a б в г 
2 4z i    2 4z i    2 4z i    2 4z i    

4.  Вказати уявну частину функції ( ) ( )f z z z z     

a б в г 
2 2x y  2 2x y  2xy  2xy  

5. Знайти головне значення 3Ln( )i  

a б в г 
3 / 2i  / 2i  1  

6.  Знайти зображення за Лапласом оригіналу 2( ) ch5tf t e t  

а б в г 

 2
2

2 25

p

p



 
 

 2
2

2 25

p

p



 
 

 2
2

2 5

p

p



 
 

 2
2

2 25

p

p



 
 

7. Знайти оригінал за відомим зображенням 
3

( )
peF p

p


  

а б в г 
3  3t   ( 3)t    3 ( 3)t t   

8. За даним рівнянням (1 – 4) визначить вид лінії ( А – Д ). 

Рівняння  Вид лінії   A Б В Г Д 

1      
1.     2 4

4
z i th t

ch t
    А  пряма  

2      
3      

2.     25 i tz e  Б   коло          
4      

3. 22cos 3 (sin 3 2)z t i t    В   еліпс        

4. 2 22 3 ( 2 1)z t t i t t       Г   гіпербола        

 Д   парабола        

9.  Встановіть відповідність між інтегралами (1 – 4) від функції комплексної 
змінної та даними значеннями ( А – Д ). 
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Інтеграли Значення   A Б В Г Д 

1      
1.    

2

,

: ,0 1
L

z z dz

L z t it t



   

  А      18   
2      

3      
2.     

3
2

3
( )

a

a
z a dz





  Б         1
2

           
4      

3.  
1

1 1
2 (2 )

z
dz

i z z


   В       1 1
3 5

i         

4.  2
4

1 1
2 2 3z

z dz
i z z




    Г      8 5

15 6
i         

 Д           1        

Розв’язання задач 10-12 повинно мати обґрунтування. Запишіть послідов-
ні логічні дії, розрахунки та пояснення. Якщо потрібно проілюструйте 
розв’язання завдань.  
10.  Побудувати аналітичну функцію ( )w f z  за відомою  дійсною  частиною 

2 2( , ) 2( )u x y x y  , (0) 0f  . У відповіді запишіть (1)f . 

11.  Функцію z i
z i



 розвинути в степеневий ряд за степенями z i  та визначити 

радіус збіжності ряду R . У відповіді запишіть R . 

12.  Операційним методом знайти розв’язок задачі Коші   22 7 ty y y e    , 
(0) 1; (0) 4y y  . У відповіді запишіть (1)y . 
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КОМЕНТАР ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ ТЕСТОВИХ ЗАВДАНЬ 

Завдання  1. Правильна відповідь: в.  

Розв’язання.     48 2 41 1 ( 2 ) 16i i i      . 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: дії над компле-
ксними числами в алгебраїчній формі).  

Завдання  2. Правильна відповідь: г.  
Розв’язання. arg( 1 ) arctg( 1) 3 / 4i        . 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: тригонометри-
чна форма  комплексного числа). 

Завдання  3. Правильна відповідь: а.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: геометрична 
інтерпретація комплексних чисел). 

Завдання  4.  Правильна відповідь: в.  

Розв’язання. 2( ) ( ) ( )( ) 2 2f z z z z x iy x iy x iy x i xy          . 

Завдання  5. Правильна відповідь: в.  

Розв’язання.  3Ln Ln( ) ln1
2 2

ii i i          
 

. 

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: основні елеме-
нтарні функції комплексної змінної). 

Завдання  6.  Правильна відповідь: г.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: зображення за 
Лапласом основних елементарних функцій). 

Завдання  7.  Правильна відповідь: в.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: знаходження 
оригіналів за відомими зображеннями). 

Завдання  8.  Правильна відповідь:  

  А  Б  В  Г Д 
1      
2      
3      
4      

Розв’язання. Дійсно, якщо 2 4
4

z i th t
ch t

   , маємо 2 ; 4
4

x y th t
ch t

  .  
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Звідки 2
2
4 ;

4
x

ch t
 2 2

2
14 1

4
y th t

ch t
   . Знаходимо рівняння лінії 

2 24 4x y  , тобто маємо еліпс. Аналогічно визначаємо види інших ліній.  
Заповнюємо таблицю. 

Завдання  9.  Правильна відповідь:  

  А Б В  Г  Д 
 1      
 2      
 3      
 4      

Розв’язання. Обчислюємо інтеграл як криволінійний 
1 12

2 4 2 4 3 5

0 0
1 1

3 5 4 6

0 0

; ( ) ( 2 ) ( (2 2 ))
0 1.

1 1 1 1 8 5 .
3 5 2 3 15 6

L
z t itz z dz t t dt i tdt t t i t t dt

t

t t i t t i

              
   

            
   

  
 

Обчислюємо інтеграли та знаходимо 
3

2

3
( ) 18

a

a
z a dz





   ;   
1

1 1 1
2 (2 ) 2

z
dz

i z z



  ;   2

4

1 1 1
2 2 3z

z dz
i z z






   . 

За результатами обчислень заповнюємо таблицю. 

Завдання  10.   
Розв’язання. Скористаємося умовами Коші – Рімана.  

                 4 ( , ) 4 ( ) 4 ( )v u x v x y xdy x xy x
y x

 
 

      
    

4 ( ) 4 ( ) 0 ( )v u y x y x x C
x y

  
             
 

. 

Тоді  ( , ) 4v x y xy C  , та  
2 2 2 2 2( ) 2 2 (4 ) 2( 2 ) 2f z x y i xy C x ixy y iC z iC          . 

За умовою задачі (0) 0f  , отже 0 0 0iC C    . 2( ) 2f z z . 
Відповідь:  (1) 2f  .  

Завдання  11.  
Розв’язання. Перетворюємо спочатку функцію 
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( ) ( ) .
2 ( ) 2 1 ( )

2

z i z i i z i
iz i i z i z i

  
   

     
 

Для того, щоб розвинути функцію в степеневий ряд і знайти радіус збіжно-
сті цього ряду, розглянемо ( )f z  як суму нескінченно спадної геометричної 

прогресії  
1

aS
q




, де ( ) , ( )
2 2
i ia z i q z i      . Умова збіжності 1q  . Тоді 

2z i   тобто радіус збіжності 2R  . Усередині круга  2z i   має місце 

розвинення  1

1
( 1)

2

n
n

n

z i z i
z i i






       
 .   Остаточно маємо  2R  . 

Відповідь:  2. 

Завдання  12.  
Розв’язання. Перейдемо до зображень: 

2 2
( ) ( ), ( ) ( ) (0) ( ) 1,

( ) ( ) (0) (0) ( ) 4

y t Y p y t pY p y pY p

y t p Y p p y y p Y p p

    

       

  


 

Дістанемо операторне рівняння  

 2 7( ) 4 ( ) 1 2 ( )
2

p Y p p pY p Y p
p

     


, 

2 7( )( 2) 5
2

Y p p p p
p

    


. 

 Отже,  
2 3 3( )

( 2)( 1)( 2)
p pY p

p p p
 


  

. 

 Ми отримали правильний нескоротний дріб, знаменник якого має тільки 
прості корені. Можна застосувати теорему розкладу.  

 Маємо 2 3 2 2( ) 3 3, ( ) ( 4 4) 3 2 4R p p p Q p p p p p p            

 1 1   2 2   2 2    
2( ) 3 3

kk pR p p      1 7 5  

2( ) 3 2 4
k

k p
Q p p





     3  4 12 

( )
( )

k
k

k

RA
Q







 1
3

  7
4

 5
12

  

Тоді за  першою теоремою розкладу 
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3
2 2

1

1 7 5( )
3 4 12

kt t t t
k

k
y t A e e e e 


     . 

Відповідь:  2 21 7 5( )
3 4 12

t t ty t e e e    .  Тоді маємо (1) 11,968y  . 
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РОЗДІЛ ДЕВ’ЯТИЙ 

ІНТЕГРАЛЬНІ РІВНЯННЯ  
 

§ 9.1. Основні визначення та поняття  

Інтегральним рівнянням називається рівняння, в яке невідома функція  
 y x  входить під знаком інтеграла. Одновимірне інтегральне рівняння має вид: 

        , , ( ) , ( ) , ; ,
b

a
K x s y s ds F x y x x a b   або 

       
0

0 0, , ( ) , ( ) , ; , ;
x

x
K x s y s ds F x y x x x b s x x   , 

де  , ,K x s y  ―  ядро та  ,F x y  ― права частина є задана функція. 
До інтегральних рівнянь приводять багато фізичних задач. Наприклад, при 

знаходженні (розрахунковим методом) переданого радіосигналу ( )y t  за прийн-
ятим сигналом ( )f t  треба розв’язати інтегральне рівняння типу згортки 

     
0

t
K t y d f t    , 

де  ядро ( )K x  залежить від властивостей апаратури та середовища. 
Можна також зауважити, що для багатьох задач, які записуються за допо-

могою диференціальних рівнянь, природним є також запис у формі інтеграль-
ного рівняння.  При цьому користуються інтегральними законами збереження.  

Іноді інтегральні рівняння дають можливість узагальнити постановку зада-
чі. Наприклад, задачу Коші для диференціального рівняння, яку складають рів-

няння і початкова умова     0 0, ,dy f x y y x y
dx

   можна замінити одним інтег-

ральним рівнянням     
0

0 ,
x

x
y x y f x y t dt   . 

Перехід від функції однієї змінної до функції багатьох змінних є природ-
ним. Так, багатовимірний аналог інтегрального рівняння   

       , , , , ; ,
b

a
K x s y s ds F x y x x a b   

для знаходження    1 2, , , ny x y x x x   має вид: 
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       1 2, , , , , , , .n
G

K x s y s dG F x y x x x x x G     

Тому постановка та методи розв’язання одновимірного інтегрального рів-
няння безпосередньо узагальнюються на багатовимірний випадок. 

 
§ 9.2. Становлення термінів інтегральних рівнянь 

Термін «інтегральне рівняння» ввів в 1888 р.  П. Дюбуа-Реймон, хоча і ра-
ніше розглядалися задачі з інтегральними рівняннями. Наприклад, в 1811 році 
Ж. Фур'є розв’язав задачу про обернення інтеграла, яка тепер носить його ім'я. 

1. Відновлення функції за її  перетворенням Фур'є 
Задача полягає в знаходженні невідомої функції ( )f y  за відомою функці-

єю  g x :    1
2

ixyg x e f y dy






  . Фур'є отримав вираз для функції  ( )f y : 

   1
2

ixyf y e g x dx







  . 

2. Зведення задачі Коші до інтегрального рівняння 
До нелінійних інтегральних рівнянь Вольтерра призводить задача Коші 

для звичайних диференціальних рівнянь: 

  0, ( ) , ( )dx F t x t x a x
dt

  . 

Дійсно, при розв’язанні це рівняння можна проінтегрувати по t від a до t: 

    0 , .
t

a
x t x F s x s ds    

Розв’язання задачі Коші для лінійних диференціальних рівнянь призводить 
до лінійних інтегральних рівнянь Вольтерра ІІ-го роду. Цим ще в 1837 р. скори-
стався Ж. Ліувілль. Нехай, наприклад, поставлена задача: 

 2( ) ( ) ( ) 0 , ( ) 1 , ( ) 0 .x t t x t const x a x a            

Для рівняння зі сталими коефіцієнтами з тими ж початковими умовами: 

     2x t x t g t    
розв'язання може бути знайдено методом варіації довільних сталих і надано 

у вигляді:         1cos sin .
t

a
x t t a g t d    
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Тоді для заданого рівняння маємо: 

         1cos sin
t

a
x t t a t x d      


    ,   

отримали інтегральне рівняння Вольтерра ІІ-го роду. 
Лінійне диференціальне рівняння n-го порядку 

       
1

1 1 ,
n n

nn n
d x d xa t a t x t F t t a
dt dt




     , 

       1
0 1 1, , , n

nx a C x a C x a C
    

також може бути зведено до інтегрального рівняння Вольтерра другого роду. 
3. Задача Абеля (задача про таутохрону) 

Історично вважається, що першою задачею, яка наочно привела до необ-
хідності розгляду інтегральних рівнянь, була задача Абеля. У 1823 році Нільс 
Абель, займаючись узагальненням задачі про таутохрону, прийшов до рівняння  

   

0

x t
f x d t

x t



 , де ( )f x ― задана функція, а  x  ― шукана. Це рівняння є 

частинним випадком лінійного інтегрального рівняння Вольтерра І-го роду.  
Рівняння Абеля цікаво тим, що до нього безпосередньо призводить постановка 
задачі механіки або фізики (без розгляду диференціальних рівнянь).  

У Абеля формулювання задачі виглядало приблизно так: 
Матеріальна точка під дією сили тяжіння рухається у вертикальній площи-

ні по деякій кривій. Потрібно визначити цю криву так, щоб матеріальна точка, 
почавши свій рух без початкової швидкості в точці кривої з ординатою x, дося-
гла осі Oξ  за час  1t f x , де  1f x  ― задана функція. Якщо позначити кут 
між дотичною до траєкторії і віссю Oξ  як  β  і застосувати закони Ньютона, 

можна прийти до наступного рівняння:      1
0

12 ,
sin

x t
d t g f x

x t


 


  
 . 

   
§ 9.3. Класифікація інтегральних рівнянь 

Лінійні інтегральні рівняння 

Інтегральні рівняння, у які невідома функція входить лінійно: 
               , ,x K x s s d s f x   



   

де   x  ― шукана функція,  f x ,  ,K x s  ― відомі функції, λ  ―  параметр,  
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 ― проміжок (область) інтегрування,   ― міра на  , відносяться до ліній-
них. Функція  ,K x s  називається ядром інтегрального рівняння. В залежності 
від виду ядра, вільного члена та значень, які приймають межи інтегрування, лі-
нійні рівняння поділяються ще на кілька видів. 

Інтегральні рівняння Фредгольма 
Рівняння Фредгольма другого роду ― це рівняння виду: 

       ,
b

a
x K x s s ds f x    . 

Межі інтегрування можуть бути як скінченими, так і нескінченними. Змін-
ні задовольняють нерівності: ,a x s b  , причому ядро та вільний член повинні 
бути неперервними        ,, , , a bK x s C a x s b f x C    , або задовольняти 

умовам      2 2, ,
b b b

a a a
K x s dx ds f x dx     .  

Ядра, які відповідають останньої умові, називають фредгольмовими. Якщо 
  0f x   при   ,x a b  , то рівняння називається однорідним. При   0f x   

воно називається неоднорідним інтегральним рівнянням. 
Рівняння Фредгольма першого роду 

Рівняння Фредгольма І-го роду виглядають також, як і рівняння Фредголь-
ма ІІ-го роду, тільки в них відсутня частина, що містить невідому функцію поза 

інтегралом:      ,
b

a
K x t t dt f x  , при цьому ядро та вільний член задоволь-

няють умовам, сформульованим для рівнянь Фредгольма другого роду. 
Інтегральні рівняння Вольтера 

1. Інтегральне рівняння Вольтерра другого роду 
Рівняння Вольтерра відрізняються від рівнянь Фредгольма тим, що одна з 

меж інтегрування в них є змінною: 

       , , .
x

a
x f x K x t t dt a x b       

2. Інтегральне рівняння Вольтерра першого роду 
Також, як і для рівнянь Фредгольма, у рівнянні Вольтерра першого роду 

відсутня невідома функція поза інтегралом:       ,
x

a
K x t t dt f x  . 
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В принципі, рівняння Вольтерра можна розглядати як окремий випадок рі-
внянь Фредгольма, якщо перевизначити фредгольмове ядро: 

   , , ,
,

0, .
K x t a t x

K x t
x t b

 
 

 
 

Однак деякі властивості рівнянь Вольтерра не можуть бути застосовані до 
рівнянь Фредгольма. 

Нелінійні інтегральні рівняння 
Можна придумати безліч нелінійних рівнянь, тому дати їм повну класифі-

кацію не представляється можливим. Ось лише деякі їх типи, які мають велике 
теоретичне і прикладне значення. 

1. Інтегральне рівняння Урисона 

                 , , , , , , ; .
b

a
x K x t t dt K x t C a x t b M M            

Стала M ― це деяке додатне число, яке заздалегідь не завжди може бути 
визначеним. 

2. Рівняння Гаммерштейна 
Рівняння Гаммерштейна є важливим окремим випадком рівняння Урисона: 

      , ,
b

a
x K x t F t t dt   ,  де  ,K x t  ― фредгольмове ядро. 

3. Рівняння Ляпунова — Ліхтенштейна 
Іменами Ляпунова – Ліхтенштейна прийнято називати рівняння, що містять 

суттєво нелінійні оператори, наприклад, рівняння виду: 

             1 1,1, , ,
b b b

a a a
x f x K x t t dt K x t z t z dt dz            

4. Нелінійне рівняння Вольтера 

має вид     , ,
x

a
x F x t t dt   , де функція  , ,F x t   неперервна за сукупністю  

своїх змінних. 
 

§ 9.4. Методи розв'язання інтегральних рівнянь 

Перш, ніж розглянути деякі методи розв'язання інтегральних рівнянь,  
слід зауважити, що для них, як і для інших рівнянь не завжди вдається отрима-
ти точний аналітичний розв'язок. Вибір методу розв'язання залежить від виду 
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рівняння. Тут будуть розглянуті кілька методів для розв'язування лінійних інте-
гральних рівнянь. 

1. Перетворення Лапласа 
Метод перетворення Лапласа може бути застосований до інтегрального рі-

вняння, якщо інтеграл, який входить до нього, має вид згортки двох функцій: 

0
( ) ( ) ( ) ( )

x
f x t g t dt F p G p    

тобто, коли ядро є функцією різниці двох змінних: 

       
0

x
x f x K x d       .  

Наприклад, дано таке рівняння: 

     
0

sin 2 cos
x

x x x d       . 

Застосуємо перетворення Лапласа до обох частин рівняння: 
( ) ( )x p   ; 

     
 2 2 2

1 12 .
1 1 1

pp p p
p p p

     
  

  

Застосовуючи обернене перетворення Лапласа або таблицю перетворення, 

отримаємо:  
 

1
2

1

1
xx L x e

p
 

    
  

. 

2. Метод послідовних наближень 
Метод послідовних наближень застосовується для рівнянь Фредгольма  

другого роду, якщо виконується умова: 

,
| || | max ( , ) 1

a x s b
b a K x s

 
  . 

Ця умова необхідна для збіжності ряду Ліувілля – Неймана: 

                          
0

( ) ,k k

k
x K f x 




    

який і є розв’язком рівняння. Тут  ( )kK f x ― k-та степінь інтегрального опера-

тора  ( )kK f x :  ( ) ( , ) ( )
b

a
K f x K x s f s ds  . Втім, такий розв’язок є підходящим  
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наближенням лише при досить малих | |  . 
Приклад. Методом послідовних наближень розв’язати інтегральне рів-

няння:      
2

2
0

1
, 0,1

1

x s
x d s x

s





 


 . 

Розв’язання:  Приймаємо  1 x x  . Тоді  

      
2

2 2
0 0

1
1

x xsx K x ds ds x
s

  
   


  . 

Далі за індукцією:          1
0

,
x

n
n nx K x K x s s d s      . 

Остаточно маємо:   
2

2
0

1
1

x

n
sx d s x
s

 
 


 . 

3. Метод резольвент (інтегрального рівняння) 
Метод резольвент не є найшвидшим розв’язанням інтегрального рівняння 

Фредгольма ІІ-го роду, проте іноді неможна вказати інших шляхів розв’язання 
завдання. Якщо ввести такі позначення: 

       0 1, , , , , ,K x t K x t K x t K x t     

то повторними ядрами ядра  ,K x s  будуть ядра  ,pK x s : 

1( , ) ( , ) ( , )
b

p p
a

K x s K x t K t s dt   

Ряд, складений з повторних ядер, 

0
( , , ) ( , )k

k
k

x s K x s 



   , 

називається резольвентою ядра  ,K x s   і є регулярно збіжним при ,a x s b  , і 
вищезгаданої умові збіжності ряду Ліувілля – Неймана. Розв’язок інтегрального 
рівняння знаходиться за формулою: 

( ) ( ) ( , , ) ( ) ( )
b

a
x f x x s f s d s     . 

Приклад. Для інтегрального рівняння 
1

0
( ) ( ) ( )x f x xs s ds      повтор-

ними будуть такі ядра: 



Розділ 9 

 

190 

 
1

1 2
0

( , ) , ( , ) , , ( ) ( )
3
xtK x s xs K x t xt K x t xs st ds     , 

                     
1

3
0

, ( )
3 9
st xtK x t xs ds   , ……, 1

3
n n

xtK   ,   

а резольвентою — функція 

1
0 0

1 3( , , )
33 1

3

n n
n n

n n

xt xtx t K xt    

 


 

     


  . 

Тоді розв’язок  рівняння знаходиться за формулою: 

     
1

0

3 .
3

xtx f x f t dt 


 
  

4. Метод зведення до системи алгебраїчних рівнянь 
У разі, якщо ядро інтегрального рівняння Фредгольма є виродженим, тобто  

     
1

,
n

i i
i

K x s f x g s


 , 

саме інтегральне рівняння можна звести до системи алгебраїчних рівнянь. Дій-
сно, в цьому випадку рівняння можна переписати так: 

               
1 1

bn n
i i i i

i ia
x f x g t t d t f x c f x f x   

 
     ,  

де    
b

i i
a

c t g t d t  . Помноживши попереднє рівняння на ( )ig x  і проінтегру-

вавши  його по x  на відрізку  ,a b , приходимо до системи алгебраїчних рів-
нянь відносно невідомих чисел ic : 

0
, 1, , ,

n
i i k k i

k
c a c b k n


        

де    
b

ik i k
a

a g x f x d x   і    
b

i i
a

b g x f x d x   — числові коефіцієнти. 

Приклад . Розв’язати інтегральне рівняння  

0

1( ) sin( ) ( ) cos
2

x x t t dt x


     .             (9.1) 
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Розв’язання. Запишемо рівняння в наступному вигляді 

0 0

1( ) sin cos ( ) cos sin ( ) cos
2

x x t t dt x t t dt x
 

        . 

Введемо позначення: 

1 2
0 0

cos ( ) , sin ( )c t t dt c t t dt
 

    ,                (9.2) 

де c1, c2 ― невідомі сталі. Тоді рівняння (9.1) набуває вигляду 

1 2
1( ) sin cos cos
2

x c x c x x     .                                (9.3) 

Підставимо (9.3) в (9.2) і дістанемо  

1 1 2
0

2 1 2
0

1cos sin cos cos ,
2

1sin sin cos cos ,
2

c t c t c t t dt

c t c t c t t dt





 

 

    
 

    
 




        

 

2 2
1 2

0 0 0

2
1 2

0 0 0

11 cos sin cos cos ,
2

1sin 1 cos sin cos sin .
2

c t t dt c t dt t dt

c t dt c t t dt t t dt

  

  

 

 

 
   
 
 

 
    
 
 

  

  
 

Обчислимо інтеграли, які входять в ці рівняння й одержимо систему ліній-
них алгебраїчних рівнянь для знаходження невідомих c1, c2: 

1 2

1 2

2 4

0.
2

c c

c c

 



  

  


                          (9.4) 

Визначник системи (9.4): 
2 21

2( ) 1 0
41

2

D


 


   


. Тоді система 

(9.4) має єдиний розв’язок, який знаходимо за формулами Крамера. Маємо 

   
 

2
1 22 2 2 2

,
4 2 4

c c  

   
 

 
.                                    (9.5) 
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Підставимо (9.5) в (9.3) й дістанемо розв’язок даного інтегрального рів-
няння: 

2 2
sin 2cos( )
4

x xx 


 





. 

5. Чисельні методи розв'язання інтегральних рівнянь 
Відомі різні методи чисельного розв'язання інтегральних рівнянь: метод 

інтегральних сум, метод моментів тощо.  
Нехай необхідно розв'язати інтегральне рівняння Фредгольма II-го роду 

       ,
b

a
x K x t t d t f x    , 

де функції та параметр відповідають означенням, які надані раніше. 
Метод інтегральних сум. Цей метод ґрунтується на наближеному обчи-

сленні визначеного інтеграла з допомогою однією з квадратурних формул 

   
1

b n
i i gn

ia
g x d x k g x R


  , 

де ix  , 1, 2, ,i n   – вузлові точки відрізка інтегрування  ,a b ; 

  ik  – числові коефіцієнти, які не залежать від функції  g x ; 
  gnR  – похибка квадратурної формули.  

У випадку рівновіддалених вузлів  1ix a i h   , 1,i n , 
1

b ah
n





 маємо: 

 1) для формули трапецій:   1 2 1, ;
2n n
hk k k k h      

2) для загальної формули Сімпсона при 2 1n m   

1 2 1 2 4 2 3 5
4 2, , .

3 3 3m m
hk k k k k h k k h           

Далі після переходу до наближеного розв’язання інтегрального рівняння 
вводимо позначення 

     , , , , , 1,2, , .i i i j ij i ix K x t K f x f i j n       

При використанні квадратурних формул, в яких похибка gnR  відкинута, 

приходимо до системи n лінійних алгебраїчних рівнянь відносно невідомих на-
ближень i значень точного розв’язання  x  у вузлах ix . 

1
, 1,2 , ,

n
i j ij j i

j
k K f i n  


      . 
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Дана система може бути розв’язана, наприклад, методом Гаусса. Далі на-
ближення розв’язку інтегрального рівняння ( )x можна знайти за формулою 

     
1

,
n

j j j
j

x k K x x f x  


   . 

Приклад. Розв’язати інтегральне рівняння 
1

0
( ) 0,5 ( )t xx xe t dt e    .                     

Розв’язання. Для чисельного розв'язання задачі використовується квад-
ратурна формула Сімпсона при кількості вузлів 3n  . Вибираються рівновідда-
лені вузли 1 2 30 , 0,5 , 1,0x x x   . Складаються дві таблиці окремо для значень 

ядра  , sK x s xe  і вільного члена   xf x e .  

Таблиця 9.1. Вузлові значення ядра  ,ij i jK K x s  

    \i jx s            0               0,5           1,0 
         0           0               0           0 
        0,5           0,5               0,8244           1,3591 
        1,0           1,0               1,6487           2,7183 

                                           Таблиця 9.2.  Вузлові значення  i if f x     

       ix            0               0,5           1,0 
     if x           1,0               0,6065           0,3979 

Після підстановки 1 2 3
1 4 10,5, , ,
6 6 6

k k k       і табличних даних зна-

чень функцій ,ij iK f  визначається система лінійних рівнянь 

 

 

 

 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

0,5 0 0 0 1;
6
0,5 0,5 4 0,8244 1,3591 0,6065 ;
6

0,5 1 4 1,6487 2,7183 0,3679 .
6

   

   

   

      

       

       

   

   

   

 

Далі приводяться подібні і система отримує стандартний вид: 

1

1 2 3

1 2 3

1;
0,042 0,7252 0,1134 0,6065 ;
0,084 0,5406 0,7735 0,3679 .


  
  


     
     


  
  

  

Систему можна розв’язати методом  Гаусса та отримати 
1 2 31,0000 , 1,1085 , 1,3719       . 
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Після знаходження наближень вузлових значень розв’язку інтегрального 

рівняння виконується перехід до аналітичного наближення   1,003xx e x   . 

Точний розв’язок рівняння ―   xx e x   . 
 
§ 9.5. Завдання для самостійного розв’язування  

ЗАДАЧА 1 

Перевірити функції  xy , як розв'язки даних інтегральних рівнянь 

   

 

2

0
1.1)   ,

2

x
x t y t dt = x  

y x =

  
       

 
0

1
1.2) 4 ,

. 

x t
x

x

x
y x e y t dt

e

y x x e


 




 



  

 

 
0

1.3)  0,

1.

x
x te y t dt x  

y x x

  

 

  
   

   

1

0
1.4)  ,

0, 25 .

x t x

x

y x e y t dt xe  

y x x e

 

 


 

 

 
0

1.5)  2 ,

1.

x y t
dt x  

x t

y x






     

 
0

1.6) sin cos ,
4

cos . 

y x t t y t dt x

y x x

 
  




 

ЗАДАЧА 2 

Скласти інтегральні рівняння, які відповідають задачам Коші:  

   2.1) 7 6 0 ; 0 1, 0 0 ;y y y y y        

   2.2) cos ; 0 1 , 0 0 ;y y x y y      

   2.3) sin 0 ; 0 1, 0 1;xy y x e y y y         

   2.4) 5 6 0 ; 0 0 , 0 1;y y y y y        

   2.5) 4 cos ; 0 0 , 0 1;y y x y y      

   2.6) 7 6 0 ; 0 1, 0 0y y y y y       . 

ЗАДАЧА 3. 

Розв’язати інтегральні рівняння методом диференціювання:  

     
0

3.1)  3 4 4 ;
x

xu x x e  x t u t dt            
0

3.2) ( ) ;
x

xu x e x t u t dt      
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0

3.3)  1 ;
x

u x x x t u t dt      

 

2

0

13.4)
1

sin ( ) ;
x

u x
x

x t u t dt  

 


 
 

   
 

 2
0

2 1
3.5) 1 2 ;

2 1

x t
u x u t dt

x


 


       2

0

13.6) sin
2

x
u x x x t u t dt    . 

ЗАДАЧА 4. 

Розв’язати інтегральні рівняння методом послідовних наближень: 

       
1

0 0
4.1) 2 2 ; 1 ;

x
x x t u x u t dt y x x y t dt       

         
1

0 0
4.2) ; ;

x
x x t u x x x t u t dt y x e e y t dt        

       
1

0 0

34.3) 1 ; 1 1 ;
2

x
 u x t u t dt y x x t y t dt      

    

         
1

0 0
4.4) ; 1 ;

x
 u x x x t u t dt y x x y t dt       

       
1

0 0
4.5) 1 ; ;

x
x x t u x tu t dt y x e e y t dt       

       
1

0 0

34.6) 2 2 ; 1 1
2

x
x x t u x u t dt y x x t y t dt       

   . 

ЗАДАЧА 5. 
Розв’язати інтегральне рівняння Фредгольма з виродженим  ядром: 

   
1

0

15.1)  ;
2

t xu x  x e u t dt = e             
0

15.2) sin ;
2

y x y t dt x



   

       
1

0
5.3)  2 cos 2 ;u x x t u t dt x         

1

0
5.4) sin 2 ;u x x u t dt x   

   
1

0

35.5)  1;
2

y x x t y t dt    
        

1
2

0
5.6) 6 2 0.y x x xt y t dt    
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§ 9.6. Приклади тестових завдань 

Інтегральні рівняння 

У завданнях 1 — 7 виберіть одну вірну на вашу думку відповідь та познач-
те її у бланку відповідей. 

1. Ядро інтегрального рівняння      
1

2 2

0
3 2y x x x t x t y t dt    дорівнює:  

А Б В Г Д 
x3   xy  txtx 22   txtx 22   txtx 222   

2. Інтегральне рівняння      
0

sin cos
x

y x x x t y t dt     є 

А Б В Г Д 
рівнянням 

Фредгольма 
І роду 

рівнянням 
Вольтерра 

ІІ роду 

однорідним 
рівнянням 

 

рівнянням 
Вольтерра 

І роду 

рівнянням 
Фредгольма 

ІІ роду 

3. Розв’язком інтегрального рівняння     
0

x
x x ty x e e y t dt    є функція  

А Б В Г Д 

      xexy 2          xexy            xexy 3          1xy         xexy 2  

4. Інтегральне рівняння   2

0

1
2

x
x te y t dt x    є  

А Б В Г Д 
рівнянням 
Вольтерра 

І роду 

рівнянням 
Фредгольма 

ІІ роду 

однорідним 
рівнянням 

 

рівнянням 
Вольтерра 

ІІ роду 

рівнянням 
Фредгольма 

І роду 

5. Задача Коші    0 0, ;y f x y y x y   еквівалентна інтегральному рівнянню: 

А Б В Г Д 

 yxf
yy

,
0




 

 


x

dxyxf

yy

0

0

,
  


x

x
dxyxf

yy

0

,

0

  


x

x
dxyxf

yy

0

,

0

 
 

0

0

1 ,
2

x

x

y y

f x y dx
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6.  Інтегральне рівняння       tdtytxxxy  
1

0
sinch  є 

А Б В Г Д 
рівнянням 
Вольтерра 

І роду 

однорідним 
рівнянням 

 

Рівнянням  
Фредгольма 

І роду 

рівнянням 
Фредгольма 

ІІ роду 

рівнянням 
Вольтерра 

ІІ роду 

7. Однорідним інтегральним рівнянням відносно  xyy   є 

А Б В Г Д 

 

2

1

0

2



   tdtyey tx

 



x

x

dttx

ey

0
tg

 

   

x

dttyxfy
x

x



 
0

 

  

 

x

x

x

dttyt

ey

0



 

  
2

0

2
dttyey tx

 

8. Установіть відповідність між задачами Коші (1 – 4) та інтегральними рівнян-
нями (А–Д).  

Задача Коші Інтегральне рівняння   А Б В Г Д 

1      
1.    

   .10
;0




y
xyy

 

А 

     


x

tdtytx

xy

0
433

146
  

2      

3      
2. 

    .100,60
;034




yy
yyy

 Б       
0

2

9 9 6
x

y x

x t y t dt

 

  
  

4      

3.       

  .21
;3




y
yyx

 В      
1

6 10

3 3 4
x

y x

x t y t dt


  

  
         

4. 

    .20,00
;096




yy
yyy

 
Г          

2

0
1

2

xxy y t dt            

 
Д            

 

1
2 3

x y t
y dt

t


           

9. Установіть відповідність між інтегральними рівняннями   (1– 4) та функціями 
(А – Д), які є їх розв’язками.  
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Рівняння             Розв’язок    А Б В Г Д 

1      
1.     

x
tdtytxy

0
 А        










2
1ln

2xy   
2      

3      
2.     

x
ty tdetxy

0
 Б    

1
2

xy e   
4      

3. 

      


 0
cos1 tdtytxxy  В    

2
exp

2
xy

 
 
 
 

         

4.     xtx etdtyexy   
1

0
   Г xCxCy sincos 21          

 Д         xey x cos         

10. Знайти значення  1y  розв’язку інтегрального рівняння з точністю 001,0   

   
2

2 2
0

1 1
1 1

x ty x y t dt
x x


 

 
 . 

 

КОМЕНТАР ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ ТЕСТОВИХ ЗАВДАНЬ 

Завдання 1. Правильна відповідь: г.  

Розв’язання. Ядро рівняння   2 2, ;K x t x t x t   параметр 2  .  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: визначення 
складових  інтегрального рівняння). 

Завдання  2. Правильна відповідь: б.  
Розв’язання. За означенням в даному  випадку маємо інтегральне рівнян-

ня Вольтерра другого роду.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: визначення  
видів інтегральних рівнянь). 

Завдання  3. Правильна відповідь: д.  
Розв’язання. Після підстановки в інтеграл функції   tety 2  маємо  

2 2

0 0 0

xx x
x t t x t x t x xe e d t e e d t e e e e      . Тоді   2 2

0

x
x x t t xe e e d t e y x   .  

(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: визначення  
розв’язку інтегрального рівняння). 
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Завдання  4. Правильна відповідь: а.  
Розв’язання. За означенням в даному  випадку маємо інтегральне рівнян-

ня Вольтерра першого роду.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: визначення  
видів інтегральних рівнянь). 

Завдання  5. Правильна відповідь: в. 
Розв’язання. Правильну формулу отримуємо після інтегрування та вико-

нання початкової умови.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: зв'язок дифе-
ренціальних та інтегральних рівнянь). 

Завдання  6. Правильна відповідь: г.  

Розв’язання. За означенням в даному  випадку маємо інтегральне рівнян-
ня  Фредгольма другого роду.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням: визначення  
видів інтегральних рівнянь). 

Завдання  7. Правильна відповідь: д.  
Розв’язання. За означенням в даному  випадку маємо інтегральне рівнян-

ня  Фредгольма другого роду.  
(Компоненти програмових вимог, що перевіряються завданням:  визначення 
видів інтегральних рівнянь). 

Завдання  8. Таблиця відповідностей :  

 А Б В Г Д 
1        

2        

3       
4        

Розв’язання.  

1. Розв’язуючи рівняння відносно похідної, маємо xyy  . Після інтег-

рування знаходимо    tdttyCy
x

 
0

, далі враховуючи початкову умову та 

інтегруючи приходимо до інтегрального рівняння  
x

tdtyxy
0

2

1
2

. Обирає-

мо літеру  Г. 
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2. Приводимо рівняння до виду yyy 3)4(  .  Після інтегрування зна-

ходимо   tdtyCyy
x


0
34 , далі враховуючи початкові умови та інтегруючи 

ще раз,  приходимо до інтегрального рівняння     
x

tdtytxxy
0

433146 .  

Обираємо літеру А. 

3. Розв’язуючи рівняння відносно похідної, маємо 
x
yy  3 . Після інтег-

рування знаходимо   td
t
tyCy

x


1

3 , далі враховуючи початкову умову прихо-

димо до інтегрального рівняння  

x

td
t
tyy

0
32 . Обираємо літеру Д. 

4. Приводимо рівняння до виду yyy 9)6(  .  Після інтегрування зна-

ходимо   tdtyCyy
x


0
96 , далі враховуючи початкові умови та інтегруючи 

ще раз, приходимо до інтегрального рівняння    2 9 9 6
0

x
y x x t y t d t    . 

Обираємо літеру  Б.   
Заповнюємо таблицю. 

Завдання  9. Таблиця відповідностей:  

 А Б В Г Д 
1       

2       

3         

4         

Розв’язання. 
1. Диференціюємо інтегральне рівняння. Отримуємо y x y   . Після відо-

кремлення змінних та інтегрування знаходимо загальний розв’язок   

2

2
x

y C e  . 
З початкового рівняння отримуємо умову   10 y . Знаходимо 1C . Обираємо 
розв’язок В.   

2. Диференціюємо інтегральне рівняння. Отримуємо yy x e   . Після ві-
докремлення змінних та інтегрування знаходимо загальний розв’язок диферен- 
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ціального рівняння  
2

ln
2

xy C
 
  
 
 

. З початкового рівняння отримуємо умову  

  00 y .  Знаходимо 1C , тоді 







 1

2
ln

2xy . Обираємо розв’язок А.   

3. Методом послідовного диференціювання зводимо дане рівняння до  

диференційного рівняння  другого порядку 0 yy . Розв’язуючі ЛОДР ІІ зна-
ходимо xCxCy sincos 21  . Обираємо розв’язок Г.   

4. Методом диференціювання зводимо дане рівняння до рівняння першого 
порядку  0 yy . Розв’язуючі ЛОДР І знаходимо xeCy  . Після підстановки 

в інтегральне рівняння знаходимо 
2
1

C . Обираємо розв’язок Б.   

За отриманими результатами заповнюємо таблицю. 

Завдання  10.  

Розв’язання.  Спочатку в інтегральному рівнянні звільняємося від зна-
менника та продиференціюємо отриману рівність  

   yxyxxy 22 112  . 
Після відокремлення змінних маємо рівняння 

2
21

1
dy x d x
y x

 
  

 
. 

 Інтегрування дає   Cxxy ln1lnln 2  . Далі з урахуванням початкової 

умови   10 y  знаходимо   21 x
exy

x


 . При 1x  значення функції-розв’язку  

 
2

1 ey  . Наближення з даною точністю   359,11 y . 

Відповідь:    359,1
2

1 
ey .  
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Додаток 1 

Оцінювання залишкових знань з вищої математики   
Тестове  завдання   

У завданнях 1 – 8 виберіть одну вірну на вашу думку відповідь та познач-
те її у бланку відповідей. 

1. Знайти 1( )A B  , якщо 
4 1 5 2

;
3 2 3 0

A B
     

       
. 

a б в г 
2 – 3 – 1 0,5 

2. Зайти площу трикутника, який відтинає від першого координатного кута 
пряма  4 5 20x y  . 

a б в г 
20 15  10 5 

3. Обчислити границю 20

sin 2lim
1xx

x
e 

. 

a б в г 
1 2   0 

4. Махове колесо  за  t  секунд повертається на кут 212 2t t   . Через скільки 
секунд колесо зупиниться? 

a б в г 
1 2 3 4 

5. Знайдіть інтеграл 
0

4

6
4 3

dx
x  . 

a б в г 
7  0 8  8 

6. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 81 0y y   . 

a б в г 
9 9

1 2
x xy C e C e   1 2sin9y C x C   1 2cos9y C x C   1 2cos9 sin9y C x C x   

7. Знайти суму ряду  
1

21

( 1)

9 1

n

nn

n

n

 






   з точністю до 0,01   

a б в г 
0,07 – 0,07 0,052 − 0,624 
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8. В урні  15 куль  із номерами від одного до 15. Яка ймовірність витягнути ку-
лю з парним номером? 

a б в г 
0,7  0,467 0,546 0,475 

Розв’язання задач  9 – 11 повинно мати обґрунтування. Запишіть послідов-
ні логічні дії та пояснення. Якщо потрібно проілюструйте розв’язання завдань 
схемами, графіками, таблицями. Перенесіть відповідь до бланку відповідей. 
9. За  яким  законом відбувається рух тіла, якщо воно рухається прямолінійно 

зі   швидкістю 
23( ) tv t t e  ,   причому (0) 2,5s  ?    

10.   Ймовірність того, що під час сортування скляний виріб буде розбито, дорі-
внює 0,002. Знайти ймовірність того, що з 1500 виробів, що пройшли сортуван-
ня розбитих виробів буде від двох до  чотирьох.   

11.   Розв’язати задачу Коші  34 3 24 , (0) 1, (0) 3xy y y e y y        та побудува-
ти схематично графік інтегральної кривої. 
 

КОМЕНТАР ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ ТЕСТОВИХ ЗАВДАНЬ 
Тестове  завдання  

Завдання 1. Правильна відповідь: г. 

Розв’язання. Застосуємо формулу 1 1C
C

  . Тоді  

4 1 5 2 1 3 1 3
2

3 2 3 0 0 2 0 2
A B A B

           
                     

 

Отже, 1 1 1( )
2

A B
A B

  


. 

Завдання  2. Правильна відповідь: в. 
Розв’язання. Запишемо рівняння прямої у відрізках на осях: 

4 5 20 1
5 4
x yx y     .  Тоді  4 5 10

2
S 
   (кв. од.).  

Завдання  3. Правильна відповідь: а. 

Розв’язання. 220 0

0sin 2 2lim lim 1
2sin 2 2 , 1 21 xxx x

xx x
xx x e xe 

     
     

. 

Завдання  4. Правильна відповідь: в. 

Розв’язання.  2( ) 12 2 12 4 ; ( ) 0 3t t t t t t         с. 
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Завдання  5. Правильна відповідь: г. 
Розв’язання. 

 
 

 












0

4

0

4

2/10

4

21 8)42(4
2/1
)34(

3
16)34(6

34
6 xdxxdx

x
. 

Завдання  6. Правильна відповідь: г. 
Розв’язання  На підставі коренів характеристичного рівняння: 

ikk 900812   дістаємо, що  xCxCy 9sin9cos 21  . 

Завдання  7. Правильна відповідь: а. 
Розв’язання   

1

21

( 1)

9 1

n

nn

n

n

 






 07,0...0013,0011,0079,0...

10729
3

581
2

29
1

 .  

Завдання  8. Правильна відповідь: б. 
Розв’язання  ( ) 7 /15 0,467P A   .  

Завдання 9.  
Розв’язання. Знайдемо закон  руху за формулою ( ) ( )s t v t dt C  . Тоді  

 
   

   

2 2

2

2
3 2

2

1 1( ) 1 2 2
2

1 11 1
2 2

t t x x x

u dv

x t

t x
s t t e dt t e t dt x e dx xe e dx C

tdt dx

e x C e t C

          
 

 

     

   
 

Використовуючи початкову умову, дістаємо  
01 5(0) (0 1) 3

2 2
s e C C      . Отже,  

2 21( ) ( 1) 3
2

ts t e t   . 

 Відповідь: 
2 21( ) ( 1) 3

2
ts t e t   . 

Завдання 10.  
Розв’язання. В цій задачі доцільно скористатися формулою Пуассона, бо 
1500 0,002 3 9np     . Тоді,  

2 3 4
3 3 3

1500 1500 1500
3 3 3(2) (3) (4) 0,224 0,224 0,168
2! 3! 4!

0,616

P P P e e e          



 

Відповідь:  0,616p  . 
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2 1 0 1 2

1
2
3
4
5



Завдання 11.   
Розв’язання. Будемо  шукати загальний розв’язок ЛНДР другого поряд- 

ку  34 3 24 xy y y e     у  вигляді  y y y   ,  де y  — загальний  розв’язок 
однорідного рівняння, а  y   —  частинний розв’язок неоднорідного рівняння. 
Складемо характеристичне рівняння  

 2 1
4 3 0

3
k

k k
k
 

      
. 

Отже, 3
1 2

x xy C e C e   .  Будемо тепер шукати частинний розв’язок  y   у ви-

гляді  3xy Ae  . Після підстановки функції y   та її  першої і другої похідних в 
диференціальне рівняння дістанемо  

 3 3 3 39 12 3 24 1x x x xAe Ae Ae e A     . 

 Отже,  3 3
1 2

x x xy C e C e e    . Для визначення констант 1 2,C C  застосу-
ємо початкові умови  (0) 1, (0) 3y y  . Тоді  прийдемо до системи  

1 2 1 2 1

1 2 1 2 2

1 1 0 0
3 3 3 3 0 0

C C C C C
C C C C C
       

           
. 

 Остаточно маємо 3xy e .  
 

Відповідь:  3xy e .  
 
 
 
 
 
  
 

3xy e  



Додатки 

 

206 

Додаток 2  
Математичні позначення та їх читання 

a b  a дорівнює  b a равно  b a is equal to b 
a b  a не дорівнює b а не равно b a is not equal to b   
a b  а наближено   

дорівнює  b 
а приближенно  
равно  b 

a approximately  
equal  b 

a b  а більше  b а больше  b a greater than  b 
a b  a менше b a меньше b a less than b 

a  модуль а модуль а module a 

            ||x|| норма х норма х the norm of x 
a b  а більше або  

дорівнює  b 
а больше или равно  
b 

a equal or greater  
than  b 

a b  a менше або дорів-
нює b 

a меньше или равно 
b 

a equal or less  
than b 

a b  а плюс b a плюс b a plus b 
a b  а мінус b a минус b a minus b 
a b  а помножити на b а умножить на b a multiplied by b 

:a або a b
b

 
а поділити на b a разделить на b a divided by b 

x:650:3   три до п’ятдесяти як 
шість до х 

три к пятидесяти 
как шесть к х 

free is to fifty as six 
is to x 

. точка (в десятково-
му дробу) 

точка (в десятичной 
дроби) 

point 

1%  відсоток, процент процент per cent 
(...)  круглі дужки круглые скобки round brackets 
[...]  квадратні дужки квадратные скобки square brackets 
{...} фігурні дужки фигурные скобки braces 

na  а в n-му степені а в n-ой степени a to the n-th power 

n a  корінь n-го степеня 
з а 

корень n-ой степени 
из а 

the n-th root out  
of a 

a  квадратний корінь з 
а 

квадратный корень 
из  а 

the square root of a 

A    кут A угол A angle A 
sin  синус   синус   sine   
cos  косинус     косинус   cosine   
tg  тангенс   тангенс   tangent  

log ba  логарифм b за 
основою а 

логарифм b по  
основанию а 

logarithm b to the 
 base a 
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ln a  натуральний лога-
рифм а 

натуральный лога-
рифм а 

 logarithm natural of 
a 

arcsin a  арксинус a  арксинус a  arcsine a  
arctan a  арктангенс a  арктангенс a  arctangent a  

xe  експонента х экспонента  х exponent x 

 y f x  y є функція від x y – функция от x y function of x 

 1y f x  обернена функція обратная функция inverse function 

const, C константа константа constant 

0

n
an

k
  

cума an -их від 0 до 
n 

сумма an -ых от 0  
до n 

sum of an -th from 0 
to n 

  нескінченність бесконечность   infinity 
!n  n факторіал n факториал  n factorial 

Pn  число перестановок  число  перестановок permutation, rear-
rangement 

mAn  розміщення з n по m размещения из n по 
m 

arrangement of m 
out of n 

mCn  число комбінацій з n 
по m 

число сочетаний 
из n по m 

combination of m 
out of n 

a A  а належить множині 
А 

а принадлежит мно-
жеству А 

a belongs to set A 

[ , ]a b  сегмент a,b сегмент a,b segment  a,b 
( , )a b  інтервал a,b интервал a,b interval a,b 

 ,a b  півінтервал a,b полуинтервал a,b half-interval a,b 

a b


 вектор a  є колінеа-
рним вектору b


 

вектор a  коллинеа-
рен вектору b


 

vector a  is collinear 
to vector b


 

a b


 вектор a  є перпен-
дикулярним  векто-
ру b


 

вектор a  перпенди-
кулярен вектору b


 

vector a  is perpen-
dicular to vector b


 

^a b


 кут між векторами 

a  і b


  

угол между векто-

рами a  и b


 

the angle between 

the vectors a  and b


 
          n → ∞ n прямує в 

нескінченність 
n стремится в 
бесконечность 

n becomes infinite, n 
tends to infinity 

lim an
n

 границя послідов-
ності an  

предел последова-
тельности an  

limit of  the 
sequence an  

 lim f x
x a

 границя функції 
 f x  при x a  

предел функции 
 f x  при x a  

limit of  the function 
 f x  x a  
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x  дельта х,  
приріст х 

дельта х,  
приращение х 

delta x ,  
increment of x 

Δx → 0 дельта х прямує  
до нуля 

дельта х стремится  
к нулю 

delta x tends to zero 
(approaches zero) 

y  приріст функції у приращение  
функции у 

increment of  
function y 

dx диференціал  х дифференциал  х differential of x 

,dy y
dx

  
похідна у за х производная у по х derivative of  y with 

the respect to x 

 ,
nd y nyndx

 
n-а похідна  у за х n-ая производная  

у по х 
n-th derivative of  y 
with the respect to x 

x
y




 
частинна похідна у 
по х 

частная производ-
ная у по х 

partial derivative of 
y with respect to x 

 f x dx  невизначений інтег-
рал 

неопределенный 
интеграл 

indefinite integral, 
antiderivative 

 
b

f x dx
a
  

визначений  
інтеграл 

определенный  
интеграл 

definite integral 

 


0
xdxf  інтеграл  xf  по х 

від нуля до  
нескінченності 

интеграл  xf  по х 
от нуля до 
бесконечности 

the integral  xf  
with respect to x 
from zero to infinity 

 

 
0

F p

ptf t e dt



  
 

перетворення  
Лапласа 

преобразование  
Лапласа 

Laplace transform 

 

 

1
2

ixt

F x

f t e dt








 


 

перетворення  
Фур’є 

преобразование  
Фурье 

Fourier transform 
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Додаток 3  

Таблиця значень функції  
2

0

1( ) exp
22

x tx dt


 
     

 
 

x Ф(х) x Ф(х) x Ф(х) x Ф(х) 
0,00 0,0000 0,35 0,1368 0,70 0,2580 1,05 0,3531 
0,01 0,0040 0,36 0,1406 0,71 0,2611 1,06 0,3554 
0,02 0,0080 0,37 0,1443 0,72 0,2642 1,07 0,3577 
0,03 0,0120 0,38 0,1480 0,73 0,2673 1,08 0,3599 
0,04 0,0160 0,39 0,1517 0,74 0,2704 1,09 0,3621 
0,05 0,0199 0,40 0,1554 0,75 0,2734 1,1 0,3643 
0,06 0,0239 0,41 0,1591 0,76 0,2764 1,11 0,3665 
0,07 0,0279 0,42 0,1628 0,77 0,2794 1,12 0,3686 
0,08 0,0319 0,43 0,1664 0,78 0,2823 1,13 0,3708 
0,09 0,0359 0,44 0,1700 0,79 0,2852 1,14 0,3729 
0,10 0,0398 0,45 0,1736 0,80 0,2881 1,15 0,3749 
0,11 0,0438 0,46 0,1772 0,81 0,2910 1,16 0,377 
0,12 0,0478 0,47 0,1808 0,82 0,2939 1,17 0,379 
0,13 0,0517 0,48 0,1844 0,83 0,2967 1,18 0,381 
0,14 0,0557 0,49 0,1879 0,84 0,2995 1,19 0,383 
0,15 0,0596 0,50 0,1915 0,85 0,3023 1,2 0,3849 
0,16 0,0636 0,51 0,1950 0,86 0,3051 1,21 0,3869 
0,17 0,0675 0,52 0,1985 0,87 0,3078 1,22 0,3888 
0,18 0,0714 0,53 0,2019 0,88 0,3106 1,23 0,3907 
0,19 0,0753 0,54 0,5054 0,89 0,3133 1,24 0,3925 
0,20 0,0793 0,55 0,2088 0,90 0,3159 1,25 0,3944 
0,21 0,0832 0,56 0,2123 0,91 0,3186 1,26 0,3962 
0,22 0,0871 0,57 0,2157 0,92 0,3212 1,27 0,398 
0,23 0,0910 0,58 0,2190 0,93 0,3238 1,28 0,3997 
0,24 0,0948 0,59 0,2224 0,94 0,3264 1,29 0,4015 
0,25 0,0987 0,60 0,2257 0,95 0,3289 1,3 0,4032 
0,26 0,1026 0,61 0,2291 0,96 0,3315 1,31 0,4049 
0,27 0,1064 0,62 0,2324 0,97 0,3340 1,32 0,4066 
0,28 0,1103 0,63 0,2357 0,98 0,3365 1,33 0,4082 
0,29 0,1141 0,64 0,2389 0,99 0,3389 1,34 0,4099 
0,30 0,1179 0,65 0,2422 1,00 0,3413 1,35 0,4115 
0,31 0,1217 0,66 0,2454 1,01 0,3438 1,36 0,4131 
0,32 0,1255 0,67 0,2486 1,02 0,3461 1,37 0,4147 
0,33 0,1293 0,68 0,2517 1,03 0,3485 1,38 0,4162 
0,34 0,1331 0,69 0,2549 1,04 0,3508 1,39 0,4177 
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                      Продовження  додатка  3 

x Ф(х) x Ф(х) x Ф(х) x Ф(х) 
1,40 0,4192 1,81 0,4649 2,22 0,4868 2,64 0,495855 
1,41 0,4207 1,82 0,4656 2,23 0,4871 2,66 0,496093 
1,42 0,4222 1,83 0,4664 2,24 0,4875 2,68 0,496319 
1,43 0,4236 1,84 0,4671 2,25 0,4878 2,70 0,496533 
1,44 0,4251 1,85 0,4678 2,26 0,4881 2,72 0,496736 
1,45 0,4265 1,86 0,4686 2,27 0,4884 2,74 0,496928 
1,46 0,4279 1,87 0,4693 2,28 0,4887 2,76 0,49711 
1,47 0,4292 1,88 0,4699 2,29 0,4890 2,78 0,497282 
1,48 0,4306 1,89 0,4706 2,30 0,4893 2,80 0,497445 
1,49 0,4319 1,90 0,4713 2,31 0,4896 2,82 0,497599 
1,50 0,4332 1,91 0,4719 2,32 0,4898 2,84 0,497744 
1,51 0,4345 1,92 0,4726 2,33 0,4901 2,86 0,497882 
1,52 0,4357 1,93 0,4732 2,34 0,4904 2,88 0,49801 
1,53 0,4370 1,94 0,4738 2,35 0,4906 2,90 0,49813 
1,54 0,4382 1,95 0,4744 2,36 0,4909 2,92 0,49825 
1,55 0,4394 1,96 0,4750 2,37 0,4911 2,94 0,49836 
1,56 0,4406 1,97 0,4756 2,38 0,4913 2,96 0,49846 
1,57 0,4418 1,98 0,4761 2,39 0,4916 2,98 0,49856 
1,58 0,4429 1,99 0,4767 2,40 0,4918 3,00 0,49865 
1,59 0,4441 2,00 0,4772 2,41 0,4920 3,10 0,49903 
1,60 0,4452 2,01 0,4778 2,42 0,4922 3,20 0,499313 
1,61 0,4463 2,02 0,4783 2,43 0,4925 3,30 0,499517 
1,62 0,4474 2,03 0,4788 2,44 0,4927 3,40 0,4996631 
1,63 0,4484 2,04 0,4793 2,45 0,4929 3,50 0,4997674 
1,64 0,4495 2,05 0,4798 2,46 0,4931 3,60 0,4998409 
1,65 0,4505 2,06 0,4803 2,47 0,4932 3,70 0,4998922 
1,66 0,4515 2,07 0,4808 2,48 0,4934 3,80 0,4999277 
1,67 0,4525 2,08 0,4812 2,49 0,4936 3,90 0,4999519 
1,68 0,4535 2,09 0,4817 2,50 0,4938 4,00 0,4999683 
1,69 0,4545 2,10 0,4821 2,51 0,4940 4,10 0,4999793 
1,70 0,4554 2,11 0,4826 2,52 0,4941 4,20 0,4999867 
1,71 0,4564 2,12 0,4830 2,53 0,4943 4,30 0,4999915 
1,72 0,4573 2,13 0,4834 2,54 0,4945 4,40 0,4999946 
1,73 0,4582 2,14 0,4838 2,55 0,4946 4,50 0,4999966 
1,74 0,4591 2,15 0,4842 2,56 0,4948 4,60 0,4999979 
1,75 0,4599 2,16 0,4846 2,57 0,4949 4,70 0,4999987 
1,76 0,4608 2,17 0,4850 2,58 0,4951 4,80 0,4999992 
1,77 0,4616 2,18 0,4854 2,59 0,4952 4,90 0,4999995 
1,78 0,4625 2,19 0,4857 2,60 0,4953 5,00 0,4999997 
1,79 0,4633 2,20 0,4861 2,61 0,4955    
1,80 0,4641 2,21 0,4864 2,62 0,4956    
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Додаток 4 
Таблиця  значень  ( , )t t n   

            
n  0,95 0,99 0,999 

           
n         0,95 0,99 0,999 

5 2,78 4,60 8,61 20 2,093 2,861 3,883 
6 2,57 4,03 6,86 25 2,064 2,797 3,745 
7 2,45 3,71 5,96 30 2,045 2,756 3,659 
8 2,37 3,50 5,41 35 2,032 2,720 3,600 
9 2,31 3,36 5,04 40 2,023 2,708 3,558 

10 2,26 3,25 4,78 45 2,016 2,692 3,527 
11 2,23 3,17 4,59 50 2,009 2,679 3,502 
12 2,20 3,11 4,44 60 2,001 2,662 3,464 
13 2,18 3,06 4,32 70 1,996 2,649 3,439 
14 2,16 3,01 4,22 80 1,991 2,640 3,418 
15 2,15 2,98 4,14 90 1,987 2,633 3,403 
16 2,13 2,95 4,07 100 1,984 2,627 3,392 
17 2,12 2,92 4,02 120 1,980 2,617 3,374 
18 2,11 2,90 3,97   1,960 2,576 3,291 
19 2,10 2,88 3,92     

 
 

          Додаток 5 
Таблиця  значень   ( , )q q n  

            
n  0,95 0,99 0,999 

           
n         0,95 0,99 0,999 

5 1,37 2,67 5,64 20 0,37 0,58 0,88 
6 1,09 2,01 3,88 25 0,32 0,49 0,73 
7 0,92 1,62 2,98 30 0,28 0,43 0,63 
8 0,80 1,38 2,42 35 0,26 0,38 0,56 
9 0,71 1,20 2,06 40 0,24 0,35 0,50 

10 0,65 1,08 1,80 45 0,22 0,32 0,46 
11 0,59 0,98 1,60 50 0,21 0,30 0,43 
12 0,55 0,90 1,45 60 0,188 0,269 0,38 
13 0,52 0,83 1,33 70 0,174 0,245 0,34 
14 0,48 0,78 1,23 80 0,161 0,226 0,31 
15 0,46 0,73 1,15 90 0,151 0,211 0,29 
16 0,44 0,70 1,07 100 0,143 0,198 0,27 
17 0,42 0,66 1,01 150 0,115 0,160 0,211 
18 0,40 0,63 0,96 200 0,099 0,136 0,185 
19 0,39 0,60 0,92 250 0,089 0,120 0,162 
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          Додаток  6 
  

Критичні  точки розподілу  Стьюдента  
 

Рівень значущості   
 

Рівень значущості   
Число 

0,10 0,05 0,01 

Число 

0,10 0,05 0,01 

1 6,31 12,71 63,66 16 1,75 2,12 2,92 

2 2,92 4,30 9,93 17 1,74 2,11 2,90 

3 2,35 3,18 5,84 18 1,73 2,10 2,88 

4 2,13 2,78 4,60 19 1,73 2,09 2,86 

5 2,01 2,57 4,03 20 1,73 2,09 2,85 

6 1,94 2,45 3,71 22 1,72 2,07 2,82 

7 1,89 2,37 3,50 24 1,71 2,06 2,80 

8 1,86 2,31 3,36 26 1,71 2,06 2,78 

9 1,83 2,26 3,25 28 1,70 2,05 2,76 

10 1,81 2,23 3,17 30 1,70 2,04 2,75 

11 1,80 2,20 3,11 40 1,68 2,02 2,70 

12 1,78 2,18 3,06 60 1,67 2,00 2,66 

13 1,77 2,16 3,01 120 1,66 1,98 2,62 

14 1,76 2,14 2,98 ∞ 1,64 1,96 2,58 

15 1,75 2,13 2,95     
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Додаток 7 

Таблиця зображень за Лапласом 

№ Оригінал Зображення № Оригінал Зображення 

1 1 
1
p

 13 sint t  2 2 2
2

( )
p

p



 

2 te  
1

p 
 14 cost t  

2 2

2 2 2( )
p

p







 

3 sin t  2 2p



 15 cht t  

2 2

2 2 2( )
p

p







 

4 cos t  2 2
p

p 
 16 sht t  2 2 2

2
( )

p
p




 

5 ch t  2 2
p

p 
 17 ( )f t  1 pF

 
 
 
 

 

6 sh t  2 2p



 18 0( )f t t  0 ( )t pe F p  

7 nt  1
!

n
n

p   19 0 ( )p te f t  0( )F p p  

8 n tt e  1
!

( )n
n

p  
 20  ( )nf t   1

1

( )

(0)

n

n kn k

k

p F p

p f 





 
 

9 chte t   2 2( )
p

p


 



 
 

21 ( )nt f t  ( )( 1) ( )n nF p  

10 shte t   2 2( )p


  
 

22 
0

( )
t

f d   ( )F p
p

 

11 coste t 

 
2 2( )

p
p



 



 
 

23 
( )f t
t

 ( )
p

F q dq

  

12 sinte t 

 
2 2( )p


  
 

24 1 2f f  1 2( ) ( )F p F p  
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ПРЕДМЕТНИЙ ПОКАЖЧИК – СЛОВНИК 
А   
Абель, 185 Абель Abel 
абсциса, 25 абсцисса abscissa 
аналітичність,  161 аналитичность analyticity 
апліката, 25  аппликата z-axis 
аргумент,  43 аргумент   argument 
- комплексного числа, 10 - комплексного числа - of a complex number 
асимптота, 52 асимптота  asymptote  
Б   
базис,  24 базис  base, basis  
базисна функція,108 базисная функция basic function 
біном, 133 бином binomial 
В   
вектор,  22 вектор vector 
вибірка,  142  выборка sample, sampling 
визначник,  19 определитель determinant 
вихор (ротор), 61 вихрь curl, rotor 
відхилення, 137 отклонение deviation 
вісь координат, 25 ось координат coordinate axis 
Г   
гамма-функція, 141 гамма-функция gamma-function 
гіпербола, 29 гипербола  hyperbola 
гіперболоїд, 33 гиперболоид hyperboloid  
гістограма,  144 гистограмма histogram, bar graph 
градієнт, 60 градиент gradient, grad 
границя, 44 предел limit 
Д   
детермінант, 19 детерминант determinant 
дивергенція, 61 дивергенция divergence 
директриса, 29 директриса directrix  
дисперсія,  137 дисперсия variance 
диференціал,  49 дифференциал differential   
добуток векторів, 26 произведение векторов vector product 
- скалярний, 26  - скалярное - scalar product 
- векторний, 26 - векторное  - cross product 
- мішаний, 27 - смешанное  - mixed product  
дотична,  49 касательная tangent 
Е   
еквівалентність, 46 эквивалентность equivalence  
екстремум функції, 51 экстремум функции extreme of function 
ексцентриситет, 29 эксцентриситет eccentricity 
еластичність функції, 55 эластичность функции function elasticity 
еліпс, 29 эллипс ellipse 
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еліпсоїд, 33 эллипсоид ellipsoid 
З   
збіжність, 121  сходимость convergence 
згортка, 173 свертка convolution 
зображення  
оригіналу, 172 

изображение оригинала transform the original 
function 

І   
інтеграл интеграл integral 
- невизначений, 76  - неопределенный - indefinite 
- визначений,  81 - определенный  - definite 
- невласний, 84 - несобственный - improper  
- криволінійний, 89 - криволинейный - line  
- кратний, 86 - кратный - multiple  
інтервал,  9 интервал interval 
істинний, 12 истинный true 
Й   
ймовірність, 126 вероятность probability 
К   
кільце, 169 кольцо ring 
коефіцієнт Фур’є, 124 коэффициент Фурье Fourier coefficient 
колінеарний, 22 коллинеарный collinear 
коло,  29 окружность circumference 
комбінаторика, 133 комбинаторика combinatorics 
компланарний, 22 компланарный coplanar 
координати   координаты coordinates 
- декартові, 25 - декартовы - Cartesian  
- полярні, 29 - полярные - polar 
- сферичні, 35  - сферические - spherical 
- циліндричні, 34 - цилиндрические - cylindrical 
конус, 34 конус cone 
кореляція, 146 корреляция correlation 
корінь  
характеристичного  
рівняння, 107 

корень  
характеристического 
уравнения 

root of the  
characteristic equation 

кут нахилу, 49 угол наклона angle of inclination 
Л   
лишок, 170 вычет residue 
логарифм, 163 логарифм logarithm 
М   
максимум функції, 51 максимум функции maximum of function 
матриця, 18 матрица matrix 
- не вироджена, 21 - невырожденная - non-singular 
- обернена, 21 - обратная  - converse 
медіана, 136  медиана median 
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метод, 21 метод method 
мінімум, 51 минимум minimum 
мінор, 19 минор minor 
множина, 7 множество  set 
мода, 136 мода mode 
модуль комплексного 
числа, 10 

модуль комплексного 
числа 

module of a complex  
number 

монотонність функції, 44 монотонность функции monotonic function 
Н   
набла-оператор, 61 набла оператор nabla operator 
неперервність, 47 непрерывность  continuity  
нескінченність, 45 бесконечность  infinity 
нормаль, 49 нормаль normal 
нормальна форма  
системи, 108 

нормальная форма  
системы 

normal form of the system 

О   
область,  43 область  area (domain) 
ознака збіжності, 121 признак сходимости criterion of convergence 
окіл точки, 8, 160 окрестность точки neighborhood 
опуклість, 52 выпуклость convexity 
ордината, 25 ордината ordinate 
особлива точка, 170 особая точка singular point 
оцінка, 144 оценка estimate 
П   
парабола, 29 парабола parabola 
параболоїд, 34 параболоид paraboloid 
параметр, 30 параметр parameter 
первісна, 76  первообразная primitive 
перетворення   преобразование  transform 
- Лапласа, 172 - Лапласа  - Laplace transform 
площина, 31 плоскость plane 
подія, 133 событие event 
полігон, 143 полигон polygon 
полюс, 170 полюс pole 
порядок  
диференціального  
рівняння, 107 

порядок 
дифференциального 
уравнения 

order of  the differential 
equation 

послідовність, 44 последовательность  sequence 
похідна, 47 производная  derivative  
правило Лопіталя, 50 правило Лопиталя L'Hopital's  rule 
предикат, 12 предикат predicate  
прискорення,  48 ускорение acceleration 
проекція, 23 проекция projection 
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Р   
регресія, 147 регрессия regression 
резольвента  
інтегрального  
рівняння, 189 

резольвента  
интегрального уравнения 

resolvent of the integral 
equation 

рівняння,   уравнение equation 
- диференціальне, 106 - дифференциальное - differential equation 
- - вищих порядків, 107 - - высших порядков - - of higher order 
- - першого порядку, 107 - - первого порядка - - of the first order 
- інтегральне, 183 - интегральное  - integral  
розвинення  функції в 
ряд, 124 

разложение функции в 
ряд 

expansion a function into  
а series 

розв’язок  
диференціального  
рівняння, 106 

решение  
дифференциального 
уравнения 

solution of the  
differential equation 

розклад, 169, 173 разложение decomposition 
розподіл,  135 распределение distribution 
Ряд ряд series 
- числовий, 120 - числовой - number 
- степеневий, 123 - степенной - power 
- функціональний, 122 - функциональный - functional 
- Лорана, 169  - Лорана - Laurent 
- Тейлора, 124,169 - Тейлора - Taylor 
- Фур’є , 118 - Фурье - Fourier  
С   
система система system 
- диференціальних 
рівнянь, 108 

- дифференциальных 
уравнений 

- differential equations 
system 

- лінійних рівнянь, 21 - линейных уравнений - of  linear equations 
сфера, 33 сфера sphere 
Т   
таблиця інтегралів, 77 таблица интегралов standard integrals 
таутохронна, 185 таутохрона tautochrone 
теорема,  теорема theorem 
- Коші, 164 - Коши - Cauchy  
- Мавра-Лапласа,138  - Муавра-Лапласа  - Moivre-Laplace 
- Ферма, 51 - Ферма - Fermat’s 
У   
умови  Коші-Рімана, 162 условия Коши-Римана Cauchy-Riemann  

conditions 
умовний, 122 условный conditional 
Ф   
фокус, 29 фокус focus 
функція,  43 функция function 
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- елементарна,  43 - элементарная - elementary 
- розподілу, 135 - распределения - distribution function 
Х   
хибний, 12 ложный false 
хі-квадрат, 141 хи-квадрат chi-squire 
Ц   
циліндр,  33 цилиндр cylinder 
циркуляція, 92 циркуляция circulation 
Ч   
частота, 143 частота  frequency 
частинний, 106 частный partial 
чисельне  
розв’язання, 109, 192  

численное решение numerical solution 

число комплексне, 9 число комплексное complex number 
Ш   
швидкість, 48 скорость speed 
шлях, 82 путь path, way 
Щ   
щільність розподілу, 135 плотность распределения density of distribution 
Я   
ядро інтегрального 
рівняння, 183 

ядро интегрального  
уравнения 

kernel of the integral  
equation 

якобіан, 88 якобиан Jacobean 
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