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“Методи математичної фiзики —

надзвичайний предмет iз ґрандiозними

задачами, де можна дати повну волю

найбiльш вишуканiй фантазiї . . . ”

Ґ. Гардi, Апологiя математики

Передмова

Сучасна теоретична фiзика — це доволi широка галузь людського
знання. Вона формувалась у мiру того, як в iсторичному роз-
витку фiзика трансформувалася з науки описової в науку то-
чну. Вiдповiдно, вченi використовували той математичний апа-
рат, який творили “чистi” математики, а якщо його небуло, то
такий апарат створювали фiзики. Класичним прикладом є ви-
нахiд диференцiального числення Iсааком Ньютоном. Постiйне
прагнення фiзикiв формулювати найбiльш загальнi закони фiзич-
них форм руху матерiї у виглядi тих чи iнших математичних
спiввiдношень приводило до вiдповiдних узагальнень i формалi-
зацiй математичних об’єктiв та подальшого їх теоретичного об-
ґрунтування. Характерним прикладом є створення теорiї узагаль-
нених функцiй, започатковане уведенням вiдомої дельта-функцiї
Дiрака.

Коли йдеться про дисциплiну з назвою “Методи математичної
фiзики”, можна було б уважати, що її змiст становить сукупнiсть
усiх тих математичних теорiй, якi сьогоднi використовують у фi-
зицi. Сам їх перелiк зайняв би немало мiсця. У пропонованому
пiдручнику викладено ту частину математичних методiв, якi не-
обхiдно засвоїти студентам фiзичних i спорiднених з ними спецi-
альностей, щоб мати змогу оволодiти усталеним унiверситетським
курсом теоретичної фiзики. Пiдручник має шiсть роздiлiв: “Тео-
рiя функцiй комплексної змiнної ”, “Елементи операцiйного числе-



8 Передмова

ння. Iнтеґральнi перетворення”, “Узагальненi функцiї ”, “Рiвняння
математичної фiзики”, “Спецiальнi функцiї ” (сюди включено де-
якi факультативнi параграфи, позначенi “зiрочкою”), “Елементи
варiацiйного числення”. Цей перелiк, iз незначними змiнами, ста-
новить основу курсу математичної фiзики в бiльшостi провiдних
унiверситетiв свiту.

Змiст роздiлiв та рiвень викладення матерiалу апробованi ба-
гаторiчним викладанням цiєї дисциплiни авторами у Львiвському
нацiональному унiверситетi iменi Iвана Франка. Пiдручник орiєн-
товано на студентiв усiх спецiальностей i спецiалiзацiй фiзичних
i спорiднених з ними факультетiв класичних унiверситетiв.

Основна мета курсу — навчити користуватися методами ма-
тематичної фiзики для розв’язування рiзноманiтних фiзичних за-
дач. Таке прагматичне спрямування курсу зумовило вiдбiр мате-
рiалу. Водночас автори намагалися зробити виклад якомога дохi-
дливiшим i уникали заглиблення в суто математичнi питання, якi
не є конче необхiдними, щоб виконати завдання курсу. Що стосу-
ється пiдготовки майбутнiх фiзикiв-теоретикiв, то у навчальному
процесi цей пiдручник треба доповнити iншими виданнями, пере-
дуцсiм такими: А. Свiдзинський. Математичнi методи теоретичної
фiзики. Луцьк: Вежа, 2001; Л. Шварц. Математические методы
для физических наук. Москва: Мир, 1965; Р. Рихтмайер. Прин-
ципы современной математической физики. Т. 1,2. Москва: Мир,
1982–1984.

Практичною частиною курсу є посiбник С. С. Пiх, А. А. Ро-

венчак, Ю. С. Криницький. 1001 задача з математичної фiзики.
Львiв: ЛНУ iменi Iвана Франка, 2006.

Автори висловлюють щиру подяку рецензентам, лiтературно-
му редакторовi та своїм колегам, зокрема Юрiєвi Криницькому й
Романовi Притулi за цiннi поправки й зауваження, Вiктору Дзi-
ковському, який виконав бiльшiсть рисункiв, та Оленi Кiктєвiй,
яка взяла на себе обов’язок з комп’ютерного набору пiдручника i
пiдготовку його до друку на високому професiйному рiвнi.



Роздiл I.

Теорiя функцiй

комплексної змiнної

Più di meno via più di meno, fà meno.
Più di meno via men di meno, fà più.
Meno di meno via più di meno, fà più.
Meno di meno via men di meno, fà meno.

Rafael Bombelli, L’Algebra (1572)

Вступ

Теорiя функцiй комплексної змiнної як роздiл математики є дiє-
вим знаряддям застосування математичних методiв у фiзицi (ме-
ханiцi, електротехнiцi, радiотехнiцi, аеродинамiцi, гiдродинамiцi,
квантовiй фiзицi тощо).

Основи теорiї закладено у XVIII ст., проте задачi, пов’язанi
з уявними величинами, вперше з’явилися у працях iталiйських
математикiв ще у XVI ст.1

Прийнято вважати, що комплекснi числа виникли з потреб
розв’язати квадратнi рiвняння на зразок x2 +1 = 0. Таке уявлен-

1Див. детальнiше А. А. Ровенчак, Ю. С. Криницький. Iсторiя виникнення
комплексних чисел // Свiт фiзики № 3, С. 3–9 (2009).



10 I. Теорiя функцiй комплексної змiнної

ня неправильне, насправдi поява комплексних чисел у математи-
цi пов’язана з пошуком розв’язкiв кубiчного рiвняння, алгоритм
розв’язування якого вiдкрив на початку XVI ст. Ш. дель Ферро2.
Нам цi результати вiдомi як формула Кардано:

x =
3

√
√
(q

2

)2
−
(p

3

)3
+
q

2
− 3

√
√
(q

2

)2
−
(p

3

)3
− q

2
, (I.1)

хоча насправдi про метод розв’язування кубiчних рiвнянь Дже-
роламо Кардано3 дiзнався вiд iншого математика, — Н. Фонтани,
бiльше вiдомого як Тарталья4, який, правдоподiбно, винайшов йо-
го незалежно вiд Ш. дель Ферро. Наведена формула дає корiнь
рiвняння x3 = px+ q, причому за певних значень коефiцiєнтiв мо-
жна натрапити на так званий незвiдний випадок, коли рiвняння
має дiйснi коренi, але їхнє обчислення потребує добувати квадра-
тний корiнь iз вiд’ємного числа. . .

Першим, кому пiддалася проблема “незвiдного” випадку кубi-
чного рiвняння, був, найiмовiрнiше, Р. Бомбеллi5. У 1572 р. ви-
йшло перше видання його працi L’Algebra, яку вiн готував протя-
гом 1557–1560 рр. Саме у цiй книзi вперше описано правила дiй
над тим, що ми нинi називаємо уявними числами, якi й винесе-
но в епiграф: “più” означає “плюс”, “meno” — “мiнус”, “via” — це
множення, а “fà” — “дорiвнює”. У сучасних математичних позна-
ченнях “più di meno” означає +i, а “meno di meno” — вiдповiдно,
−i. Р. Бомбеллi розглядав рiвняння x3 = 15x+4, записуючи його
так:

3
⌣
1 . Egualeá 15.

1
⌣ p. 4.

2Шiпiоне дель Ферро (Scipione del Ferro, 1465–1526) — iталiйський мате-
матик.
3Джероламо Кардано (Girolamo або Gerolamo Cardano, лат. Hieronymus

Cardanus, 1501–1576) — iталiйський математик.
4Нiколо Тарталья (Niccolo Fontana Tartaglia, 1500–1557) — iталiйський

математик.
5Рафаель Бомбеллi (Rafael Bombelli, 1526–1573?) — iталiйський iнженер-

гiдравлiк.
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Це рiвняння, як легко переконатися, має корiнь 4, однак обчислен-
ня за формулою (I.1) потребує знаходження кореня 3

√

2 +
√
−121 :

R. c.⌊2.p. dim.121.⌋ .

Р. Бомбеллi зауважив, що кубiчнi коренi мiстять
√
−121 з рiзними

знаками, i припустив, що їх можна подати у виглядi — кажучи
сучасною мовою — комплексно спряжених чисел. Такими числами
є 2± i, якi Р. Бомбеллi записав 2.p.dim.1. та 2.m.dim.1.

Проте насправдi для того, щоб уявнi числа стали звичними
об’єктами, виявилися потрiбними ще понад два столiття. Саме́
означення “уявний” (imaginarius) належить Р. Декартовi6, який у
працi Geometria (1659) так називав “неправильнi” (недiйснi) коре-
нi рiвняння, тобто тi числа, якi ми тепер називаємо комплексними.

Розвиток теорiї у XVII–XVIII ст. пов’язаний з iменами
Ґ. В. Ляйбнiца7, Й. Бернуллi I8, А. Муавра9.

Багато результатiв, що стосуються комплексних чисел, отри-
мав Л. Ейлер10, який навiв численнi приклади застосування те-
орiї функцiї комплексної змiнної у рiзних математичних задачах
та гiдродинамiцi. Л. Ейлер, зокрема, є автором позначення i для
уявної одиницi, яке вiн уперше використав 1777 р. Вважають,
що загальноприйнятим це позначення стало завдяки К. Ф. Ґа-
уссу11, який ужив його в працi Disquisitiones aritmeticae (1801).
6Рене Декарт (René Descartes, лат. Renatus Cartesius, 1596–1650) —

французький фiлософ, математик i письменник
7Ґоттфрiд Вiльгельм Ляйбнiц (Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646–1716) — нi-

мецький енциклопедист.
8Йоган Бернуллi I (Johann Bernoulli I, 1667–1748) — швейцарський мате-

матик
9Абрам Муавр (Abraham de Moivre, 1667–1754) — французький матема-

тик.
10Леонард Ейлер (Leonhard Paul Euler, 1707–1783) — математик i фiзик, за
походженням швейцарець, бiльшу частину життя провiв у Росiї та Нiмеччинi.
З огляду на нiмецьке походження, правильно це прiзвище звучить “Ойлер”,
проте бiльшiсть його публiкацiй виходила в Росiї, звiдки й форма “Ейлер”.
11Карл Фрiдрiх Ґаусс (Carl Friedrich Gauß, 1777–1855) — нiмецький матема-
тик, фiзик, астроном.



12 I. Теорiя функцiй комплексної змiнної

Таке твердження можна прийняти iз застереженнями. Можливо,
насамперед популярним воно стало серед нiмецьких математикiв.
Принаймнi у Францiї i Британiї щонайменше до 1820–30-х рокiв
зберiгалося позначення

√
−1. К. Ф. Ґауссовi також належить сам

термiн “комплексне число” (numerus complexus), який вiн запро-
вадив у 1832 р.

До цього ж перiоду належить i геометрична iнтерпретацiя ком-
плексних чисел. Правдоподiбно, автором першої успiшної спроби
був К. Вессель12, який 1797 р. виступив перед Данською Коро-
лiвською Академiєю “Про аналiтичне зображення напрямкiв. . . ”.
Крiм власне геометричного зображення, у цiй працi встановлено
аналогiю мiж арифметичними операцiями над комплексними чи-
слами i поворотами. Цiкаво, що для позначення

√
−1 К. Вессель

використав лiтеру ε.

Незалежно вiд К. Весселя аналогiчних висновкiв дiйшов 1806
р. Ж.-Р. Арґан13. Близько 1800 р. К. Ф. Ґаусс також розвинув iдею
зображення комплексного числа на площинi, однак цi результати
вiн тодi не опублiкував.

У 1833 р. В. Р. Гамiльтон14 аксiоматизував комплекснi числа,
розглядаючи їх як упорядкованi пари дiйсних чисел, так званi
алґебраїчнi пари (algebraic couples).

Ж. д’Аламбер15 був одним iз перших, хто фактично запо-
чаткував дослiдження функцiй комплексної змiнної i дослiдив
умови, за яких функцiя є аналiтичною. Сьогоднi цi умови вiдо-
мi як умови д’Аламбера–Ейлера–Кошi–Рiмана, або просто Кошi–
Рiмана.

12Каспар Вессель (Caspar Wessel, 1745–1818) — норвезький непрофесiйний
математик, за професiєю земельний iнспектор.
13Жан-Робер Арґан (Jean-Robert Argand, 1768–1822) — непрофесiйний
швейцарський математик.
14Вiльям Рован Гамiльтон (Sir William Rowan Hamilton, 1805–1865) — iр-
ландський математик.
15Жан лє Рон д’Аламбер (Jean le Rond d’Alembert, 1717–1783) — фран-
цузький математик, фiзик, фiлософ.
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О. Л. Кошi16 розвинув теорiю функцiй комплексної змiнної.
Вiн є автором теорiї лишкiв. Йому, зокрема, належить термiн
“спряженi” (conjuguées) на позначення пари чисел α + iβ, α − iβ.
Iнтеґралом Кошi називають iнтеґральне зображення аналiтичної
функцiї.

У дисертацiї Ґ. Ф. Б. Рiмана17 “Основи загальної теорiї фун-
кцiй однiєї комплексної змiнної” (1851) послiдовно викладено те-
орiю аналiтичних функцiй з геометричного погляду, уведено по-
няття, вiдоме як “рiманова поверхня”.

Iмена О. Л. Кошi та Ґ. Ф. Б. Рiмана фактично символiзують
початок нового роздiлу математики комплексних чисел — компле-
ксного аналiзу.

§ 1. Комплекснi числа, їхнi послiдовностi

1.1. Комплекснi числа та дiї над ними

Комплексним числом z називатимемо впорядковану пару дiй-
сних чисел z = (x, y). Перше число пари називатимемо дiйсною
частиною комплексного числа x = Re z, а друге — уявною
y = Im z. Якщо y = 0, то (x, 0) ≡ x — дiйсне число. Отже, дiйснi
числа входять у множину комплексних чисел. Числа (0, y) нази-
ватимемо уявними i позначатимемо їх iy, тобто (0, y) = iy, де i
— так звана уявна одиниця . Два комплекснi числа z1 = (x1, y1) i
z2 = (x2, y2) вважатимемо рiвними тодi i тiльки тодi, коли x1 = x2
i y1 = y2.

Визначимо основнi операцiї над комплексними числами. Вони
повиннi бути такими, щоб у разi застосування їх до дiйсних чисел,
отримували такi ж числа, як i в арифметицi дiйсних чисел.

16Оґюстен Луї Кошi (Augustin Louis Cauchy, 1789–1857) — французький
математик.
17Ґеорґ Фрiдрiх Бернгард Рiман (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826–
1866) — нiмецький математик.
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Сумою двох комплексних чисел z1 = (x1, y1) i z2 = (x2, y2) на-
зиватимемо комплексне число z = (x, y), де x = x1 + x2,
y = y1 + y2. Легко переконатись, що для дiї додавання виконую-
ться комутативнiсть i асоцiативнiсть: z1+z2 = z2+z1, z1+z2+z3 =
= (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3). Нулем називатимемо компле-
ксне число 0, для якого z + 0 = z; очевидно, що iснує таке єдине
комплексне число 0 = (0, 0).

Добутком двох комплексних чисел z1 i z2 називатимемо ком-
плексне число z, для якого x = x1x2 − y1y2, y = x1y2 + x2y1.
Для операцiї множення виконуються властивостi комутативностi
z1z2 = z2z1, асоцiативностi z1z2z3 = (z1z2)z3 = z1(z2z3) та дистри-
бутивностi щодо додавання z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3, у чому пере-
конатися пропонуємо самостiйно.

Число (0, 1) = i в разi множення самого на себе дає такий
результат:

(0, 1)(0, 1) = (−1, 0),

або i · i = i2 = −1. Зокрема, квадратне рiвняння x2 + 1 = 0 має
коренi x1,2 = ± i. Уведення символа i дає змогу ввести так звану
алґебраїчну форму комплексного числа z = (x, y), а саме: z =

x+ iy, i виконувати операцiї додавання i множення комплексних
чисел за звичайними правилами алґебри полiномiв.

Число z̄ = x − iy називають комплексно-спряженим до
числа z = x+ iy. Операцiю комплексного спряження часто позна-
чають також “зiрочкою”: z∗ = x− iy.

Рiзницею z = z1 − z2 двох комплексних чисел є число z таке,
що z + z2 = z1 або x + x2 = x1, y + y2 = y1, звiдки x = x1 − x2,
y = y1 − y2 i, отже, z = (x1 − x2) + i(y1 − y2).

Часткою чисел z1 i z2 є число z =
z1
z2

таке, що zz2 = z1. За

правилами множення отримаємо систему рiвнянь

xx2 − yy2 = x1

xy2 + yx2 = y1.



§ 1. Комплекснi числа, їхнi послiдовностi 15

Частка iснує, коли x22 + y22 6= 0, що є умовою iснування розв’язку
системи рiвнянь. Тодi

x =
x1x2 + y1y2
x22 + y22

, y =
x2y1 − x1y2
x22 + y22

i, остаточно,

z =
z1
z2

=
(x1x2 + y1y2) + i(x2y1 − x1y2)

x22 + y22
.

Зазначимо, що цей результат легко отримати, якщо безпосередньо
використати алґебраїчну форму для комплексних чисел z1 i z2:

z =
z1
z2

=
z1z̄2
z2z̄2

i далi виконати дiї за правилами алґебри.

Геометричне зображення комплексних чисел. Оскiльки
z = (x, y), то природно зiставити числу z точку площини з декар-
товими координатами M(x, y), тобто геометричним зображенням
комплексного числа є точка площини. Точцi z = 0 вiдповiдає по-
чаток координат.

Рис. I.1.

Таку площину далi називатимемо комплексною, вiсь аб-
сцис — дiйсною вiссю, вiсь ординат — уявною. Iснує взаєм-
но однозначна вiдповiднiсть мiж множиною комплексних чисел i
множиною точок комплексної площини. Зазначимо, що комплекс-
но-спряжене число зображають точкою, симетричною вiдносно
дiйcної осi (рис. I.1). Оскiльки кожнiй точцi на площинi можна
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зiставити вектор, проведений з початку координат до цiєї точки,
то вводять векторне трактування комплексного числа, за яким
довжину вектора |r| ≡ r називають модулем комплексного числа
r = |z|. Кут ϕ (рис. I.1), що утворює вектор r з додатним напрямом
осi OX, називають арґументом i позначають ϕ = Arg z. Вiн ви-
значений не однозначно, а з точнiстю до числа, кратного 2π. Тому
вводять поняття головного значення арґумента, яке позна-
чають arg z. Його значення вибирають у межах −π < arg z ≤ π.
Тодi

Arg z = arg z + 2kπ, k = 0,±1,±2, . . . . (I.2)

Модуль i головне значення арґумента виражають через дiйсну й
уявну частини комплексного числа так:

r =
√

x2 + y2, (I.3)

а для arg z маємо

x > 0 : arg z = arctg
y

x
,

x < 0, y ≥ 0 : arg z = arctg
y

x
+ π,

x < 0, y < 0 : arg z = arctg
y

x
− π.

(I.4)

Для z = 0, r = 0, arg z невизначений.

Для x = 0, arg z =
π

2
sign y =







π

2
, y > 0

−π
2
, y < 0

.

Для y = 0, x > 0 — arg z = arg z̄ = 0, для y = 0, x < 0 —
arg z = arg z̄ = π при y 6= 0 справджується спiввiдношення
arg z = − arg z̄.

Вiдповiдно дiйсна й уявна частини комплексного числа оче-
видно виражаються через модуль r i арґумент ϕ: x = r cosϕ,
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y = r sinϕ, що приводить до тригонометричної форми ком-
плексного числа

z = r(cosϕ+ i sinϕ). (I.5)

Рiвнiсть z1 = z2 означає, що r1 = r2, Arg z1 = Arg z2 + 2kπ.

Додавання комплексних чисел можна виконати за правила-
ми додавання векторiв (рис. I.2). З трикутника OMN випливають
нерiвностi

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|,
|z1 − z2| ≥ |z1| − |z2|. (I.6)

Зазначимо, що |z1 − z2| має змiст вiдстанi мiж вiдповiдними то-
чками комплексної площини.

Рис. I.2.

Множення комплексних чисел у тригонометричнiй формi є
таким:

z = z1z2 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1)r2(cosϕ2 + i sinϕ2) =

= r1r2

[

(cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2) +

+ i(cosϕ1 sinϕ2 + cosϕ2 sinϕ1)
]

=

= r1r2

[

cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)
]

= r(cosϕ+ i sinϕ).

Отже, для z = z1z2 маємо

r = r1r2, ϕ = ϕ1 + ϕ2. (I.7)



18 I. Теорiя функцiй комплексної змiнної

Пiднесення до натурального степеня n є послiдовним множенням
числа z самого на себе вiдповiдну кiлькiсть разiв. Тобто

zn = z · z · z · . . . · z
︸ ︷︷ ︸

n

= [r(cosϕ+ i sinϕ)]n

= rn(cosnϕ+ i sinnϕ). (I.8)

Для |z| ≡ r = 1 отримаємо вiдому формулу Муавра

(cosϕ+ i sinϕ)n = cosnϕ+ i sinnϕ. (I.9)

Звiдки

cosnϕ = Re(cosϕ+ i sinϕ)n,

sinnϕ = Im(cosϕ+ i sinϕ)n. (I.10)

Наприклад,

cos 2ϕ = cos2 ϕ− sin2 ϕ, sin 2ϕ = 2 sinϕ cosϕ,

cos 3ϕ = cos3 ϕ− 3 cosϕ sin2 ϕ, sin 3ϕ = 3cos2 ϕ sinϕ− sin3 ϕ

i т. д.
Для дiлення комплексних чисел у тригонометричнiй формi

маємо

z =
z1
z2

=
r1
r2

[

cos(ϕ1 − ϕ2)− i sin(ϕ1 − ϕ2)
]

,

тобто для z = r(cosϕ+ i sinϕ)

r =
r1
r2
, ϕ = ϕ1 − ϕ2,

у чому легко переконатись.
Розглянемо операцiю добування кореня . Корiнь степеня n з

числа z n
√
z = α, якщо αn = z. Скористаємось тригонометричною

формою комплексних чисел:

z = r(cosϕ+ i sinϕ), α = ρ(cos ϑ+ i sinϑ).
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Тодi, згiдно з (I.8)

ρn(cos nϑ+ i sinnϑ) = r(cosϕ+ i sinϕ),

звiдки

ρn = r, nϑ = ϕ+ 2kπ, ϑ =
ϕ+ 2kπ

n
=
ϕ

n
+

2kπ

n
.

Вибираючи якесь значення ϕ, зокрема, головне значення, отрима-

ємо n рiзних головних значень (argα)k =
arg z

n
+

2kπ

n
,

k = 0, 1, . . . , n− 1. Тодi

αk =
n
√
r

[

cos

(
ϕ

n
+

2kπ

n

)

+ i sin

(
ϕ

n
+

2kπ

n

)]

, k = 0, 1, . . . , n−1.

Наприклад, 4
√
1 = αk, k = 0, 1, 2, 3, причому α0 = 1,

α1 = cos π2 + i sin π
2 = i, α2 = cos π + i sinπ = −1, α3 = cos 3π

2 +

+i sin 3π
2 = −i. На комплекснiй площинi цi коренi зображають то-

чками, якi є вершинами правильного чотирикутника — квадрата,
вписаного в коло одиничного радiуса. У загальному випадку ко-
ренi n-го степеня з числа z є вершинами правильного n-кутника,
вписаного в коло радiуса n

√

|z|.
Уведемо ще показникову (експоненцiальну) форму ком-

плексного числа. Скористаємось формулою розкладу у ряд показ-
никової функцiї ex, а саме —

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+ . . . .

Приймемо x = iα (α — дiйсне), тодi

eiα = 1 + iα− α2

2!
− i

α3

3!
+ . . . =

(

1− α2

2!
+
α4

4!
− . . .

)

+ i

(

α− α3

3!
+
α5

5!
− . . .

)

= cosα+ i sinα.
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Отримане спiввiдношення

eiα = cosα+ i sinα (I.11)

назвають формулою Ейлера.
З (I.11) маємо

z = x+ iy = r(cosϕ+ i sinϕ) = reiϕ. (I.12)

Комплексне число z = reiϕ є числом у показниковiй формi. Така
форма зручна для виконання операцiй множення, дiлення, пiднi-
мання до степеня, добування кореня:

z1z2 = r1r2e
i(ϕ1+ϕ2),

z1
z2

=
r1
r2
ei(ϕ1−ϕ2)

zn = rneinϕ,
(

n
√
z
)

k
= n

√
rei

arg z+2kπ
n , k = 0, . . . , n− 1.

Додавати i вiднiмати комплекснi числа зручно з використанням
алґебраїчної форми комплексних чисел.

Логарифмування комплексних чисел . Уведемо цю дiю як
обернену до дiї ez. Нехай z = x+ iy, тодi

ez = ex+iy = exeiy = ex(cos y + i sin y)

i
Re ez = ex cos y, Im ez = ex sin y.

Наприклад, для z = ia, a — дiйсне, маємо

eia = cos a+ i sin a,

що є формулою Ейлера.
Зокрема, для a = π

2 , eiπ/2 = i, для a = π, eiπ = −1 тощо.
Число w називають логарифмом z i позначають w = Ln z,

якщо ew = z. Запишемо w = u + iv, z = reiϕ, тодi eu+iv = reiϕ,
звiдки eu = r, u = ln r, v = arg z + 2kπ. Отже,

w = ln r + i(arg z + 2kπ), k = 0,±1,±2, . . . (I.13)
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або

w = Ln z = ln r + iArg z.

Оскiльки Arg z неоднозначний, то отримуємо безмежну кiль-
кiсть значень Ln z. Одне з них, для k = 0, вибирають як головне
значення i позначають ln z:

ln z = ln r + i arg z (I.14)

i

Ln z = ln z + i2kπ.

Наприклад, Ln(−1) = iπ(2k + 1), ln(−1) = iπ; Ln i = i
(
π
2 + 2kπ

)
,

ln i = iπ2 .
Можна переконатись, що для логарифмiв маємо властивостi

Ln(z1z2) = Ln z1 + Ln z2,

Ln
z1
z2

= Ln z1 − Ln z2.

Однак Ln zn 6= nLn z, оскiльки сукупнiсть чисел справа є лише
пiдмножиною множини чисел у лiвiй частинi цього спiввiдношен-
ня. Справдi,

Ln zn = Ln (z · z · . . . · z
︸ ︷︷ ︸

n

) = Ln z + Ln z + . . .+ Ln z
︸ ︷︷ ︸

n

=

= n ln r + ni arg z + 2π(k1 + k2 + . . .+ kn)i =

= n ln r + ni arg z + 2πki,

де k = k1 + k2 + . . . + kn = 0,±1,±2, . . . .

Для nLn z маємо

nLn z = n(ln r + i arg z + 2πki) = n ln r + in arg z + 2πnki.

Оскiльки множина чисел nk є лише пiдмножиною чисел k, то
Ln zn 6= nLn z.
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Ще введемо поняття стереографiчної проекцiї комплексно-
го числа. Для цього на площинi комплексних чисел z розташуємо
сферу довiльного радiуса, яка дотикається до площини z у єдинiй
точцi z = 0 (рис. I.3).

Рис. I.3.

З точки M(x, y) проведемо пряму, що сполучає цю точку з
полюсом P сфери. Точку перетину Q цiєї прямої з поверхнею
сфери називають стереографiчною проекцiєю точки z = (x, y).
Легко бачити, що iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж то-
чками площини i сфери, за винятком її полюса P . Саму точку P
приймемо як зображення точки z = ∞, причому вважаємо, що
така точка єдина. Приєднуючи її до площини z, отримаємо повну
(замкнену, розширену) комплексну площину. Зазначимо, що без-
межно вiддалена точка, подiбно до z = 0, не має визначеного ар-
ґумента. Сферу, точки якої зображають комплекснi числа, нази-
вають комплексною числовою сферою, або сферою Рiмана .
Стереографiчна проекцiя є ще одним геометричним зображенням
комплексних чисел.
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1.2. Послiдовнiсть та границя послiдовностi.
Критерiй Кошi

Поняття збiжної послiдовностi та границi послiдовностi є фунда-
ментальними поняттями аналiзу функцiй дiйсної змiнної. Вiдпо-
вiднi поняття безпосередньо переносять у теорiю функцiй компле-
ксної змiнної.

Послiдовнiстю комплексних чисел називають множину
комплексних чисел, яку можна пронумерувати за деяким прави-
лом натуральними числами:

z1, z2, z3, . . . , zn, . . . , де zn = xn + iyn. (I.15)

Часто послiдовнiсть комплексних чисел позначають {zn}.
Число z називають границею послiдовностi (далi — просто

границею), якщо для будь-якого як завгодно малого ε > 0 iснує
номер N(ε) такий, що при n ≥ N(ε) справджується нерiвнiсть
|zn − z| < ε.

Якщо iснує границя z послiдовностi {zn}, то таку послiдов-
нiсть називають збiжною до числа z, що записують у виглядi

lim
n→∞

zn = z або {zn} → z. (I.16)

Для геометричної iнтерпретацiї граничного переходу введемо по-
няття ε-околу точки z0 комплексної площини, а саме: ε-околом
точки z0 називають множину усiх точок z, якi лежать усерединi
кола радiусом ε з центром у точцi z0, тобто задовольняють умову
|z − z0| < ε. Тодi говоримо, що z є границею {zn}, якщо в ε-околi
точки z лежать усi елементи послiдовностi {zn}, починаючи з де-
якого, залежного вiд ε, номера N(ε): |zn − z| < ε при n ≥ N(ε).

Для |zn − z| маємо

|zn − z| = |(xn − x) + i(yn − y)| =
√

(xn − x)2 + (yn − y)2 < ε,

звiдки

|xn − x| ≤ |zn − z| < ε, |yn − y| ≤ |zn − z| < ε
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i {xn} → x, {yn} → y, тобто коли послiдовнiсть {zn} збiгається
до границi z, то послiдовностi дiйсних чисел {xn} i {yn} є збi-
жними i отже, коли lim

n→∞
zn → z, то lim

n→∞
xn → x i lim

n→∞
yn → y.

Збiжнiй послiдовностi {zn} комплексних чисел вiдповiдають двi
збiжнi послiдовностi {xn} i {yn} дiйсних чисел.

З iншого боку, якщо {xn} → x i {yn} → y, то {zn} → z. Справ-
дi,

lim
n→∞

zn = lim
n→∞

xn + i lim
n→∞

yn = x+ iy = z

i z є границею {zn}.

Теорема. Необхiдною i достатньою умовою збiжностi послi-
довностi {zn} є збiжностi послiдовностей {xn} i {yn}.

Ця теорема дає змогу перенести всi правила i закономiрностi
теорiї границь у множинi дiйсних чисел на множину комплексних
чисел.

Зокрема, справеджуються такi означення i теореми.

Означення. Послiдовнiсть {zn} називають обмеженою, якщо
iснує таке додатне число M , що для всiх елементiв zn з {zn} пра-
вильна нерiвнiсть {zn} < M .

Теорема. У будь-якiй обмеженiй послiдовностi можна видiли-
ти збiжну пiдпослiдовнiсть.

Критерiй Кошi. Послiдовнiсть {zn} збiжна тодi й тiльки тодi,
коли для будь-якого ε > 0 iснує N(ε) таке, що |zn− zn+m| < ε при
n ≥ N(ε) i довiльному m ≥ 0. Подiбно до випадку послiдовностей
дiйсних чисел дамо означення безмежної границi.

Нехай маємо послiдовнiсть {zn} таку, що для довiльного як
завгодно великого R > 0 iснує номер N(R) такий, що для
n ≥ N(R) |zn| > R. У цьому випадку послiдовнiсть {zn} нази-
вають необмежено зростаючою. Якщо ввести комплексне число
z = ∞, то запишемо lim

n→∞
zn = ∞. Зважаючи на те, що для z = ∞,

|z| = ∞ i арґумент не визначений, для необмежено зростаючої по-
слiдовностi маємо lim

n→∞
|zn| = ∞.
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Уведемо поняття R-околу точки z = ∞ як множини всiх z,
якi лежать зовнi кола радiусом R з центром у точцi 0, тобто усiх
z, для яких |z| > R. Тодi говоримо, що z = ∞ є границею {zn}
(тобто послiдовнiсть {zn} необмежено зростає), коли всi елементи
{zn}, починаючи з N(R), лежать в R-околi точки z = ∞, тобто
|zn| > R для n ≥ N(R). Нагадаємо, що точка z = ∞ єдина на
повнiй комплекснiй площинi.

§ 2. Диференцiювання функцiй

комплексної змiнної

2.1. Функцiя комплексної змiнної. Неперервнiсть

Нехай E — деяка множина комплексних чисел. Говорять, що на
множинi E задана функцiя комплексної змiнної z, якщо ко-
жному z множини E ставиться у вiдповiднiсть за деяким законом
комплексне число w, що записують w = f(z).

Насамперед уведемо поняття, якi стосуються областi :

• Точку z0 називають внутрiшньою точкою множини E,
якщо iснує такий окiл точки z0, усi точки якого належать
множинi E. Наприклад, для множини |z| ≤ 1 точка z0 є вну-
трiшня, якщо |z0| < 1 (точки |z0| = 1 не є внутрiшнi).

• Множину E називають вiдкритою, якщо всi точки z ∈ E

внутрiшнi для E.

• Множину E називають областю, коли виконуються такi
двi умови:

а) E — вiдкрита множина;

б) двi довiльнi точки множини E можна з’єднати лама-
ною, всi точки якої належать E (умова зв’язностi). На-
приклад, на рис. I.4 множина r < |z − a| < R вiдкрита i
зв’язна, тому є областю, а множина |z+1| < 1 i |z−1| < 1
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не є областю (хоча є вiдкритою), бо умова зв’язностi не
виконується (точка z = 0 не належить E).

Рис. I.4.

• Точку z називають зовнiшньою для множини E, якщо iснує
такий її окiл, усi точки якого не належать E.

• Точку z називають граничною для E, якщо в довiльному
її околi є точки, якi належать E, i точки, якi не належать E.
Наприклад, точки |z| = 1 є граничнi для множини |z| < 1.

• Множину граничних точок називають границею областi.
Границею може бути лiнiя, однак може бути i дискретна
множина точок. Наприклад, для областi z 6= 0 границею є
єдина точка z = 0.

• Надалi область позначатимемо D. Якщо до областi D при-
єднати всi її граничнi точки, то отримаємо замкнену об-
ласть D̄.

• Область D називають n-зв’язною, якщо її границя скла-
дається з n iзольованих частин. На рис. I.5 лiворуч маємо
3-зв’язну область, праворуч — двi однозв’язнi областi.

• Ламану лiнiю, яка з’єднує двi вiдокремленi границi обла-
стi, називається розрiзом областi. Очевидним є тверджен-
ня: будь-яку n-зв’язну область за допомогою n − 1 розрiзу
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Рис. I.5.

можна перетворити в однозв’язну (тобто всю границю мо-
жна обiйти неперервно); у цьому разi, зрозумiло, розрiзи об-
ходитимуться двiчi в протилежних напрямах.

На рис. I.6 показана 4-зв’язна область, яка за допомогою
трьох розрiзiв стала однозв’язною.

Рис. I.6.

• Область D називають обмеженою, якщо iснує коло з цен-
тром у точцi z = 0 таке, що всi точки областi D мiстяться
всерединi цього кола. В iншому випадку область D є нео-
бмеженою.

• Повернемось до функцiї комплексної змiнної w = f(z). На-
далi множина значень z, для яких задана функцiя w = f(z),
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буде областю D або замкненою область D̄, ї ї називатимемо
областю значень арґументу . Множину комплексних чи-
сел w = f(z), якi вiдповiдають усiм z ∈ D (або D̄), нази-
вають множиною значень функцiї f(z). Ця множина
може мати рiзну структуру. Далi матимемо справу з випад-
ками, коли цiєю множиною є область G або Ḡ.

Функцiю комплексної змiнної w = f(z) можна геометрично
уявляти як вiдображення областi D комплексної площини z на
область G комплексної площини w = u+ iv (рис. I.7).

Рис. I.7.

Таке вiдображення буде взаємно однозначним, якщо функцiя
f(z) i обернена функцiя z = ϕ(w) є однозначними. У цьому ви-
падку функцiю f(z) називають однолистою.

Розглянемо приклади вiдображень, якi реалiзують окремi фун-
кцiї:

1) w = f(z) = az + b, a 6= 0, a, b — комплекснi числа. Область
значень арґумента — повна комплексна площина (f(∞) = ∞). Ко-

жному z вiдповiдає лише одне w; обернена функцiя z =
1

a
w− b

a
=

a1w+ b1 має такi ж властивостi. Отже, f(z) = az+ b однолиста на
повнiй комплекснiй площинi. Розглянемо ζ = az =

= |a||z|ei(arg z+arg a). Модуль |ζ| в |a| разiв бiльший вiд |z|, а arg ζ
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одержують додаванням arg a до arg z. Отже, перетворення ζ = az

є розтягом (стиском) площини z в |a| разiв i поворот її як цiлого
навколо точки z = 0 на кут arg a. Для w = ζ + b ще додається
зсув площини z на вектор, який вiдповiдає комплексному числу
b. Отже, функцiя w = az + b перетворює комплексну площину z

шляхом подiбного (однакового для всiх z) розтягу (стиску), пово-
роту i зсуву;

2) w = f(z) = 1
z . Область значень арґумента — повна ком-

плексна площина (f(∞) = 0), обернена функцiя z = 1
w така ж.

Очевидно, що функцiя f(z) = 1
z — однолиста. Запишемо z = reiϕ,

тодi w = 1
r e

−iϕ = ρeiϑ. Перетворення ϑ = −ϕ є дзеркальним вiд-
ображенням вiдносно дiйсної осi x, а ρ = 1

r — iнверсiєю вiдносно
одиничного кола. Отже, для всiх z таких, що |z| < 1, |w| > 1 i
навпаки, причому для y > 0, ϑ < 0, а для y < 0, v > 0. Тому
всi точки площини z, якi лежать за межами одиничного круга,
переходять у точки, якi лежать усерединi одиничного круга пло-
щини w i навпаки, що супроводжується дзеркальним вiдбиванням
вiдносно дiйсної осi.

Уведемо поняття границi функцiї f(z) при z → z0.

Число A = a+ ib називають границею f(z) при z → z0, тобто
lim
z→z0

f(z) = A, якщо для довiльного ε > 0 iснує δ > 0 таке, що для

|z − z0| < δ, |f(z) −A| < ε. У цьому випадку для z, що належать
δ-околу точки z0, значення f(z) потрапляють в ε-окiл точки A.

Iснування границi функцiї f(z) при z → z0 рiвнозначне iсну-
ванню границь для функцiй u(x, y) i v(x, y), (w(x, y) = u(x, y)+

+iv(x, y)), коли x→ x0, y → y0 (z0 = x0+iy0). Справдi, |f(z)−A| =
=
[
(u(x, y)−a)2+(v(x, y)−b)2

]1/2. Вiдповiдно, прямування z → z0
означає z − z0 → 0, тобто x − x0 → 0, y − y0 → 0. У цьому разi
f(z) → A, тобто |f(z) − A| → 0, звiдки випливає, що при z → z0
u(x, y)− a→ 0 i v(x, y) − b→ 0. Отже, iснують границi

lim
x→x0
y→y0

u(x, y) = a, lim
x→x0
y→y0

v(x, y) = b.
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Функцiю f(z) називають неперервною в точцi z0, якщо

lim
z→z0

f(z) = f(z0).

Неперервнiсть f(z) у точцi z0 рiвносильна неперервностi функцiй
u(x, y) i v(x, y) у точцi x0, y0.

2.2. Похiдна функцiї комплексної змiнної.
Умови Кошi–Рiмана. Аналiтичнi функцiї

Розглянемо такi неперервнi функцiї комплексної змiнної, якi допу-
скають диференцiювання. Поняття диференцiйовної функцiї
комплексної змiнної введемо за аналогiєю до такого поняття для
функцiї дiйсної змiнної.

Нехай маємо w = f(z), z ∈ D. Якщо для точки z0 ∈ D при
∆z = z − z0 → 0 iснує границя вiдношення

f(z0 +∆z)− f(z0)

∆z
,

незалежна вiд способу прямування ∆z до нуля, то цю границю
називають похiдною функцiї f(z) за комплексною змiнною z в
точцi z0 i позначають f ′(z0):

f ′(z0) = lim
∆z→0

f(z0 +∆z)− f(z0)

∆z
. (I.17)

У цьому випадку функцiю f(z) називають диференцiйовною в
точцi z0.

Постає питання, чи властивостi диференцiйовної функцiї
w = f(z) не вiдповiдають вiдповiдним властивостям функцiй
u(x, y) i v(x, y)?

Розглянемо, наприклад, w = z̄ = x− iy i шукатимемо границю
(I.17) для z0 = 0. Значення f(0) = 0, а f(0 + ∆z) = ∆z. Отже,

f ′(0) = lim
∆z→0

∆z

∆z
= lim

∆x→0
∆y→0

∆x− i∆y

∆x+ i∆y
.
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Якщо прямувати до z0 = 0 по осi x, то ∆y = 0 i f ′(0) = lim
∆x→0

∆x
∆x =

= 1. Коли прямувати до z0 = 0 по осi y, то ∆x = 0 i
f ′(0) = lim

∆y→0

(−∆y)
∆y = −1. Звiдси значення f ′(0) залежить вiд

способу прямування ∆z → 0, тому функцiя f(z) = z̄ не є дифе-
ренцiйовною в точцi z0 = 0, хоча частиннi похiднi вiд u(x, y) = x i
v(x, y) = −y iснують. Отже, диференцiйовнiсть функцiй u(x, y) i
v(x, y) не є достатньою для диференцiйовностi функцiї w = f(z).

Теорема. Якщо функцiя f(z) диференцiйовна в точцi z0, то в

цiй точцi iснують частиннi похiднi
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂v

∂x
,
∂v

∂y
, якi задоволь-

няють спiввiдношення

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (I.18)

Спiввiдношення (I.18) називають умовами Кошi–Рiмана (iн-
коли д’Аламбера–Ейлера–Кошi–Рiмана).

Доведення. Якщо f(z) диференцiйовна в точцi z0, то iснує
границя f ′(z), яка не залежить вiд способу прямування ∆z → 0.

Нехай ∆z = ∆x. Тодi

f ′(z) = lim
∆x→0

u(x0 +∆x, y0) + iv(x0 +∆x, y0)− u(x0, y0)− iv(x0, y0)

∆x

=
∂u(x0, y0)

∂x
+ i

∂v(x0, y0)

∂x
.

Нехай ∆z = i∆y. Тодi

f ′(z) = lim
∆y→0

u(x0, y0 +∆y) + iv(x0, y0 +∆y)− u(x0, y0)− iv(x0, y0)

i∆y

=
∂v(x0, y0)

∂y
− i

∂u(x0, y0)

∂y
.

Оскiльки лiвi частини цих спiввiдношень iснують i дорiвнюють
одна однiй, то iснують частиннi похiднi вiд функцiй u(x, y) i v(x, y)
у точцi (x0, y0), якi задовольняють рiвностi

∂u(x0, y0)

∂x
=
∂v(x0, y0)

∂y
,

∂v(x0, y0)

∂x
= −∂u(x0, y0)

∂y
,
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що треба було довести. Отже, iснування частинних похiдних вiд
функцiй u(x, y) i v(x, y), якi задовольняють умови Кошi–Рiмана,
є необхiдною умовою диференцiйовностi функцiї f(z) в точцi z0.

Доведемо, що цi умови є достатнiми.

Теорема. Якщо в точцi (x0, y0) функцiї u(x, y) i v(x, y) — ди-
ференцiйовнi, а їхнi частиннi похiднi задовольняють умови Кошi–
Рiмана, то функцiя f(z) = u + iv є диференцiйовною в точцi
z0 = x0 + iy0.

Доведення. Iснування неперервних частинних похiдних вiд
функцiй u(x, y) i v(x, y), що є необхiдною умовою їхньої дифе-
ренцiйовностi, достатнє для iснування приростiв ∆u i ∆v, тобто
iснують

∆u =
∂u

∂x
∆x+

∂u

∂y
∆y + α,

∆v =
∂v

∂x
∆x+

∂v

∂y
∆y + β,

де α, β — величини другого порядку мализни

lim
∆z→0

α

∆z
= 0, lim

∆z→0

β

∆z
= 0.

Запишемо прирiст ∆f i використаємо умови Кошi–Рiмана

∆f = f(z0 +∆z)− f(z0) = ∆u+ i∆v

=

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)

∆x+

(
∂u

∂y
+ i

∂v

∂y

)

∆y + α+ iβ

=

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)

∆x+

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)

i∆y + α+ iβ

=

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)

∆z + α+ iβ.
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Далi

f ′(z0) = lim
∆z→0

∆f

∆z
= lim

∆z→0

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)

∆z + α+ iβ

∆z

=

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)
∣
∣
∣
∣
∣
z=z0

.

Права сторона iснує, тому iснує f ′(z0), що й треба було дове-
сти.

Отже, диференцiйовнiсть функцiї f(z) не зводиться лишень до
iснування неперервних частинних похiдних вiд u i v, однак мiж
ними повинний iснувати спiввiдношення, якi називають умовами
Кошi–Рiмана.

Означення. Якщо функцiя f(z) диференцiйовна в кожнiй то-
чцi областi D, то її називають аналiтичною у цiй областi18.

• Iснує поняття аналiтичностi в точцi z0, а саме: якщо iснує
ε-окiл z0, в усiх точках якого функцiя аналiтична.

• Умови Кошi–Рiмана приводять до ряду рiвнозначних (тото-
жних) рiвностей для f ′(z0):

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i

∂u

∂y
=
∂u

∂x
− i

∂u

∂y
. (I.19)

Умови Кошi–Рiмана можна формулювати в iншому виглядi,
якщо прийняти z = reiϕ. Тодi w = u(r, ϕ) + iv(r, ϕ) i умови Кошi–
Рiмана мають вигляд

∂u

∂r
=

1

r

∂v

∂ϕ
,

∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂ϕ
. (I.20)

18Доведення наведених вище теорем ґрунтується на неперервностi похiдної
f ′(z). Це не обмежує поняття аналiтичностi, лише спрощує доведення теорем.
Достатньою є умова неперервностi самих u i v, однак це значно ускладнює
доведення теореми.
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Поняття диференцiйовностi функцiї комплексної змiнної сут-
тєво змiстовнiше вiд такого ж поняття для функцiї дiйсної змiн-
ної, тому у випадку функцiй комплексної змiнної для диференцi-
йовної функцiї комплексної змiнної в усiх точках областi D дали
спецiальну назву — аналiтичнiсть. В аналiзi функцiй дiйсної
змiнної видiляють клас диференцiйовних функцiй, далi — клас
функцiй, якi мають другу похiдну. Нарештi серед них є такi, що
мають похiднi всiх порядкiв i якi можна розкласти в степеневий
ряд. Чогось подiбного в теорiї функцiй комплексної змiнної немає.
Функцiя, аналiтична в областi, має в кожнiй точцi областi похiднi
всiх порядкiв i може бути розкладена в околi кожної точки цiєї
областi у степеневий ряд, зокрема, у ряд Тейлора19. Усе це ґрун-
тується на iнтеґральному численнi функцiй комплексної змiнної,
про що йтиметься мова далi.

Аналiтичнi функцiї комплексної змiнної мають спецiальнi вла-
стивостi, серед яких є ряд достатньо очевидних. Зокрема, таких.

1. Якщо f1(z) i f2(z) аналiтичнi в D, то f1(z)±f2(z), f1(z)f2(z),
f1(z)

f2(z)
аналiтичнi в D, причому остання аналiтична всюди,

де f2(z) 6= 0.
2. Якщо w = f(z) аналiтична в D, а в областi значень цiєї

функцiї w ∈ G визначена аналiтична функцiя ϕ(w), то функцiя
F (z) = ϕ[f(z)] аналiтична в D.

3. Якщо w = f(z) аналiтична в D i похiдна f ′(z) 6= 0 всюди в
D, то обернена функцiя z = ϕ(w) також аналiтична в областi G

(w ∈ G) i f ′(z) =
1

ϕ′(w)
. Справдi, щоб iснувала обернена функцiя,

треба розв’язати систему рiвнянь u = u(x, y), v = v(x, y) вiдносно
x i y. Для цього необхiдно, щоб виконувалась умова

∣
∣
∣
∣
∣

ux uy
vx vy

∣
∣
∣
∣
∣
= uxvy − uyvx = u2x + v2x = |f ′(z)|2 6= 0,

де нижнi iндекси бiля u i v означають змiннi, за якими беруть
19Брук Тейлор (Brook Taylor, 1685–1731) — англiйський математик.



§ 2. Диференцiювання функцiй комплексної змiнної 35

частиннi похiднi, i використанi умови Кошi–Рiмана, а також одне
зi спiввiдношень (I.19).

4. Нехай f(z) аналiтична вD. Розглянемо сiм’ї кривих u(x, y) =
= C1, v(x, y) = C2. Для скалярного добутку векторiв gradu i grad v
у площинi XOY маємо

gradu · grad v = (iux + juy)(ivx + jvy)

= uxvx + uyvy = −uxuy + uyux = 0.

Оскiльки лiнiї gradu i grad v ортогональнi до лiнiй u(x, y) = C1 i
v(x, y) = C2, то останнi ортогональнi мiж собою.

5. Якщо f(z) = u(x, y)+iv(x, y) — аналiтична функцiя в деякiй
областiD, то її дiйсну й уявну частини називають гармонiчними
функцiями в цiй областi.

Якщо умови Кошi–Рiмана для цiєї функцiї

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
(I.21)

продиференцiювати першу за x, а другу за y, то

∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x∂y
,

∂2u

∂y2
= − ∂2v

∂y∂x
. (I.22)

Однак вiдомо, що
∂2v

∂x∂y
=

∂2v

∂y∂x
. Тому, додавши рiвностi (I.22),

одержимо

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
≡ ∆u = 0, (I.23)

де ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
— оператор Лапласа20.

Неперервну з неперервними другими похiдними функцiю, яка
задовольняє рiвняння Лапласа (I.23), називають гармонiчною в
областi D.
20П’єр Симон Лаплас (Pierre-Simon, marquis de Laplace, 1749–1827) —
французький математик i астроном.
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Отже, ми довели, що дiйсна частина аналiтичної функцiї є
гармонiчною функцiєю.

Якщо першу рiвнiсть в (I.21) продиференцiювати за y, а другу
за x i вiдняти другу вiд першої, то одержимо

∆v = 0. (I.24)

Тобто й уявна частина аналiтичної функцiї є гармонiчною фун-
кцiєю. Однак обернене твердження тут не виконується: якщо u i v
— гармонiчнi функцiї, то f(z) = u+iv не обов’язково буде аналiти-
чною. Наприклад, u = x i v = −y — гармонiчнi функцiї, проте умо-
ви Кошi–Рiмана для них не виконуються, тому f(z) = x− iy = z̄

не є аналiтичною.

Зазначимо також, що оскiльки рiвняння Лапласа (I.23) i (I.24)
визначають потенцiал електростатичного поля в просторi, у якому
нема зарядiв, то можна стверджувати, що дiйсна й уявна части-
ни аналiтичної функцiї вiдповiдають деяким потенцiалам. Отже,
iснує прямий зв’язок мiж теорiєю аналiтичних функцiй i двови-
мiрною задачею електростатики.

6. З умов Кошi–Рiмана випливає, що дiйсна й уявна части-
ни аналiтичної функцiї не є незалежними мiж собою. Цей зв’язок
виявляється настiльки тiсним, що задання функцiї u(x, y) визна-
чає майже однозначно, з точнiстю лише до адитивної константи,
функцiю v(x, y), i навпаки.

Доведення. Використаємо умови Кошi–Рiмана й запишемо
повний диференцiал функцiї v:

dv = vxdx+ vydy = −uydx+ uxdy.

Тобто диференцiал функцiї v визначають за допомогою вiдомих
функцiй ux i uy. А з теорiї функцiй дiйсних змiнних вiдомо, що
за заданим повним диференцiалом dv функцiю v визначають з
точнiстю до адитивної константи. Отже, властивiсть 6 доведено.
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2.3. Геометричний змiст похiдної функцiї
комплексної змiнної. Конформне вiдображення

Нехай f(z) аналiтична в D. Через довiльну точку z0 ∈ D проведе-
мо криву γ1, яка повнiстю лежить в D. Функцiя f(z) вiдображає
D на G, у цьому разi z0 → w0, γ1 → Γ1 (рис. I.8)

Рис. I.8.

Припустимо, що похiдна f ′(z0) = lim
∆z→0

∆w
∆z iснує, причому

f ′(z0) = keiα 6= 0. Виберемо ∆z → 0 по кривiй γ1. Тодi ∆w → 0

по кривiй Γ1. Вектори ∆z i ∆w лежать на вiдповiдних хордах
кривих γ1 i Γ1, кути мiж цими векторами i додатними напря-
мами осей x i u є arg∆z i arg∆w, а |∆z| i |∆w| — довжини
цих векторiв. При ∆z → 0, ∆w → 0 вiдповiднi вектори пере-
ходять у прямi, дотичнi до кривих γ1 i Γ1 у точках z0 i w0, i
α = lim

∆w→0
arg∆w− lim

∆z→0
arg∆z = Φ1−ϕ1. Якщо вибирати ∆z → 0

по iншiй кривiй γ2, то ∆w → 0 по кривiй Γ2, яка є вiдображен-
ням кривої γ2, що його здiйснює функцiя f(z). Оскiльки f ′(z0) не
залежить вiд того, як ∆z → 0, маємо α = Φ2 − ϕ2, тобто

Φ2 − ϕ2 = Φ1 − ϕ1,
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звiдки
Φ2 − Φ1 = ϕ2 − ϕ1.

Отже, у разi вiдображення, яке виконує аналiтична функцiя f(z)
за умови f ′(z0) 6= 0, кут мiж двома довiльними кривими γ1 i γ2, що
проходять через точку z0, дорiвнює кутовi мiж їхнiми образами
Γ1 i Γ2, що проходять через точку w0 = f(z0). У цьому випад-
ку зберiгається не тiльки значення кута, а й його напрям. Таку
властивiсть зображення називаєюь властивiстю збереження
кутiв .

Для модуля |f ′(z0)| = k = lim
∆z→0

|∆w|
|∆z| з точнiстю до значень

вищого порядку мализни одержуємо рiвнiсть

|∆w| = k|∆z|

для довiльних кривих, що проходять через z0. Тобто в разi вiд-
ображення за умови f ′(z0) 6= 0 безмежно малi лiнiйнi елементи
перетворюються подiбним чином, причому |f ′(z0)| = k є коефi-
цiєнтом перетворення подiбностi. Таку властивiсть вiдображення
називають властивiстю постiйностi розтягу (стиску).

Означення. Вiдображення околу точки z0, яке виконує ана-
лiтична функцiя f(z) за умови f ′(z0) 6= 0 i яке має властивостi
постiйностi розтягу (стиску) та збереження кутiв, називають кон-
формним вiдображенням у точцi z0.

Розглянемо декiлька прикладiв конформного вiдображення.
Приклад 1. Функцiя w = az+ b, a = a1+ ia2 6= 0, b = b1+ ib2,

a1,2, b1,2 — дiйснi числа. Для w = u+ iv маємо u = a1x− a2y + b1,

v = a2x + a1y + b2. Легко переконатись, що умови Кошi–Рiмана
виконуються, i функцiя w = az+ b є однолистою й аналiтичною в
усiй комплекснiй площинi. Похiдна f ′(z) = ∂u

∂x + i∂v∂x = a1 + ia2 =

a 6= 0 i f(z) виконує конформне вiдображення в усiй компле-
кснiй площинi. Вiдображення, виконуване функцiєю w = az + b,
a 6= 0, називають лiнiйним . Значення кута повороту i коефiцiєн-
та розтягу (стиску) однаковi для всiх точок комплексної площини
z, а вектор b визначає її паралельне перенесення.
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Зокрема, знайдено функцiю, що вiдображає круг |z−3− i| < 2

на одиничний круг |w| < 1. Оскiльки областi D i G є подiбними
(перша та друга — круг), то вiдображення виконуватиме лiнiйна

функцiя. Легко побачити, що такою є w = a(z−3−i), де |a| = 1

2
, а

arg a — довiльний. Ця функцiя зменшує радiус удвiчi й переносить
центр кола в початок координат площини w: при z = 3+ i, w = 0.

Приклад 2. Функцiя w = ez має дiйсну й уявну частини
u = ex cos y i v = ex sin y, якi задовольняють умови Кошi–Рiмана,
а тому є аналiтичною в усiй комплекснiй площинi. Для похiдної
f ′(z) маємо (ez)′ = ux + ivx = ex(cos y + i sin y) = ez i f ′(z) 6= 0 у
всiй комплекснiй площинi (при z = ∞ функцiя ez не аналiтична).
Однак обернена функцiя є багатозначною (див. §1) i тому w = ez

не є однолистою у всiй комплекснiй площинi. Однак для окремих
частин комплексної площини однолистiсть зберiгається, i для вiд-
повiдних областей вiдображення буде конформним. Наприклад,
знайдемо функцiю, що вiдображає смугу 0 < Re z < a на верхню
пiвплощину Imw > 0. Спочатку виконаємо лiнiйне перетворення
f1(z) = i

π

a
z, яке смугу шириною a перетворить у смугу шириною

π i поверне її на кут π/2 навколо початку координат. Тодi для
w1 = f1(z) = u1 + iv1 отримаємо, що −∞ < u1 < +∞, 0 < v1 < π.
Далi зробимо перетворення w = ew1 = eu1(cos v1+i sin v1) = u+iv.
Легко переконатись, що для наведених вище iнтервалiв значень
дiйсних змiнних u1 i v1 величини u i v змiнюватимуться у межах
−∞ < u < +∞, 0 < v < ∞, тобто Imw > 0. Отже, шукане вiдо-
браження для вибраної областi змiни z має вигляд w = eiπz/a.

У випадку конформного вiдображення малi кола з центром
у точцi z0, якi повнiстю належать деякому δ-околу цiєї точки,
переходять у кола, що належать ε-околу точки w0 з центром у
цiй точцi, а малi трикутники з вершиною в точцi z0 з δ-околу
цiєї точки переходять у подiбнi трикутники у ε-околi точки w0 з
вершиною у цiй точцi.

Означення. Взаємно однозначне вiдображення областi D ком-
плексної площини z на область G комплексної площини w нази-
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вають конформним, якщо це вiдображення є конформним в усiх
точках z ∈ D.

Сформулюємо без доведення такi двi теореми21.
Теорема 1. Якщо f(z) — однолиста аналiтична функцiя в D

i f ′(z) 6= 0, z ∈ D, то f(z) виконує конформне вiдображення D на
G, причому G — область значень функцiї w = f(z), z ∈ D.

Теорема 2. Якщо f(z) конформно вiдображає область D на
область G i обмежена в D, то f(z) однолисна й аналiтична в D,
причому f ′(z) 6= 0, z ∈ D.

Розглянемо ще поняття диференцiала функцiї комплексної
змiнної. Нехай f(z) — аналiтична в D й у деякiй точцi z0 ∈ D

похiдна f ′(z0) 6= 0. Тодi в околi z0 вiдношення ∆w
∆z = f ′(z0) + α,

причому lim
∆z→0

α = 0. Звiдси

∆w = f ′(z0)∆z + α∆z,

де другий доданок є величиною вищого порядку мализни, а пер-
ший є головною частиною приросту, яку називають диференцiа-
лом функцiї f(z) в точцi z0

dw = f ′(z0)dz.

Визначимо вiдображення, яке виконує функцiя f(z) в околi z0.
Для ∆w = w − w0 i ∆z = z − z0 з точнiстю до величини вищого
порядку мализни маємо

w − w0 = f ′(z0)(z − z0),

звiдки
w = f ′(z0)z + w0 − f ′(z0)z0 = az + b,

де
a = f ′(z0), b = w0 − f ′(z0)z0.

21Доведення див., наприклад, у пiдручнику Свешников А. Г., Тихонов А. Н.,
Теория функций комплекной переменной. Москва: Наука, 1967. С. 146–148.
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Отже, у безмежно малому околi точки z0 конформне вiдображен-
ня є лiнiйним i мiстить розтяг (стиск) в |a| = |f ′(z0)| разiв, поворот
на кут arg a = arg f ′(z0) i паралельне перенесення на вектор b.

2.4. Вiдображення багатозначними функцiями.
Поверхнi Рiмана

Якщо функцiя f(z) багатозначна, то виникає проблема вибору її
значень w = f(z) i з’ясування характеру вiдображення, яке вона
реалiзує. Iснує можливiсть визначити багатозначну функцiю на
складнiшому многовидi22, нiж звичайна площина комплексної
змiнної, i розглядати багатозначну функцiю як однозначну.

Такi многовиди називаються поверхнями Рiмана. Їхнiй кон-
кретний вигляд залежить вiд розглядуваної функцiї. Тому вiд-
ображення багатозначними функцiями розглянемо на конкретних
прикладах.

Приклад 1. Розглянемо функцiю w =
√
z. Для фiксованого

z = r eiϕ маємо w1 =
√
r eiϕ/2 i w2 =

√
r ei(ϕ/2+π), (0 ≤ ϕ < 2π).

Очевидно, що w2
1 = w2

2, а головнi значення арґументiв w1 i w2

вiдрiзняються на π (рис. I.9).

Рис. I.9.

22Многовид — математичне поняття, яке уточнює й узагальнює на будь-яку
кiлькiсть вимiрiв поняття лiнiї та поверхнi.
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Щоб з’ясувати у якiй областi вiдображення є взаємно одно-
значним, розглянемо обернену функцiю z = w2. Нехай Arg z = ϕ,
Argw = ϑ, тодi ϕ = 2ϑ. Якщо 0 < ϑ < π, то 0 < ϕ < 2π, тоб-
то верхня пiвплощина w вiдобразиться на всю площину z. Ми не
включили в промiжок змiни арґументiв ϑ i ϕ граничних значень,
тому маємо взаємну однозначнiсть вiдображення верхньої пiвпло-
щини w без дiйсної осi на всю площину z без додатної пiвосi x > 0.
Справдi, якщо, наприклад, 0 ≤ ϑ ≤ π, то на додатну частину осi
x вiдображатимуться i точка ϑ = 0 i ϑ = π, що привзведе до втра-
ти взаємної однозначностi вiдображення. Якщо π < ϑ < 2π, то
2π < ϕ < 4π, i знову маємо область однолистостi — нижня пiвпло-
щина w без дiйсної осi вiдображається взаємно однозначно на всю
площину z без додатної пiвосi x > 0. Зробимо допомiжний крок,
який дасть змогу кожне значення x > 0, y = 0 зображати дво-
ма точками площини z. Для цього площину z розрiжемо уздовж
пiвосi x > 0 i розведемо краї розрiзу вверх–вниз. У цьому разi на
обох краях розрiзу матимемо одну й ту ж точку x > 0, y = 0. Далi
приймемо, що точки u > 0, v = 0 вiдображаються на верхнiй край
розрiзу, а точки u < 0, v = 0 — на нижнiй. Отже, отримано мо-
жливiсть розширити область однолистостi для функцiї z = w2 на
вiдрiзок 0 ≤ ϑ ≤ π, причому точки з arg ϑ = 0 вiдображаються на
верхнiй край розрiзу, для якого ϕ = 0, а з arg ϑ = π — на нижнiй,
для якого ϕ = 2π (рис. I.10). Таку площину z назвемо 0-листом
(нуль-листом).

Для нижньої пiвплощини π ≤ ϑ ≤ 2π введемо ще одну пло-
щину z з таким же розрiзом (1-лист). Тодi для ϑ = π отримаємо
ϕ = 2π, i вiдповiднi точки w вiдображатимуться на верхнiй край
розрiзу, а точки w з ϑ = 2π — на нижнiй 1-листа (ϕ = 4π).

Наступним кроком розташуємо 1-лист пiд 0-листом i з’єднає-
мо верхнiй край 1-листа з нижнiм краєм 0-листа, що забезпечить
однозначнiсть вiдображення точок arg ϑ = π, якi включенi у вiд-
рiзок 0 ≤ ϑ ≤ π i у вiдрiзок π ≤ ϑ ≤ 2π (рис. I.11). Зазначимо,
що в цьому разi нижнiй край 0-листа z i верхнiй край 1-листа z



§ 2. Диференцiювання функцiй комплексної змiнної 43

Рис. I.10. Вiдображення точок z = 0 i z = π функцiєю z = w2 на
площину z з розрiзом 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Рис. I.11. Вiдображення z = w2 для верхньої пiвплощини Im w ≥ 0

на площину z з розрiзом 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

мають одне й теж значення ϕ = 2π. Коли точка w переходить
з сектора 0 ≤ ϑ ≤ π у сектор π ≤ ϑ ≤ 2π через пiввiсь u < 0

(argw = π), то вiдповiдна точка z переходить з 0-листа на 1-лист.
Ще треба зберегти неперервнiсть у разi переходу точки w з ни-
жньої пiвплощини у верхню через пiввiсь u > 0 (argw = 0 чи
2π). У цьому випадку маємо повернутись з 1-листа на 0-лист, бо
верхня пiвплощина w вiдображена на 0-лист. Такий перехiд мо-
жна забезпечити, якщо з’єднати нижнiй край розрiзу 1-листа з
верхнiм краєм розрiзу 0-листа (рис. I.12). Отриманий многовид
для змiнної z називають поверхнею Рiмана для функцiї w =

√
z.
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Рис. I.12. Рiманова поверхня для функцiї w =
√
z.

Коли змiнна z набуває значень, що вiдповiдають 0-листу, то
значення w належать верхнiй пiвплощинi w i їхня сукупнiсть ста-
новить так звану гiлку w1 функцiї

√
z, вiдповiдно, для значень z

з 1-листа отримуємо другу гiлку w2 функцiї
√
z. Описаний спосiб

побудови забезпечує взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж усiма
точками рiманової поверхнi й точками всiєї площини w. У цьому
разi

w1 =
√
r eiϕ/2, 0 ≤ ϕ ≤ π, 0 ≤ argw1 ≤ π,

w2 =
√
r ei(ϕ/2+π), 0 ≤ ϕ ≤ π, π ≤ argw2 ≤ 2π.

Якщо вибрати замкнену криву, наприклад, на 0-листi рiманової
поверхнi, яка не охоплює точки z = 0, то всi значення

√
z, що вiд-

повiдають точкам цiєї кривої, належать до гiлки w1. Аналогiчно,
для такої ж кривої на 1-листi значення

√
z належать до гiлки w2.

Обхiд точки z = 0 по замкненiй кривiй пов’язаний iз переходом
з 0-листа на 1-лист (як на рис. I.12), що вiдповiдає переходу з
гiлки w1 на гiлку w2. Тому точку z = 0 називають точкою роз-
галуження для функцiї w =

√
z. Оскiльки обхiд навколо точки

z = 0 є одночасно обходом навколо точки z = ∞, то точка z = ∞
є також точкою розгалуження для функцiї w =

√
z.

Iснує загальна властивiсть: точки розгалуження для багато-
значних функцiй трапляються парами, а лiнiї, що їх з’єднують, є
лiнiями розрiзiв.
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Отже, завдяки введенню поняття рiманової поверхнi маємо
взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж її точками z i точками
w =

√
z площини w. Звiдси випливає, що функцiя w =

√
z ви-

конує конформне вiдображення всiєї рiманової поверхнi z на всю
площину w, за винятком точок z = 0 i z = ∞, якi є точками
розгалуження.

Приклад 2. Розглянемо функцiю w = n
√
z. Щоб визначи-

ти областi однолистостi, розглянемо обернену функцiю z = wn.
Запишемо z = reiϕ, w = ρeiϑ, тодi reiϕ = ρneinϑ. Для секторiв
2π
n k < ϑ < 2π

n (k + 1), k = 0, 1, . . . , n − 1, маємо взаємно одно-
значну вiдповiднiсть кожного з них i усiї площини змiнної z без
дiйсної пiвосi x > 0. Отже, областями однолистостi є: 0 < ϑ < 2π

n ,
0 < ϕ < 2π, 2π

n < ϑ < 2π
n · 2, 2π < ϕ < 4π,. . . , 2π

n (n− 1) < ϑ < 2π
n n,

2π(n − 1) < ϕ < 2πn. Щоб забезпечити взаємно однозначне вiд-
ображення всiєї площини w, для змiнної z вiзьмемо n листiв з
розрiзами по додатнiй пiвосi x > 0 i утворимо поверхню Рiмана
аналогiчно до попереднього випадку, тобто нижнiй край розрiзу
0-листа з’єднаємо з верхнiм краєм розрiзу 1-листа, нижнiй край
розрiзу 1-листа — з верхнiм краєм розрiзу 2-листа i т. д. Нижнiй
розрiз останнього (n− 1)-листа з’єднаємо з верхнiм краєм 0-листа
(рис. I.13).

Рис. I.13.
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Кожному k-листу значень z вiдповiдає гiлка

wk+1 =
n
√

|z|ei(arg z+2πk)/n, k = 0, . . . , n− 1.

У цьому випадку, якщо z змiнюється так, що описує на листi рi-
манової поверхнi замкнену криву, що не охоплює точки z = 0, то
всi значення w = n

√
z належать однiй гiлцi. Коли крива лiнiя на

площинi z охоплює точку z = 0 (це означає, що z переходить на
сусiднiй лист рiманової поверхнi), то значення функцiї w = n

√
z

переходять на iншу гiлку. Тому точка z = 0 (i, вiдповiдно, z = ∞)
— точка розгалуження для багатозначної функцiї n

√
z.

Отже, функцiя w = n
√
z виконує конформне вiдображення усiєї

n-листої поверхнi Рiмана змiнної z на всю площину змiнної w (за
винятком точок z = 0 i z = ∞).

Приклад 3. Поверхня Рiмана для функцiї w = Ln z. Щоб
встановити областi взаємно однозначного вiдображення, розгля-
немо обернену функцiю z = ew.

Приймемо, що z = reiϕ, w = u + iv. Тодi reiϕ = eueiv, звiдки
r = eu, ϕ = v. Легко бачити, що областю однолистостi для змiнної
w буде смуга 0 < v < 2π, −∞ < u < +∞. Вiдповiднi значення z

належать усiй комплекснiй площинi z, за винятком додатної пiв-
осi x > 0. Виконавши розрiз уздовж цiєї пiвосi, як у попереднiх
прикладах, розширимо область однолистостi для w, включаючи
значення v = 0 i v = 2π, для яких значення z належатимуть верх-
ньому i нижньому краям розрiзу, вiдповiдно. Аналогiчно для зна-
чень w зi смуги 2π ≤ v ≤ 4π, −∞ < u < +∞, ми отримаємо значе-
ння z, що належатимуть ще однiй повнiй площинi комплексної z з
розрiзом, яка становитиме ще один лист рiманової поверхнi. Якщо
розглянути значення w з усiєї комплексної площини w, то кожнiй
смузi 2πk ≤ v ≤ 2π(k + 1), k = 0,±1,±2, . . . , −∞ < u < +∞
вiдповiдатиме лист з розрiзом уздовж пiвосi x > 0, загальна кiль-
кiсть яких є безмежною, а спосiб їх з’єднання такий самий, як у
попереднiх прикладах (рис. I.14). Отже, функцiя w = Ln z вико-
нує конформне вiдображення нескiнченнолистої поверхнi Рiмана
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для змiнної z на повну площину w, крiм точок розгалуження z = 0

i z = ∞, що з’єднанi лiнiєю розрiзу вздовж пiвосi x > 0.

Рис. I.14. Вiдображення смуги 0 ≤ v ≤ 2π комплексної площини
w на повну комплексну площину з розрiзом змiнної z, яке вико-
нує функцiя z = ew, обернена до w = Ln z. Гiлками функцiї w
є wk = ln z + 2πk, k = 0,±1,±2, . . ., де ln z — головне значення
логарифмiчної функцiї Ln z.

§ 3. Iнтеґрування функцiй комплексної

змiнної

3.1. Iнтеґрал i властивостi iнтеґрала

Нехай функцiя f(z) визначена в областi D. У цiй областi виберемо
кусково-гладку криву L, яку подiлимо на n частин точками подiлу
z0, z1, . . . , zn (рис. I.15).

Нехай ∆zk = zk − zk−1, а ζk = ξk + iηk — довiльна точка k-ї
частини. Утворимо суму

Sn(. . . , zk, . . . ; . . . ζk, . . .) =

n∑

k=1

f(ζk)∆zk. (I.25)
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Рис. I.15.

Уведемо поняття iнтеґрала. Якщо при max |∆zk| → 0 iснує
границя суми Sn (I.25), яка не залежить нi вiд способу розбит-
тя кривої L, нi вiд вибору точок ζk, то цю границю називають
iнтеґрал вiд функцiї f(z) по кривiй L i позначають

lim
n→∞

Sn(. . . , zk, . . . ; . . . ζk, . . .) =

∫

L

f(z) dz.

Якщо записати

f(ζk) = u(ξk, ηk) + iv(ξk, ηk) ≡ uk + ivk;

∆zk = ∆xk + i∆yk, (I.26)

то (I.25) набуде вигляду

n∑

k=1

f (zk)∆zk =
n∑

k=1

(uk + ivk)(∆xk + i∆yk)

=
n∑

k=1

(uk∆xk − vk∆yk) + i
n∑

k=1

(vk∆xk + uk∆yk). (I.27)

Цей вираз прямує до деякої границi при ∆zk → 0, якщо iсну-
ють криволiнiйнi iнтеґрали другого роду по L вiд u(x, y) i v(x, y).
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У цьому випадку

lim
max |∆zk|→0

n∑

k=1

f (ζk)∆zk =

∫

L

udx− vdy + i

∫

L

vdx+ udy ≡

≡
∫

L

f (z) dz. (I.28)

Як бачимо з останньої формули, достатньою умовою iснування
цього iнтеґрала є iснування двох криволiнiйних iнтеґралiв другого
роду вiд функцiй дiйсних змiнних, наявних у формулi (I.28).

Вiдповiдно, для iснування цих криволiнiйних iнтеґралiв до-
статньо кускової неперервностi функцiй дiйсних змiнних u(x, y) i
v(x, y). Це означає, що iнтеґрал iснує й у випадку неаналiтичної
функцiї f(z), якщо ця функцiя є кусково-неперервною. Тому спiв-
вiдношення

∫

L

f(z) dz =

∫

L

u dx− v dy + i

∫

L

v dx+ u dy

саме́ може бути означенням iнтеґрала вiд функцiї f(z) за кри-
вою L.

З властивостей криволiнiйних iнтеґралiв другого роду отрима-
ємо такi властивостi iнтеґралiв вiд функцiй комплексної змiнної:

1)
∫

LAB

f(z) dz = −
∫

LBA

f(z) dz, (I.29)

де A,B — початкова та кiнцева точки кривої L, вiдповiдно. У цьо-
му випадку криву L називають орiєнтованою, i тому в кожному
випадку требу мати на увазi напрям, уздовж якого виконують
iнтеґрування.

2) Якщо крива L кусково-гладка i складається з гладких орi-
єнтованих кускiв L1, . . . ,Ln, то за означенням вважають, що

∫

L

f (z) dz =

n∑

k=1

∫

Lk

f(z)dz. (I.30)
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3) Якщо a — комплексна стала, то
∫

L

af (z) dz = a

∫

L

f(z) dz. (I.31)

4)
∫

L

[f1(z) + f2(z)] dz =

∫

L

f1(z) dz +

∫

L

f2(z) dz. (I.32)

5)
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

L

f(z) dz

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤
∫

L

|f(z)| ds, (I.33)

де ds — диференцiал дуги кривої L, а iнтеґрал праворуч — кри-
волiнiйний iнтеґрал першого роду. Справдi, на основi нерiвностi
трикутника маємо

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

L

f(z) dz

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

lim
max |∆zk|→0

n∑

k=1

f(ζk)∆zk

∣
∣
∣
∣
∣
≤

≤ lim
max |∆zk|→0

n∑

k=1

|f(ζk)||∆zk| =
∫

L

|f(z)| ds. (I.34)

Зокрема, якщо max
z∈L

|f(z)| =M , то

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

L

f(z) dz

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ML, (I.35)

де L — довжина кривої L.
6) Формула замiни змiнної. Нехай w = f(z) однозначна в

D, яка вiдображає криву ℓ у z-площинi на криву L у w-площинi.
Тодi

∫

L

F (w) dw =

∫

ℓ

F [f(z)]f ′(z) dz. (I.36)
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Часто криву L зручно задавати параметрично z = z(t) = x(t)+

+iy(t), де x(t) i y(t) — дiйснi неперервнi функцiї дiйсної змiнної
t, причому α ≤ t ≤ β, а z(α) i z(β) — початкова i кiнцева точки
кривої L. Тодi

∫

L

f(z) dz =

β∫

α

f [z(t)]z′(t) dt. (I.37)

Найчастiше матимемо справу з iнтеґралами, коли крива L —
кусково-гладка замкнена крива, яку далi називатимемо замкне-
ним контуром, або просто контуром, i позначатимемо C. Кон-
тур можна скласти з дуг, що неперервно межують одна з одною,
кожна з яких має неперервно змiнну дотичну. Нi окремi дуги,
нi контур загалом не мiстять петель, тобто точок самоперетину.
Зрозумiло, що суттєвим є напрям обходу контура. За додатний
приймемо такий, що область, обмежена C, знаходиться лiворуч.
За такого напряму обходу контур iнколи позначають C+, а для
протилежного напряму обходу маємо C−. Надалi завжди розумi-
ємо додатний напрям обходу, тобто

∫

C

f(z) dz ≡
∫

C+

f(z) dz,

∫

C−

f(z) dz ≡ −
∫

C

f(z) dz.

У випадку, коли контур C задано в параметричнiй формi, очеви-
дно, що z(α) = z(β), але z(ti) 6= z(tk), коли ti 6= tk, за винятком
ti = α, tk = β.

Приклад. Обчислимо iнтеґрал за замкненим контуром

J =

∫

C

dz

z − z0
, (I.38)

де C — коло з центром у z0. У цьому випадку z можна записати
у виглядi

z = z0 + ρeiϕ, 0 ≤ ϕ < 2π, (I.39)
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де ρ — радiус кола. Кут ϕ вiдiграє роль параметра t у формулi
(I.37). Тому, згiдно з (I.37),

J =

2π∫

0

ρieiϕdϕ

ρeiϕ
= i

2π∫

0

dϕ = 2πi.

Отже,

∫

C

dz

z − z0
= 2πi. (I.40)

Наголосимо, що значення цього iнтеґрала не залежить вiд ра-
дiуса кола ρ.

3.2. Iнтеґрування аналiтичної функцiї.
Теорема Кошi

Далi нас цiкавитимуть iнтеґрали вiд функцiй, аналiтичних у де-
якiй обмеженiй областi D, коли границя областi C кусково-гладка
замкнена крива, що не має самоперетинiв.

Доведемо одну з основних теорем у теорiї аналiтичних фун-
кцiй — теорему Кошi.

Теорема. Якщо f(z) — однозначна аналiтична функцiя в обла-
стi D, то iнтеґрал вiд неї по довiльному кусково-гладкому замкне-
ному контуру C, що мiститься в областi D, дорiвнює нулю:

∫

C

f(z)dz = 0. (I.41)

Доведення. Для доведення цiєї теореми використаємо фор-
мулу Ґрiна, вiдому з теорiї криволiнiйних iнтеґралiв:

∫

C

Pdx+Qdy =

∫∫

D

{
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

}

dx dy, (I.42)
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де P (x, y) i Q(x, y) — неперервнi в замкненiй областi D̄, границею
якої є крива C, а їхнi частиннi похiднi першого порядку неперервнi
в D.

Застосуємо до замкненого контуру C формулу (I.28) i викори-
стаємо (I.42):
∫

C

f(z) dz =

∫

C

u dx− v dy + i

∫

C

v dx+ u dy = (I.43)

=

∫∫

D

(

−∂v
∂x

− ∂u

∂y

)

dx dy + i

∫∫

D

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)

dx dy.

Однак з умов Кошi–Рiмана

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

випливає, що кожна з дужок у правiй частинi (I.43) дорiвнює ну-
лю. Тобто

∫

C

f(z) dz = 0, що й треба було довести.

Зазначимо, що теорема Кошi справедлива i за бiльш загальних
умов, нiж тi, що наведенi в цiй теоремi. Зокрема, теорема Кошi
справджується i для замкненого контура, який є границею областi
аналiтичностi (такий замкнений контур позначатимемо Γ):

Теорема. Якщо f(z) — однозначна аналiтична функцiя в одно-
зв’язнiй областi D, обмеженiй кусково-гладким контуром Γ i не-
перервна в замкненiй областi D̄, то iнтеґрал вiд функцiї f(z) за
границею Γ областi D дорiвнює нулю:

∫

Γ

f(z) dz = 0. (I.44)

Теорему Кошi можна сформулювати i для багатозв’язної областi.
Теорема. Нехай f(x) — аналiтична в багатозв’язнiй областi D,

яка обмежена зовнi контуром Γ0, а зсередини контурами Γ1, . . . ,Γn
i неперервна в D̄. Тодi

∫

Γ

f(z) dz = 0,
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де Γ — повна границя областi D, Γ = Γ0+Γ1+ . . .+Γn (рис. I.16).

Рис. I.16. У заштрихованих областях функцiя f(z) неаналiтична.

Доведення. Перетворимо (n + 1)-зв’язну область D в одно-
зв’язну за допомогою розрiзiв l1, . . . , ln (на рис. I.16, де n = 3).
Тодi одержимо єдину границю Σ = Γ+ l1 + . . .+ ln. У разi обходу
границi Σ в “+”-напрямi дуги l1, . . . , ln проходять двiчi в протиле-
жних напрямах.

За теоремою Кошi для однозв’язної областi

∫

Σ

f(z) dz = 0,

але

∫

Σ

f(z) dz =

∫

Γ0

f(z) dz +

n∑

k=1

∫

Γ−
k

f(z) dz +

n∑

k=1

∫

l+k +l−k

f(z) dz = 0.

Останнiй доданок за властивiстю (I.29) дорiвнює нулю.
Отже,

∫

Γ0

f(z) dz +
n∑

k=1

∫

Γ−
k

f(z) dz = 0, (I.45)
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що й треба було довести. Останню рiвнiсть запишемо iнакше:
∫

Γ0

f(z) dz =
n∑

k=1

∫

Γk

f(z) dz. (I.46)

З теореми Кошi випливає важливий наслiдок.
Для функцiї комплексної змiнної, аналiтичної в областi D, iн-

теґрал не залежить вiд шляху iнтеґрування, а тiльки вiд початко-
вої i кiнцевої точок.

Справдi, проведемо в D довiльний контур C так, щоб точки A
i B належали цьому контуру (рис. I.17).

Рис. I.17.

За теоремою Кошi
∫

C

f(z) dz = 0.

Однак C = L(1)
AB + L(2)

BA, тодi
∫

C

f(z) dz =

∫

L(1)
AB+L(2)

BA

f(z) dz =

∫

L(1)
AB

f(z) dz −
∫

L(2)
AB

f(z) dz = 0.

Звiдси
∫

L(1)
AB

f(z) dz =

∫

L(2)
AB

f(z) dz =

∫

LAB

f(z) dz,
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де LAB — довiльний контур у D мiж точками A i B.
Цей наслiдок можна сформулювати дещо iнакше: криву iн-

теґрування мiж точками A i B в областi аналiтичностi можна
довiльно деформувати (рис. I.18).

Рис. I.18.

Зокрема, повертаючись до iнтеґрала (I.38), можемо для iнте-
ґрування замiсть кола з центром у точцi z0 вибрати довiльний
замкнений контур C, який охоплює точку z0 i повнiстю розташо-
ваний в областi аналiтичностi D. Тобто

∫

C

dz

z − z0
= 2πi (I.47)

для довiльного C ∈ D, що мiстить точку z0 усерединi.

3.3. Неозначений iнтеґрал. Теорема Морери

Нехай f(z) неперервна в однозв’язнiй областi D i задовольняє
умову

∫

C

f(z) dz = 0 (I.48)

для довiльного контура C всерединi D (наголосимо, що йдеться
не про аналiтичну, а лише про неперервну в D функцiю f(z)).
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Виберемо в D довiльнi точки z0 i z та розглянемо iнтеґрал

z∫

z0

f(ζ) dζ = F (z). (I.49)

З умови (I.48) iнтеґрал (I.49) не залежить вiд шляху iнтеґрування
мiж z0 i z, тому є функцiєю тiльки z (за фiксованого z0). Доведемо,
що F (z) — аналiтична функцiя в довiльнiй точцi z ∈ D, причому
F ′(z) = f(z). У цьому випадку F (z) називають первiсною для
f(z).

Справдi, уведемо

∆F = F (z +∆z)− F (z) =

z+∆z∫

z0

f(ζ) dζ −
z∫

z0

f(ζ) dζ =

z+∆z∫

z

f(ζ) dζ

i розглянемо рiвнiсть

∆F

∆z
− f(z) =

1

∆z





z+∆z∫

z

f(ζ) dζ −
z+∆z∫

z

f(z) dζ



 ,

яка є очевидною, тому що

z+∆z∫

z

f(z) dζ = f(z)

z+∆z∫

z

dζ = f(z)∆z.

Далi

∣
∣
∣
∣
∣

∆F

∆z
− f(z)

∣
∣
∣
∣
∣
=

1

|∆z|

∣
∣
∣
∣
∣

z+∆z∫

z

[

f(ζ)− f(z)
]

dζ

∣
∣
∣
∣
∣

≤ 1

|∆z| max
ζ∈[z,z+∆z]

∣
∣
∣f(ζ)− f(z)

∣
∣
∣|∆z|

= max
ζ∈[z,z+∆z]

∣
∣
∣f(ζ)− f(z)

∣
∣
∣.
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Оскiльки f(z) — неперервна функцiя, то для довiльного δ > 0

iснує ε > 0 таке, що коли |∆z| < δ, то

max|f(ζ)− f(z)| < ε,

тобто ∣
∣
∣
∣
∣

∆F

∆z
− f(z)

∣
∣
∣
∣
∣
< ε

для |∆z| < δ, що означає iснування границi

lim
∆z→0

∆F

∆z
= f(z),

яка не залежить вiд способу прямування ∆z → 0.
Отже, F (z) диференцiйовна для довiльного z ∈ D, тобто ана-

лiтична всюди в D, причому F ′(z) = f(z). Як з’ясуємо далi, аналi-
тична функцiя має похiднi всiх порядкiв, якi теж є аналiтичними
функцiями, тобто iснує f ′(z) = F ′′(z), що означає аналiтичнiсть
функцiї f(z) всюди в D. Цей висновок становить змiст теореми
Морери23, оберненої до теореми Кошi:

Теорема. Якщо f(z) — неперервна в однозв’язнiй областi D
й iнтеґрал за довiльним замкненим контуром, що повнiстю мiсти-
ться в D дорiвнює нулевi, то f(z) — аналiтична в D.

Теорема Морери справджується i для багатозв’язної областi.
Пригадаємо, що, коли F ′(z) = f(z), аналiтичну функцiю F (z)

називають первiсною для f(z). Доведемо, що в цьому випадку
виконується формула Ньютона–Ляйбнiца24. Справдi,

z2∫

z1

f(ζ) dζ =

z0∫

z1

f(ζ) dζ +

z2∫

z0

f(ζ) dζ

=

z2∫

z0

f(ζ) dζ −
z1∫

z0

f(ζ) dζ = F (z2)− F (z1).

23Джачiнто Морера (Giacinto Morera, уродж. Novara, 1856–1909) — iта-
лiйський математик.
24Iсаак Ньютон (Sir Isaac Newton, 1643–1727) — англiйський фiзик, мате-
матик, астроном.
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Отже, iнтеґрал
z2∫

z1

f(ζ) dζ = F (z2)− F (z1),

якщо F (z) первiсна для f(z).

3.4. Iнтеґральна формула Кошi (iнтеґрал Кошi)

З того факту, що iнтеґрал по замкненому контуру вiд будь-якої
аналiтичної функцiї за теоремою Кошi дорiвнює нулю, випливає,
що значення аналiтичної функцiї в рiзних точках тiсно пов’язанi
мiж собою. Цей зв’язок ще яскравiше виявляється в iнтеґральнiй
формулi Кошi, яка зв’язує значення аналiтичної функцiї вздовж
замкненого контуру та значення її в будь-якiй точцi всерединi
цього контуру.

Формула Кошi , про яку йдеться, має вигляд

1

2πi

∫

C

f(z)dz

z − z0
= f(z0), (I.50)

де C — довiльна кусково-гладка замкнена крива, що належить
однозв’язнiй областi D, у якiй функцiя f(z) аналiтична, z0 — до-
вiльна точка всерединi C (рис. I.19).

Доведення. Розглянемо функцiю

ϕ(z) =
f(z)− f(z0)

z − z0
, (I.51)

аналiтичну в усiх точках областi D, крiм z = z0. Щоб вилучити
цю особливу точку, проведемо навколо неї коло радiусом ρ (контур
Cρ). Оскiльки мiж контурами C i Cρ функцiя ϕ (z) аналiтична, то
за теоремою Кошi для двозв’язної областi D1

∫

C

ϕ(z)dz +

∫

C−
ρ

ϕ(z)dz = 0. (I.52)
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Рис. I.19.

Як бачимо з рiвностi (I.52), iнтеґрал за контуром Cρ не зале-
жить вiд ρ, оскiльки вiн завжди дорiвнює iнтеґралу за довiльним
контуром C. Тому для визначення iнтеґрала за контуром Cρ мо-
жна спрямувати ρ до нуля. Тодi пiд другим iнтеґралом у (I.52)
буде функцiя

lim
z→z0

ϕ(z) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
= f ′(z0). (I.53)

Оскiльки f(z) за означенням аналiтична всюди в D, у тому
числi в z0, то f ′(z0) — скiнченна. Якщо доозначити функцiю ϕ (z)

у точцi z0 за допомогою (I.53), то ϕ (z) неперервна всюди в областi
D. Тодi |ϕ(z)| < M , де M — деяка константа. На пiдставi формул
(I.34), (I.35) виконується нерiвнiсть

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

Cρ

ϕ(z)dz

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

< M2πρ. (I.54)

Спрямувавши ρ до нуля, з (I.54) одержимо
∫

Cρ

ϕ(z)dz = 0, i внаслi-
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док (I.52)
∫

C

ϕ(z)dz =

∫

C

f(z)− f(z0)

z − z0
dz = 0. (I.55)

Або
∫

C

f(z)

z − z0
dz = f(z0)

∫

C

dz

z − z0
. (I.56)

Iнтеґрал у правiй частинi за формулою (I.47) дорiвнює 2πi. Отже,
∫

C

f(z)

z − z0
dz =2πif(z0) (I.57)

i формулу Кошi (I.50) доведено.
Формулу Кошi легко узагальнити на випадок багатозв’язної

областi подiбно до того, як це зроблено для теореми Кошi в пун-
ктi 3.2. Крiм того, формула Кошi справджується, коли замiсть
довiльного контура C всерединi D взяти границю Γ областi D,
а також, коли область D багатозв’язна. В останньому випадку
вигляд формули (I.50) зберiгається, а пiд Γ треба розумiти скла-
дений контур Γ0 +

∑n
k=1 Γk, як у формулах (I.45), (I.46).

Наслiдки.
1. Якщо z0 лежить зовнi C, то всюди всерединi C функцiя

f(z)/(z − z0) аналiтична, i за теоремою Кошi
∫

C

f(z)

z − z0
dz = 0.

Отже,

1

2πi

∫

C

f(z)

z − z0
dz =

{

f(z0), якщо z всерединi C,
0, якщо z зовнi C.

(I.58)

При z0 ∈ C iнтеґрал злiва в (I.57) у звичайному сенсi не iснує i
потребує доозначення.
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2. Нехай CR — коло радiусом R з центром у точцi z0, яке пов-
нiстю лежить в областi аналiтичностi. Розглянемо

f(z0) =
1

2πi

∫

CR

f(z)

z − z0
dz.

Для z ∈ CR маємо z = z0+Re
iϕ, тобто z−z0 = Reiϕ i dz = iReiϕdϕ.

Тодi

f(z0) =
1

2π

2π∫

0

f(z) dϕ

або

f(z0) =
1

2πR

∫

CR

f(z) ds. (I.59)

Формула (I.59) вiдома як формула середнього значення, яка ви-
ражає значення аналiтичної функцiї в центрi кола як середнє її
значень на колi CR.

§ 4. Властивостi аналiтичних функцiй

1. Похiднi аналiтичної функцiї.

Нехай функцiя f(z) аналiтична в D. Виберемо в D контур C

i двi близькi точки z i z +∆z усерединi C. За формулою Кошi

f(z +∆z) =
1

2πi

∫

C

f(ζ)

ζ − z −∆z
dζ, f(z) =

1

2πi

∫

C

f(ζ)

ζ − z
dζ.

Утворимо вiдношення

f(z +∆z)− f(z)

∆z
=

1

2πi

∫

C

f(ζ)

(ζ − z)(ζ − z −∆z)
dζ. (I.60)
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При ∆z → 0 пiдiнтеґральний вираз прямує до f(ζ)
(ζ−z)2 . Доведемо,

що така границя iснує. Для цього розглянемо рiзницю

∫

C

f(ζ)

(ζ − z)(ζ − z −∆z)
dζ −

∫

C

f(ζ)

(ζ − z)2
dζ =

= ∆z

∫

C

f(ζ)

(ζ − z)2(ζ − z −∆z)
dζ.

Нехай |f(ζ)| ≤M на C, i вiдстань вiд z до контура C має найменше
значення µ, тобто |ζ−z| ≥ µ на C, а довжина контура C дорiвнює
L. Тодi

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

C

f(ζ)

(ζ − z)(ζ − z −∆z)
dζ −

∫

C

f(ζ)

(ζ − z)2
dζ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∆z

∫

C

f(ζ)

(ζ − z)2(ζ − z −∆z)
dζ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ |∆z| ML

µ2(µ− |∆z|) →
|∆z|→0

0.

З урахуванням (I.60) i знайденої границi маємо

lim
|∆z|→0

f(z +∆z)− f(z)

∆z
=

1

2πi

∫

C

f(ζ) dζ

(ζ − z)2
, (I.61)

тобто границя злiва iснує i не залежить вiд способу прямування
∆z до нуля. Отже,

f ′(z) =
1

2πi

∫

C

f(ζ)

(ζ − z)2
dζ. (I.62)

Аналогiчно можна довести, що похiднi f ′′(z), f ′′′(z), . . . , f (n)(z), . . .
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iснують i вираженi формулами

f ′′(z) =
2

2πi

∫

C

f(ζ)

(ζ − z)3
dζ,

f ′′′(z) =
2 · 3
2πi

∫

C

f(ζ)

(ζ − z)4
dζ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (n)(z) =
n!

2πi

∫

C

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ (I.63)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Отже, аналiтична функцiя f(z) має похiднi всiх порядкiв, при-
чому цi похiднi знову є аналiтичними функцiями в D.

2. Принцип максимуму модуля.

Доведемо таку теорему.

Теорема. Нехай f(z) — аналiтична в D i неперервна в D̄. Тодi
або |f(z)| = const всюди в D, або максимальне значення |f(z)|
досягається на границi областi.

Доведення. Розглянемо

|f(z)| =
√

u2(x, y) + v2(x, y), (I.64)

причому u(x, y) i v(x, y) неперервнi в D̄ i тому |f(z)| досягає ма-
ксимального значення M в деякiй точцi z0 ∈ D̄, тобто

M = |f(z0)| ≥ |f(z)| ∀z ∈ D̄.

Припустимо, що z0 — внутрiшня точка областi D.

За формулою (I.59) про середнє значення

f(z0) =
1

2πR

∫

CR

f(ζ) ds

(рис. I.20).
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Рис. I.20.

Тодi

M = |f(z0)| =
1

2πR

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

CR

f(ζ) ds

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ 1

2πR

∫

CR

|f(ζ)| ds ≤MR, (I.65)

де
MR = max

z∈CR

|f(z)|.

Однак за умовою M ≥ |f(z)| ∀z ∈ D, тобто M ≥MR. Врахо-
вуючи (I.65), знаходимо, що MR =M . З iншого боку, |f(z0)| =M

i за формулами (I.59) з урахуванням того, що ds = Rdϕ,

2πM =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2π∫

0

f(ζ) dϕ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤
2π∫

0

|f(ζ)| dϕ ≤ 2πMR.

Проте MR =M , тому

2π∫

0

|f(ζ)| dϕ = 2πM,

що з урахуванням неперервностi f(z) можливе тодi, коли
|f(z)| = M в усiх точках кола CR. Такий висновок справджує-
ться для будь-якого кола, що лежить усерединi CR i має центром
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точку z0. Отже, всюди в крузi KR, що обмежений CR, |f(z)| =M .
Доведемо, що |f(z)| = M для довiльної точки z ∈ D. Для цього
з’єднаємо z0 з z лiнiєю, яка повнiстю лежить у D. Точку її пе-
ретину з колом CR позначимо z1 i виберемо як центр кола CR1

радiусом R1. Беручи до уваги, що |f(z1)| = M , аналогiчно дове-
демо, що |f(z)| = M для всiх z ∈ K1 — круга, обмеженого CR1 .
Далi таке ж доведемо для круга K2 з центром у точцi z2 i так
далi, доки не дiйдемо до круга Kn з центром у точцi zn, до якого
належить точка z, тобто |f(z)| =M .

Отже, якщо |f(z)| набуває максимального значення M у де-
якiй внутрiшнiй точцi областi D, то |f(z)| =M у будь-якiй iншiй
точцi цiєї областi, тобто |f(z)| = const в усiй областi D. З умов
Кошi–Рiмана випливає, що arg f(z) сталий в областi D. Отже, ко-
ли |f(z)| набуває максимального значення в деякiй точцi z, вну-
трiшнiй для областi D, то ця функцiя тотожно дорiвнює сталiй.
Теорему доведено.

Висновок. Якщо f(z) 6= const у D, то її модуль не може набу-
вати максимального значення у внутрiшнiх точках областi D. Та
оскiльки неперервна функцiя |f(z)| =

√

u2(x, y) + v2(x, y) набуває
максимального значення в замкненiй областi D̄, то це максималь-
не значення може досягатись тiльки на границi областi.

Для аналiтичної в D функцiї f(z), такої, що f(z) 6= 0 всюди в
D, i неперервної в D̄, також iснує принцип мiнiмуму модуля. Для
доведення цього принципу треба використати принцип максимуму
модуля для функцiї ϕ = 1/f(z).

3. Теорема Лiувiлля25.

Теорема. Якщо f(z) — аналiтична в повнiй комплекснiй пло-
щинi й обмежена всюди за модулем, тобто |f(z)| ≤ M , то така
функцiя тотожно дорiвнює сталiй: f(z) = const.

25Жозеф Лiувiлль (Joseph Liouville, 1809–1882) — французький математик.
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Рис. I.21.

Запишемо похiдну вiд f(z):

f ′(z) =
1

2πi

∫

CR

f(ζ)

(ζ − z)2
dζ.

Розглянемо

|f ′(z)| ≤ 1

2π

∫

CR

|f(ζ)| ds
R2

≤ M

2πR2
2πR =

M

R

(для унаочнення подано рис. I.21). Оскiльки f ′(z) не залежить вiд
R, то R можна вибирати довiльно. Через те, що f(z) аналiтична
в повнiй комплекснiй площинi, у тому числi й у точцi z = ∞,
то R можна вибрати як завгодно великими, тобто R → ∞. Тодi
|f ′(z)| = 0, звiдки f ′(z) = 0, f(z) ≡ const.

Якщо f(z) 6= const, то така функцiя не може бути обмеженою в
усiй комплекснiй площинi. Зокрема, знайдуться такi z, що, напри-
клад, | sin z| > 1, i цим функцiї комплексної змiнної вiдрiзняються
вiд вiдповiдних функцiй дiйсної змiнної.
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§ 5. Iнтеґрал типу Кошi.

Формули Сохоцького

Нехай у комплекснiй площинi задана довiльна кусково-гладка орi-
єнтована крива L, на якiй визначена неперервна, за винятком
скiнченної кiлькостi точок, функцiя ϕ(z). Розриви неперервностi
функцiї ϕ(z) такi, що iнтеґрал за L вiд ϕ(z) iснує (розриви є iн-
теґровними). Утворимо iнтеґрал

F (z) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ) dζ

ζ − z
, (I.66)

де точка z не лежить на L. Якщо ϕ(z) — аналiтична в деякiй
областi D, а iнтеґрування виконують за замкненим контуром C,
що повнiстю лежить у D, то (I.66) є вже вiдомий iнтеґрал Кошi.
В нашому випадку функцiя ϕ(z) задана на L, як зазначено вище.
Тодi (I.66) визначає так званий iнтеґрал типу Кошi. Сформулюємо
такi теореми.

Теорема 1. Функцiя F (z), яка визначена iнтеґралом типу Ко-
шi, аналiтична в будь-якiй однозв’язнiй областi D, що не мiстить
точок лiнiї L, а для її похiдної F ′(z) виконується формула

F ′(z) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ) dζ

(ζ − z)2
. (I.67)

Теорема 2. Функцiя F (z), яка визначена iнтеґралом типу Ко-
шi, має в кожнiй z 6∈ L похiднi всiх порядкiв, для яких справджу-
ються формули

F ′′(z) =
2!

2πi

∫

L

ϕ(ζ) dζ

(ζ − z)3
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . (I.68)

F (n)(z) =
n!

2πi

∫

L

ϕ(ζ) dζ

(ζ − z)n+1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Доведення цих теорем цiлком аналогiчне, як у § 4.
Зазначимо, що крива L в iнтеґралi типу Кошi може бути за-

мкненим контуром C. У цьому випадку iнтеґрал типу Кошi мо-
же визначати рiзнi аналiтичнi функцiї всерединi контура i зовнi
вiд нього. Нагадаємо, що функцiя ϕ(z) в (I.66) задана тiльки на
кривiй L, де вона кусково-неперервна. Тому формула (I.66), коли
крива L є контуром C, не може привести до iнтеґрала Кошi, де
йдеться про функцiю f(z), аналiтичну в деякiй областi D.

Окремого розгляду потребує випадок, коли точка z в iнтеґралi
типу Кошi лежить на кривiй L. Зокрема, розглянемо такий iнте-
ґрал, у якому крива L є дiйсною вiссю −∞ < x < ∞, i на цiй осi
задана неперервна функцiя ϕ(z)

I =

∫

L

ϕ(z)

z − a
dz, (I.69)

a — дiйсне число.
У виразi (I.69) ϕ(z) = ϕ(x) i dz = dx. Такий iнтеґрал не iснує i

потребує доозначення. Нехай доозначення полягає в замiнi “a” на
“a+ iδ”, тобто замiсть (I.69) розглянемо iнтеґрал

I(+) =

+∞∫

−∞

ϕ(x)

x− a− iδ
dx, (I.70)

де δ > 0 i δ → 0. Щоб граничний перехiд можна було виконати,
замiнимо iнтеґрування за дiйсною вiссю iнтеґруванням за кривою
L, як показано на рис. I.22.

Крива L складається з iнтервалiв [−∞, a − δ] i [a + δ,+∞] та
пiвкола lδ радiусом δ.

Тодi

lim
δ→0

I(+) = lim
δ→0







a−δ∫

−∞

ϕ(x) dx

x− a
+

+∞∫

a+δ

ϕ(x) dx

x− a
+

∫

lδ

ϕ(z)

z − a
dz







. (I.71)
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Рис. I.22.

Першi два iнтеґрали дають так зване головне значення iнте-

ґрала , яке позначають P
∫ +∞

−∞

ϕ(x) dx

x− a
. Останнiй iнтеґрал обчи-

слюємо, враховуючи, що на кривiй lδ z = a + δeiϕ, −π ≤ ϕ ≤ 0,
dz = iδeiϕdϕ. Тодi

lim
δ→0

∫

ls

ϕ(a+ δeiα)

δeiα
iδeiα dα = iϕ(a)

0∫

−π

dα = iπϕ(a). (I.72)

Отже,

lim
δ→0

+∞∫

−∞

ϕ(x)

x− a− iδ
dx = P

+∞∫

−∞

ϕ(x)

x− a
dx+ iπϕ(a). (I.73)

У випадку iншого значення a, коли його замiнимо на a− iδ, ана-
логiчно отримаємо

lim
δ→0

+∞∫

−∞

ϕ(x)

x− a+ iδ
dx = P

+∞∫

−∞

ϕ(x)

x− a
dx− iπϕ(a). (I.74)

Об’єднуючи (I.73) i (I.74), можна записати

lim
δ→0

+∞∫

−∞

ϕ(x)

x− a∓ iδ
dx = P

+∞∫

−∞

ϕ(x)

x− a
dx± iπϕ(a). (I.75)
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Цю рiвнiсть називають формулами Сохоцького26.
Уведення поняття головного значення iнтеґрала для (I.66) є

ще одним зi способiв його доозначення. Розумiння iнтеґрала (I.66)
у сенсi головного значення “усуває” особливiсть на шляху iнтеґру-
вання. Розглянемо це питання докладнiше. Нехай маємо

P

+∞∫

−∞

ϕ(x)

x− a
dx = P

+∞∫

−∞

ϕ(x)− ϕ(a)

x− a
dx+ P

+∞∫

−∞

ϕ(a)

x− a
dx. (I.76)

Далi розглянемо iнтеґрал (−R < a < R)

P

+R∫

−R

dx

x− a
= lim

δ→0







a−δ∫

−R

dx

x− a
+

R∫

a+δ

dx

x− a






=

= lim
δ→0







δ−a∫

R

dy

y + a
+

R∫

a+δ

dx

x− a






=

= lim
δ→0

{

ln(y + a)
∣
∣
∣

δ−a

R
+ ln(x− a)

∣
∣
∣

R

a+δ

}

=

= lim
δ→0

[ln δ − ln(R+ a) + ln(R − a)− ln δ] = ln
R− a

R+ a
.

Зокрема, при a = 0

P

R∫

−R

dx

x
= ln 1 = 0, (I.77)

у тому числi при R→ ∞

P

+∞∫

−∞

dx

x
= 0. (I.78)

26Юлiан Кароль Сохоцький (Julian Karol Sochocki, 1842–1927) — поль-
ський математик, працював у Росiї.



72 I. Теорiя функцiй комплексної змiнної

Отже, отримаємо

P

R∫

−R

ϕ(x)

x− a
dx = P

R∫

−R

ϕ(x)− ϕ(a)

x− a
dx+ ϕ(a) ln

R− a

R+ a
. (I.79)

Якщо ϕ(z) — аналiтична при z = a, тобто диференцiйовна в цiй
точцi, то при x→ a

lim
x→a

ϕ(x)− ϕ(a)

x− a
= ϕ′(a)

i в першому iнтеґралi в (I.79) жодної особливостi при x = a немає.
Тодi символ головного значення P в ньому можна не зазначати.
При R → ∞ другий доданок в (I.79) дорiвнює нулю, i остаточно
маємо

P

+∞∫

−∞

ϕ(x)

x− a
dx =

+∞∫

−∞

ϕ(x)− ϕ(a)

x− a
dx. (I.80)

Формула (I.80) демонструє, як усувається особливiсть в iнтеґралi
(I.69), коли його розумiють у сенсi головного значення. Зазна-
чимо, що вибiр способу доозначення iнтеґрала (I.69) визначений
умовами тiєї конкретної фiзичної задачi, у якiй iнтеґрал такого
типу трапляється.

§ 6. Перетворення Гiльберта

Нехай функцiя f(z) аналiтична у верхнiй пiвплощинi Im z ≥ 0 i
така, що в цiй пiвплощинi |f(z)| → 0 при |z| → ∞. За таких умов
мiж дiйсною та уявною частинами f(z) можна визначити зв’язки.

Утворимо iнтеґрал Кошi

∫

C

f(z) dz

z − a
,
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Рис. I.23.

де a — дiйсне число. Контур C виберемо у виглядi, як на рис. I.23,
тобто C = LR + [−R, a − ρ] + lρ + [a + ρ,R]. Всюди всерединi C
пiдiнтеґральна функцiя f(z)

z−a аналiтична, тому
∫

C

f(z) dz
z−a = 0.

З iншого боку,

∫

C

f(z) dz

z − a
=

a−ρ∫

−R

f(x) dx

x− a
+

∫

lρ

f(z) dz

z − a
+

+

R∫

a+ρ

f(x) dx

x− a
+

∫

LR

f(z) dz

z − a
= 0.

У границi ρ→ 0

lim
ρ→0

{ a−ρ∫

−R

f(x) dx

x− a
+

R∫

a+ρ

f(x) dx

x− a

}

= P

R∫

−R

f(x) dx

x− a

— головне значення iнтеґрала. Розглянемо

∫

LR

f(z) dz

z − a
= i

π∫

0

f(Reiθ)Reiθ dθ

Reiθ − a
.
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Оскiльки

|R eiθ − a| = (R2 + a2 − 2Ra cos θ)1/2 ≥
≥ |R2 + a2 − 2Ra|1/2 = |R− a|

i |f(z)| → 0 при |z| → ∞ у верхнiй пiвплощинi, то в границi R→ ∞
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

LR

f(z) dz

z − a

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

π∫

0

f(Reiθ)Reiθ dθ

Reiθ − a

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤

≤ R

|R− a|

π∫

0

|f(Reiθ)| dθ ≤ πR

|R− a|max|f(Reiθ)| → 0, R→ ∞.

Отже,

lim
R→∞

∫

LR

f(z) dz

z − a
= 0.

Iнтеґрал за дугою lρ запишемо у виглядi
∫

lρ

f(z) dz

z − a
=

∫

lρ

f(z)− f(a)

z − a
dz +

∫

lρ

f(a) dz

z − a
=

= i

0∫

π

[

f(a+ δeiα)− f(a)
]

dα− iπf(a).

Оскiльки f(z) — неперервна (тому що f(z) аналiтична при
Im z ≥ 0), то

lim
δ→0

[f(a+ δeiα)− f(a)] = 0

й остаточно при R→ ∞

P

∞∫

−∞

f(x) dx

x− a
= iπf(a). (I.81)

З урахуванням того, що

f(x) = Re f(x) + i Im f(x),
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з (I.81) отримаємо зв’язки мiж дiйсною й уявною частинами ком-
плексно-значної функцiї f(x)

Re f(a) =
1

π
P

∞∫

−∞

Im f(x) dx

x− a
,

Im f(a) = − 1

π
P

∞∫

−∞

Re f(x) dx

x− a
. (I.82)

Пару функцiй Re f(x) i Im f(x), що задовольняють формулу (I.82),
називають трансформантами Гiльберта27, а перехiд вiд
Re f(x) до Im f(x) i навпаки — перетворенням Гiльберта.
Таке перетворення у фiзицi називають дисперсiйним спiввiдно-
шенням. У випадку дiелектричної проникностi таке спiввiдноше-
ння називають дисперсiйним спiввiдношенням Крамерса–
Кронiґа28.

§ 7. Теорiя рядiв функцiй комплексної

змiнної

7.1. Ряди у комплекснiй площинi

Розглянемо послiдовнiсть комплексних чисел

a1, a2, . . . , ak, . . .

де ak = αk + iβk, αk, βk — дiйснi числа.
Числовим комплексним рядом називають вираз

∞∑

k=1

ak =

∞∑

k=1

(αk + iβk). (I.83)

27Давид Гiльберт (David Hilbert, 1862–1943), — нiмецький математик.
28Гендрик Антонi, вiдомий як Ганс Крамерс (Hendrik Anthony (Hans)
Kramers, 1894–1952) — голландський фiзик; Ральф Кронiґ (Ralph Kronig,
1904–1995) — нiмецько-американський фiзик.
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Такий ряд називають збiжним, якщо збiгається послiдовнiсть {Sn}
його частинних сум Sn =

n∑

k=1

ak. Число a =
∞∑

k=1

ak називають су-

мою ряду (I.83), якщо lim
n→∞

Sn = a; тодi iснують границi lim
k→∞

αk =

= α i lim
k→∞

βk = β, α+ iβ = a.

Збiжнiсть ряду означає, що для будь-якого як завгодно ма-
лого29 ε > 0 iснує таке N = N(ε), що при n ≥ N виконується
нерiвнiсть ∣

∣
∣
∣
∣
a−

n∑

k=1

ak

∣
∣
∣
∣
∣
< ε,

або ∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=1

ak −
n∑

k=1

ak

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=n+1

ak

∣
∣
∣
∣
∣
< ε,

де величину rn =
∞∑

k=n+1

ak для збiжного ряду називають зали-

шком ряду .
Усi властивостi числових рядiв у дiйснiй областi переносяться

на ряди комплексних чисел. Зокрема, виконуються достатнi умови
збiжностi д’Аламбера

∣
∣
∣
∣

ak+1

ak

∣
∣
∣
∣
≤ q < 1, k ≥ N

i Кошi
k
√

|ak| = q < 1, k ≥ N.

Необхiдною умовою збiжностi ряду є lim
k→∞

ak = 0.

Розглянемо функцiональнi комплекснi ряди. Нехай маємо по-
слiдовнiсть функцiй

f1(z), f2(z), . . . , fk(z), . . . ,

визначених в областi D. Функцiональним рядом називають вираз
∞∑

k=1

fk(z). За кожного фiксованого z = z0 цей ряд перетворюється

29Далi слiв “як завгодно малого” вживати не будемо.
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у числовий
∞∑

k=1

fk(z0). Якщо цей ряд збiгається, то кажуть, що

функцiональний ряд збiгається в точцi z0. Якщо функцiональний
ряд збiгається у кожнiй точцi областi D, то кажуть, що функцiо-
нальний ряд збiгається в областi D. Сумою такого ряду є функцiя

f(z) =
∞∑

k=1

fk(z), (I.84)

а його залишок —

rn(z) =

∞∑

k=n+1

fk(z). (I.85)

Збiжнiсть ряду (I.84) означає, що для довiльного ε > 0 iснує N =

= N(ε, z), що при n ≥ N

|rn(z)| < ε, або |f(z)−
n∑

k=1

fk(z)| < ε. (I.86)

Збiжнiсть ряду називають рiвномiрною, якщо N = N(ε), тобто
не залежить вiд z, i нерiвностi (I.86) виконуються для всiх z ∈ D.

Достатню умову рiвномiрної збiжностi функцiонального ря-
ду формулюють такою теоремою, яку називають ознакою Веєр-
штрасса30.

Теорема. Якщо в усiй областi D |fk(z)| < |ak| i ряд
∞∑

k=1

|ak|

збiгається, то ряд
∞∑

k=1

fk(z) збiгається рiвномiрно. Ряд
∞∑

k=1

|ak| у

цьому випадку називають мажорантним .
Доведення. За умовою теореми iснує рiвномiрна (однакова

для всiх z ∈ D) оцiнка

|fk(z)| < |ak|, z ∈ D.
30Карл Теодор Вiльгельм Веєрштрасс (Karl Theodor Wilhelm Weierstraß,
1815–1897) — нiмецький математик.
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Оскiльки ряд
∞∑

k=1

|ak| збiгається, то для довiльного ε > 0 iснує

N(ε) таке, що
∞∑

k=n+1

|ak| < ε при n ≥ N(ε). Для залишку функцiо-

нального ряду можемо записати
∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=n+1

fk(z)

∣
∣
∣
∣
∣
≤

∞∑

k=n+1

|fk(z)| <
∞∑

k=n+1

|ak| < ε

при n ≥ N(ε), що й доводить рiвномiрну збiжнiсть ряду (I.84) в
областi D.

Наведемо без доведення теорему, яка формулює необхiдну i
достатню умову рiвномiрної збiжностi ряду (I.84) в областi D —
так званий критерiй Кошi.

Теорема. Необхiдною i достатньою умовою рiвномiрної збi-
жностi ряду (I.84) в областi D є iснування для довiльного ε > 0

такого N(ε), що для всiх z ∈ D виконується спiввiдношення

|Sn+m(z)− Sn(z)| < ε

при n ≥ N(ε) i для довiльного натурального m.
Властивостi рiвномiрно збiжних рядiв формулюють такими те-

оремами, якi наводимо без доведення.
Теорема 1. Якщо всi члени ряду (I.84) неперервнi в областi

D i ряд збiгається рiвномiрно, то сума ряду f(z) =
∞∑

k=1

fk(z) є теж

неперервною функцiєю в D.
Теорема 2. Якщо всi члени ряду (I.84) неперервнi в областi D

i ряд збiгається рiвномiрно, то його можна почленно iнтеґрувати
в D, причому

∫

L

f(z) dz =
∞∑

k=1

∫

L

fk(z) dz,

де L — довiльна кусково-гладка крива, що мiститься в D.
Розглянемо випадок, коли члени функцiонального ряду — ана-

лiтичнi функцiї в деякiй областi D. Сформулюємо таку теорему.
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Теорема (перша теорема Веєрштрасса). Нехай функцiї

fk(z) аналiтичнi в D, а ряд
∞∑

k=1

fk(z) збiгається рiвномiрно в ко-

жнiй довiльнiй замкненiй пiдобластi D̄1 областi D 31. Тодi

1) сума ряду f(z) аналiтична в D;

2) ряд можна почленно диференцiювати довiльну кiлькiсть ра-
зiв

f (n)(z) =

∞∑

k=1

f
(n)
k (z);

3) ряд похiдних рiвномiрно збiжний у довiльнiй замкненiй пi-
добластi D̄1 областi D.

Доведення.

1. За умовою теореми fk(z) неперервнi в D, i ряд
∞∑

k=1

fk(z)

можна почленно iнтеґрувати. Виберемо в D довiльний замкнений
контур C, тодi

∫

C

f(z) dz =

∞∑

k=1

∫

C

fk(z) dz.

Однак усi
∫

C

fk(z) dz за теоремою Кошi дорiвнюють 0. Отже,
∫

C

f(z) dz = 0, i, на пiдставi теореми Морери, f(z) аналiтична в

D.

2. Виберемо в D довiльний замкнений контур C i зафiксує-
мо всерединi нього довiльну точку z. Нехай min

ζ∈C
|ζ − z| = d > 0

(рис. I.24). Розглянемо ряд для ζ ∈ C

f(ζ) =
∞∑

k=1

fk(ζ)

31Це означає, що ряд
∞∑

k=1

fk(z) може збiгатись нерiвномiрно або взагалi не

збiгатись на границi областi D.
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i помножимо злiва i справа на
n!

2πi(ζ − z)n+1
. Одержимо

n!f(ζ)

2πi(ζ − z)n+1
=

∞∑

k=1

n!fk(ζ)

2πi(ζ − z)n+1
.

Далi iнтеґруємо за C

n!

2πi

∫

C

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ =

∞∑

k=1

n!

2πi

∫

C

fk(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ.

Звiдки

f (n)(z) =
∞∑

k=1

f
(n)
k (z),

що й треба було довести.

Рис. I.24.

3. Розглянемо довiльну пiдобласть D̄1 у D i побудуємо контур
C, що мiстить D̄1 всерединi. Нехай min

ζ∈C, z∈D̄1

|ζ − z| = d. Залишок

ряду rn(z) =
∞∑

k=n+1

fk(z) — аналiтична функцiя вD. Для довiльної

z ∈ D̄1 запишемо спiввiдношення

m!

2πi

∫

L

rn(ζ)

(ζ − z)m+1
dζ = r(m)

n (z),
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причому r(m)
n (z) — залишок ряду

∞∑

k=1

f
(m)
k (z).

Завдяки рiвномiрнiй збiжностi ряду
∞∑

k=1

fk(z) для довiльного

ε > 0 iснує таке N(ε), що на C при n ≥ N(ε) iснує рiвномiрна
оцiнка |rn(ζ)| < ε. Тодi

|r(m)
n (z)| ≤ m!

2π

∫

C

|rn(ζ)|
|(ζ − z)m+1| |dζ| ≤

m!L

2πdm+1
ε = ε̃,

де L — довжина контура C. Це означає, що для ряду похiдних
виконується рiвномiрна оцiнка |r(m)

n (z)| ≤ ε̃ при n ≥ N для всiх
z ∈ D1. Отже, ряд похiдних рiвномiрно збiжний для замкненої
пiдобластi D1 областi D, що й треба було довести.

Зрозумiло, що теорема справджується й у випадку, коли фун-
кцiональний ряд рiвномiрно збiжний у замкненiй областi D̄. Однак
ряд похiдних може не збiгатися рiвномiрно в D̄, вiн може на гра-
ницi областi D бути розбiжним. Тому ряд похiдних рiвномiрно
збiгається лише в кожнiй замкненiй пiдобластi областi D. Напри-

клад, ряд
∞∑

k=1

zk

k2
збiгається рiвномiрно в крузi |z| ≤ 1, а ряд похi-

дних
∞∑

k=1

zk−1

k не може збiгатися в крузi |z| ≤ 1, бо вiн розбiжний

при z = 1.
Умову рiвномiрної збiжностi функцiонального ряду в замкне-

нiй областi D̄ можна замiнити умовою рiвномiрної збiжностi ряду
на границi Γ областi D. Сформулюємо вiдповiдну теорему.

Теорема (друга теорема Веєрштрасса). Нехай fk(z) —

аналiтичнi в D, неперервнi в D̄ i ряд
∞∑

k=1

fk(z) рiвномiрно збiгає-

ться на границi Γ областi D. Тодi ряд
∞∑

k=1

fk(z) збiгається рiвно-

мiрно i в D̄.
Доведення. На пiдставi критерiю Кошi та рiвномiрної збi-

жностi ряду на Γ для рiзницi частинних сум маємо

|Sn+m(ζ)− Sn(ζ)| = |fn+m(ζ) + . . .+ fn+1(ζ)| < ε
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при n ≥ N(ε) для довiльного натурального числа m i всiх точок
ζ ∈ Γ. Ця рiзниця частинних сум як скiнченна сума функцiй, ана-
лiтичних у D i неперервних у D̄, є аналiтичною в D i неперервною
в D̄. За теоремою про максимум модуля аналiтичної функцiї

|Sn+m(z)− Sn(z)| < ε

при n ≥ N(ε) для довiльного натурального числа m i для всiх

z ∈ D̄. Отже, всюди в D̄ виконується критерiй Кошi i ряд
∞∑

k=1

fk(z)

рiвномiрно збiжний всюди в D̄, що й треба було довести.

7.2. Степеневi ряди. Теорема Абеля

Степеневими називають ряди, для яких fk(z) = Ck(z − a)k, тобто

∞∑

k=0

Ck(z − a)k, (I.87)

де a — фiксоване комплексне число, число a називають центром
ряду, а комплекснi числа Ck — коефiцiєнтами степеневого ряду.
Члени ряду Ck(z − a)k — аналiтичнi функцiї в усiй комплекснiй
площинi. Важливими є питання про область рiвномiрної збiжностi
такого ряду. Зрозумiло, що така область визначатиметься конкре-
тним виглядом коефiцiєнтiв Ck. У кожному випадку ряд збiгає-
ться у своєму центрi

∞∑

k=0

Ck(z − a)k|z=a = C0.

Область збiжностi степеневого ряду визначена теоремою
Абеля32.

32Нiльс Генрик Абель (Niels Henrik Abel, 1802–1829) — норвезький мате-
матик.
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Теорема. Якщо степеневий ряд
∞∑

k=0

Ck(z−a)k збiгається в то-

чцi z0 6= a, то вiн збiгається абсолютно33 для всiх z, що задоволь-
няють умову |z − a| < |z0 − a|, а в крузi |z − a| ≤ R < |z0 − a|
збiжнiсть рiвномiрна.

Доведення. З умови збiжностi ряду в точцi z0 випливає, що
lim
k→∞

Ck(z0−a)k = 0, тобто члени ряду є обмеженi |Ck||z0−a|k ≤M

для всiх k. Розглянемо

|Ck(z − a)k| =
∣
∣
∣
∣
∣
Ck(z0 − a)k

(
z − a

z0 − a

)k
∣
∣
∣
∣
∣
≤M

∣
∣
∣
∣

z − a

z0 − a

∣
∣
∣
∣

k

для всiх k. Однак
∣
∣
∣
z−a
z0−a

∣
∣
∣ = q < 1, тому степеневий ряд (I.87)

мажорується нескiнченною геометричною прогресiєю M
∞∑

k=0

qk зi

знаменником q < 1. Отже, ряд (I.87) збiгається абсолютно при
|z − a| < |z0 − a|. Для круга |z − a| ≤ R степеневий ряд (I.87)

мажорується рядом M
∞∑

k=0

Rk

|z0−a|k , який також є збiжною нескiн-

ченною геометричною прогресiєю зi знаменником R
|z0−a| < 1. За

ознакою Веєрштрасса степеневий ряд (I.87) рiвномiрно збiгається
в крузi |z − a| ≤ R < |z0 − a|, що завершує доведення.

Наслiдки з теореми Абеля.
1. Якщо ряд (I.87) розбiжний при z = z0, то вiн розбiжний

для всiх z, що задовольняють умову |z − a| > |z0 − a|. Справдi,
припустимо протилежне, тобто що ряд збiжний у точцi z. Тодi за
теоремою Абеля вiн збiжний у точцi z0, що суперечить припущен-
ню.

2. Позначимо через R точну верхню границю вiдстаней |z−a|,
для яких ряд збiжний R = sup|z−a|. При |z−a| < R ряд збiжний,
при |z−a| > R ряд розбiжний, при |z−a| = R ряд може збiгатись
або розбiгатись. Область |z − a| < R називають кругом збiжностi

33Нагадаємо, що ряд комплексних чисел збiгається абсолютно, якщо збiгає-
ться ряд модулiв цих чисел.
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степеневого ряду (I.87), а число R — радiусом збiжностi. Можливi
три випадки:

а) R = 0 — ряд збiгається тiльки у своєму центрi. Наприклад,
∞∑

k=0

k!(z−a)k за критерiєм д’Аламбера
∣
∣
∣
fk+1(z)
fk(z)

∣
∣
∣ = (k+1)|z−a| > 1,

починаючи з деякого k ≥ N(z) i тому розбiгається при будь-якому
z 6= a;

б) R = ∞ — ряд збiгається при всiх z. Таким є ряд
∞∑

k=0

1
k!z

k.

Справдi, цей ряд при z = x дорiвнює
∞∑

k=0

1
k!x

k, який збiгається при

будь-якому x. Тому ряд
∞∑

k=0

1
k!z

k збiгається |z| < x <∞;

в) R — скiнченне. Наприклад, ряд
∞∑

k=0

zk, який при z = x до-

рiвнює
∞∑

k=0

xk, а той збiгається при x < 1. Тому за теоремою Абеля

ряд
∞∑

k=0

zk збiгається при |z| < 1. Отже, радiус збiжностi в цьому

випадку R = 1.

3. Усерединi круга збiжностi степеневий ряд збiгається до ана-
лiтичної функцiї, бо члени ряду Ck(z − a)k аналiтичнi в усiй ком-
плекснiй площинi, а ряд збiгається рiвномiрно в будь-якiй замкне-
нiй пiдобластi в крузi збiжностi i, отже, виконуються умови тео-
реми Веєрштрасса.

4. Степеневий ряд усерединi круга збiжностi можна почленно
iнтеґрувати i диференцiювати довiльну кiлькiсть разiв. Отриманi
ряди збiгаються в цьому ж крузi збiжностi.

5. Якщо
∞∑

k=0

Ck(z − a)k = f(z), то коефiцiєнти ряду можна ви-
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разити через значення f(z) та її похiдних у центрi круга. Справдi:

∞∑

k=0

Ck(z − a)k = f(z), C0 = f(a);

∞∑

k=1

kCk(z − a)k−1 = f ′(z), C1 = f ′(a);

∞∑

k=2

k(k − 1)Ck(z − a)k−2 = f ′′(z), 1 · 2 · C2 = f ′′(a);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∞∑

k=n

k(k − 1) . . . (k − n+ 1)Ck(z − a)k−n = f (n)(z), n!Cn = f (n)(a);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Отже,

Cn =
f (n)(a)

n!
. (I.88)

7.3. Теорема i ряди Тейлора

За теоремою Абеля степеневий ряд усерединi круга збiжностi ви-
значає деяку аналiтичну функцiю. Постає питання: чи можна ана-
лiтичну всерединi деякого круга функцiю подати степеневим ря-
дом, який збiгається всерединi цього круга до заданої функцiї?
Позитивну вiдповiдь на це питання дає теорема Тейлора.

Теорема. Функцiю f(z), аналiтичну всерединi круга
|z − a| < R, можна зобразити в цьому крузi степеневим рядом

f(z) =
∞∑

k=0

Ck(z − a)k,

причому цей ряд визначений однозначно.
Доведення. Виберемо деяку точку z усерединi круга |z − a| <

R i побудуємо контур C у виглядi кола радiусом ρ з центром ув a
такий, щоб точка z опинилася всерединi цього контура (рис. I.25).
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Рис. I.25.

Оскiльки функцiя f(z) аналiтична на контурi C i всерединi нього,
то за формулою Кошi

f(z) =
1

2πi

∫

Cρ

f(ζ) dζ

ζ − z
. (I.89)

Перетворимо вираз, що стоїть пiд iнтеґралом в (I.89):

1

ζ − z
=

1

(ζ − a)(1 − z−a
ζ−a)

. (I.90)

Оскiльки точка ζ лежить на контурi C, а z — усерединi нього, то
∣
∣
∣
∣

z − a

ζ − a

∣
∣
∣
∣
=

|z − a|
ρ

< 1. (I.91)

Тому 1
/(

1− z−a
ζ−a

)

можна розглядати як суму геометричної про-
гресiї:

1

1− z−a
ζ−a

= 1 +
z − a

ζ − a
+

(
z − a

ζ − a

)2

+ . . . (I.92)

Пiдставимо (I.92) в (I.90) й одержимо

1

ζ − z
=

1

ζ − a
+

z − a

(ζ − a)2
+

(z − a)2

(ζ − a)3
+ . . . =

=
∞∑

n=0

(z − a)n

(ζ − a)n+1
. (I.93)
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Цей ряд збiжний рiвномiрно для всiх ζ, оскiльки мажорантний
ряд

∞∑

k=0

|z − a|k
ρk+1

(|z − a| < ρ)

збiгається. Множення на функцiю f(ζ), очевидно, не порушує рiв-
номiрної збiжностi. Тому, пiдставивши (I.93) в (I.89), можна про-
iнтеґрувати почленно й одержати

f(z) =

∞∑

k=0

1

2πi

∫

C

f(ζ)dζ

(ζ − a)k+1
(z − a)k. (I.94)

Отже, ми розклали f(z) у степеневий ряд

f(z) =

∞∑

k=0

Ck(z − a)k, (I.95)

де

Ck =
1

2πi

∫

C

f(ζ)dζ

(ζ − a)k+1
=

1

k!

dkf(z)

dzk

∣
∣
∣
∣
z=a

. (I.96)

Коефiцiєнти Ck — єдинi. Якщо припустити, що iснує iнший ряд,
сума якого дорiвнює f(z), тобто

∞∑

k=0

C ′
k(z − a)k = f(z),

де хоча б одне C ′
k 6= Ck i збiгається до f(z), то на пiдставi власти-

востей степеневих рядiв отримаємо

C ′
k =

f (k)(a)

k!
= Ck,

i розклад єдиний.
Розглянемо це питання дещо детальнiше. Передусiм зазначи-

мо, що з означення функцiї, аналiтичної в точцi, випливає таке
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твердження: якщо f(z) аналiтична в деякiй точцi z, то вона ана-
лiтична в деякому околi цiєї точки. Тобто iснує круг з центром
у z як завгодно малого радiуса, в якому f(z) аналiтична. Будь-
яку точку, у якiй функцiя аналiтична, коротко можна назвати
правильною, а будь-яку неправильну точку — особливою. Напри-
клад, для функцiї 1/(1 − z) усi точки z 6= 1 є правильними, а
точка z = 1 — особлива. Коли говорять, що ряд збiгається в крузi
|z| < R, то це означає, що на самому колi |z| = R є принаймнi одна
особлива точка. Справдi, якби всi точки кола були правильними,
то це означало б, що функцiя аналiтична, згiдно зi сказаним ви-
ще, у крузi радiусом R+ ε, де ε — безмежно мала, i в цьому крузi
її можна було б розкласти в ряд, а це суперечить нашiй умовi,
що радiус круга збiжностi дорiвнює R. Звiдси робимо важливий
висновок: якщо a є правильною точкою функцiї f(z), то цю фун-
кцiю можна розкласти в ряд Тейлора в околi цiєї точки, причому
коло, яке є межею круга збiжностi, проходить через найближчу
до a особливу точку функцiї f(z). (Центр цього кола є в точцi a).

Розглянемо для прикладу ряд

1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − x6 + . . . . (I.97)

В областi дiйсних чисел важко зрозумiти, чому цей ряд розбiгає-
ться, якщо x ≤ −1 i x ≥ 1, тодi як функцiя 1/(1 + x2) визначена
для всiх x, i значення x = ±1 не є для неї особливими.

Пояснити це легко, якщо розглянути комплекснi z. Справдi,
функцiя 1/(1 + z2) має особливi точки z = ±i, а отже, радiус
круга збiжностi цього ряду дорiвнює одиницi. Це означає, що ряд
не збiгається на колi радiусом, що дорiвнює одиницi, з центром у
початку координат. А точки x = ±1 належать цьому колу. Тому
в них i порушується збiжнiсть ряду (I.97).

Приклад. Функцiя f(z) =
1

1 + z2
; особливi точки z = ±i.

Функцiю f(z) можна розкласти в ряд у довiльному крузi, що не
мiстить цих точок.
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Якщо це круг |z| < 1 з центром у точцi z = 0, то розкладаємо
функцiю за формулою нескiнченної геометричної прогресiї

f(z) =

∞∑

k=0

(−1)kz2k

i радiус збiжностi R = 1.

Рис. I.26.

Якщо ж розкласти f(z) в ряд у крузi з центром z = 1, то
R =

√
2 (рис. I.26). Загалом, радiус збiжностi — це вiдстань вiд

центра до найближчої особливої точки.

7.4. Єдинiсть аналiтичної функцiї.
Аналiтичне продовження

Iнтеґральна формула Кошi дає змогу визначити аналiтичну фун-
кцiю в деякiй областi, якщо ми знаємо її тiльки на границi цiєї
областi. Отже, функцiя, аналiтична в областi, визначається не-
повною iнформацiєю про її значення — цi значення вiдомi лише
на границi. Постає питання: яку треба мати “мiнiмальну” iнфор-
мацiю, щоб повнiстю визначити функцiю, аналiтичну в заданiй
областi?

Насамперед уведемо поняття нуля аналiтичної функцiї.

Точку a називають нулем аналiтичної в D функцiї f(z), якщо
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f(a) = 0 (a ∈ D). Розкладемо f(z) в ряд

f(z) =

∞∑

k=0

Ck(z − a)k,

тодi
f(a) = C0 = 0.

Може статися, що

C0 = C1 = C2 = . . . = Cn−1 = 0, Cn 6= 0,

тодi точка a — нуль n-го порядку i розклад у ряд буде таким:

f(z) =

∞∑

k=n

Ck(z − a)k =

∞∑

k′=0

Ck′+n(z − a)k
′+n =

= (z − a)n
∞∑

k=0

Ck+n(z − a)k = (z − a)nϕ(z),

де ϕ(z) =
∞∑

k=0

Ck+n(z− a)k, ϕ(a) 6= 0 i ϕ(z) — аналiтична в тому ж

крузi збiжностi, що й f(z). У цьому випадку

f(a) = f ′(a) = f ′′(a) = . . . = f (n−1)(a) = 0, f (n)(a) 6= 0.

Теорема. Нехай f(z) — аналiтична в D i перетворюється в
нуль у точках zn ∈ D, n = 1, 2, . . . . Якщо послiдовнiсть z1, z2, . . . ,
zn . . . збiгається до границi a ∈ D, то f(z) ≡ 0 всюди в D.

Доведення. Розкладемо f(z) в ряд у крузi |z − a| < R0,

f(z) =
∞∑

k=0

Ck(z − a)k,

причому радiус збiжностi R0 ряду не бiльший, нiж найменша вiд-
стань вiд a до границi областi D (рис. I.27). З неперервностi f(z)
випливає

lim
n→∞

f(zn) = f(a) = 0. (I.98)
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Отже, f(a) = C0 = 0 i розклад у ряд має вигляд

f(z) = (z − a)f1(z),

де

f1(z) =

∞∑

k=0

Ck+1(z − a)k.

Припустимо, що всi zn 6= a, однак f(zn) = 0, тодi з (I.98) f1(zn) = 0

для всiх zn 6= a. Проте f1(z) — неперервна функцiя, тому
lim
n→∞

f1(zn) = f1(a) = 0. Звiдси C1 = 0,

f1(z) = (z − a)

∞∑

k=0

Ck+2(z − a)k = (z − a)f2(z).

Аналогiчно f2(a) = 0 i C2 = 0 i т. д. Продовжуючи цей процес
необмежено, знаходимо, що всi коефiцiєнти Cn = 0. Отже, у крузi
|z − a| < R0, f(z) ≡ 0.

Доведемо тепер, що f(z) = 0 для довiльного z ∈ D. Для цього
з’єднаємо z з a кривою L ∈ D.

Рис. I.27.

Послiдовнiсть точок кривої L всерединi круга радiусом R0 є
такою, що для них f(z) = 0. Точка a1 — гранична для цiєї по-
слiдовностi, її вибирають як центр нового розкладу. Повторюючи
доведення, знайдемо, що f(z) ≡ 0 для |z−a1| < R1. Продовжуючи
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цей процес, дiйдемо висновку, що f(z) ≡ 0 для круга |z−an| < Rn,
у якому мiститься довiльно вибрана точка z. Отже, f(z) = 0 для
довiльної z ∈ D i f(z) ≡ 0 для всiх z ∈ D, тобто f(z) ≡ 0 всюди
в D.

Наслiдки
1. Функцiя f(z) 6= 0 й аналiтична в D у будь-якiй замкненiй

пiдобластi D̄1 ∈ D, має лише скiнченну кiлькiсть нулiв.
У протилежному випадку в D̄1 можна вибрати збiжну послi-

довнiсть нулiв {zn} → a, де a ∈ D̄1. Тодi f(z) ≡ 0 в D, що супере-
чить припущенню.

2. Аналiтична функцiя може мати безмежну кiлькiсть нулiв
лише у вiдкритiй або необмеженiй областях.

3. Теорема єдиностi аналiтичної функцiї. Якщо аналiти-
чнi функцiї f(z) i ϕ(z) в D збiгаються на збiжнiй послiдовностi
{zn} ∈ D, то f(z) ≡ ϕ(z) в D.

Для доведення достатньо розглянути функцiю ψ(z) = f(z) −
ϕ(z), яка на послiдовностi {zn} дорiвнює нулю. Тодi ψ(z) ≡ 0 в D.

З теореми єдиностi:
а) якщо аналiтичнi функцiї f(z) i ϕ(z) вD збiгаються на деякiй

кривiй, що належить D, то f(z) ≡ ϕ(z) у D.
б) якщо функцiї f(z) i ϕ(z) аналiтичнi, вiдповiдно, в D1 i D2,

що мають спiльну пiдобласть i збiгаються в D, де D — спiльна
область дляD1 iD2) (рис. I.28), то iснує єдина аналiтична функцiя
F (z) така, що

F (z) =

{

f(z), z ∈ D1,

ϕ(z), z ∈ D2.

Теорему єдиностi та її наслiдки можна переформулювати так.
1. Нехай у D вибрано збiжну послiдовнiсть точок {zn} → a.

Тодi вD iснує єдина аналiтична функцiя f(z), що набуває в точках
zn заданих значень.

2. Нехай у D вибрано криву L. Тодi в D iснує єдина аналiтична
функцiя f(z), що набуває на L заданих значень.
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Рис. I.28.

3) Нехай в D задана пiдобласть D1. Тодi в D iснує єдина ана-
лiтична функцiя f(z), що приймає в D1 заданi значення.

Означення. Аналiтичну функцiю f(z), визначену в D, про яку
говорилось у п. 1–3, називають аналiтичним продовженням
функцiї , заданої на множинi {zn}, лiнiї L чи пiдобластi D1 в
область D.

Зокрема, повертаючись до наслiдку б):

• ϕ(z) — аналiтичне продовження функцiї f(z) в область D2

через D;

• f(z) — аналiтичне продовження функцiї ϕ(z) в область D1

через D.

Теорема про єдинiсть аналiтичної функцiї дає змогу поширити
на комплексну площину елементарнi функцiї дiйсної змiнної.

Рис. I.29.
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Якщо на вiдрiзку [a, b] дiйсної осi x задано неперервну фун-
кцiю f(x), то в областi D площини z, яка мiстить [a, b], може
iснувати тiльки одна функцiя f(z), аналiтична в D, яка на [a, b]

набуває значення f(x). Тодi f(z) називають аналiтичним продов-
женням функцiї f(x) в комплексну область D (рис.I.29)

У цьому разi можна аналiтично продовжити в комплексну пло-
щину i спiввiдношення мiж ними, наприклад,

sin2 z + cos2 z = 1 оскiльки sin2 x+ cos2 x = 1.

Аналiтичне продовження через границю.
Нехай у D1 задана функцiя f1(z), причому f1(z) — аналiтична

в D1 + L, а f2(z) — в D2 + L i f1(z) = f2(z) на L, де L — спiльна
границя областей D1 i D2. Доведемо, що функцiя

F (z) =

{

f1(z), z ∈ D1 + L,
f2(z), z ∈ D2 + L

аналiтична в D1 +D2 + L.

Рис. I.30. Частини дуги L мiж точками 1 i 2 позначатимемо L12 i
L21 залежно вiд напряму обходу.

Достатньо довести, що для z0 ∈ L iснує окiл, у якому F (z)

аналiтична. Розглянемо коло (рис. I.30) C = l1 + l2 i побудуємо
iнтеґрал

Φ(z) =
1

2πi

∫

l1+l2

F (ζ)

ζ − z
dζ (I.99)
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— iнтеґрал Кошi. Функцiя Φ(z) — аналiтична, якщо z не лежить
на колi C. Доведемо, що Φ(z) ≡ F (z) для всiх z усерединi C. Для
цього запишемо

Φ(z) =
1

2πi

∫

l1+L21

f1(ζ)

ζ − z
dζ +

1

2πi

∫

l2+L12

f2(ζ)

ζ − z
dζ = Φ1(z) + Φ2(z),

якщо z ∈ D1, то Φ1(z) = f1(z), Φ2(z) = 0, тобто Φ(z) = f1(z) =

= F (z). Для z ∈ D2 маємо Φ1(z) = 0, Φ2(z) = f2(z), тобто Φ(z) =

= f2(z) = F (z). Для z0 ∈ L12 з огляду на неперервнiсть Φ(z0) =

= f1(z0) = f2(z0) = F (z0). Отже, F (z) — аналiтична в D. У цьому
випадку говорять, що f2(z) є аналiтичним продовженням f1(z)

через границю з D1 в D2 i навпаки.

7.5. Ряди Лорана

Рядом Лорана34 називають ряд вигляду

∞∑

k=−∞
Ck(z − a)k, (I.100)

де a — точка комплексної площини, Ck — комплекснi числа. За-
пишемо (I.100) у виглядi

∞∑

k=−∞
Ck(z − a)k =

∞∑

k=0

Ck(z − a)k +
∞∑

k=1

C−k
(z − a)k

. (I.101)

Ряд
∞∑

k=0

Ck(z−a)k — ряд Тейлора, областю збiжностi якого є круг

iз центром у точцi a деякого радiуса R (зокрема, R може дорiв-
нювати нулю або безмежностi). У такому крузi цей ряд збiгається
до деякої аналiтичної функцiї

f1(z) =

∞∑

k=0

Ck(z − a)k, |z − a| < R. (I.102)

34П’єр Альфонс Лоран (Pierre Alphonse Laurent, 1813–1854) — французький
математик.
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Визначимо область збiжностi ряду
∞∑

k=1

C−k

(z−a)k . Для цього вве-

демо змiнну ζ = 1
z−a . Тодi цей вираз матиме вигляд

∞∑

k=1

C−kζk,

тобто є рядом Тейлора, який збiгається в деякому крузi до ана-
лiтичної функцiї ϕ(ζ). Нехай 1/r — радiус круга збiжностi цього
степеневого ряду, тобто

ϕ(ζ) =
∞∑

k=1

C−kζ
k, |ζ| < 1

r
. (I.103)

Повернемось до попередньої змiнної i приймемо ϕ(ζ(z)) = f2(z).
Тодi маємо

f2(z) =

∞∑

k=1

C−k
(z − a)k

, |z − a| > r. (I.104)

Цей ряд за вiд’ємними степенями рiзницi (z− a) збiгається всюди
поза кругом |z − a| > r, причому r може дорiвнювати нулю або
безмежностi.

Отже, для ряду (I.101) маємо, що кожна частина збiгається
до вiдповiдної аналiтичної функцiї f1(z) чи f2(z). Якщо r < R,
то iснує спiльна область збiжностi цих частин — кругове кiльце
r < |z − a| < R, у якому ряд (I.100) збiгається до аналiтичної
функцiї

f(z) = f1(z) + f2(z) =
∞∑

k=−∞
Ck(z − a)k, r < |z − a| < R, (I.105)

оскiльки ряди (I.102) i (I.104) є звичайними степеневими рядами
i функцiя f(z) має всi властивостi суми степеневого ряду.

Якщо r > R, то ряди (I.102) i (I.104) не мають спiльної областi
збiжностi, i ряд (I.100) нiде не збiгається до якоїсь функцiї.

Доведемо, що функцiї, аналiтичнiй у деякому круговому кiль-
цi, можна поставити у вiдповiднiсть ряд Лорана (I.100), який буде
збiгатися до цiєї функцiї в заданому кiльцi.
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Теорема. Функцiю f(z), аналiтичну в круговому кiльцi r <
< |z−a| < R, однозначно можна зобразити в цьому кiльцi збiжним
рядом Лорана.

Доведення. У межах кiльця r < |z−a| < R виберемо кругове
кiльце K1 з радiусами r1 i R1, такими що (рис. I.31)

r < r1 ≤ |z − a| ≤ R1 < R.

У замкненому кiльцi K1 функцiя f(z) аналiтична, тому запишемо
формулу Кошi для довiльного z усерединi K1:

f(z) =
1

2πi

∫

C+
R1

f(ζ)

ζ − z
dζ +

1

2πi

∫

C−
r1

f(ζ)

ζ − z
dζ = (I.106)

=
1

2πi

∫

CR1

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

2πi

∫

Cr1

f(ζ)

ζ − z
dζ = f1(z)− f2(z).

Кожну з функцiй f1(z) та f2(z) розкладемо в ряд.

Для f1(z) виконаємо такi дiї (нагадаємо, що f1(z) — аналiтична
всерединi круга радiусом R)

1

(ζ − z)
=

1

(ζ − a)− (z − a)
=

1

(ζ − a)
(

1− z−a
ζ−a

) .

Оскiльки
∣
∣
∣
z−a
ζ−a

∣
∣
∣ < 1, то

1

(ζ − a)
(

1− z−a
ζ−a

) =
1

ζ − a

[

1 +
z − a

ζ − a
+

(
z − a

ζ − a

)2

+ . . .

]

=

=
1

ζ − a
+

z − a

(ζ − a)2
+

(z − a)2

(ζ − a)3
+ . . . .

Цей ряд рiвномiрно збiгається на колi CR1 , його можна почленно
iнтеґрувати.
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а) Помножимо отриманий ряд на 1
2πif(ζ) i почленно проiнте-

ґруємо за CR1 :

f1(z) =
1

2πi

∫

CR1

f(ζ)

ζ − a
dζ +

1

2πi

∫

CR1

f(ζ)

(ζ − a)2
dζ(z − a) +

+
1

2πi

∫

CR1

f(ζ)

(ζ − a)3
dζ(z − a)2 + . . . =

∞∑

k=0

Ck(z − a)k,

Ck =
1

2πi

∫

CR1

f(ζ)

(ζ − a)k+1
dζ =

1

k!
f (k)(a).

Отриманий ряд збiгається рiвномiрно до f1(z) усерединi кола CR1 .
Подiбнi дiї виконаємо для функцiї f2(z)

1

ζ − z
=

1

(ζ − a)− (z − a)
= − 1

(z − a)
(

1− ζ−a
z−a

) =

= − 1

z − a

[

1 +
ζ − a

z − a
+

(
ζ − a

z − a

)2

+ . . .

]

,

∣
∣
∣
∣

ζ − a

z − a

∣
∣
∣
∣
< 1,

де цей ряд рiвномiрно збiгається на колi Cr1 i його можна почленно
iнтеґрувати.

б) Помножимо отриманий ряд на 1
2πif(ζ) i проiнтеґруємо за

Cr1 :

f2(z) = −
[

(z − a)−1 1

2πi

∫

Cr1

f(ζ)

(ζ − a)1−1
dζ + (z − a)−2 ×

× 1

2πi

∫

Cr1

f(ζ)

(ζ − a)1−2
dζ + (z − a)−3 1

2πi

∫

Cr1

f(ζ)

(ζ − a)1−3
dζ + . . .

]

=

= −
∞∑

k=1

C−k(z − a)−k,

де

C−k =
1

2πi

∫

Cr1

f(ζ)

(ζ − a)1−k
dζ.
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Отже,

f(z) = f1(z)− f2(z) =
∞∑

k=0

Ck(z − a)k +
∞∑

k=1

C−k(z − a)−k =

=

∞∑

k=0

Ck(z − a)k +

−∞∑

k=0

Ck(z − a)k =

=

∞∑

k=−∞
Ck(z − a)k, (I.107)

причому для всiх k коефiцiєнти Ck обчислюють за формулою

Ck =
1

2πi

∫

C

f(ζ)

(ζ − a)k+1
dζ, k = 0,±1,±2, . . . , (I.108)

де C — довiльний замкнений контур, що лежить у кiльцi r <

< |z−a| < R i мiстить точку a всерединi (вибiр довiльного конту-
ра C можливий згiдно з теоремою Кошi, яка дає змогу довiльно
деформувати контур iнтеґрування в областях аналiтичностi пiдiн-
теґральних функцiй).

Рис. I.31.

Оскiльки z — довiльна точка всерединi кiльця r < |z− a| < R,
то ряд (I.107) збiгається до функцiї f(z) всюди всерединi цього
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кiльця, причому в замкненому кiльцi K1 ряд збiгається до функцiї
f(z) рiвномiрно.

Доведемо, що розклад (I.107) однозначний. Припустимо, що
можливий iнший розклад

f(z) =

∞∑

k=−∞
C ′
k(z − a)k,

де хоча б один коефiцiєнт C ′
k 6= Ck, тобто всюди всерединi кiльця

r < |z − a| < R справджується рiвнiсть

∞∑

k=−∞
Ck(z − a)k =

∞∑

k=−∞
C ′
k(z − a)k. (I.109)

Виберемо коло CR̃ радiусом R̃, r < R̃ < R, з центром у точцi
a. На CR̃ ряди (I.108) збiгаються рiвномiрно. Домножимо їх на
(z−a)−n−1, де n— фiксоване цiле число, i проiнтеґруємо почленно.

В iнтеґралах ∫

CR̃

(z − a)k−n−1 dz

приймемо z − a = R̃eiϕ. Отримаємо

∫

CR̃

(z − a)k−n−1 dz = R̃k−ni

2π∫

0

ei(k−n)ϕ dϕ =

=

{

0, k 6= n

2πi, k = n.
(I.110)

Враховуючи (I.109), знайдемо, що пiсля iнтеґрування у (I.108) за-
лишаться по одному доданку, i Cn = C ′

n. Оскiльки n — довiльне,
то це доводить однозначнiсть розкладу (I.107).

Зазначимо, що точною областю збiжностi ряду Лорана (I.107)
є кругове кiльце r < |z − a| < R, на границях якого є хоча б по
однiй особливiй точцi аналiтичної функцiї f(z), до якої ряд (I.100)
збiгається.
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§ 8. Теорiя лишкiв

8.1. Класифiкацiя iзольованих особливих точок
однозначної аналiтичної функцiї

Точку aназивають iзольованою точкою функцiї f(z), якщо f(z)
однозначна й аналiтична в круговому кiльцi 0 < |z − a| < R, а
в точцi a функцiя може бути невизначена, тобто точка a є осо-
бливою. Характер цiєї особливостi визначений структурою ряду
Лорана, яким функцiю f(z) можна записати в круговому кiльцi
0 < |z − a| < R.

Частину ряду Лорана
∞∑

k=0

Ck(z−a)k називають правильною,

а
−∞∑

k=−1

Ck(z − a)k — головною. Правильна частина збiжна при

|z − a| < R, а головна — при |z − a| > r.
Можливi три випадки.
1. Ряд Лорана не мiстить членiв з вiд’ємними степенями рi-

зницi (z − a), тобто головної частини.
2. Ряд Лорана мiстить скiнчену кiлькiсть членiв з вiд’ємними

степенями рiзницi (z − a).
3. Ряд Лорана мiстить безлiч членiв з вiд’ємними степенями

рiзницi (z − a).
Вiдповiдно, iзольованi особливi точки функцiї f(z) класифiку-

ють так.
Точку a називають усувною особливою точкою, якщо ряд

Лорана не мiстить головної частини. У цьому випадку

f(z) =

∞∑

k=0

Ck(z − a)k, (I.111)

i при z → a lim
z→a

f(z) = C0. Приймемо f(a) = C0, тодi f(z) ви-

значена всюди в крузi |z − a| < R i розкладається в звичайний
степеневий ряд Тейлора. Точка a в цьому разi перестає бути осо-
бливою.



102 I. Теорiя функцiй комплексної змiнної

Якщо ряд Лорана мiстить скiнченну кiлькiсть членiв з вiд’єм-
ними степенями (z − a), тобто

f(z) =

∞∑

k=0

Ck(z − a)k +

m∑

k=1

C−k(z − a)−k, (I.112)

то точку a називають полюсом порядку m. У цьому випадку
lim
z→a

f(z) = ∞ незалежно вiд способу прямування z до a. Справдi,
у цьому разi

f(z) = (z − a)−m
[
C−m + C−m+1(z − a) + . . .+ C−1(z − a)m−1

]
+

+
∞∑

k=0

Ck(z − a)k = (z − a)−mϕ(z) +
∞∑

k=0

Ck(z − a)k.

Очевидно, що ϕ(z) — обмежена аналiтична функцiя в околi точки
a. Якщо її доозначити в точцi z = a, приймаючи ϕ(a) = C−m, то
останню формулу можна записати у виглядi

f(z) =
ψ(z)

(z − a)m
, (I.113)

де

ψ(z) = ϕ(z) +
∞∑

k=0

Ck(z − a)k+m,

причому |ψ(z)| обмежений i |ψ(a)| 6= 0. Тодi |f(z)| → ∞ при
|z − a| → 0 незалежно вiд способу прямування z до a. Для обер-
неної до f(z) функцiї з (I.113) маємо

g(z) =
1

f(z)
=

1

ψ(z)
(z − a)m, ψ(a) 6= 0 (I.114)

i точка a для функцiї g(z) є нулем m-го порядку. Отже, нулi i
полюси аналiтичних функцiй пов’язанi мiж собою: якщо функцiя
f(z) в точцi a має полюс m-го порядку, то обернена функцiя g(z)
у цiй точцi має нуль m-го порядку, i навпаки.
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Якщо ряд Лорана мiстить безлiч членiв з вiд’ємними степеня-
ми (z − a), тобто

f(z) =

∞∑

k=0

Ck(z − a)k +

∞∑

k=1

C−k(z − a)−k,

то точку a називають суттєво особливою точкою для фун-
кцiї f(z). Можна довести, що в довiльному δ-околi точки a, тобто
коли |z − a| < δ, |f(z) − A| < ε, причому A — довiльне наперед
задане комплексне число. Це означає, що в суттєво особливiй то-
чцi a не iснує скiнченної чи безмежної границi функцiї f(z) в разi
прямування z до a. Залежно вiд вибору послiдовностi точок, якi
збiгаються до a, можна отримувати послiдовностi значень фун-
кцiї, що збiгаються до рiзних границь.

Прикладом суттєво особливої точки є точка a = 0 функцiї

f(z) = exp

(

− 1

z2

)

=

∞∑

k=0

(−1)k

k!
z−2k.

Якщо прямувати до точки a = 0 по дiйснiй осi z = x,
то lim

x→0
exp

(
− 1
x2

)
= 0. Однак, якщо взяти послiдовнiсть точок

z = i
n , що прямує до a = 0 при n → ∞, то exp

(
− 1
z2

)
= exp(n2) i

lim
n→∞

exp(n2) = ∞. Отже, lim
z→0

exp
(
− 1
z2

)
не iснує.

Розглянемо безмежно вiддалену точку a = ∞. Така точка є
iзольованою особливою точкою аналiтичної функцiї f(z), якщо
можна вказати таке значення R, що за межами кола |z| > R фун-
кцiя f(z) не має особливих точок, що розмiщенi на скiнченнiй
вiдстанi вiд точки z = 0.

У функцiї f(z) зробимо замiну 1/z = ζ. Тодi f(z) = f
(
1
ζ

)

=

= ϕ(ζ), причому ϕ(ζ) — аналiтична в круговому кiльцi 0 < |ζ| <
< 1/R. Її можна розкласти в ряд Лорана з центром у точцi a = 0:

ϕ(ζ) =

∞∑

k=0

Ckζ
k +

∞∑

k=1

C−kζ
−k. (I.115)
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Повернемось до змiнної z. Тодi

f(z) =

∞∑

k=0

Ck
zk

+

∞∑

k=1

C−kz
k. (I.116)

Розклад (I.116) —це розклад функцiї f(z) в ряд Лорана в околi
безмежно вiддаленої точки, тобто точка a = ∞ є центром ряду. У

(I.116)
∞∑

k=0

Ck

zk
— правильна частина ряду Лорана, а

∞∑

k=1

C−kzk —

головна.
Точку a = ∞ називають усувною особливою точкою функцiї

f(z), якщо ряд (I.116) не мiстить головної частини, тобто f(z) =

=
∞∑

k=0

Ck

zk
. Доозначенням f(∞) = C0 особливiсть функцiї f(z) в

точцi a = ∞ усувають.
Точку a = ∞ називають полюсом порядку m, якщо головна

частина (I.116) мiстить скiнченну кiлькiсть доданкiв, тобто

f(z) =
∞∑

k=0

Ck
zk

+
m∑

k=1

C−kz
k. (I.117)

Точку a = ∞ називають суттєво особливою точкою функцiї f(z),
якщо головна частина ряду (I.116) мiстить безлiч членiв. Напри-
клад, ряд за степенями z функцiї exp

(
1
z

)
має вигляд

exp

(
1

z

)

= 1 +
1

z
+

1

2!

1

z2
+ . . . .

Якщо вважати цей розклад таким, що його центром є точка a = 0,
то головна частина мiстить безмежну кiлькiсть вiд’ємних степе-
нiв, i тому точка a є суттєво особливою точкою. Якщо центром
цього ряду вважати точку a = ∞, то цей ряд не мiстить головної
частини, тобто точка a = ∞ є усувною особливою точкою.

Залежно вiд характеру iзольованих особливих точок i їхньо-
го розташування для функцiї комплексної змiнної вводять такi
поняття.



§ 8. Теорiя лишкiв 105

Якщо функцiя f(z) аналiтична в усiй комплекснiй площинi, i
тiльки точка z = ∞ є її iзольованою особливою точкою, то таку
функцiю називають цiлою.

Зокрема, цiлими функцiями є полiноми, трансцендентнi фун-
кцiї ez, sin z тощо. Цiлу функцiю у всiй комплекснiй площинi зо-
бражають рядом Маклорена35 (рядом Тейлора в околi a = 0).

Якщо функцiя f(z) аналiтична у всiй комплекснiй площинi,
за винятком окремих iзольованих точок, що є полюсами, то таку
функцiю називають мероморфною.

Прикладами мероморфних функцiй є рацiональнi дроби (вiд-
ношення полiномiв), а також функцiї вигляду cos z/ sin z = ctg z

тощо. В останньому випадку полюсами є точки, в яких sin z = 0.
Таких точок безлiч. Функцiя, яка має безлiч полюсiв, є меромор-
фною, якщо в будь-якiй обмеженiй областi D комплексної пло-
щини вона має скiнченну кiлькiсть полюсiв. У протилежному ви-
падку в D iснувала б збiжна послiдовнiсть полюсiв iз граничною
точкою z0. Тодi в кожному як завгодно малому околi точки z0
мiститься безмежна кiлькiсть полюсiв, що суперечить означенню
полюса як iзольованої особливої точки. Додамо, що кожну меро-
морфну функцiю можна зобразити часткою цiлих функцiй.

8.2. Основна теорема теорiї лишкiв. Обчислення
лишкiв

Нехай функцiя f(z) аналiтична в околi точки a при 0 < |z−a| < R.
За теоремою Кошi для багатозв’язної областi

∫

C1

f(z) dz =

∫

C2

f(z) dz, (I.118)

де C1, C2 — кола радiусiв R1 i R2, вiдповiдно, з центрами в точцi
a, причому радiуси R1, R2 меншi вiд R (рис. I.32).

35Колiн Маклорен (Colin Maclaurin, 1698–1746) —шотландський матема-
тик.
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Рис. I.32.

Значення iнтеґралiв (I.118) не змiняться, якщо замiнити кола
довiльною замкненою кривою C, яка охоплює точку a i не вихо-
дить за межi кола радiусом R.

Величину
1

2πi

∫

C

f(z) dz називають лишком функцiї f(z) в

точцi a й позначають res f(a) або res
z=a

f(z):

res
z=a

f(z) =
1

2πi

∫

C

f(z) dz (I.119)

(вiд франц. résidu). Розкладемо f(z) в околi точки a в ряд Лорана

f(z) =
∞∑

k=−∞
Ck(z − a)k.

Такий ряд рiвномiрно збiжний при 0 < |z − a| < R i його можна
почленно iнтеґрувати

∫

C

f(z) dz =

∞∑

k=−∞
Ck

∫

C

(z − a)k dz.

Для iнтеґрування замiсть контура C оберемо, наприклад, коло



§ 8. Теорiя лишкiв 107

C1. Тодi z − a = R1e
iϕ, dz = iR1e

iϕ dϕ. За довiльного k маємо

∫

C1

(z − a)k dz = iRk+1
1

2π∫

0

ei(k+1)ϕ dϕ =

=

{

0, k 6= −1,

2πi, k = −1.

Отже,
∫

C

f(z) dz = 2πiC−1, (I.120)

тобто лишок функцiї f(z) в особливiй точцi a дорiвнює коефiцiєн-
ту при (z − a)−1 в розкладi функцiї f(z) у ряд Лорана з центром
в точцi a. Сформулюємо основну теорему теорiї лишкiв, яку теж
часто називають теоремою Кошi.

Теорема. Нехай функцiя f(z) — аналiтична всюди в замкне-
нiй областi D̄ з границею Γ, за винятком скiнченної кiлькостi iзо-
льованих особливих точок ak(k = 1, . . . ,m), що лежать усерединi
D. Тодi

∫

Γ

f(z) dz = 2πi
m∑

k=1

res
z=ak

f(z). (I.121)

Доведення. Оточимо кожну з точок a1, . . . , am контурами
γ1, . . . , γm (рис. I.33). За теоремою Кошi для багатозв’язної областi

∫

Γ

f(z) dz +

m∑

k=1

∫

γ−k

f(z) dz = 0.

Однак ∫

γ+k

f(z) dz = 2πi res
z=ak

f(z),
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Рис. I.33.

тому
∫

Γ

f(z) dz = 2πi

m∑

k=1

res
z=ak

f(z),

що i треба було довести.
Уведемо поняття лишку вiдносно безмежно вiддаленої точки

a = ∞.
Якщо a = ∞ — iзольована особлива точка функцiї f(z), то

лишком у точцi a = ∞ називають число

res f(∞) =
1

2πi

∫

C−

f(z) dz = − 1

2πi

∫

C

f(z) dz, (I.122)

де C — довiльний контур, зовнi якого функцiя f(z) не має, крiм
a = ∞, особливих точок, наприклад, коло як завгодно великого
радiуса R.

Ряд Лорана для a = ∞ має вигляд (I.116), звiдки

res f(∞) = −C1. (I.123)

Зазначимо, що iнодi ряд Лорана вiдносно точки a = ∞ записують

як f(z) =
∞∑

k=−∞
Ckz

k, тодi res f(∞) = −C−1, що треба мати на

увазi.
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Сформулюємо теорему.
Теорема. Якщо функцiя f(z) аналiтична в усiй комплекснiй

площинi, за винятком скiнченної кiлькостi числа iзольованих осо-
бливих точок a1, . . . , am i точки a = ∞, то сума всiх лишкiв до-
рiвнює нулю, тобто

m∑

k=1

res f(ak) + res f(∞) = 0. (I.124)

Для доведення теореми достатньо скористатись означенням
лишку вiдносно точки a = ∞ (I.122) та основною теоремою те-
орiї лишкiв.

Розглянемо обчислення лишкiв. В усувнiй особливiй точцi ли-
шок функцiї f(z) дорiвнює нулю, оскiльки ряд Лорана в цьому
випадку не мiстить вiд’ємних степенiв.

У суттєво особливiй точцi для обчислення лишку треба роз-
класти функцiю в ряд Лорана i скористатись (I.120) або (I.123),
або обчислити iнтеґрали (I.119), чи (I.122).

Якщо особлива точка a є полюсом, то iснує простiший спосiб
обчислення лишкiв. Нехай a є полюсом m-порядку. Тодi розклад
у ряд Лорана має вигляд

f(z) = C−m(z − a)−m + . . .+ C−1(z − a)−1 +

+ C0 + C1(z − a) + . . . . (I.125)

Помножимо обидвi частини (I.125) на (z − a)m

(z − a)mf(z) = C−m + . . .+ C−1(z − a)m−1 +

+ C0(z − a)m + . . . .

Продиференцiюємо цю рiвнiсть m− 1 разiв, при z → a одержимо

res
z=a

f(z) = C−1 =
1

(m− 1)!
lim
z→a

dm−1

dzm−1
[f(z)(z − a)m] . (I.126)

Для простого полюса m = 1

res
z=a

f(z) = lim
z→a

f(z)(z − a). (I.127)
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У випадку, коли f(z) = ϕ(z)
ψ(z) , де ϕ(z0) 6= 0, а ψ(z0) = 0 i ψ′(z0) 6= 0,

тобто точка z0 є полюсом першого порядку f(z), формулу (I.127)
переписуємо так:

res[f(z), a] = lim
z→a

ϕ(z)

/(
ψ(z)

z − a

)

(I.128)

= lim
z→a

ϕ(z)

/(
ψ(z) − ψ(z0)

z − a

)

=
ϕ(a)

ψ′(a)
.

8.3. Обчислення означених iнтеґралiв
за допомогою лишкiв. Лема Жордана

Теорiя лишкiв дає змогу обчислювати означенi iнтеґрали, у тому
числi вiд функцiй дiйсних змiнних, коли застосування звичайних
методiв аналiзу або не дає успiху, або робить обчислення громiзд-
кими. Розглянемо окремi види означених iнтеґралiв, коли засто-
сування теорiї лишкiв є суттєво ефективнiшим.

1. Iнтеґрали вигляду

I =

2π∫

0

R(cos ϑ, sinϑ) dϑ. (I.129)

У (I.129) R — дробово-рацiональна функцiя своїх арґументiв:

R =
a0 + a1 cos ϑ+ a2 sinϑ+ a3 cos

2 θ + a4 sin
2 ϑ+ . . . + a2n sin

n ϑ

b0 + b1 cos ϑ+ b2 sinϑ+ b3 cos2 θ + b4 sin
2 ϑ+ . . .+ b2m sinm ϑ

.

Уведемо комплексну змiнну z = eiϑ, dϑ = 1
i
dz
z . При 0 ≤ ϑ ≤ 2π

змiнна z пробiгає коло |z| = 1 в додатному напрямi. Тодi

I =
1

i

∫

C

R

[
1

2

(

z +
1

z

)

,
1

2i

(

z − 1

z

)]
dz

z
=

1

i

∫

C

R̃(z) dz,

де C — коло |z| = 1, R̃(z) — знову дробово-рацiональна функцiя
змiнної z,

R̃(z) =
a′0 + a′1z + a′2z

2 + . . . + a′nz
n′

b′0 + b′1z + b′2z
2 + . . .+ b′mzm

′
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i аналiтична функцiя всерединi кола |z| = 1, за винятком скiн-
ченної кiлькостi особливих точок ak, якi є нулями знаменника.
Тому

I = 2πi
∑

k

res
z=ak

R̃(z), |ak| < 1. (I.130)

2. Iнтеґрали вигляду

I =

+∞∫

−∞

f(x) dx. (I.131)

Розглянемо випадок, коли функцiя f(x) задана на всiй дiйснiй
осi та яку можна аналiтично продовжити на верхню пiвплощи-
ну комплексної змiнної z. Нехай функцiя f(z) — аналiтична при
Im z ≥ 0, за винятком скiнченної кiлькостi iзольованих особливих
точок ak, причому |ak| < R, а при |z| > R виконується нерiвнiсть

|f(z)| < M

|z|1+δ , M > 0, δ > 0. (I.132)

Виберемо у верхнiй пiвплощинi криву LR, яка є пiвколом |z| = R,
Im z ≥ 0 (рис. I.34)

Рис. I.34.

У разi виконання умов (I.132)

lim
R→∞

∫

LR

f(z) dz = 0. (I.133)
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Справдi
∣
∣
∣
∣

∫

LR

f(z) dz

∣
∣
∣
∣
≤ M

R1+δ

∫

LR

dl =
πM

Rδ
−→
R→∞

0,

де z = Reiϕ, |dz| = Rdϕ = dl, 0 < ϕ < π.
Зокрема, умови (I.132) виконуються, коли функцiя f(z) ана-

лiтична в околi безмежно вiддаленої точки a = ∞ i ця точка є
нулем не нижче другого порядку. У цьому випадку ряд Лорана в
околi a = ∞ має вигляд

f(z) =
C2

z2
+
C3

z3
+ . . . =

ψ(z)

z2
,

тобто |ψ(z)| < M , δ = 1.
Для обчислення iнтеґрала (I.131) розглянемо замкнений кон-

тур CR = LR + [−R,R]. За теоремою про лишки

R∫

−R

f(x) dx+

∫

LR

f(z) dz = 2πi
∑

k
(Im ak>0)

res
z=ak

f(z).

При R→ ∞ iнтеґрал за кривою LR прямує до нуля (I.133), отже,

I =

∞∫

−∞

f(x) dx = 2πi
∑

k
(Im ak>0)

res
z=ak

f(z). (I.134)

Якщо f(x) можна аналiтично продовжити на нижню пiвплощи-
ну i виконуються умови (I.132), то розглядуваний iнтеґрал обчи-
слюють за аналогiєю до (I.134) формулою так, що лишки треба
рахувати в тих особливих точках ak, для яких Im ak < 0.

3. Iнтеґрали вигляду

I =

+∞∫

−∞

eiaxf(x) dx. (I.135)
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Обчислення таких iнтеґралiв ґрунтується на лемi Жорда-
на36.

Лема Жордана. Нехай функцiя f(z) — аналiтична у верхнiй
пiвплощинi Im z ≥ 0, за винятком скiнченної кiлькостi iзольова-
них особливих точок, i рiвномiрно вiдносно arg z (0 ≤ arg z ≤ π)
прямує до нуля при |z| → ∞. Тодi при a > 0

lim
R→∞

∫

LR

eiazf(z) dz = 0, (I.136)

де LR — дуга пiвкола |z| = R у верхнiй пiвплощинi.
Доведення. Умова рiвномiрного прямування f(z) до нуля

означає, що при |z| = R виконується оцiнка |f(z)| < µR для |z| = R

i µR → 0 при R→ ∞.
Зокрема, така оцiнка iснує, коли в околi точки a = ∞ функ-

цiя f(z) аналiтична, i точка a = ∞ є нулем першого або другого
порядкiв.

Для оцiнки iнтеґрала (I.136) приймемо z = Reiϕ i використає-
мо спiввiдношення sinϕ ≥ 2

πϕ для 0 ≤ ϕ ≤ π
2 . Тодi

∣
∣
∣
∣

∫

LR

eiazf(z) dz

∣
∣
∣
∣
≤ µRR

π∫

0

∣
∣eiaz

∣
∣ dϕ = µRR

π∫

0

e−aR sinϕdϕ =

= 2µRR

π/2∫

0

e−aR sinϕdϕ < 2µRR

π/2∫

0

e−
2aR
π
ϕdϕ

=
π

a
µR
(
1− e−aR

)
−→
R→∞

0,

що доводить лему.
Якщо a < 0 i f(z) задовольняє умови леми Жордана у нижнiй

пiвплощинi, то формула (I.136) справджується в разi iнтеґрування
за дугою LR у нижнiй пiвплощинi.

36Марi Енмон Камiй Жордан (Marie Ennemond Camille Jordan (1838–1922)
— французький математик.
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Рис. I.35.

Якщо a = ±iα (α > 0), то аналогiчну формулу одержують у
разi iнтеґрування за дугами в правiй (Re z ≥ 0) або лiвiй (Re z ≤ 0)
пiвплощинах. Зокрема, при a = iα

lim
R→∞

∫

LR

e−αzf(z) dz = 0, α > 0, (I.137)

де крива LR показана на рис. I.35.

Таку форму леми Жордана використовують пiд час обчисле-
ння iнтеґралiв в операцiйному численнi.

Нехай в iнтеґралi (I.135) функцiя f(x) задана на всiй дiйснiй
осi −∞ < x < ∞ i ї ї можна аналiтично продовжити у верхню
пiвплощину Im z ≥ 0, аналiтичне продовження f(z) задовольняє
умови леми Жордана. Тодi при a > 0

I =

∞∫

−∞

eiaxf(x) dx = 2πi
∑

k
(Im ak>0)

res
[
eiazf(z), ak

]
. (I.138)

Нехай для особливих точок ak, |ak| < R0, тодi виберемо контур
CR = LR + [−R,R], де R > R0. За основною теоремою теорiї
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лишкiв
R∫

−R

eiax f(x) +

∫

LR

eiazf(z) dz = 2πi
∑

k
(Im ak>0)

res
[
eiazf(z), ak

]
.

При R→ ∞ iнтеґрал за кривою LR прямує до нуля, що приводить
до результату (I.138).

Як приклад, розглянемо iнтеґрал, який трапляється у фiзи-
чних задачах

I =

∫
eikr

k2 + µ2
dk,

де iнтеґрування проводять у всьому тривимiрному просторi ве-
кторiв k, dk = dkx dky dkx. Спочатку в k-просторi виконаємо iн-
теґрування за кутами, обравши сферичну систему координат з
полярною вiссю вздовж вектора r. Тодi

I =

2π∫

0

dϕ

π∫

0

sin θ dθ

∞∫

0

k2
eikr cos θ

k2 + µ2
dk =

= 2π

∞∫

0

k2

k2 + µ2
dk

1∫

−1

dt eikrt =

=
2π

ir

∞∫

0

k

k2 + µ2

(

eikr − e−ikr
)

dk =
2π

ir

∞∫

−∞

keikr

k2 + µ2
dk,

де використано замiну змiнної cos θ = t. Для комплексних значень
k функцiя f(k) = k/(k2 + µ2) задовольняє у верхнiй пiвплощинi
Im k ≥ 0 умови леми Жордана. Тому

I =
2π

ir
2πi res

k=iµ

keikr

k2 + µ2
,

де k = iµ — простий полюс функцiї f(k) у верхнiй пiвплощинi.
Використаємо формулу (I.127) й остаточно отримаємо

I =
2π2

r
e−µr.
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Зазначимо, що в iнтеґралах (I.131) i (I.135) функцiя f(x) задана
на усiй дiйснiй осi −∞ < x < ∞, на якiй вона не має особливих
точок.

4. Iнтеґрали вигляду

I = P

∞∫

−∞

f(x) dx. (I.139)

Нехай у (I.139) функцiя f(x) на дiйснiй осi має простi полюси,
а її аналiтичне продовження на верхню пiвплощину Im z ≥ 0 за-
довольняє умови (I.132) або леми Жордана (якщо f(x) мiстить
множник eiax). Розглянемо випадок, коли f(x) має простий по-
люс при x = a. Сформуємо контур, як на рис. I.36.

Рис. I.36.

За теоремою про лишки
∫

C

f(z) dz = 2πi
∑

k
(Im ak>0)

res
z=ak

f(z),

де ak — iзольованi особливi точки, для яких Imak > 0. При R→ ∞
за умов (I.132) або леми Жордана

∫

LR

f(z) dz = 0.
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Тодi

a−ρ∫

−∞

f(x) dx+

∞∫

a+ρ

f(x) dx+

∫

lρ

f(z) dz = 2πi
∑

k
(Im ak>0)

res
z=ak

f(z).

Однак на lρ маємо z = a+ ρeiϕ, dz = iρeiϕ dϕ, тому

∫

lρ

f(z) dz = i

0∫

π

f(a+ ρeiϕ) ρeiϕ dϕ.

Якщо a — простий полюс, то функцiю в околi точки a можна
записати у виглядi

f(z) = ψ(z) +
ϕ(z)

z − a
,

де ψ(z), ϕ(z) — аналiтичнi в околi a i не мають особливостей у
точцi a. Тодi

lim
ρ→0

[

iρ

∫

lρ

ψ(a + ρeiϕ)eiϕ dϕ

]

= lim
ρ→0

(2ρψ(a)) = 0.

Далi
ϕ(z)

z − a
=
ϕ(a+ ρeiϕ)

ρeiϕ
i

lim
ρ→0

i

0∫

π

ϕ(a+ ρeiϕ) dϕ = iϕ(a)

0∫

π

dϕ = −iπϕ(a),

оскiльки a — простий полюс, то

ϕ(a) = res f(a).

З урахованням

lim
ρ→0

[ a−ρ∫

−∞

f(x) dx+

∞∫

a+ρ

f(x) dx

]

= P

∞∫

−∞

f(x) dx
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остаточно отримаємо

I = P

∞∫

−∞

f(x) dx = 2πi
∑

k
(Im ak>0)

res
z=ak

f(z) +

+ iπ
∑

k
(Im ak=0)

res
z=ak

f(z), (I.140)

причому (I.140) узагальнено на випадок, коли на дiйснiй осi функ-
цiя f(x) має скiнченну кiлькiсть полюсiв першого порядку.

Як приклад, розглянемо iнтеґрал

I = P

∞∫

−∞

sinx

x
dx.

Легко побачити, що

I = Im

(

P

∞∫

−∞

eix

x
dx

)

.

Тодi

P

∞∫

−∞

eix

x
dx = iπ res

z=0

eiz

z
= iπ.

Остаточно I = π.



Роздiл II.

Елементи операцiйного

числення. Iнтеґральнi

перетворення

Вступ

Розробкою символiчного числення (так називали операцiйний ме-
тод у XIX ст.) займалися О. Гевiсайд1, М. Ващенко-Захарченко2 ,
Т. Бромвiч3 та iн. В основi цього числення є побудова матема-
тичного аналiзу як системи формальних операцiй над символом
p = d

dt (t — незалежна змiнна). Наприклад, n-похiдну функцiї
x = x(t) розглядають як результат дiї на x символа pn = dn

dtn , а
операцiю iнтеґрування

∫ t
0 x(t) dt — як застосування символа 1/p,

так що 1
p · 1 =

∫ t
0 dt = t, 1

p2
· 1 = t2

2! , . . . ,
1
pn · 1 = tn

n! , тощо.

Символiчне числення виявилось дуже зручним для розв’язу-

1Олiвер Гевiсайд (Oliver Heaviside, 1850–1925) — англiйський математик,
фiзик, iнженер.
2Михайло Єгорович Ващенко-Захарченко (1825–1912) — український ма-

тематик.
3Томас Джон Бромвiч (Thomas John l’Anson Bromwich, 1875–1929) — бри-

танський математик.
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вання рiзних задач, пов’язаних з лiнiйними диференцiальними
рiвняннями. Популяризацiї цього методу сприяв О. Гевiсайд, плi-
дно використавши символiчне числення в електротехнiчних роз-
рахунках. Однак символiчне числення не мало в його працях ма-
тематичного обґрунтування. Строге обґрунтування дали в 20-х
роках XX ст. Т. Бромвiч, Н. Вiнер4, Дж. Карсон5, П. Левi6 та
iн. Вони пов’язали цей метод iз вiдомим з теорiї функцiй ком-
плексної змiнної методом iнтеґральних перетворень, зокрема, iн-
теґральним перетворенням Лапласа. Тепер символ (оператор) p
одержав нове трактування як комплексна змiнна p, разом з нею
нове трактування одержав i сам операцiйний метод.

§ 1. Перетворення Лапласа

Операцiйне числення — це певний спосiб розв’язування матема-
тичних задач, зокрема, диференцiальних рiвнянь. В основi цього
методу є iдея iнтеґральних перетворень, коли функцiї f(t) дiйсної
змiнної t ставлять у вiдповiднiсть функцiю F (p) комплексної змiн-
ної p так, що, наприклад, звичайно диференцiальне рiвняння для
функцiї f(t) перетворюється в алґебраїчне рiвняння для функцiї
F (p) (тут i надалi ми будемо використовувати для дiйсної змiнної
букву t замiсть x, а для комплексної змiнної — букву p замiсть z,
як традицiйно прийнято в операцiйному численнi).

Провiдну роль в операцiйному численнi вiдiграє так зване пе-
ретворення Лапласа

F (p) =

∞∫

0

e−ptf(t) dt, (II.1)

де f(t) називають функцiєю-ориґiналом.

4Норберт Вiнер (Norbert Wiener, 1894–1964) — американський математик.
5Джон Реншоу Карсон (John Renshaw Carson, 1886–1940) —- американ-

ський теоретик комунiкацiйних систем.
6Поль П’єр Левi (Paul Pierre LÉvy, 1886–1971) —- французький математик.



§ 1. Перетворення Лапласа 121

Визначимо клас функцiй f(t), для яких перетворення Лапласа
буде виконуватись.

Функцiєю-ориґiналом називають довiльну комплекснозна-
чну функцiю f(t) дiйсного арґумента t, яка задовольняє такi умо-
ви:

а) f(t) — неперервна або кусково-неперервна при всiх значен-
нях −∞ < t < ∞ та iнтеґровна на довiльнному скiнченому
iнтервалi осi t;

б) f(t) ≡ 0 для t < 0;

в) при t→ ∞ f(t) має обмежену степiнь зростання, тобто iсну-
ють такi числа M > 0 i s0 > 0, що при t > 0

|f(t)| ≤Mes0t. (II.2)

Точна нижня границя s0, за якої нерiвнiсть (II.2) викону-
ється, називають показником зростання функцiї f(t).
Надалi множину функцiй-ориґiналiв f(t) позначатимемо K,
тобто в разi виконання умов а), б), в) f(t) ∈ K.

Перетворення Лапласа для f(t) ∈ K ставить у вiдповiднiсть
функцiї f(t) функцiю F (p) комплексного арґумента p, визначену
iнтеґралом (II.1), що позначають

f(t)
.
= F (p), або f(t) → F (p). (II.3)

Iнтеґрал (II.1) iснує не за будь-яких p. Зокрема, очевидно, що
при Re p < 0 цей iнтеґрал є розбiжним. Тому постає питання про
область визначення функцiї F (p).

Теорема. Iнтеґрал Лапласа (II.1) iснує (збiгається) в областi
Re p > s0 для будь-якої f(t) ∈ K.
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Доведення. Позначимо p = s + iσ, Re p = s, Im p = σ i роз-
глянемо (II.1) за модулем

|F (p)| =

∣
∣
∣
∣

∞∫

0

e−ptf(t) dt

∣
∣
∣
∣
≤

∞∫

0

|e−pt||f(t)| dt < M

∞∫

0

e−(s−s0)tdt

=
M

s− s0
,

де s− s0 > 0. Отже, iнтеґрал (II.1) мажорується збiжним iнтеґра-
лом, який дорiвнює величинi M

s−s0 , а тому в областi Re p = s > s0
рiвномiрно збiгається. У цiй областi

lim
p→∞

|F (p)| = 0,

оскiльки M
s−s0 → 0, коли s→ ∞.

Доведемо, що iнтеґрал Лапласа, тобто функцiя-зображення
F (p), аналiтична функцiя в пiвплощинi Re p > s0.

Для цього доведемо, що в цiй пiвплощинi iснує похiдна F ′(p),
тобто функцiя F (p) диференцiйовна.

Виконаємо диференцiювання в (II.1) за p

F ′(p) =

∞∫

0

e−pt(−tf(t)) dt (II.4)

i розглянемо оцiнку

|F ′(p)| =

∣
∣
∣
∣

∞∫

0

e−pt((−t)f(t)) dt
∣
∣
∣
∣
< M

∞∫

0

te−(s−s0)tdt

= Mt
e−(s−s0)t

−(s− s0)

∣
∣
∣
∣

∞

0

+
M

s− s0

∞∫

0

e−(s−s0)tdt =
M

(s − s0)2
,

де використано iнтеґрування частинами.
Отже, iнтеґрал (II.4) мажорується збiжним до M

(s−s0)2 iнтеґра-
лом, а тому iснує. Отже, похiдна F ′(p) iснує i функцiя F (p) ана-
лiтична в областi Re p > s0. Це стає очевидним, тому що функцiя
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tf(t) ∈ K має той самий показник зростання, що й функцiя f(t).
Справдi,

|tf(t)| ≤Meln t+s0t =Me
s0t

(

1+ ln t
s0t

)

i при t→ ∞
lim
t→∞

ln t

s0t
= lim

t→∞
1

s0t
= 0,

тобто |tf(t)| ≤Mes0t.
Аналогiчно можна довести, що iснують усi похiднi F (n)(p) при

Re p > s0

F (n)(p) =

∞∫

0

e−pt(−t)nf(t) dt. (II.5)

Зазначимо, що (II.5) виражає формулу диференцiювання зобра-
ження: якщо f(t) → F (p), то

(−t)nf(t) → F (n)(p). (II.6)

§ 2. Властивостi перетворення Лапласа

Розглянемо окремi властивостi перетворення Лапласа.
1. Перетворення лiнiйне:
якщо

f1(t) → F1(p), f2(t) → F2(p),

то

C1f1(t) + C2f2(t) → C1F1(p) + C2F2(p). (II.7)

2. Властивостi подiбностi:
якщо

f(t) → F (p),

то

f(at) → 1

a
F
(p

a

)

. (II.8)
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Справдi,

f(at) →
∞∫

0

e−ptf(at) dt =

∞∫

0

e−
p
a
atf(at)

d(at)

a
=

=
1

a

∞∫

0

e−
p
a
τf(τ) dτ =

1

a
F
(p

a

)

.

3. Властивiсть змiщення ориґiналу (запiзнення i випереджен-
ня): якщо

f(t) → F (p),

то при t0 > 0

f(t− t0) → e−pt0F (p) (II.9)

i

f(t+ t0) → ept0
[

F (p)−
t0∫

0

e−ptf(t) dt

]

. (II.10)

Зазначимо, що f(t) ≡ 0 для вiд’ємних значень арґумента, тобто
f(t− t0) = 0 при t < t0. Тому

f(t− t0) →
∞∫

t0

e−ptf(t− t0) dt =

∞∫

0

e−p(τ+t0)f(τ) dτ =

= e−pt0
∞∫

0

e−pτf(τ) dτ = e−pt0F (p).
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Для f(t+ t0) маємо

f(t+ t0) →
∞∫

0

e−ptf(t+ t0) dt =

∞∫

t0

e−p(τ−t0)f(τ) dτ =

=

∞∫

0

ept0e−pτf(τ) dτ −
t0∫

0

ept0e−pτf(τ) dτ =

= ept0
[

F (p)−
t0∫

0

e−ptf(t) dt

]

,

де використано замiну t + t0 = τ i в останньому iнтеґралi змiнну
iнтеґрування τ перепозначено на t.

4. Властивiсть змiщення зображення:
якщо

f(t) → F (p),

то

eαtf(t) → F (p− α). (II.11)

Справдi,

eαtf(t) →
∞∫

0

e−pteαtf(t) dt =

∞∫

0

e−(p−α)tf(t) dt = F (p− α).

5. Диференцiювання ориґiналу:
якщо

f(t) → F (p),

то

f ′(t) → pF (p)− f(0). (II.12)

Iнтеґруючи частинами з урахуванням, що Re p > s0, маємо

f ′(t) →
∞∫

0

e−ptf ′(t) dt = e−ptf(t)

∣
∣
∣
∣

∞

0

+p

∞∫

0

e−ptf(t) dt = pF (p)−f(0).
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За iндукцiєю отримаємо

f ′′(t) → p[pF (p)− f(0)]− f ′(0) = p2F (p)− pf(0)− f ′(0),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (n)(t) → pnF (p)− pn−1f(0)− p2f ′(0)− . . .− f (n−1)(0). (II.13)

Зокрема, якщо всi похiднi вiд f(t) разом з f(t) дорiвнюють нулю
при t = 0, то

f (n)(t) → pnF (p).

6. Iнтеґрування ориґiналу:
якщо

f(t) → F (p),

то

t∫

0

f(τ) dτ → F (p)

p
. (II.14)

Розглянемо функцiю

ϕ(t) =

t∫

0

f(τ) dτ,

для якої маємо ϕ′(t) = f(t), ϕ(0) = 0. Нехай

ϕ(t) → Φ(p),

f(t) = ϕ′(t) → pΦ(p)− ϕ(0) = F (p), звiдси

Φ(p) =
F (p)

p
.

7. Диференцiювання зображення:
якщо

f(t) → F (p),
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то

(−t)nf(t) → F (n)(p) (II.15)

(див. формулу (II.5) попереднього параграфа).
8. Iнтеґрування зображення:
якщо

f(t) → F (p),

то

f(t)

t
→

∞∫

p

F (p) dp. (II.16)

Розглянемо iнтеґрал

∞∫

p

F (p) dp =

∞∫

p





∞∫

0

e−ptf(t) dt



 dp

=

∞∫

0

f(t)





∞∫

p

e−pt dp



 dt =

∞∫

0

f(t)

[

−e
−pt

t

∣
∣
∣
∣

∞

p

]

dt.

Зазначимо, що в комплекснiй площинi p iнтеґрування вiд p до
∞ треба виконувати в областi, де F (p) iснує, тобто в пiвплощинi
Re p > s0 (рис. II.1).

Зважаючи, що f(t) має обмежений показник зростання s0,
останнiй iнтеґрал дорiвнює

∞∫

0

e−pt
f(t)

t
dt.

Отже,
∞∫

0

e−pt
f(t)

t
dt =

∞∫

p

F (p) dp,
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Рис. II.1.

тобто
f(t)

t
→

∞∫

p

F (p) dp.

9. Перетворення згортки функцiй (теорема Бореля7).
Згорткою двох функцiй f1(t) i f2(t) ∈ K називають iнтеґрал

t∫

0

f1(τ)f2(t−τ) dτ , який позначають f1∗f2. Легко бачити, що згор-

тка f1 ∗f2 є ориґiналом з показником зростання max{s1, s2}, де s1
i s2 — показники зростання ориґiналiв f1(t) i f2(t), вiдповiдно.

Справдi,
∣
∣
∣
∣
∣
∣

t∫

0

f1(τ)f2(t− τ) dτ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤M1M2

t∫

0

es1τ es2(t− τ)dτ =

=
M1M2

s1 − s2

(
es1t − es2t

)
≤ M1M2

|s1 − s2|
emax{s1, s2}.

Можна переконатись, що згортка f1 ∗ f2 має, зокрема, такi вла-
стивостi:

1. f1 ∗ f2 = f2 ∗ f1.
2. (f1 ∗ f2) ∗ f3 = f1 ∗ (f2 ∗ f3).

7Емiль Борель (Félix Édouard Justin Émile Borel (1871–1956) — французь-
кий математик i полiтик.



§ 2. Властивостi перетворення Лапласа 129

3. (f1 + f2) ∗ f3 = f1 ∗ f3 + f2 ∗ f3.
4. |f1 ∗ f2| ≤ |f1(t)||f2(t)|.
Для зображення згортки сформулюємо теорему Бореля .

Теорема. Якщо f1(t) → F1(p) i f2(t) → F2(p), то f1 ∗ f2 →
F1(p)F2(p).

Доведення:

f1 ∗ f2 =
t∫

0

f1(τ)f2(t− τ) dτ →
∞∫

0

e−pt
t∫

0

f1(τ)f2(t− τ) dτ dt =

=

∞∫

0

f1(τ) dτ

∞∫

τ

e−ptf2(t− τ) dt =

∞∫

0

f1(τ) dτ

∞∫

0

e−p(τ+x)f2(x) dx =

=

∞∫

0

e−pτf1(τ) dτ

∞∫

0

e−pxf2(x) dx = F1(p)F2(p),

де використано змiну порядку iнтеґрування за t i τ , а також замiну
змiнних t− τ = x.

Використаємо властивiсть 5 (формула (II.12), тодi для зобра-
ження похiдної вiд згортки маємо

d

dt
(f1 ∗ f2) =

d

dt

t∫

0

f1(τ) f2(t− τ) dτ → pF1(p)F2(p), (II.17)

або

pF1(p)F2(p) → f1(0)f2(0) +
d

dt
f1 ∗ f2

= f1(t)f2(0) + f1 ∗
d

dt
f2, (II.18)

де згортки у (II.18) називають iнтеґралами Дюамеля8.

8Жан-Марi Констан Дюамель (Jean-Marie Constant Duhamel, 1797–1872)
— французький математик i фiзик.
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§ 3. Зображення Лапласа деяких

елементарних функцiй

1. Функцiя Гевicайда θ(t)

θ(t) =

{

1, t > 0

0, t < 0
,

θ(t) →
∞∫

0

e−pt dt = −1

p
e−pt

∣
∣
∣

∞

0
=

1

p
,

χ(t) → 1

p
. (II.19)

2. Степенева функцiя tn.
Зазначимо, що всi функцiї-ориґiнали f(t) є фактично добу-

тками f(t)χ(t), а це в багатьох випадках дає змогу використати
формулу (II.19) i властивостi перетворення Лапласа, наведенi у
попередньому параграфi.

У нашому випадку за властивiстю диференцiювання зображе-
ння (II.15) маємо

t = tχ(t) → −
(
1

p

)′
=

1

p2
,

t2 = t2χ(t) →
(
1

p

)′′
=

2!

p3
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

tn = tnχ(t) → (−1)n
dn

dpn

(
1

p

)

=
n!

pn+1
,

тобто

tn → n!

pn+1
. (II.20)

3. Показникова функцiя eαt.
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Використаємо властивiсть змiщення зображення (II.11):

eαt = eαtχ(t) → 1

p− α
,

тобто
eαt → 1

p− α
.

4. Функцiя tneαt:

tneαt = tneαtχ(t) → n!

pn+1

∣
∣
p→p−α =

n!

(p− α)n+1
,

отже,

tneαt → n!

(p− α)n+1
. (II.21)

5. Функцiя sinωt:

sinωt =
1

2i

(
eiωt − e−iωt

)
→ 1

2i

(
1

p− iω
− 1

p+ iω

)

=
1

2i

2iω

p2 + ω2
=

ω

p2 + ω2
,

тобто

sinωt→ ω

p2 + ω2
. (II.22)

Подiбним чином знайдено такi зображення.
6. Функцiя cosωt:

cosωt→ p

p2 + ω2
.

7. Функцiя гiперболiчний синус shωt:

shωt→ ω

p2 − ω2
.

8. Функцiя гiперболiчний косинус chωt:

chωt→ ω

p2 − ω2
.
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9. Функцiя eαt sinωt:

eαt sinωt→ ω

(p− α)2 + ω2
.

10. Функцiя sin2 t:

sin2 t =
1

2
(1− cos 2t) → 1

2

(
1

p
− p

p2 + 4

)

=
2

p(p2 + 4)
,

тобто
sin2 t→ 2

p(p2 + 4)
тощо.

§ 4. Визначення ориґiналу за зображенням.

Формула Меллiна

Розглянемо задачу, обернену до перетворення Лапласа, — за за-
даним зображенням F (p) знайти ориґiнал f(t).

Насамперед розглянемо умови, за яких функцiя F (p) є зобра-
женням якоїсь функцiї f(t).

Теорема. Нехай функцiя F (p) комплексної змiнної p = s+ iσ

задовольняє такi умови:
а) функцiя F (p) аналiтична при Re p = s > s0 > 0;
б) в областi s > s0 функцiя F (p) → 0 при |p| → ∞ рiвномiрно

щодо arg p;
в) для всiх s > s0 збiгається iнтеґрал

s+i∞∫

s−i∞

|F (p)| dσ < M, s > s0. (II.23)

Тодi функцiя F (p) при Re p = s > s0 є зображенням функцiї f(t)
дiйсної змiнної t, яка дорiвнює

f(t) =
1

2πi

s+i∞∫

s−i∞

eptF (p) dp, s > s0. (II.24)
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Формулу (II.24) оберненого перетворення Лапласа називають фор-
мулою Меллiна9.

Доведення. Насамперед з’ясуємо, що iнтеґрал (II.24) iснує.
Виконаємо оцiнку

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1

2πi

s+i∞∫

s−i∞

eptF (p) dp

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ 1

2π

s+i∞∫

s−i∞

∣
∣
∣eptF (p)

∣
∣
∣ dσ =

=
1

2π
est

s+i∞∫

s−i∞

|F (p)| dσ < M

2π
est,

отже, iнтеґрал (II.24) збiгається. Доведемо, що iнтеґрал (II.24) —
wt ориґiнал f(t) для зображення F (p). Для цього треба показати,
що

1) iнтеґрал (II.24) не залежить вiд s i визначає функцiю f(t)

тiльки однiєї змiнної t, причому f(t) має скiнченний степiнь зро-
стання;

2) при t < 0 f(t) ≡ 0;
3) зображення функцiї f(t), яка визначена формулою Меллiна,

— це функцiя F (p).
Розглянемо в областi Re p > s0 замкнений контур C, як на

рис. II.2. За теоремою Кошi для аналiтичної в областi Re p > s0
функцiї eptF (p) маємо

∫

C

eptF (p) dp = 0.

Нехай A→ ∞, тодi за умовою б) теореми iнтеґрали за горизон-
тальними вiдрiзками контура C прямують до нуля. Залишається

s1+iA∫

s1−iA

eptF (p) dp +

s2−iA∫

s2+iA

eptF (p) dp = 0,

9Роберт Х’ялмар Меллiн (Robert Hjalmar Mellin, 1854–1933) — фiнський
математик.
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Рис. II.2.

або
s1+iA∫

s1−iA

eptF (p) dp =

s2+iA∫

s2−iA

eptF (p) dp,

тобто iнтеґрал (II.24) не залежить вiд вибору s при s > s0.
Доведемо, що f(t) ≡ 0 при t < 0. Для цього в областi

Re p = s > s0 виберемо контур C1 = [s − iR, s + iR] + LR, як
на рис. I.35.

За теоремою Кошi
∫

C1

eptF (p) dp = 0.

При t < 0 виконуються умови леми Жордана (див. (I.137)), тому

lim
R→∞

∫

LR

eptF (p) dp = 0.

Отже, при t < 0

s+i∞∫

s−i∞

eptF (p) dp = 0,
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Рис. II.3.

тобто f(t) ≡ 0 при t < 0.
Побудуємо зображення Лапласа для функцiї (II.24) для деяко-

го p′ = s′ + iσ′, де s′ > s0:

∞∫

0

e−p
′tf(t) dt =

1

2πi

∞∫

0

e−p
′t

s+i∞∫

s−i∞

eptF (p) dp dt, p = s+ iσ

i, зважаючи на довiльнiсть вибору s за умови s > s0, приймемо,
що s0 < s < s′. Тодi

∞∫

0

e−p
′tf(t) dt =

1

2πi

s+i∞∫

s−i∞

F (p) dp

∞∫

0

e−(p′−p)tdt =
1

2πi

s+i∞∫

s−i∞

F (p)

p′ − p
dp.

Цей iнтеґрал обчислимо за допомогою лишкiв, для чого допов-
нимо лiнiю [s − iR, s+ iR] дугою пiвкола LR (рис. II.3). Оскiльки
|F (p)| → 0 при |p| → ∞ i Re p = s > s0, то F (p)

p′−p → 0 при |p| → ∞
швидше, нiж за лiнiйним законом. Тодi виконуються умови (I.132)
i

lim
R→∞

∫

LR

F (p)

p′ − p
dp = 0.
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Тому можна записати

∞∫

0

e−p
′tf(t) dt =

1

2πi

∫

C−
1

F (p)

p′ − p
dp,

причому єдиною особливiстю функцiї F (p)
p′−p всерединi контура C1

є простий полюс при p = p′. Використовуючи (I.127), остаточно
маємо

∞∫

0

e−p
′tf(t) dt =

1

2πi
(−2πi) res

p=p′

F (p)

p′ − p
= F (p′),

що й треба було довести.
Досить часто iнтеґрал Меллiна можна обчислити за допомо-

гою теорiї лишкiв. Нехай F (p), яка початково задана при Re p =

s > s0, можна аналiтично продовжити на всю комплексну пло-
щину. При t > 0 i Re p = s < s0 це аналiтичне продовження
задовольняє умови леми Жордана, так що

lim
R→∞

∫

L′
R

eptF (p) dp = 0,

де L′
R — дуга пiвкола, що замикає пряму [s− iR, s+ iR] злiва. як

на рис. II.4.
Тодi

f(t) =
1

2πi

s+i∞∫

s−i∞

eptF (p) dp = lim
R→∞

1

2πi

∫

C′

eptF (p) dp =

=
∑

k
(Re pk<s0)

res
p=pk

[
eptF (p)

]
, (II.25)

де pk — iзольованi особливi точки функцiї eptF (p) в областi
Re p < s0.
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Рис. II.4.

Розглянемо, наприклад, F (p) = ω
p2+ω2 i знайдемо ориґiнал f(t).

При Re p > 0 умови теореми щодо F (p) виконуються. Тому

f(t) =
1

2πi

s+i∞∫

s−i∞

ept
ω

p2 + ω2
dp, s > 0.

Пiдiнтеґральна функцiя має два простi полюси p1,2 = ±iω, тому
при t > 0

f(t) =
∑

k

res
p=pk

ωept

p2 + ω2
=

= lim
p→−iω

[
ωept

p2 + ω2
(p+ iω)

]

+ lim
p→iω

[
ωept

p2 + ω2
(p− iω)

]

=

= −ωe
−iωt

2iω
+
ωeiωt

2iω
=

1

2i

(
eiωt − e−iωt

)
= sinωt.

Ще розглянемо функцiю-зображення

F (p) =
1− e−ap

p
= F1(p)− F2(p),



138 II. Операцiйне числення. Iнтеґральнi перетворення

де F1(p) =
1
p , F2(p) =

e−ap

p мають простi полюси при p = 0. Тодi
при s > 0

f1(t) =
1

2πi

s+i∞∫

s−i∞

ept
1

p
dp =







res
p=0

ept

p
= 1, t > 0

0, t < 0,

f2(t) =
1

2πi

s+i∞∫

s−i∞

ep(t−a)
1

p
dp =







res
p=0

ep(t−a)

p
= 1, t− a > 0

0, t− a < 0,

Рис. II.5.

Отже, f1(t) i f2(t) є функцiями Гевiсайда θ(t) i θ(t− a), вiдпо-
вiдно. Тодi

f(t) = θ(t)− θ(t− a) =







0, t < 0,

1, 0 < t < a,

0, t > a.

i має вигляд, як на рис. II.5.
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§ 5. Застосування перетворення Лапласа

до розв’язування диференцiальних

рiвнянь

Нехай маємо задачу Кошi для лiнiйного диференцiального рiвня-
ння n-го порядку зi сталими коефiцiєнтами, тобто треба знайти
розв’язок рiвняння

a0y
(n)(t) + a1y

(n−1)(t) + . . .+ any(t) = f(t) (II.26)

з початковими умовами

y(0) = y0, y′(0) = y1, . . . , y
(n−1)(0) = yn−1,

де a0, . . . , an, y0, . . . , yn−1 — заданi сталi, f(t) — задана функцiя,
що вiдповiдає умовам для функцiї-ориґiналу. Виконаємо у (II.26)
перетворення Лапласа. Тодi

y(t) → X(p), f(t) → F (p),

y(k) → pkX(p)− pk−1y0 − pk−2y1 − . . . − yk−1,

i рiвняння (II.26) набуває вигляду

(a0p
n + a1p

n−1 + . . .+ an)X(p) −
−Φ(p; y0, . . . , yn−1; a0, . . . , an−1) = F (p),

де Φ — полiном степеня (n− 1) щодо p. Звiдси

X(p) =
F (p) + Φ(p)

a0pn + a1pn−1 + . . .+ an
.

За формулою Меллiна знайдемо шуканий ориґiнал

y(t) =
1

2πi

s+i∞∫

s−i∞

eptX(p) dp, s > s0.
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Для обчислення y(t) можна використати теорiю лишкiв, оскiльки
X(p) в областi s < s0 задовольняє умови леми Жордана i має
полюси, якi є коренями характеристичного рiвняння

a0p
n + a1p

n−1 + . . .+ an = 0.

Як приклад, розглянемо задачу про коливний рух гармонiчного
осцилятора з тертям

my′′(t) + by′(t) + ky(t) = 0, y(0) = y0, y′(0) = 0.

Далi

y(t) → X(p), y′(t) → pX(p)− y0, y′′(t) → p2X(p)− py0,

i перетворене рiвняння має вигляд

(mp2 + bp+ k)X(p) = my0p+ by0,

звiдки

X(p) =
mp+ b

mp2 + bp+ k
y0 =

p+ b/m

p2 + bp/m+ k/m
y0.

Знаменник в X(p) запишемо у виглядi

p2 +
b

m
p+

k

m
=

(

p+
b

2m

)

+ ω2
1, ω2

1 =
k

m
− b2

4m2
.

Припустимо, що ω2
1 > 0, тобто b2 < 4km (мале тертя), тодi

X(p) =
p+ b/m

(p+ b/2m)2 + ω2
1

y0 =
p+ b/2m

(p + b/2m)2 + ω2
1

y0 +

+
bω1/2mω1

(p+ b/2m)2 + ω2
1

y0.

Використаємо вiдповiднi формули з §2–4 i для y(t) одержимо

y(t) = y0e
− b

2m
t cosω1t+ y0e

− b
2m

t b

2mω1
sinω1t.
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Отриманий вираз легко звести до вигляду

y(t) = y0e
− b

2m
tω0

ω1
cos(ω1t− ϕ),

де ω2
0 = k

m , tgϕ = b
2mω1

. Функцiя y(t) описує загасаючi коливання
осцилятора з тертям.

§ 6. Перетворення Фур’є. Iнтеґрал Фур’є

Перетворення Лапласа, розглянуте попереднiх параграфах, нале-
жить до так званих iнтеґральних перетворень, якi часто застосо-
вують у математичнiй фiзицi. У загальному виглядi цi перетворе-
ння виражають формулою

F (p) =

b∫

a

K(p, t)f(t) dt, (II.27)

де K(p, t) — вiдома функцiя p i t, яку називають ядром iнте-
ґрального перетворення . Змiнна t у (II.27) — дiйсна, змiнна
p може бути комплексна, як у випадку перетворення Лапласа.
Для цього перетворення (див. формулу (II.1)) ядро K(p, t) = e−pt,
a = 0, b = ∞. Наведемо ядра K(p, t) для iнших iнтеґральних пе-
ретворень:

• перетворення Ганкеля10

K(p, t) = tJn(pt), a = 0, b = ∞,

де Jn(pt) — функцiя Бесселя11 першого роду порядку n;

• перетворення Меллiна

K(p, t) = tp−1, a = 0, b = ∞;

10Герман Ганкель (Hermann Hankel, 1839–1873) — нiмецький математик.
11Фрiдрiх Бессель (Friedrich Wilhelm Bessel, 1784–1846) — нiмецький мате-
матик i астроном.
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• перетворення Фур’є12 (комплексне)

K(p, t) = eipt, a = −∞, b = ∞.

Саме про останнє iнтеґральне перетворення далi йтиметься.
Перетворення Фур’є можна отримати з перетворення Лапласа.

Запишемо формули (II.1) прямого (Лапласа) та (II.24) оберненого
перетворень (формула Меллiна)

F (p) =

∞∫

0

e−ptf(t) dt, f(t) =
1

2πi

s+i∞∫

s−i∞

eptF (p) dp, s > s0.

Нагадаємо, що p = s+ iσ, тодi

f(t) =
1

2πi
est

∞∫

−∞

eiσtF (s+ iσ)i dσ,

оскiльки в разi iнтеґрування за змiнною p ї ї дiйсна частина s за-
лишається сталою. Уведемо позначення

f(t)e−st = g(t),
1√
2π
F (s + iσ) = G(σ),

у яких останню формулу запишемо у виглядi

g(t) =
1√
2π

∞∫

−∞

eiσtG(σ) dσ. (II.28)

У цьому разi формула перетворення Лапласа матиме вигляд

F (s + iσ) =

∞∫

0

f(t) e−ste−iσt dt,

12Жозеф Фур’є (Jean Baptiste Joseph Fourier, 1768–1830) — французький
математик i фiзик.
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або

G(σ) =
1√
2π

∞∫

0

g(t)e−iσtdt. (II.29)

На вiдмiну вiд формули (II.27), де для перетворення Фур’є a =

= −∞, b = ∞, у формулi (II.29) iнтеґрування за змiнною t вико-
нують у межах 0 ≤ t ≤ ∞. Нагадаємо, що в перетвореннi Лапласа
функцiя-ориґiнал f(t) ∈ K, тобто, зокрема, f(t) ≡ 0 для t < 0,
тодi й g(t) ≡ 0 для t < 0. Такого обмеження на функцiю g(t) у пе-
ретвореннi Фур’є не вводять, тому приймаємо, що нижня границя
в iнтеґралi (II.29) дорiвнює −∞.

Зазначимо, що для перетворення Фур’є поширенi такi позна-
чення: замiсть p використовують позначення k, причому змiнна
k, якщо iнше не зазначено, є дiйсна, а замiсть t — позначення x.
З урахуванням наведеного вище запишемо

f(x) =
1√
2π

∞∫

−∞

eikxF (k) dk, (II.30)

F (k) =
1√
2π

∞∫

−∞

e−ikxf(x) dx. (II.31)

Формулу (II.30) називають iнтеґралом Фур’є для функцiї f(x),
а функцiю F (k) — фур’є-образом функцiї f(x). Перехiд вiд функ-
цiї f(x) до F (k) називають перетворенням Фур’є, або фур’є-
перетворенням . Зазначимо, що вибiр знакiв у формулах (II.30)
i (II.31) не загальноприйнятий, деякi автори обирають їх протиле-
жними. Це не впливає на властивостi фур’є-перетворення, оскiль-
ки достатньо перепозначити k ↔ x, f ↔ F у формулах (II.30) i
(II.31), щоб отримати в експонентах протилежнi знаки, що означає
повну еквiвалентнiсть фур’є-перетворення щодо їхнього вибору.

Пiд час розв’язування фiзичних задач часто зручнiше вводити
коефiцiєнт при iнтеґралах у перетвореннi Фур’є не симетрично,
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як у формулах (II.30), (II.31), а залишаючи один з iнтеґралiв без
додаткового множника, тодя як перед iншим ставити 1/2π.

Частiше поняття iнтеґрала i перетворення Фур’є вводять шля-
хом узагальнення розкладу перiодичних функцiй у ряди Фур’є. У
цьому разi отримують формули (II.30) i (II.31) послiдовним спосо-
бом, i вони мають своє обґрунтування.

Нехай f(x) — функцiя з перiодом 2l, де l — довiльне дiйсне
число. Припустимо, що на вiдрiзку [−l, l] функцiя f(x) має скiн-
ченну кiлькiсть розривiв першого роду й абсолютно iнтеґровна

на цьому вiдрiзку, тобто iнтеґрал
l∫

−l
|f(x)| dx iснує. Тодi в точках

неперервностi функцiї f(x) ї ї можна зобразити рядом Фур’є

f(x) =
a0
2

+

∞∑

n=1

(

an cos
nπx

l
+ bn sin

nπx

l

)

, (II.32)

де

a0 =
1

l

l∫

−l

f(x) dx,

an =
1

l

l∫

−l

f(x) cos
nπx

l
dx, n = 1, 2, 3, . . . , (II.33)

bn =
1

l

l∫

−l

f(x) sin
nπx

l
dx, n = 1, 2, 3, . . . .

Якщо в точцi x0 функцiя f(x) має розрив, то сума ряду в правiй
частинi формули (II.32) дорiвнює 1

2 [f(x0 − 0) + f(x0 + 0)].

Далi будемо прямувати l → ∞. У цьому разi накладемо на
функцiю f(x) такi умови. На кожному скiнченному вiдрiзку дiй-
сної осi вона має скiнченну кiлькiсть розривiв першого роду, а
невласний iнтеґрал

∫∞
−∞ |f(x)| dx збiгається, тобто функцiя f(x)

абсолютно iнтеґровна на всiй дiйснiй осi.
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Пiдставимо вирази (II.33) у формулу (II.32):

f(x) =
1

2l

l∫

−l

f(y) dy +
∞∑

n=1

(
1

l

l∫

−l

f(y) cos
nπy

l
cos

nπx

l
dy +

+
1

l

l∫

−l

f(y) sin
nπy

l
sin

nπx

l
dy

)

=

=
1

2l

l∫

−l

f(y) dy +

∞∑

n=1

1

l

l∫

−l

cos
nπ(y − x)

l
dy.

Приймемо kn = nπ
l , ∆kn = π

l ,
1
l =

1
π∆kn, тодi

f(x) =
1

2l

l∫

−l

f(y) dy +
1

π
∆

∞∑

n=1

kn

l∫

−l

f(y) cos[kn(y − x)] dy.

Розглянемо l → ∞. Очевидно, що

1

2l

l∫

−l

f(y) dy →
l→∞

0

l∫

−l

f(y) dy = 0,

оскiльки функцiя f(y) — абсолютно iнтеґровна.
Природно прийняти, що при l → ∞

∞∑

n=1

∆kn

l∫

−l

f(y) cos[kn(y − x)] dy →
∞∫

0

dk

∞∫

−∞

f(y) cos[k(y − x)] dy. (II.34)

Доведення iснування границi iнтеґральної суми при ∆kn → 0 та її
граничного значення у виглядi iнтеґрала у правiй частинi виразу
(II.34) є змiстом вiдповiдної теореми, яку наведемо без доведення.

Теорема. Якщо функцiя f(x) має на кожному скiнченному
вiдрiзку дiйсної осi x скiнченну кiлькiсть розривiв першого роду
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й абсолютно iнтеґровна на (−∞,∞), то в кожнiй точцi x, у якiй
функцiя f(x) диференцiйовна, маємо

f(x) =
1

π

∞∫

0

dk

∞∫

−∞

f(y) cos[k(y − x)] dy. (II.35)

Праву частину формули (II.35) називають подвiйним iнтеґра-
лом Фур’є для функцiї f(x).

У формулi (II.35) виконаємо такi перетворення:

1

π

∞∫

−∞

f(y) cos[k(y − x)] dy =
1

π

∞∫

−∞

f(y) cos ky dy cos kx+

+
1

π

∞∫

−∞

f(y) sin ky dy sin kx = a(k) cos kx+ b(k) sin kx,

де

a(k) =
1

π

∞∫

−∞

f(y) cos ky dy, b(k) =
1

π

∞∫

−∞

f(y) sin ky dy, k ≥ 0. (II.36)

Тодi формула (II.35) набуде вигляду

f(x) =

∞∫

0

[a(k) cos kx+ b(k) sin kx] dk. (II.37)

Тепер перетворимо пiдiнтеґральну функцiю за допомогою форму-
ли Ейлера (I.11)

a(k) cos kx+ b(k) sin kx = a(k)
eikx + e−ikx

2
+ b(k)

eikx − e−ikx

2i
=

=
a(k)− ib(k)

2
eikx +

a(k) + ib(k)

2
e−ikx = c(k)eikx + c(−k)e−ikx,

де

c(k) =
a(k)− ib(k)

2
, c(−k) = a(k) + ib(k)

2
, k ≥ 0, (II.38)
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оскiльки a(−k) = a(k), b(−k) = −b(k) (див. II.36). Тодi

f(x) =

∞∫

0

[a(k) cos kx+ b(k) sin kx] dk =

=

∞∫

0

[c(k)eikx + c(−k)e−ikx] dk =

=

∞∫

0

c(k)eikxdk +

0∫

−∞

c(k)eikxdk =

∞∫

−∞

c(k)eikxdk.

Знайдемо вираз для c(k):

c(k) =
a(k)− ib(k)

2
=

=
1

2




1

π

∞∫

−∞

f(y) cos ky dy − i
1

π

∞∫

−∞

f(y) sin ky dy



 =

=
1

2π

∞∫

−∞

f(y)[cos ky − i sin ky) dy =
1

2π

∞∫

−∞

f(y)e−ikydy, k ≥ 0.

Оскiльки c(−k) = c∗(k), де зiрочка позначає комплексне спряже-
ння, то формула

c(k) =
1

2π

∞∫

−∞

f(y)e−ikydy

справджується i для k < 0.
Отже, маємо

f(x) =

∞∫

−∞

c(k)eikxdk,

де

c(k) =
1

2π

∞∫

−∞

f(x)e−ikxdx.
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Уведемо функцiю F (k) =
√
2πc(k), тодi для останнiх двох формул

отримаємо

f(x) =
1√
2π

∞∫

−∞

F (k)eikxdk i F (x) =
1√
2π

∞∫

−∞

f(x)e−ikxdx,

що збiгається з (II.30), (II.31) i обґрунтовує їхню правильнiсть.
Перетворення Фур’є з погляду фiзики природнiше, нiж пере-

творення Лапласа. Зокрема, це зумовлене тим, що перетворення
Фур’є безпосередньо пов’язане з розкладом функцiй у ряди Фур’є,
коли фiзичнi процеси можна зобразити як суму гармонiчних ко-
ливань (так званий спектральний аналiз). У випадку зображення
функцiї вiд часової змiнної t iнтеґралом Фур’є записують

f(t) =
1√
2π

∞∫

−∞

F (ω)e−iωtdω, (II.39)

де

F (ω) =
1√
2π

∞∫

−∞

f(t)eiωtdt, (II.40)

i функцiю F (ω) називають спектральною функцiєю (тут знаки в
експонентах протилежнi!).

Для функцiй вiд просторового арґументу r = (x, y, z) f(r) уво-
дять її зображення потрiйним iнтеґралом Фур’є

f(r) =
1

√

(2π)3

∫

F (k)eikrdk, (II.41)

де k = (kx, ky, kz), dk = dkx dky dkz, i вектор k називають хвильо-
вим вектором , а iнтеґрування вiдбувається за всiм простором
змiнної k.

Якщо маємо функцiї типу f(r, t), якими у фiзицi описують так
званi скалярнi поля, то їхнiй розклад в iнтеґрал Фур’є є розкладом
за плоскими хвилями вигляду ei(kr−ωt):

f(r, t) =

∫

dk

∞∫

−∞

dω F (k, ω)ei(kr−ωt), (II.42)

який застосовують у рiзноманiтних фiзичних теорiях.



Роздiл III.

Узагальненi функцiї

Розв’язування деяких задач математичної фiзики потребує вве-
дення об’єктiв, властивостi яких вiдрiзняються вiд властивостей
звичайних функцiй. Наприклад, поняття густини точкового заря-
ду пов’язане з уведенням величини, що має такi властивостi:

ρ(r) =

{

0, r 6= r0,

∞, r = r0,
,

∫

V

ρ(r) dr = q,

де r0 — радiус-вектор точки, у якiй перебуває заряд; V — об’єм,
що мiстить точку r0; q — величина заряду; dr = dx dy dz. Серед
усiх “традицiйних” функцiй не iснує жодної, яка б мала такi вла-
стивостi. Неможливо визначити iнтеґрал для функцiї, що всюди
дорiвнює нулю, за винятком однiєї точки, де вона перетворює-
ться в нескiнченнiсть. Математично коректно цю й iншi подiбнi
величини (густину матерiальної точки, густину точкового диполя,
iнтенсивнiсть миттєвого точкового джерела тощо) описують так
званими узагальненими функцiями , якi розширюють класи-
чне поняття функцiї. У поняттi узагальненої функцiї вiдображено
той факт, що реально не можна вимiряти значення фiзичної вели-
чини в точцi, можна вимiряти лише її значення у досить малому
околi заданої точки, тому узагальненi функцiї iнодi називають
розподiлами .
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§ 1. δ-функцiя

Поняття δ-функцiї було введене задовго до П. Дiрака,1 з розви-
тком операцiйного числення наприкiнцi XIX ст. Зокрема, вважа-
ли, що похiдна вiд функцiї Гевiсайда

θ(x) =

{

1, x ≥ 0,

0, x < 0

дорiвнює δ-функцiї. П. Дiрак лише широко застосував поняття
δ-функцiї та її похiдних у квантово-механiчних дослiдженнях. В
одновимiрному випадку ця функцiя визначена так:

δ(x) =

{

0, x 6= 0,

∞, x = 0,

∞∫

−∞

δ(x) dx = 1,

∞∫

−∞

δ(x)ϕ(x) dx = ϕ(0), (III.1)

де ϕ(x) — звичайна функцiя.
Iснує спосiб означення δ(x) як уточнення властивостей (III.1)

шляхом певного граничного переходу в послiдовностi звичайних
функцiй (так званi δ-функцiйнi послiдовностi)

δ(x) = lim
ε→0

fε(x),

де послiдовнiсть {fε(x)} має такi властивостi:

lim
ε→0

fε(x) =

{

0, x 6= 0,

∞, x = 0,
(III.2)

lim
ε→0

∞∫

−∞

fε(x) dx = 1, lim
ε→0

∞∫

−∞

fε(x)ϕ(x) dx = ϕ(0).

1Поль Адрiєн Морiс Дiрак (Paul Adrien Maurice Dirac, 1902–1984) — бри-
танський фiзик-теоретик.
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Наведемо приклади таких послiдовностей.

Приклад 1. Нехай fε(x) =
1

2
√
πε
e−x

2/4ε, тодi

lim
ε→0

∞∫

−∞

fε(x)ϕ(x) dx = lim
ε→0

∞∫

−∞

1

2
√
πε

e−x
2/4εϕ(x) dx

= ϕ(0) lim
ε→0

∞∫

−∞

e−x
2/4ε

2
√
πε

dx = ϕ(0)
1

2
√
πε

√
4πε = ϕ(0).

Ми врахували, що e−x
2/4ε має максимум у x = 0, при |x| ≫ ε

швидко прямує до нуля (рис. III.1), отже, в iнтеґралi суттєвий ли-
ше окiл точки x = 0, тому функцiю ϕ(x) в точцi x = 0 можна ви-
нести за знак iнтеґрала, припускаючи, що на нескiнченностi ϕ(x)
достатньо швидко спадає.

-4 -2 0 2 4

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

= 0.01

= 0.1

= 0.5

ε

ε

ε

= 1ε

Рис. III.1.

Приклад 2. Нехай fε(x) =
ε

π(x2 + ε2)
.

Як i у прикладi 1, fε(x) має максимум у точцi x = 0, при
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Рис. III.2.

|x| ≫ ε прямує до нуля (рис. III.2), тому маємо

lim
ε→0

∞∫

−∞

ε

π(x2 + ε2)
ϕ(x) dx = ϕ(0) lim

ε→0

1

π

∞∫

−∞

d
(
x
ε

)

1 +
(
x
ε

)2 =

= ϕ(0) lim
ε→0

1

π
arctg

x

ε

∣
∣
∣
∣

∞

−∞
= ϕ(0).

Послiдовностi
sin ax

πx
, a→ ∞,

a

2 ch2 ax
, a→ ∞,

1− cos ax

πax2
, a→ ∞

також є δ-функцiйними.
Iнший спосiб уведення δ-функцiї полягає в означеннi її як фун-

кцiонала, який ставить у вiдповiднiсть будь-якiй основнiй
(пробнiй) функцiї ϕ(x) число ϕ(x0) — значення в точцi x0. Це
число позначають (δ, ϕ) i записують

(δ, ϕ) =

∫

δ(x − x0)ϕ(x) dx = ϕ(x0),

(δ, 1) =

∫

δ(x) dx = 1,

тобто δ-функцiя визначена не поданням її значень для кожного
значення арґумента x, а поданням значень iнтеґралiв для всiх
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основних функцiй ϕ(x). Надалi за основнi функцiї оберемо не-
скiнченно диференцiйовнi та фiнiтнi функцiї. Фiнiтними на-
зивають функцiї, що дорiвнюють нулю поза певною областю зна-
чень її арґумента. Найменшу замкнену множину, поза якою основ-
на функцiя дорiвнює нулю, називають носiєм ϕ(x) i познача-
ють suppϕ(x). Якщо носiй обмежений, його називають компа-
ктним . Нескiнченно диференцiйовнi функцiї з компактним носi-
єм утворюють лiнiйний векторний простiр — простiр основних
функцiй D = D(Rn), тут Rn — n-вимiрний дiйсний евклiдовий
простiр, точками якого є x = (x1, . . . , xn), де xi, i = 1, . . . , n —
координати точки x. Поширеним прикладом основної функцiї з
D i носiєм [−1, 1] є функцiя

ϕ(x) =

{

exp
(

− 1
1−x2

)

, −1 < x < 1,

0, |x| ≥ 1.

Тепер наведемо означення будь-якої узагальненої функцiї f .
Узагальненою функцiєю називають будь-який лiнiйний непе-
рервний функцiонал на просторi основних функцiй D. Значення
функцiонала f на основнiй функцiї ϕ записуватимемо

(f, ϕ) =

∫

f(x)ϕ(x) dx.

Узагальнену функцiю f будемо також формально записувати як
f(x), x ∈ Rn, маючи на увазi, що x — це арґумент основних фун-
кцiй, на якi дiє функцiонал f .

Функцiонал лiнiйний на D, якщо

(f, αϕ+ βψ) = α(f, ϕ) + β(f, ψ),

де ϕ ∈ D, ψ ∈ D, α, β — комплекснi числа.
Функцiонал неперервний на D, якщо з ϕm → 0, m→ ∞ у D

випливає (f, ϕm) → 0,m→ ∞. Функцiї ϕm → 0,m→ ∞ уD, якщо
всi ϕm(x) мають скiнченний iнтервал, поза яким вони зникають,
i рiвномiрно прямують до нуля разом зi своїми похiдними.
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Множину всiх узагальнених функцiй позначимо через D′ =

= D′(Rn).
Послiдовнiсть узагальнених функцiй f1, f2, . . . , fm, . . . з D′ збi-

гається до узагальненої функцiї f ∈ D′, якщо для довiльної ϕ ∈ D,
(fm, ϕ) → (f, ϕ), m → ∞. Лiнiйну множину D′ iз заданою збiжнi-
стю називають простором узагальнених функцiй D′.

Звичайну неперервну функцiю f(x) можна розглядати як час-
тковий випадок узагальненої функцiї, тодi лiнiйний функцiонал
задають таким iнтеґралом:

∞∫

−∞

f(x)ϕ(x) dx.

Узагальненi функцiї не мають значень в окремих точках, однак
можна говорити, що узагальнена функцiя f(x) в областi G до-
рiвнює нулю. Запис f(x) = 0, x ∈ G означає, що для будь-якої
основної функцiї з носiєм suppϕ(x), розташованим у G, ϕ ∈ D(G),
завжди (f, ϕ) = 0. Зокрема, δ(x) = 0, x 6= 0.

Узагальненi функцiї f i g називають рiвними в областi G,
якщо f − g = 0, x ∈ G, зокрема, f = g, якщо для всiх основних
функцiй ϕ ∈ G (f, ϕ) = (g, ϕ).

Носiй узагальненої функцiї — supp f — це найменша за-
мкнена множина, поза якою функцiя f дорiвнює нулю. Напри-
клад, у δ(x) носiєм є одна точка — початок координат.

Узагальнену функцiю з обмеженим носiєм називають фiнi-
тною.

Узагальненi функцiї, породжуванi локально-iнтеґровними вRn

функцiями f(x) (тобто iнтеґровнi в будь-якiй обмеженiй областi
в Rn) за формулою

(f, ϕ) =

∫

f(x)ϕ(x) dx, ϕ ∈ D,

називають реґулярними узагальненими функцiями . Решту
узагальнених функцiй називають синґулярними узагальне-
ними функцiями . Прикладом синґулярної функцiї є δ-функцiя
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Дiрака

(δ, ϕ) = ϕ(0), ϕ ∈ D,

тому що носiй її — одна точка x = 0.

§ 2. Дiї над узагальненими функцiями

1. Додавання i множення на число визначають за формулами

(f1 + f2, ϕ) = (f1, ϕ) + (f2, ϕ), (III.3)

(αf, ϕ) = α(f, ϕ). (III.4)

2. Лiнiйна замiна змiнних. Нехай f(x) — локально iнтеґровна
в Rn функцiя i x = Ay+ b (A — матриця перетворення, detA 6= 0)
— неособливе перетворення простору Rn на себе. Тодi для будь-
якої ϕ ∈ D одержимо

(f(Ay + b), ϕ) =

∫

f(Ay + b)ϕ(y) dy =

=
1

|detA|

∫

f(x)ϕ
(
A−1(x− b)

)
dx =

=
1

|detA|
(
f, ϕ

(
A−1(x− b)

))
.

Цю рiвнiсть приймемо за означення узагальненої функцiї f(Ay+b)
для довiльної f(x) ∈ D′

(f(Ay + b), ϕ) =

(

f,
1

|detA| ϕ
(
A−1(x− b)

)
)

. (III.5)

Тепер розглянемо частковi випадки:

• якщо A — матриця обертання i b = 0, то

(f(Ay), ϕ) = (f, ϕ(A−1x)), (III.6)
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• якщо A — матриця масштабного перетворення або вiдбиття,
A = aI, I — одинична матриця, a 6= 0, a < 0 (для вiдбиття)
i b = 0, то

(f(ay), ϕ) =
1

|an| (f, ϕ(x/a)), (III.7)

• якщо A = I, b 6= 0, то

(f(y + b), ϕ) = (f, ϕ(x− b)). (III.8)

Узагальнену функцiю f(x + b) називають зсувом узагаль-
неної функцiї f(x) на вектор b.

Для δ-функцiї з формул (III.7) i (III.8) маємо (n = 1):

(δ(x − x0), ϕ) = (δ, ϕ(x + x0)) =

=

∫

δ(x)ϕ(x + x0) dx = ϕ(x0), (III.9)

(δ(ax), ϕ) =
1

|a| (δ, ϕ(x/a)) =
1

|a|

∫

δ(x)ϕ(x/a) dx =

=
1

|a|ϕ(0) =
1

|a| (δ, ϕ),

або

δ(ax) =
1

|a|δ(x), (III.10)

(δ(−x), ϕ) = (δ, ϕ(−x)) =
∫

δ(x)ϕ(−x) dx = ϕ(0) = (δ, ϕ),

або

δ(−x) = δ(x), (III.11)

тобто δ-функцiя — парна функцiя.
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Нехай f = δ(ψ(x)), де ψ(x) — функцiя, яка має iзольованi
простi нулi в дiйсних точках xi, x ∈ R1. В околi кожного з цих
нулiв функцiя ψ(x) дорiвнює ψ(x) ≃ ψ′(xi)(x−xi), ψ′(xi) 6= 0. Тодi
з (III.10) маємо δ(ψ′(xi)(x− xi)) =

δ(x−xi)
|ψ′(xi)| i в заналом

δ(ψ(x)) =
∑

i

δ(x − xi)

|ψ′(xi)|
. (III.12)

Зокрема, за цiєю формулою отримаємо спiввiдношення

δ(x2 − a2) =
1

2a
[δ(x − a) + δ(x+ a)],

δ(sin x) =
∞∑

k=−∞
δ(x − πk),

δ(a+ bx) =
1

b
δ
(

x+
a

b

)

.

3. Множення узагальненої функцiї. Нехай f(x) — локально-
iнтеґровна в Rn функцiя, a(x) ∈ C∞(Rn), тобто нескiнченно ди-
ференцiйовна функцiя. Тодi для ϕ ∈ D справджується рiвнiсть

(af, ϕ) =

∫

a(x)f(x)ϕ(x) dx = (f, aϕ), (III.13)

зокрема,

(aδ, ϕ) =

∫

a(x)δ(x) dx = (δ, aϕ) = a(0)ϕ(0) = a(0)(δ, ϕ)

= (a(0)δ, ϕ),

або

a(x)δ(x) = a(0)δ(x). (III.14)

4. Диференцiювання. Якщо f(x) ∈ D′, ϕ(x) ∈ D, x ∈ R1, то
f ′(x) — похiдну вiд f(x), означимо так,

(f ′, ϕ) = −(f, ϕ′). (III.15)
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У випадку звичайних функцiй f(x) i f ′(x) (III.15) — це резуль-
тат iнтеґрування частинами, де враховано, що ϕ(x) дорiвнює нулю
для тих x, якi не належать носiю ϕ. Оскiльки ϕ′(x) разом з ϕ(x)
— основнi функцiї, то вираз праворуч у (III.15) визначає лiнiйний
i неперервний функцiонал, тому кожна узагальнена функцiя має
похiдну.

Похiднi вищих порядкiв означають у той самий спосiб шляхом
формального iнтеґрування частинами (x ∈ Rn)

(∂pf, ϕ) = (−1)|p|(f, ∂pϕ), (III.16)

де

∂pf = ∂p11 . . . ∂pnn f(x) =
∂|p|f(x1, . . . , xn)

∂xp11 . . . ∂xpnn
, |p| = p1 + . . .+ pn,

— похiдна p-порядку, p = (p1, . . . , pn) — це цiлочисловий вектор з
додатними складовими pj, j = 1, . . . , n, ∂ = (∂1, ∂2, . . . , ∂n), ∂j =

= ∂
∂xj

, ∂0f(x) = f(x).
Отже, кожна узагальнена функцiя має похiдну будь-якого по-

рядку. Зокрема, для δ-функцiї

(∂pδ, ϕ) = (−1)|p|(δ, ∂pϕ) = (−1)|p|∂pϕ(0). (III.17)

Наведемо деякi властивостi похiдних узагальнених функцiй:
а) операцiя диференцiювання лiнiйна i неперервна. Доведемо

лiнiйнiсть.

(∂p(αf + βg), ϕ) = ((αf + βg), (−1)|p|∂pϕ)

= α(f, (−1)|p|∂pϕ) + β(g, (−1)|p|∂pϕ)

= α(∂pf, ϕ) + β(∂pg, ϕ) = (α∂pf + β∂pg, ϕ),

тобто

∂p(αf + βg) = α∂pf + β∂pg. (III.18)



§ 2. Дiї над узагальненими функцiями 159

Тепер доведемо неперервнiсть

∂pfk → 0, k → ∞ у D′, якщо fk → 0, k → ∞ в D′.

З означення похiдної маємо (∂pfk, ϕ) = (−1)|p|(fk, ∂pϕ) → 0,

k → ∞, тобто ∂pfk → 0, k → ∞ в D′;
б) результат диференцiювання довiльної узагальненої функцiї

не залежить вiд порядку диференцiювання

∂2f

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xj∂xi
. (III.19)

Зазначимо, що подiбне правило виконується для основних фун-
кцiй, тому
(

∂2f

∂xi∂xj
, ϕ

)

=

(

f,
∂2ϕ

∂xi∂xj

)

=

(

f,
∂2ϕ

∂xj∂xi

)

=

(
∂2f

∂xj∂xi
, ϕ

)

;

в) якщо f ∈ D′, a(x) ∈ C∞(Rn), то справджується формула
диференцiювання добутку fa. Справдi, використовуючи формули
(III.13), (III.15), (III.18), одержимо

(
∂(af)

∂x1
, ϕ

)

= −
(

f, a
∂ϕ

∂x1

)

= −
(

f,
∂(aϕ)

∂x1
− ∂a

∂x1
ϕ

)

=

(
∂f

∂x1
, aϕ

)

+

(
∂a

∂x1
f, ϕ

)

=

(

a
∂f

∂x1
, ϕ

)

+

(
∂a

∂x1
f, ϕ

)

=

(

a
∂f

∂x1
+

∂a

∂x1
f, ϕ

)

,

отже,

∂(af)

∂x1
=

∂a

∂x1
f + a

∂f

∂x1
. (III.20)

Тепер за формулами (III.13), (III.16) доведемо, що в D′(R1)

xkδ(m)(x) =

{

0, m < k,

(−1)kk!δ(x) m = k.
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Для цього запишемо функцiонал

(xkδ(m)(x), ϕ(x)) = (δ(m)(x), xkϕ(x)) =

= (−1)m
(

δ(x),
dm

dxm
(xkϕ(x))

)

=

= (−1)m

(

δ(x),

m∑

ν=0

m!

ν!(m− ν)!

dν

dxν
xk

dm−ν

dxm−ν ϕ(x)

)

=

=







(−1)m
m∑

ν=0

m!

ν!(m− ν)!

dν

dxν
xk

dm−ν

dxm−ν ϕ(x)

∣
∣
∣
∣
x=0

= 0, m < k,

(−1)kk!(δ(x), ϕ(x)) = (−1)kk!ϕ(0), m = k,

зокрема, xδ′(x) = −δ(x);
г) якщо узагальнена функцiя f = 0, x ∈ G, то й похiдна

∂pf = 0, x ∈ G
Оскiльки ϕ ∈ D(G), то ∂pϕ ∈ D(G), отже,

(∂pf, ϕ) = (−1)|p|(f, ∂pϕ) = 0,

звiдки одержуємо ∂pf = 0.
Як приклад, знайдемо похiдну вiд θ(x)-функцiї Гевiсайда

(x ∈ R1)

θ(x) =

{

1, x ≥ 0,

0, x < 0.
(III.21)

За означенням

(θ′, ϕ) = −(θ, ϕ′) = −
∞∫

0

ϕ′(x) dx = ϕ(0) = (δ, ϕ),

звiдки

θ′(x) = δ(x),

(III.22)

θ′(x− a) = δ(x− a).



§ 2. Дiї над узагальненими функцiями 161

Зазначимо, що похiдна вiд θ(x) у звичайному розумiннi дорiв-
нює 0 при x 6= 0, а при x = 0 не iснує.

Функцiя θ(x) — найпростiша розривна функцiя. Розглянемо
похiдну вiд кусково-неперервної функцiї разом з кусково-непе-
рервною похiдною f ′(x) на R1, точками розриву {xk} та вiдпо-
вiдними стрибками {hk} (рис. III.3).

Рис. III.3.

Уведемо функцiю

f1(x) = f(x)−
∑

k

hkθ(x− xk).

Функцiя f1(x) неперервна i f ′1(x) збiгається з f ′(x) всюди, крiм
точок розриву f(x), де f ′1(x) не iснує. Враховуючи (III.22), запи-
шемо

f ′1(x) = f ′ −
∑

k

hkδ(x − xk),

де f ′ — похiдна узагальненої функцiї f(x), або

f ′ = f ′1(x) +
∑

k

hkδ(x − xk), (III.23)

тобто похiдна узагальненої функцiї f(x) складається з її звичай-
ної похiдної i суми δ-функцiй у точках розриву з вiдповiдними
стрибками як коефiцiєнтами.
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Рис. III.4.

Зокрема, для 2π-перiодичної функцiї (рис. III.4)

f(x) =
1

2
− x

2π
, x ∈ [0, 2π),

отримаємо

f ′ = − 1

2π
+

∞∑

k=−∞
δ(x − 2πk). (III.24)

Отже, узагальнена i класична похiдна не збiгаються одна з одною.

Далi розглянемо таку 2π-перiодичну функцiю:

g(x) =

x∫

0

f(x′) dx′ =
x

2
− x2

4π
,

i розкладемо в рiвномiрно збiжний ряд Фур’є g(x) =
∞∑

k=−∞
Cke

ikx,

Ck =
1

2π

2π∫

0

g(x)e−ikx dx:

x∫

0

f(x′) dx′ =
π

6
− 1

2π

∞∑

k=−∞
k 6=0

1

k2
eikx.
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Диференцiюючи цей ряд двiчi i враховуючи (III.24), одержимо
рiвнiсть

f ′ = − 1

2π
+

∞∑

k=−∞
δ(x− 2πk) =

1

2π

∞∑

k=−∞
k 6=0

eikx,

або

1

2π

∞∑

k=−∞
eikx =

∞∑

k=−∞
δ(x− 2πk), (III.25)

яка є рядом Фур’є 2π-перiодичної узагальненої функцiї

∞∑

k=−∞
δ(x − 2πk).

Наведемо приклади узагальнених функцiй однiєї змiнної, якi
є похiдними вiд звичайних локально iнтеґровних функцiй:

a)

((ln |x|)′, ϕ) = −(ln |x|, ϕ′) =

= − lim
ε→0







−ε∫

−∞

ln |x|ϕ′(x) dx +

∞∫

ε

ln |x|ϕ′(x) dx






=

= − lim
ε→0






ϕ(−ε) ln ε− ϕ(ε) ln ε−

−ε∫

−∞

ϕ(x)

x
dx−

∞∫

ε

ϕ(x)

x
dx






,

lim
ε→0

(ϕ(ε) − ϕ(−ε)) ln ε→ 0

тому остаточно

((ln |x|)′, ϕ) = lim
ε→0





−ε∫

−∞

ϕ(x)

x
dx+

∞∫

ε

ϕ(x)

x
dx



 = P

∞∫

−∞

ϕ(x)

x
dx,

де iнтеґрал розумiють у сенсi головного значення.
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Цей результат можна записати так:

d

dx
ln |x| = P

1

x
; (III.26)

б) тепер продиференцiюємо одержану узагальнену функцiю
P 1
x

((

P
1

x

)′
, ϕ

)

= −
(

P
1

x
, ϕ′
)

=

= − lim
ε→0







−ε∫

−∞

ϕ′(x)
x

dx+

∞∫

ε

ϕ′(x)
x

dx






=

= lim
ε→0






−ϕ(ε)

ε
− ϕ(ε)

ε
+

−ε∫

−∞

ϕ(x)

x2
dx+

∞∫

ε

ϕ(x)

x2
dx






=

= lim
ε→0







2ϕ(0)

ε
−

∞∫

ε

ϕ(−x)
x2

dx−
∞∫

ε

ϕ(x)

x2
dx






=

= lim
ε→0






2ϕ(0)

∞∫

ε

dx

x2
−

∞∫

ε

ϕ(x)

x2
dx−

∞∫

ε

ϕ(−x)
x2

dx






=

=

∞∫

0

2ϕ(0) − ϕ(x) − ϕ(−x)
x2

dx. (III.27)

Цей результат також зручно записати у виглядi iнтеґрала в
сенсi головного значення
((

P
1

x

)′
, ϕ

)

= − lim
ε→0





∞∫

ε

ϕ(x) − ϕ(0)

x2
dx+

∞∫

ε

ϕ(−x)− ϕ(0)

x2
dx



=

= − lim
ε→0





−ε∫

−∞

ϕ(x)− ϕ(0)

x2
dx+

∞∫

ε

ϕ(x)− ϕ(0)

x2
dx



 =

= −P
∞∫

−∞

ϕ(x)− ϕ(0)

x2
dx, (III.28)
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або в символiчнiй формi
(

P
1

x

)′
= −Pf 1

x2
. (III.29)

де символ Pf (псевдофункцiя) означає правило iнтеґрування (III.27).
Узагальнимо (III.26), (III.27), одержимо

(−1)n−1

(n− 1)!

dn

dxn
ln |x| = Pf

1

xn
, n = 1, 2, . . . ; (III.30)

в) формули Сохоцького.
Знайдемо lim

ε→0
ln(x+iε). З означення логарифма (I.14) випливає

lim
ε→0

ln(x+ iε) = ln |x|+ i lim
ε→0

arg(x+ iε) = ln |x|+ iπθ(−x).

Продиференцiюємо цю рiвнiсть:

lim
ε→0

1

x+ iε
= P

1

|x| + iπθ′(−x),

однак

(θ′(−x), ϕ) = −(θ(−x), ϕ′) = −
0∫

−∞

θ(−x)ϕ′(x) dx =

= −
0∫

−∞

ϕ′(x) dx = −ϕ(0) = −(δ, ϕ),

тобто
θ′(−x) = −δ(x),

тому остаточно одержимо формули Сохоцького:

lim
ε→0

1

x+ iε
= P

1

x
− iπδ(x), (III.31)

або

lim
ε→0

1

x− iε
= P

1

x
+ iπδ(x).

iнше доведення цих формул наведене в § 5 роздiлу I (треба враху-
вати, що ϕ(a) = (δ(x − a), ϕ))).
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§ 3. Прямий добуток узагальнених функцiй

Нехай f(x) i g(y) — локально iнтеґровнi функцiї в просторах Rn i
Rm, вiдповiдно. Функцiя f(x)g(y) також буде локально iнтеґров-
ною в Rn+m i визначає (реґулярну) узагальнену функцiю, що дiє
на основнi функцiї ϕ(x, y) ∈ D, за формулами

(f(x)g(y), ϕ) =

∫

f(x)g(y)ϕ(x, y) dx dy =

=

∫

f(x)

∫

g(y)ϕ(x, y) dy dx =

=

(

f(x),

(

g(y), ϕ(x, y)

))

, (III.32)

або

(g(y)f(x), ϕ) =

∫

g(y)f(x)ϕ(x, y) dx dy =

=

∫

g(y)

∫

f(x)ϕ(x, y) dx dy =

=

(

g(y),

(

f(x), ϕ(x, y)

))

. (III.33)

Формула (III.32) означає прямий добуток f(x) ◦ g(x) узагаль-
нених функцiй , тобто

(f(x) ◦ g(y), ϕ) = (f(x), (g(y), ϕ(x, y))), ϕ ∈ D(Rn+m). (III.34)

Розглянемо деякi властивостi прямого добутку.
1. Комутативнiсть

f(x) ◦ g(y) = g(y) ◦ f(x) (III.35)

випливає з формули (III.33).
2. Асоцiативнiсть

f(x) ◦ [g(y) ◦ h(z)] = [f(x) ◦ g(y)] ◦ h(z), h(z) ∈ D′(Rk). (III.36)
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Справдi, якщо ϕ ∈ D(Rn+m+k), то

(f(x) ◦ [g(y) ◦ h(z)], ϕ) = (f(x), (g(y) ◦ h(z), ϕ)) =
= (f(x), (g(y), (h(z), ϕ))) =

= (f(x) ◦ g(y), (h(z), ϕ)) = ([f(x) ◦ g(y)] ◦ h(z), ϕ).

3. Диференцiювання

∂px[f(x) ◦ g(y)] = ∂pf(x) ◦ g(y). (III.37)

За формулою (III.16) запишемо

(∂px[f(x) ◦ g(y)], ϕ) =
= (−1)|p|(f(x) ◦ g(y), ∂pxϕ) = (−1)|p|(g(y), (f(x), ∂pxϕ(x, y))) =

= (g(y), (∂pf(x), ϕ)) = (∂pf(x) ◦ g(y), ϕ). (III.38)

4. Узагальнена функцiя f(x) ◦ 1(y) не залежить вiд y, тобто

(f(x) ◦ 1(y), ϕ) = (f(x),

∫

ϕ(x, y) dy) = (1(y) ◦ f(x), ϕ) =

=

∫

(f(x), ϕ(x, y)) dy,

або остаточно

(f(x),

∫

ϕ(x, y) dy) =

∫

(f(x), ϕ(x, y)) dy. (III.39)

§ 4. Згортка узагальнених функцiй

Нехай f(x) i g(x) — локально iнтеґровнi функцiї в Rn, крiм того,
функцiя

h(x) =

∫

|g(y)f(x− y)| dy

також локально iнтеґровна в Rn, тодi згорткою f∗g цих функцiй
називають функцiю

(f ∗ g)(x) =
∫

f(y)g(x− y) dy =

=

∫

g(y)f(x− y) dy = (g ∗ f)(x). (III.40)
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Сформулюємо правило, за яким згортка дiє на основнi функцiї
ϕ ∈ D(Rn), для цього утворимо функцiонал

(f ∗ g, ϕ) =
∫

(f ∗ g)(ξ)ϕ(ξ) dξ =

∫ [∫

g(y)f(ξ − y) dy

]

ϕ(ξ) dξ,

змiнимо порядок iнтеґрування та зробимо замiну змiнної x = ξ−y,
тодi
∫

g(y)

[∫

f(ξ − y)ϕ(ξ) dξ

]

dy =

∫

g(y)

[∫

f(x)ϕ(x+ y) dx

]

dy,

отже,

(f ∗ g, ϕ) =
∫

f(x)g(y)ϕ(x + y) dx dy. (III.41)

Нехай f — довiльний функцiонал, g = δ(x), тодi для довiльної
основної функцiї ϕ одержимо

(f ∗ δ, ϕ) =

∫

f(x)δ(y)ϕ(x + y) dy dx =

=

∫

f(x)ϕ(x) dx = (f, ϕ), (III.42)

тобто f ∗ δ = f . Той самий результат маємо для довiльного g

(δ ∗ g, ϕ) =
∫

δ(x)g(y)ϕ(x + y) dx dy = (g, ϕ), δ ∗ g = g. (III.43)

Отже, згортка з δ-функцiєю iснує завжди i функцiонал δ у разi
згортки вiдiграє таку саму роль, як одиниця у множеннi. Зокрема,
δ ∗ δ(x) = δ(x). Крiм того, змiст формул (III.42), (III.43) полягає
в тому, що будь-який функцiонал f або g можна розкласти за
δ-функцiями, що формально записують так:

f(x) =

∫

f(ξ)δ(x − ξ) dξ.

Саме цю формулу мають на увазi, коли говорять, що будь-яке
матерiальне тiло складається з точкових мас, будь-яке джерело
складається з точкових джерел тощо.
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Якщо f = δ′(x), x ∈ R1, g — довiльна узагальнена функцiя,
або навпаки, g = δ′(x), f — довiльна узагальнена функцiя, то

(δ′ ∗ g, ϕ) =
∫

δ′(x)g(y)ϕ(x + y) dx dy =

=

∫

g(y)δ′(x)ϕ(x + y) dx dy = −
∫

g(y)ϕ′(y) dy =

=

∫

g′(y)ϕ(y) dy = (g′, ϕ),

тобто

δ′ ∗ g = g′, f ∗ δ′ = f ′. (III.44)

Нехай тепер одна з узагальнених функцiї є похiдною k-го порядку,
x ∈ R1, тодi

(δ(k) ∗ g, ϕ) =
∫

δ(k)(x)g(y)ϕ(x + y) dx dy =

=

∫

g(y)δ(k)(x)ϕ(x+ y) dx dy =

= (−1)k
∫

g(y)ϕ(k)(y) dy = (g(k), ϕ),

тобто δ(k) ∗ g = g(k), або

δ(k) ∗ f = f (k). (III.45)

Легко перевiрити, що

δ′ ∗ θ = θ′ = δ i δ′ ∗ 1 = 0.

З цих прикладiв випливає, що результат згортки будь-якої уза-
гальненої функцiї з δ(k)(x) — це похiдна вiдповiдного порядку цiєї
узагальненої функцiї.

Зазначимо, що згортка двох довiльних узагальнених функцiй
f i g iснує не завжди, однак якщо одна з узагальнених функцiй
фiнiтна, то справджується формула (III.41) — означення згортки.
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На пiдставi формули (III.41) можна довести, що згортка має
такi властивостi.

1. Лiнiйнiсть

(αf1 + βf2) ∗ g = α(f1 ∗ g) + β(f2 ∗ g), f1, f2, g ∈ D′, (III.46)

за умови, що згортки f1 ∗ g та f2 ∗ g iснують.
2. Комутативнiсть

f ∗ g = g ∗ f. (III.47)

3. Диференцiювання згортки

∂p(f ∗ g) = ∂pf ∗ g = f ∗ ∂pg. (III.48)

Нарештi, наведемо приклади згорток.
Нехай ρ — об’ємна густина, тодi об’ємний потенцiал записують

як згортку

Vn(x) =
1

|x|n−2
∗ ρ =

∫
ρ(y)

|x− y|n−2
ρ(y) dy, n ≥ 3,

V2(x) = ln
1

|x| ∗ ρ =

∫

ρ(y) ln
1

|x− y|ρ(y) dy, n = 2.

Якщо ж на обмеженiй кусково-гладкiй двобiчнiй поверхнi S з нор-
маллю n на нiй заданi поверхневi густини µ, ν, то поверхневi
потенцiали також є згортками. Зокрема, поверхневий потенцiал
простого шару

Vn(x) =
1

|x|n−2
∗ µδS =

∫

S

µ(y)

|x− y|n−2
dSy, n ≥ 3,

V2(x) = ln
1

|x| ∗ µδS =

∫

S

µ(y) ln
1

|x− y| dSy, n = 2;

поверхневий потенцiал подвiйного шару

Vn(x) = − 1

|x|n−2
∗ ∂

∂n
(νδS) =

∫

S

ν(y)
∂

∂ny

1

|x− y|n−2
dSy, n ≥ 3,

V2(x) = − ln
1

|x| ∗
∂

∂n
(νδS) =

∫

S

ν(y)
∂

∂ny
ln

1

|x− y| dSy, n = 2,
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де узагальнена функцiя µδS — простий шар на поверхнi S з гу-
стиною µ — дiє за правилом

(µδS , ϕ) =

∫

S

µ(x)ϕ(x) dS, ϕ ∈ D,µδS ∈ D′, µδS(x) = 0, x∈̄S.

Аналогiчно, − ∂
∂n(νδS) — узагальнена функцiя, яку називають по-

двiйним шаром на поверхнi S з густиною ν, i

(

− ∂

∂n
(νδS), ϕ

)

=

∫

S

ν(x)
∂ϕ(x)

∂n
dS, ϕ ∈ D, − ∂

∂n
(νδS) ∈ D′.

§ 5. Перетворення Фур’є

У попередньому параграфi розглянуто iнтеґральнi перетворення
Фур’є i Лапласа для звичайних функцiй. Тепер означимо цi пере-
творення для узагальнених функцiй.

Уведемо множину функцiй класу C∞(Rn), що спадають при
|x| → ∞ разом з усiма похiдними швидше вiд будь-якого степеня
|x|−1, i назвемо множиною основних функцiй L = L(Rn).

Будь-якi неперервнi лiнiйнi функцiонали на просторi цих основ-
них функцiй утворюють множину узагальнених функцiй по-
вiльного зростання L′ = L′(Rn).

Перетворення Фур’є F [f ] довiльної узагальненої функцiї по-
вiльного зростання

F [f ] =

∫

f(x1, . . . , xn)e
i(ξ1x1,+...+ξnxn)dx1, . . . , dxn =

=

∫

f(x)ei(ξ,x) dx, (ξ, x) = ξ1x1 + . . .+ ξnxn, (III.49)
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означимо як лiнiйний неперервний функцiонал на L

(F [f ], ϕ) =

∫

F [f ](ξ)ϕ(ξ) dξ =

=

∫ [∫

f(x)ei(ξ,x) dx

]

ϕ(ξ) dξ =

∫

f(x)

∫

ϕ(ξ)ei(ξ,x) dξ dx =

=

∫

f(x)F [ϕ](x) dx = (f, F [ϕ]),

тобто

(F [f ], ϕ) = (f, F [ϕ]), F [f ] ∈ L′, (III.50)

де

F [ϕ](ξ) =

∫

ϕ(x)ei(ξ,x)dx, F [ϕ] ∈ L, (III.51)

— перетворення Фур’є основної функцiї ϕ(x).
Iснує й обернена операцiя F−1 до операцiї перетворення Фур’є

F , а саме:

F−1[f ] =
1

(2π)n
F [f(−x)], (III.52)

тобто

F−1[F [f ]] = f, F [F−1[f ]] = f.

Тут варто звернути увагу на асиметрiю в означеннях прямого й
оберненого перетворення Фур’є порiвняно з формулами (II.30) i
(II.31), а також вiдповiдний коментар на с. 144.

Як приклад, знайдемо за формулою (III.50)

(F [δ(x)], ϕ) = (δ(x), F [ϕ]) = F [ϕ](0) = (1, ϕ),

або

F [δ] = 1, (III.53)
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звiдси маємо

δ = F−1[1] =
1

(2π)n
F [1] =

1

(2π)n

∫

ei(ξ,x) dx.

Тому

F [1] = (2π)nδ(ξ). (III.54)

Розглянемо деякi властивостi перетворення Фур’є.
1. Спочатку продиференцiюємо перетворення Фур’є. Для цьо-

го за формулами (III.16), (III.50) запишемо

(∂pF [f ], ϕ) = (−1)|p|(F [f ], ∂pϕ) = (−1)|p|(f, F [∂pϕ]). (III.55)

Далi знайдемо перетворення Фур’є основної функцiї ∂pϕ ∈ L(Rn)

F [∂pϕ] =

∫

ei(ξ,x)∂pϕdξ

= (−ix)p
∫

ei(ξ,x)ϕ(ξ) dξ = (−ix)pF [ϕ], (III.56)

де (−ix)p = (−i)|p|xp11 x
p2
2 . . . xpnn , i пiдставимо в (III.55):

(∂pF [f ], ϕ) = (−1)|p|(f, (−ix)pF [ϕ]) = (−1)|p|((−ix)pf, F [ϕ])
(−1)|p|(F [(−ix)pf ], ϕ) = (F [(ix)pf ], ϕ),

остаточно

∂pF [f ] = F [(ix)pf ]. (III.57)

Приймемо в (III.57) f = 1 i врахуємо (III.54), тодi

F [xp] = (−i)|p|∂pF [1] = (2π)n(−i)|p|∂pδ(ξ). (III.58)

Використаємо цю формулу для знаходження перетворення Фур’є
вiд eax, x ∈ R1. Для цього розкладемо eax у степеневий ряд:



174 III. Узагальненi функцiї

eax =
∞∑

k=0

akxk

k! . Цей ряд збiжний, тому запишемо

F [eax] =

∞∑

k=0

F

[
akxk

k!

]

=

∞∑

k=0

ak

k!
F [xk] =

= (2π)

∞∑

k=0

ak

k!
(−i)k∂kδ(ξ) = (2π)δ(ξ − ia),

тобто

F [eax] = (2π)δ(ξ − ia). (III.59)

З формули (III.59) легко знайти перетворення Фур’є функцiй:

F [sin ax] = F

[
1

2i
(eiax − e−iax)

]

= −iπ[δ(ξ + a)− δ(ξ − a)],

F [cos ax] = F

[
1

2
(eiax + e−iax)

]

= π[δ(ξ + a) + δ(ξ − a)],

F [sh ax] = F

[
1

2
(eax − e−ax)

]

= π[δ(ξ − ia)− δ(ξ + ia)],

F [ch ax] = F

[
1

2
(eax + e−ax)

]

= π[δ(ξ − ia) + δ(ξ + ia)].

2. Тепер знайдемо перетворення Фур’є похiдної. Використову-
ючи (III.50) i (III.16)

(F [∂pf ], ϕ) = (∂pf, F [ϕ]) = (−1)|p|(f, ∂pF [ϕ]),

а також

∂pF [ϕ] = ∂p
∫

ei(ξ,x)ϕ(ξ) dξ =

∫

(iξ)pϕ(ξ)ei(ξ,x) dξ =

= F [(iξ)pϕ], (III.60)

одержимо

(F [∂pf ], ϕ) = (−1)|p|(f, F [(iξ)pϕ]) = (−1)|p|(F [f ], (iξ)pϕ) =

= ((−iξ)pF [f ], ϕ),
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або

F [∂pf ] = (−iξ)pF [f ]. (III.61)

Якщо f = δ, то формула (III.61) набуде вигляду

F [∂pδ] = (−iξ)pF [δ] = (−iξ)p. (III.62)

3. Перетворення Фур’є зсуву.
Нехай f = f(x− x0), тодi

(F [f(x− x0)], ϕ) = (f(x− x0), F [ϕ]) = (f, F [ϕ](x + x0)) =

= (f, F [ei(ξ,x0)ϕ]) = (F [f ], ei(ξ,x0)ϕ]) = (ei(ξ,x0)F [f ], ϕ),

оскiльки за означенням (III.51)

F [ϕ](x + x0) =

∫

ei(ξ,(x+x0))ϕ(ξ) dξ =

=

∫

ei(ξ,x)ei(ξ,x0)ϕ(ξ) dξ = F [ei(ξ,x0)ϕ].

Отже,

F [f(x− x0)] = ei(ξ,x0)F [f ]. (III.63)

Якщо f = δ(x− x0), то

F [δ(x − x0)] = ei(ξ,x0)F [δ] = ei(ξ,x0). (III.64)

З цiєї формули, якщо n = 1, легко одержати

F

[
1

2
(δ(x− x0) + δ(x+ x0))

]

=
1

2

(

eiξx0 + e−iξx0
)

= cos ξx0,

F

[
1

2i
(δ(x− x0)− δ(x+ x0))

]

=
1

2i

(

eiξx0 − e−iξx0
)

= sin ξx0.

Далi за формулою (III.64) для n = 1 перепишемо рiвнiсть

∞∑

k=−∞
δ(x − 2πk) =

1

2π

∞∑

k=−∞
eikx,
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встановлену в § 2 (формула (III.25)), так:

2π

∞∑

k=−∞
δ(x − 2πk) =

∞∑

k=−∞
F [δ(x− k)].

Застосуємо цю рiвнiсть до ϕ ∈ L

2π

( ∞∑

k=−∞
δ(x− 2πk), ϕ

)

=

( ∞∑

k=−∞
F [δ(x − k)], ϕ

)

i перетворимо окремо кожну частину:

2π

( ∞∑

k=−∞
δ(x − 2πk), ϕ

)

= 2π
∞∑

k=−∞
(δ(x − 2πk), ϕ) =

= 2π

∞∑

k=−∞

∫

δ(x − 2πk)ϕ(x) dx = 2π

∞∑

k=−∞
ϕ(2πk);

( ∞∑

k=−∞
F [δ(x − k)], ϕ

)

=

∞∑

k=−∞
(δ(x− k), F [ϕ]) =

=

∞∑

k=−∞

∫

δ(x − k)F [ϕ](x) dx =

∞∑

k=−∞
F [ϕ](k).

Остаточно одержимо

2π

∞∑

k=−∞
ϕ(2πk) =

∞∑

k=−∞
F [ϕ](k). (III.65)

Рiвнiсть (III.65) називають формулою пiдсумовування Пуас-
сона2.

Як приклад, застосуємо цю формулу до функцiї

ϕ(x) = e−a
2x2 , a =

√
t/2π, t > 0.

2Симеон-Денi Пуассон (Siméon-Denis Poisson, 1781–1840) — французький
математик i фiзик.
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Знайдемо фур’є-перетворення

F [ϕ](ξ) =

∫

eiξxe−a
2x2dx =

1

a

∫

e−(x
2− iξ

a
x)dx =

=
1

a

∫

e−(x−
iξ
2a)

2

e−
ξ2

4a2 dx.

Зробимо замiну змiнної ζ = x− iξ
2a = σ+iτ , тодi одержимо iнтеґрал

за прямою Im ζ = ξ
2a вiд функцiї комплексної змiнної

F [ϕ](ξ) =
1

a
e−ξ

2/4a2
∫

Im ζ= ξ
2a

e−ζ
2
dζ.

Доведемо, що цей iнтеґрал дорiвнює iнтеґралу за дiйсною вiссю
−∞ ≤ σ ≤ ∞. Для цього оберемо контур CR, зображений на
рис. III.5.

Рис. III.5.

Iнтеґрал за контуром CR за теоремою Кошi
∫

CR

e−ζ
2
dζ = 0.

Тепер обчислимо iнтеґрал за вiдрiзками ℓ±R = [0 ≤ τ ≤ b, b =

= ξ
2a , σ = ±R]. На них

|e−ξ2 | = |e−σ2+τ2−2iστ | = e−R
2+b2 →

R→∞
0,
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тому lim
R→∞

(∫

l+R

+

∫

l−R

)

e−ζ
2
dζ = 0. Це означає, що

lim
R→∞

∫

CR

e−ζ
2
dζ = lim

R→∞

( ∫

C′
R

+

∫

C′′
R

+

∫

l+R

+

∫

l−R

)

e−ζ
2
dζ =

= lim
R→∞

( ∫

C′
R

+

∫

C′′
R

)

e−ζ
2
dζ =

∞∫

−∞

e−σ
2
dσ −

∫

τ=ξ/2a

e−ζ
2
dζ = 0,

тобто
∫

τ=ξ/2a

e−ζ
2
dζ =

∞∫

−∞

e−σ
2
dσ =

√
π.

Отже,

F [ϕ](ξ) =

√
π

a
e−ξ

2/4a2 =
2π

√
π√
t
e−ξ

2π2/t, t > 0

i формула (III.65) набуде вигляду

∞∑

k=−∞
e−tk

2
=

√
π

t

∞∑

k=−∞
e−k

2π2/t. (III.66)

За формулою (III.64) легко одержати таку рiвнiсть:

F
[

∞∑

k=−∞
akδ(x− k)

]
=

∞∑

k=−∞
ake

ikξ. (III.67)

Тепер нехай f = θ(x− x0), x, x0 ∈ R1. З (III.63) маємо

F [θ(x− x0)] = eiξx0F [θ].

Щоб визначити F [θ], уведемо функцiю θ(x) e−εx, ε > 0, яка прямує
до θ(x), коли ε→ 0

lim
ε→0

θ(x) e−εx = θ(x).
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Тодi

F [θ] = lim
ε→0

F [θ(x) e−εx] = lim
ε→0

∞∫

0

e−(ε−iξ)xdx = lim
ε→0

i

ξ + iε
.

З формули Сохоцького (III.31) випливає, що

F [θ(x)] = lim
ε→0

i

ξ + iε
= iP

(
1

ξ

)

+ πδ(ξ) (III.68)

i

F [θ(x− x0)] = eiξx0
(

iP
1

ξ
+ πδ(ξ)

)

. (III.69)

Таким самим способом можна вивести рiвнiсть

F [θ(−x)] = lim
ε→0

−i
ξ − iε

= −iP 1

ξ
+ πδ(ξ). (III.70)

4. Наведемо також формули перетворення Фур’є згортки
i прямого добутку

F [f ∗ g] = F [g]F [f ], (III.71)

де f ∈ L′, g — фiнiтна узагальнена функцiя;

F [f(x) ◦ g(y)] = F [f ](ξ) ◦ F [g](η), f ∈ L′(Rn), g ∈ L′(Rm). (III.72)

§ 6. Iнтеґральне перетворення Лапласа

Спочатку нагадаємо (див. 2.1), що iнтеґрал

F(p) =

∞∫

0

f(t)e−ptdt, p = σ + iω (III.73)

називають перетворенням Лапласа локально iнтеґровних функцiй
f у R1, f(t) = 0, t < 0 i

|f(t)| ≤ Aeat, t→ ∞. (III.74)
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Функцiю f(t) називають ориґiналом, F(p) — зображенням, а фор-
мулу (III.73) записують скорочено так:

f(t) → F(p),

i вiдповiднiсть мiж f(t) i F(p) є однозначною. Якщо пiдставити
оцiнку (III.74) у пiдiнтеґральну функцiю, то отримаємо

|f(t)e−pt| ≤ Ae−(σ−a)t, t→ ∞,

тобто пiдiнтеґральна функцiя абсолютно iнтеґровна у пiвплощинi
σ > a, тому iнтеґрал (III.73) визначає аналiтичну функцiю F(p)

для σ > a, що прямує до нуля при σ → ∞ рiвномiрно за ω.
Тепер формулу (III.73) перепишемо як перетворення Фур’є

F(p) = F [f(t)e−σt](−ω), σ > a (III.75)

i приймемо її за означення перетворення Лапласа узагальне-
них функцiй з D′

+(a). Множину D′
+(a) утворюють узагальненi

функцiї f(t), що дорiвнюють нулю для t < 0 i f(t) e−σt ∈ L′
+ при

всiх σ > a, L′
+ — сукупнiсть узагальнених функцiй повiльного

зростання, якi дорiвнюють нулю для t < 0.
З означення (III.75) випливає, що властивостi перетворення

Лапласа, наведенi в § 2 роздiлу II для звичайних функцiй, справ-
джуються для узагальнених функцiй.

Наприклад, отримаємо формулу для перетворення Лапласа
похiдної f ′(t). За означенням (III.75) i (III.61) маємо

f ′(t) → F [f ′(t)e−σt](−ω) = F [(f(t)e−σt)′ + σf(t)e−σt](−ω) =
= F [(f(t)e−σt)′](−ω) + σF [f(t)e−σt](−ω) =
= (σ + iω)F [f(t)e−σt](−ω) = pF(p),

тобто
f ′(t) → pF(p),

або для похiдної m-порядку

f (m)(t) → pmF(p), m = 0, 1, . . . . (III.76)
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Зокрема,

δ(m)(t) → pmF(p) = pmF [δ(t)e−σt](−ω) = pm
∞∫

0

δ(t)e−σt−iωtdt = pm,

отже3,

δ(m)(t) → pm, δ(t) → 1. (III.77)

Iнший приклад — формула перетворення Лапласа зсуву. Нехай
f ∈ D′

+(a), τ ≥ 0, тодi

f(t− τ) → e−τpF(p), σ > a. (III.78)

Справдi,

f(t− τ) → F [f(t− τ)e−σt](−ω) =
∞∫

0

f(t− τ)e−(σ+iω)tdt,

зробимо замiну змiнної x = t− τ i матимемо

f(t− τ) → F [f(t− τ)e−σt](−ω) = e−pτ
∞∫

0

f(x)e−pxdx = e−pτF(p).

3Якщо розраховувати перетворення Лапласа для δ-функцiї безпосередньо

за означенням (III.73), тобто

∞∫

0

δ(t)e−ptdt, то матимемо ситуацiю, коли синґу-

лярнiсть у δ-функцiї потрапляє на край промiжку iнтеґрування t = 0. Через
це iнколи перетворення Лапласа записують у виглядi

F(p) =

∞∫

−0

f(t)e−ptdt,

де нижня межа “−0” означає, що iнтеґрал

∞∫

−0

. . . = lim
ε→0
ε>0

∞∫

−ε

. . . .
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Якщо f(t− τ) = δ(t− τ), то одержимо

δ(t − τ) → e−τpF(p) = e−τp · 1 = e−τp,

δ(t − τ) → e−τp. (III.79)

Насамкiнець, за формулами (III.77), (III.79) знайдемо, що

δ(m)(t− τ) → pme−τp. (III.80)

§ 7. Фундаментальнi розв’язки

Застосуємо теорiю узагальнених функцiй для знаходження фун-
даментальних розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь зi ста-
лими коефiцiєнтами.

Отже, нехай задане лiнiйне диференцiальне рiвняння m-го по-
рядку

m∑

|k|=0

ak(x)∂
ku = f(x), f ∈ D′, ak ∈ C∞(Rn). (III.81)

Уведемо диференцiальний оператор

L(x, ∂) =

m∑

|k|=0

ak(x) ∂
k (III.82)

i перепишемо рiвняння (III.81) так:

L(x, ∂)u = f(x). (III.83)

Узагальненим розв’язком рiвняння (III.81) в областi G
називають узагальнену функцiю u ∈ D′, що задовольняє це рiвня-
ння в областi G в узагальненому сенсi, тобто для будь-якої функцiї
ϕ ∈ D(G)

(L(x, ∂)u, ϕ) = (f, ϕ). (III.84)
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Використоваємо формули (III.13), (III.16) у (III.84), одержимо

(L(x, ∂)u, ϕ) =





m∑

|k|=0

ak∂
ku, ϕ



 =

=

m∑

|k|=0

(ak∂
ku, ϕ) =

m∑

|k|=0

(∂ku, akϕ) =

m∑

|k|=0

(−1)|k|(u, ∂k(akϕ)) =

= (u,

m∑

|k|=0

(−1)|k|∂k(akϕ)) = (u,L∗(x, ∂)ϕ),

де

L∗(x, ∂) =
m∑

|k|=0

(−1)|k|∂k(akϕ), (III.85)

тодi рiвнiсть (III.84) набуде вигляду

(u,L∗(x, ∂)ϕ) = (f, ϕ), ϕ ∈ D(G). (III.86)

Нехай тепер в операторi L ak(x) = ak — сталi коефiцiєнти

L(∂) =

m∑

|k|=0

ak∂
k, L∗(∂) = L(−∂). (III.87)

Фундаментальним розв’язком оператора L(∂) називають
узагальнену функцiю E ∈ D′, що задовольняє в Rn рiвняння

L(∂)E = δ(x). (III.88)

Фундаментальний розв’язок не єдиний, сума фундаментального
розв’язку та довiльного розв’язку однорiдного рiвняння L(∂)E0 =

= 0 теж є фундаментальним розв’язком. Справдi,

L(∂)(E + E0) = L(∂)E + L(∂)E0 = δ(x).
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Щоб розв’язати рiвняння (III.88), застосуємо iнтеґральне перетво-
рення Фур’є i врахуємо формулу (III.61)

F [L(∂)E ] = F [δ] = 1, (III.89)

F [L(∂)E ] = F

[ m∑

|k|=0

ak∂
kE
]

=

m∑

|k|=0

akF [∂
kE ] =

=

m∑

|k|=0

ak(−iξ)kF [E ] = L(−iξ)F [E ], (III.90)

де L(−iξ) =
m∑

|k|=0

ak(−iξ)k — полiном m-го степеня, E ∈ L′, L′ —

множина узагальнених функцiй повiльного зростання.
З перетвореного алґебраїчного рiвняння випливає, що

F [E ] = 1

L(−iξ) , L(−iξ) 6≡ 0. (III.91)

Фундаментальний розв’язок E одержимо, якщо подiємо операто-
ром F−1 на (III.91) i використаємо (III.52):

E = F−1

[
1

L(−iξ)

]

=
1

(2π)n
F

[
1

L(iξ)

]

, L(iξ) 6≡ 0. (III.92)

Маючи фундаментальний розв’язок оператора L(∂), можна
побудувати розв’язок рiвняння

L(∂)u = f, f ∈ D′ (III.93)

за формулою згортки

u = E ∗ f. (III.94)

Справдi, використовуючи формулу диференцiювання згортки
(III.48), рiвнiсть (III.88) та (III.42), доведемо правильнiсть фор-
мули (III.94):

L(∂)(ε ∗ f) =
m∑

|k|=0

ak∂
k(E ∗ f) =





m∑

|k|=0

ak∂
kE



 ∗ f =

= L(∂)E ∗ f = δ ∗ f = f.
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Зазначимо, що розв’язок рiвняння (III.93) єдиний у класi тих уза-
гальнених функцiй з D′, для яких iснує згортка з E(x).

Наведемо фiзичну iнтерпретацiю формули (III.94). Для цього
джерело f(x) запишемо як “суму” точкових джерел f(ξ)δ(x − ξ)

f(x) = δ ∗ f =

∫

f(ξ)δ(x− ξ) dξ.

З (III.88) випливає, що кожне точкове джерело f(ξ)δ(x − ξ) ви-
значає вплив f(ξ)E(x− ξ). Тому розв’язок

u(x) = E ∗ f =

∫

f(ξ)E(x− ξ) dξ

— це накладання цих впливiв.
Як приклад, вiдшукаємо фундаментальний розв’язок опера-

тора теплопровiдностi, x ∈ Rn, t > 0

∂E
∂t

− a2∆E = δ(x, t), (III.95)

∆ =
∂2

∂x21
+ . . .+

∂2

∂x2n
.

Застосуємо перетворення Фур’є за змiнною x — Fx до рiвняння та
формули (III.39), (III.61):

Fx

[
∂E
∂t

]

=
∂

∂t
Fx[E ],

Fx [∆E ] = −|ξ|2Fx[E ],
Fx [δ(x, t)] = Fx[δ(x)δ(t)] = F [δ](ξ)δ(t) = 1(ξ) ◦ δ(t),

одержимо для узагальненої функцiї Ẽ(ξ, t) = Fx[E ](ξ, t) звичайне
диференцiальне рiвняння першого порядку

∂Ẽ(ξ, t)
∂t

+ a2|ξ|2Ẽ(ξ, t) = 1(ξ) ◦ δ(t). (III.96)

Це рiвняння є частковим випадком диференцiального рiвняння
m-го порядку

LẼ = δ(t), L ≡ dm

dtm
+ a1(t)

dm−1

dtm−1
+ . . . + am(t), (III.97)
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розв’язок якого виражають через розв’язок однорiдного рiвняння

LZ = 0 (III.98)

з початковими умовами

Z(0) = Z ′(0) = . . . = Z(m−2)(0) = 0, Z(m−1)(0) = 1, (III.99)

так:

Ẽ(t) = θ(t)Z(t). (III.100)

Справдi, пiдставимо (III.100) у рiвняння (III.97) i врахуємо фор-
мулу (III.23) та початковi умови (III.99):

Ẽ ′(t) = Z ′(t)θ(t) + Z(t)θ′(t) = Z ′(t)θ(t) + Z(t)δ(t) =

= Z ′(t)θ(t) + Z(0) = Z ′(t)θ(t),

. . .

Ẽ(m−1)(t) = θ(t)Z(m−1)(t),

Ẽ(m)(t) = δ(t) + θ(t)Z(m)(t),

матимемо
LẼ = θ(t)LZ(t) + δ(t) = δ(t).

Отже, за формулою (III.100) запишемо розв’язок рiвняння (III.96)

Ẽ(ξ, t) = θ(t)e−a
2|ξ|2t,

де Z(t) = e−a
2|ξ|2t — розв’язок рiвняння (III.98). Нарештi застосу-

ємо обернений оператор Фур’є F−1
ξ i, отже, одержимо фундамен-

тальний розв’язок

E(x, t) = F−1
ξ [Ẽ(ξ, t)] = θ(t)

(2π)n

∫

e−a
2|ξ|2t−i(ξ,x) dξ =

=
θ(t)

(2π)n

∫

e−a
2t(ξ21+...+ξ

2
n)−i(ξ1x1+...+ξnxn)dξ1 . . . dξn =

=
θ(t)

(2a
√
πt)n

e−|x|2/4a2t.



Роздiл IV.

Рiвняння математичної

фiзики

Бiльшiсть фiзичних законiв природи формулюють мовою рiвнянь
з частинними похiдними: наприклад, рiвняння Ньютона чи Ла-
ґранжа1 класичної механiки, рiвняння Максвелла2 для електро-
магнiтного поля, рiвняння Шрьодiнґера3 квантової механiки. У
цих рiвняннях фiзичнi явища описують просторовими та часови-
ми похiдними вiд вiдповiдних величин. Такi похiднi мають змiст
швидкостей, прискорень, струмiв, потокiв тощо. Отже, рiвняння
математичної фiзики — це рiвняння, що мiстять невiдому фун-
кцiю кiлькох змiнних i її частиннi похiднi.

1Жозеф-Луї Лаґранж (Joseph-Louis Lagrange, 1736–1813) — французький
математик i астроном.
2Джеймс Клерк Максвелл (James Clerk Maxwell, 1831–1879) — шотланд-

ський математик i фiзик-теоретик.
3Ервiн Шрьодiнґер (Erwin Rudolf Josef Alexander SchrÖdinger, 1887–1961)

— австрiйський фiзик-теоретик.
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§ 1. Приклади фiзичних задач,

що приводять до рiвнянь математичної

фiзики

Досить широкий клас фiзичних процесiв описують лiнiйними ди-
ференцiальними рiвняннями другого порядку

n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑

i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u = F (x), (IV.1)

або квазiлiнiйними (лiнiйними вiдносно всiх похiдних другого по-
рядку) диференцiальними рiвняннями другого порядку

n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+Φ(x, u, grad u) = 0, (IV.2)

де невiдома функцiя u(x) залежить вiд n змiнних x = (x1, . . . , xn),
aij(x) — неперервнi коефiцiєнти. Якщо aij — константи, то рiвня-
ння називають лiнiйним (рiвняння (IV.1)) або квазiлiнiйним (рiв-
няння (IV.2)) зi сталими коефiцiєнтами.

Схарактерисзуємо деякi фiзичнi процеси, якi описують такими
рiвняннями.

1.1. Коливання струни. Одновимiрне хвильове
рiвняння

Розглянемо малi поперечнi коливання струни довжиною l iз за-
крiпленими кiнцями. Вважаємо, що струна однорiдна, i коливання
вiдбуваються в однiй площинi.

Рiвняння руху можна вивести з другого закону Ньютона, за-
стосованого до малої дiлянки струни довжиною ∆x (рис. IV.1).

Якщо знехтувати силами ваги, то єдиними силами, якi дiють
на вiдрiзок ∆x, є сили натягу T , прикладенi до його кiнцiв. Про-
екцiя сумарної сили на вертикальну вiсь дорiвнює −T sin θ1 +
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Рис. IV.1.

+ T sin θ2. У разi малих коливань кути θ1 i θ2 малi, тому

sin θ =
tg θ

√

1 + tg2θ
≃ tg θ =

∂u

∂x
,

i, отже, синус можна замiнити на танґенс. Тодi

−T sin θ1 + T sin θ2 ≈ T (tgθ2 − tgθ1) =

= T

(

∂u(x, t)

∂x

∣
∣
∣
∣
∣ x+∆x

− ∂u(x, t)

∂x

∣
∣
∣
∣
∣ x

)

,

де u(x, t) — змiщення струни в точцi x у момент часу t; θ1 i θ2 —
кути нахилу струни в точках x i x+∆x.

Якщо лiнiйна густина струни дорiвнює ρ, то рiвняння руху
запишемо так:

ρ∆x
∂2u(x, t)

∂t2
= T

(

∂u(x, t)

∂x

∣
∣
∣
∣
∣ x+∆x

− ∂u(x, t)

∂x

∣
∣
∣
∣
∣ x

)

. (IV.3)

Роздiливши це рiвняння на ∆x i перейшовши до границi ∆x→
→ 0, одержимо

∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= 0, (IV.4)

де a =
√

T/ρ.
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Рiвняння (IV.4), як буде з’ясовано в пунктi 3.5, описує поши-
рення хвилi в натягнутiй струнi. Це приклад найпростiшого хви-
льового рiвняння .

1.2. Рiвняння для вектора напруженостi
електричного поля (тривимiрне хвильове
рiвняння)

Знайдемо рiвняння для напруженостi електричного поля E, на
пiдставi рiвнянь Максвелла для електромагнiтного поля у вакуу-
мi,

rotE = −1

c

∂B

∂t
; divE = 0; divB = 0; rotB =

1

c

∂E

∂t
.

(B — iндукцiя магнiтного поля).

З першого й останнього рiвняння знаходимо

rot rotE = −1

c

∂

∂t
rotB = − 1

c2
∂2E

∂t2
. (IV.5)

Проте з вiдомої формули векторного аналiзу маємо

rot rotE = grad(divE)−∆E, (IV.6)

де ∆ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
— оператор Лапласа.

Iз (IV.5) i (IV.6), враховуючи, що divE = 0, одержимо

(

∆− 1

c2
∂2

∂t2

)

E = 0, (IV.7)

або �E = 0, де � = ∆− 1
c2

∂2

∂t2
— оператор д’Аламбера.

Рiвняння (IV.7) описує поширення хвиль у тривимiрному про-
сторi. Аналогiчний вигляд мають також iншi тривимiрнi хвильовi
рiвняння, зокрема, рiвняння для пружних хвиль у тривимiрному
середовищi.
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Зазначимо, що i рiвняння (IV.4), i рiвняння (IV.7) є часткови-
ми випадками рiвняння коливань

ρ
∂2u

∂t2
= div(p gradu)− qu+ F, (IV.8)

де

div(p gradu) =

n∑

i=1

∂

∂xi

(

p
∂ u

∂xi

)

,

ρ(x) > 0, p(x) > 0, q(x) ≥ 0 визначенi властивостями середовища,
у якому вiдбувається коливальний процес, F (x, t) — iнтенсивнiсть
зовнiшнього збурення.

Справдi, якщо ρ = const, p ≡ T = const, q = 0, F = 0, для
n = 1 отримаємо одновимiрне хвильове рiвняння, то для n = 3

— тривимiрне хвильове рiвняння. Двовимiрне хвильове рiвняння
(n = 2) описує малi поперечнi коливання мембрани.

1.3. Теплопровiднiсть тонкого стрижня. Рiвняння
теплопровiдностi та дифузiї

Будемо розглядати випадок, коли стрижень однорiдний
(рис. IV.2), теплообмiн через боковi стiнки не вiдбувається i все-
рединi стрижня немає джерел тепла.

Рис. IV.2.

Нехай u(x, t) — температура в заданiй точцi. Тодi за законом
збереження енергiї змiна кiлькостi тепла на вiдрiзку ∆x за оди-
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ницю часу

∂

∂t

x+∆x∫

x

cρAu(s, t)ds

повинна дорiвнювати кiлькостi тепла, що проходить через перерi-
зи x i x+∆x:

A

[

−k ∂u
∂x

∣
∣
∣
∣
x

− k

(

− ∂u

∂x

)∣
∣
∣
∣
x+∆x

]

.

Тут c — питома теплоємнiсть; ρ — густина, k — коефiцiєнт тепло-
провiдностi, A — площа перерiзу стрижня.

Прирiвняємо останнi два вирази, спрямуємо ∆x до нуля i вра-
хуємо, що в цьому разi iнтеґрал у першому виразi прямує до
cρAu(x, t)∆x, тодi одержимо

∂u(x, t)

∂t
= a2

∂2u(x, t)

∂x2
, (IV.9)

де a2 = k
cρ — коефiцiєнт температуропровiдностi.

Рiвняння (IV.9) називають рiвнянням теплопровiдностi.
Подiбним способом можна вивести i рiвняння для поширення

тепла в об’ємi. Воно буде вiдрiзнятись вiд (IV.9) лише тим, що
замiсть ∂2

∂x2 стоятиме оператор Лапласа ∆, i u буде функцiєю вiд
r i t. Отже, тривимiрне рiвняння теплопровiдностi має вигляд

∂u(r, t)

∂t
= a2∆u(r, t). (IV.10)

Такий самий вигляд має i рiвняння дифузiї. У цьому випадку
пiд u(r, t) треба розумiти концентрацiю речовини, що дифундує,
а пiд a2 — коефiцiєнт дифузiї.

Подiбно до випадку коливань рiвняння (IV.9), (IV.10) можна
узагальнити:

ρ
∂u

∂t
= div(p grad u)− qu+ F, (IV.11)

де p ≡ k > 0, ρ > 0, q ≥ 0 визначений властивостями середовища,
у якому поширюється тепло; F (x, t) — iнтенсивнiсть джерел тепла
в точцi x у момент часу t.
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1.4. Потенцiальна течiя рiдини.
Потенцiал електростатичного поля.
Рiвняння Лапласа i Пуассона

Потенцiальною називають безвихрову течiю рiдини, коли iснує
скалярна функцiя ϕ — потенцiал швидкостей — така, що
швидкiсть рiдини

θ = −gradϕ. (IV.12)

Якщо рiдина нестислива i джерел нема, то divθ = 0. Пiдста-
вимо в цю умову (IV.12) i одержимо div gradϕ = 0, або

∆ϕ = 0. (IV.13)

Рiвняння (IV.13) називають рiвнянням Лапласа.
Розглянемо далi електричне поле, створене нерухомими заря-

дами. У цьому випадку напруженiсть поля

E = − gradϕ, (IV.14)

де ϕ — електростатичний потенцiал.
Використаємо рiвняння

divD = 4πρ, (IV.15)

де ρ — густина заряду; D = εE, ε — дiелектрична проникнiсть.
Якщо ε не залежить вiд координат (однорiдний дiелектрик), то,
пiдставивши (IV.14) у (IV.15), одержимо

div gradϕ = −4πρ

ε
,

або
∆ϕ = −4πρ

ε
. (IV.16)

Це рiвняння називають рiвнянням Пуассона.
Рiвняння Лапласа одержують, як частковий випадок рiвняння

Пуассона при ρ = 0.
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Крiм того, обидва рiвняння є частковими випадками стацiо-
нарного (u(x, t) = u(x)) рiвняння

− div(p gradu) + qu = F (x). (IV.17)

Якщо прийняти p = 1, q = 0, отримаємо рiвняння Пуассона, якщо
ж i F (x) = 0 — рiвняння Лапласа.

Рiвняння вигляду (IV.7) (хвильове рiвняння), (IV.9) (рiвнян-
ня теплопровiдностi , або дифузiї), (IV.13) (рiвняння Лапла-
са) i (IV.16) (рiвняння Пуассона) часто називають основними
рiвняннями математичної фiзики .

§ 2. Класифiкацiя квазiлiнiйних

диференцiальних рiвнянь другого

порядку

2.1. Рiвняння з n незалежними змiнними

Розглянемо рiвняння (IV.2), частинними випадками якого є хви-
льове рiвняння, рiвняння теплопровiдностi, рiвняння Лапласа, Пу-
ассона. Спростимо це рiвняння, роблячи замiну змiнних ξ = ξ(x):

ξl = ξl(x1, . . . , xn), l = 1, . . . , n,

D =
∂(ξ1, . . . , ξn)

∂(x1, . . . , xn)
= det

(
∂ξl(x)

∂xi

)

6= 0. (IV.18)

Оскiльки D 6= 0, то змiннi x можна виразити через змiннi ξ, x
= x(ξ). Позначимо u(x(ξ)) = ũ(ξ) i ũ(ξ(x)) = u(x). Отже,

∂u

∂xi
=

n∑

l=1

∂ũ

∂ξl

∂ξl
∂xi

;

∂2u

∂xi∂xj
=

∂

∂xj

(
∂u

∂xi

)

=

n∑

k,l=1

∂2ũ

∂ξl∂ξk

∂ξl
∂xi

∂ξk
∂xj

+ (IV.19)

+
n∑

l=1

∂ũ

∂ξl

∂2ξl
∂xi∂xj

.
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Пiдставимо (IV.19) у рiвняння (IV.2), отримаємо

n∑

k,l=1

∂2ũ

∂ξl∂ξk

n∑

i,j=1

aij
∂ξl
∂xi

∂ξk
∂xj

+ Φ̃(ξ, ũ, grad ũ) = 0. (IV.20)

Уведемо позначення

ãlk =

n∑

i,j=1

aij(x)
∂ξl
∂xi

∂ξk
∂xj

(IV.21)

i перепишемо рiвняння (IV.20) так:

n∑

k,l=1

ãlk(ξ)
∂2ũ

∂ξl∂ξk
+ Φ̄(ξ, ũ, grad ũ) = 0. (IV.22)

Зафiксуємо точку x0 i позначимо ξ0 = ξ(x0), αli = ∂ξl(x
0)/∂xi,

a0ij = aij(x
0), ã0lk = ãlk(ξ

0). Тодi формула (IV.21) у точцi x0 набуде
вигляду

ã0lk =
n∑

i,j=1

a0ijαliαkj. (IV.23)

Ця формула збiгається з формулою перетворення коефiцiєнтiв
квадратичної форми

n∑

i,j=1

a0ij yiyj (IV.24)

в разi лiнiйного перетворення

yi =

n∑

l=1

αliηl, det(αli) 6= 0, (IV.25)

що переводить (IV.24) у форму

n∑

k,l=1

ã0lkηlηk.
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Отже, щоб спростити рiвняння у точцi x0, зробивши замiну змiн-
них (IV.18), треба спочатку звести квадратичну форму (IV.24) у
цiй точцi до канонiчної форми за допомогою перетворення (IV.25),
а потiм до нормального вигляду4

s∑

l=1

η2l −
m∑

l=s+1

η2l , m ≤ n, (IV.26)

тобто |ã0ll| = 1, ã0lk = 0, l 6= k.
Тепер можна класифiкувати рiвняння (IV.2) залежно вiд зна-

чень коефiцiєнтiв aij у точцi x0.
Якщо в квадратичнiй формi (IV.26)m = n i всi доданки одного

знака (s = 0 або s = m), то рiвняння (IV.2) називають рiвнянням
елiптичного типу .

Якщо m = n, але є доданки рiзних знакiв (1 ≤ s ≤ n − 1), то
рiвняння (IV.2) називають рiвнянням гiперболiчного типу .

Якщо ж m < n, то (IV.2) — рiвняння параболiчного типу .
Зазначимо, що наведена класифiкацiя залежить вiд точки x0,

тому що числа s i m залежать вiд x0. Наприклад, рiвняння Три-
комi5

y
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0

при y > 0 — елiптичного типу, при y < 0 — гiперболiчного, при
y = 0 — параболiчного.

Якщо ж у рiвняннi (IV.2) коефiцiєнти aij — сталi, то тип рiв-
няння однаковий у всiй областi, де задане рiвняння.

Нехай у рiвняннi зi сталими коефiцiєнтами перетворенням (IV.25)
звели квадратичну форму (IV.24) до нормального вигляду (IV.26).
Тодi лiнiйна замiна змiнних

ξl =
n∑

i=1

αlixi

4Вiдповiднi теореми наведено в Ильин В. А., Позняк Э. Г., Линейная алге-
бра. — Москва : Наука, 1974. — С. 198.
5Франческо Джакомо Трикомi (Francesco Giacomo Tricomi, 1897–1978) —

iталiйський математик.
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перетворює рiвняння (IV.2) до такого канонiчного вигляду
s∑

l=1

∂2ũ

∂ξ2l
−

m∑

l=s+1

∂2ũ

∂ξ2l
+ Φ̄(ξ, ũ, grad ũ) = 0. (IV.27)

За наведеною класифiкацiєю визначимо типи рiвнянь, розгля-
нутих у § 1: хвильове рiвняння — гiперболiчного типу, рiвняння
теплопровiдностi (дифузiї) — параболiчного типу, рiвняння Ла-
пласа, Пуассона — елiптичного типу.

2.2. Характеристичнi поверхнi (характеристики)

Нехай функцiя ϕ(x) ∈ C1, x = (x1, . . . , xn), n ≥ 2 така, що на
поверхнi ϕ(x) = 0 gradϕ(x) 6= 0 i

n∑

i,j=1

aij(x)
∂ϕ(x)

∂xi

∂ϕ(x)

∂xj
= 0. (IV.28)

Тодi поверхню ϕ(x) = 0 називають характеристичною по-
верхнею (або характеристикою) рiвняння (IV.2), а рiвнян-
ня (IV.28) — характеристичним . При n = 2 характеристичну
поверхню називають характеристичною лiнiєю.

Визначивши характеристики диференцiального рiвняння, йо-
го можна спростити. Справдi, якщо вiдомi k (k ≤ n) сiм’ї характе-
ристик

ϕ1(x) = C1, . . . , ϕk(x) = Ck

таких, що ранґ матрицi
(
∂ϕj(x)
∂xi

)

= k, то прийнявши у перетво-

реннi (IV.18)
ξ1 = ϕ1(x), . . . , ξk = ϕk(x),

одержимо, що коефiцiєнти ã11, . . . , ãkk дорiвнюють нулю.
Наприклад, розглянемо хвильове рiвняння. Характеристичне

рiвняння його таке:
(
∂ϕ

∂t

)2

− a2
3∑

i=1

(
∂ϕ

∂xi

)2

= 0,
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а характеристична поверхня — це характеристичний конус з вер-
шиною у точцi (x0, t0)

a2(t− t0)
2 − |x− x0|2 = 0.

2.3. Канонiчний вигляд рiвнянь з двома
незалежними змiнними

У пунктi 2.1 наведено спосiб спрощення рiвняння (IV.2) зведенням
його до канонiчного вигляду. Розглянемо окремо випадок двох
змiнних (x1 = x, x2 = y), тодi рiвняння (IV.2) запишемо так:

auxx + 2buxy + cuyy +Φ(x, y, u, ux, uy) = 0 (IV.29)

(iндекси x, y позначають похiднi за вiдповiдними координатами i
a = a11, b = a12, c = a22).

Уведемо новi змiннi ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), ∂(ξ,η)
∂(x,y) 6= 0 i зведемо

рiвняння (IV.29) до вигляду

ãũξξ + 2b̃ũξη + c̃ũηη + Φ̃(ξ, η, ũ, ũξ, ũη) = 0, (IV.30)

де (див. формулу (IV.21))

ã = aξ2x + 2bξxξy + cξ2y ,

b̃ = aξxηx + b(ξxηy + ξyηx) + cξyηy, (IV.31)

c̃ = aη2x + 2bηxηy + cη2y ,

Φ̃ = Φ + a(ũξξxx + ũηηxx) + 2b(ũξξxy + ũηηxy) +

+c(ũξξyy + ũηηyy).

Оберемо функцiї ξ = ϕ1(x, y), η = ϕ2(x, y) такими, щоб величини
ã = 0, c̃ = 0, тобто задовольняли рiвняння характеристик (IV.28)

aϕix
2 + 2bϕixϕiy + cϕiy

2 = 0, i = 1, 2. (IV.32)

Знайдемо розв’язки цих рiвнянь, використовуючи двi леми.
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Лема 1. Якщо z = ϕ(x, y) — частинний розв’язок рiвняння

az2x + 2bzxzy + cz2y = 0, (IV.33)

то ϕ(x, y) = C є загальним розв’язком рiвняння

a(dy)2 − 2bdx dy + c(dx)2 = 0. (IV.34)

Лема 2. Якщо ϕ(x, y) = C — загальний розв’язок звичайного
диференцiального рiвняння (IV.34), то функцiя z = ϕ(x, y) задо-
вольняє рiвняння (IV.33).

Характеристичне рiвняння (IV.34) розкладають на два рiвня-
ння

dy

dx
=
b+

√
d

a
, (IV.35)

dy

dx
=
b−

√
d

a
, d = b2 − ac. (IV.36)

Знак пiдкореневого виразу d визначає тип рiвняння (IV.29). За
класифiкацiєю, наведеною у пунктi 2.1, можливi три типи рiвнянь
(IV.29). А саме́, це рiвняння називають у точцi M рiвнянням

а) гiперболiчного типу, якщо в точцi M d > 0,

б) параболiчного типу, якщо в точцi M d = 0,

в) елiптичного типу, якщо в точцi M d < 0.

Розглянемо кожний тип окремо:

Для рiвнянь гiперболiчного типу d > 0, тому правi ча-
стини рiвнянь (IV.35) i (IV.36) дiйснi та рiзнi. Загальнi розв’язки
ϕ1(x, y) = C1, ϕ2(x, y) = C2 визначають двi сiм’ї дiйсних характе-
ристик. Приймемо ξ = ϕ1(x, y), η = ϕ2(x, y) i зведемо рiвняння
(IV.30) пiсля дiлення на коефiцiєнт при ũξη до вигляду (ã = 0,
c̃ = 0)

ũξη = − Φ̃(ξ, η, ũ, ũξ, ũη)

2b̃
. (IV.37)
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Це канонiчна форма рiвнянь гiперболiчного типу . Якщо ж
прийняти ξ = α+β, η = α−β, де α, β — новi змiннi, то одержимо
iншу канонiчну форму рiвняння гiперболiчного типу

ũαα − ũββ = Φ̃(α, β, ũ, ũα, ũβ). (IV.38)

Для рiвнянь параболiчного типу d = 0, тому рiвнян-
ня (IV.35) та (IV.36) однаковi. Отже, є одна сiм’я характеристик
ϕ(x, y) = C. Приймемо у цьому випадку ξ = ϕ(x, y), η = η(x, y), де
η(x, y) — двiчi диференцiйована функцiя, незалежна вiд ξ, ∂(ξ,η)∂(x,y) 6=
0. У цих змiнних

ã = aξ2x + 2bξxξy + cξ2y = (
√
aξx +

√
cξy)

2 = 0, (b =
√
a
√
c),

b̃ = aξxηx + b(ξxηy + ξyηx) + cξyηy

= (
√
aξx +

√
cξy)(

√
aηx +

√
cηy) = 0.

Роздiлимо рiвняння (IV.30) на коефiцiєнт при ũηη , одержимо ка-
нонiчну форму рiвняння параболiчного типу

ũηη = − Φ̃(ξ, η, ũ, ũξ, ũη)

c̃
. (IV.39)

Для рiвнянь елiптичного типу d < 0, тому правi частини
рiвнянь (IV.35) та (IV.36) комплекснi. Тодi двi сiм’ї характеристик
також комплексно-спряженi мiж собою:

ϕ1,2(x, y) = Reϕ(x, y) ± i Imϕ(x, y) = C.

Уведемо новi дiйснi змiннi

ξ = Reϕ(x, y), η = Imϕ(x, y)

у рiвняння (IV.32)

aξ2x − aη2x + 2bξxξy − 2bηxηy + cξ2y − cη2y

+i2 [aξxηx + b(ξxηy + ξyηx) + cξyηy] = 0.
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Прирiвнявши до нуля окремо дiйсну й уявну частини i, викори-
ставши (IV.31), одержимо, що ã = c̃, b̃ = 0. Отже, канонiчна
форма рiвняння елiптичного типу така

ũξξ + ũηη = − Φ̃(ξ, η, ũ, ũξ, ũη)

c̃
. (IV.40)

Зазначимо, що перехiд до нових змiнних не змiнює типу рiв-
няння. Справдi, якщо розглянути b̃2− ãc̃, то можна переконатись,
що

b̃2 − ãc̃ = (b2 − ac)(ξxηy − ξyηx)
2

i, за умови ∂(ξ,η)
∂(x,y) 6= 0, не змiнює знака.

2.4. Типи крайових задач

За класифiкацiєю, наведеною у пунктi 2.1, рiвняння коливань —
це рiвняння гiперболiчного типу, рiвняння дифузiї — параболiчно-
го, стацiонарнi рiвняння — елiптичного. Отже, вiдмiннiсть типiв
у розглядуваних рiвняннях зумовлена вiдмiннiстю фiзичних про-
цесiв, описуваних цими рiвняннями.

Щоб знайти ту чи iншу фiзичну величину розв’язуванням вiд-
повiдного диференцiального рiвняння, необхiдно задати певнi по-
чатковi й граничнi умови, якi вiдображають характер дослiджу-
ваного фiзичного процесу.

Математично це пов’язано з неєдинiстю розв’язку диференцi-
альних рiвнянь. Навiть для звичайних диференцiальних рiвнянь
n-порядку загальний розв’язок залежить вiд n довiльних сталих.
Для рiвнянь з частинними похiдними розв’язок залежить вiд до-
вiльних функцiй. Тому, щоб знайти розв’язок, який описує реаль-
ний фiзичний процес, треба задати додатковi умови — початковi
й граничнi.

Розглянемо це питання на прикладi задач iз попереднього па-
раграфа.



202 IV. Рiвняння математичної фiзики

У випадку коливань струни — рiвняння (IV.4) — початковi
умови задають у виглядi

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), (IV.41)

тобто задають початковi положення i швидкостi всiх точок стру-
ни.

Крiм початкових умов, потрiбно задати ще й граничнi умо-
ви. Цi умови бувають декiлькох видiв. Найпростiший випадок бу-
де, якщо кiнцi струни закрiпленi. Тодi

u(0, t) = 0 i u(l, t) = 0. (IV.42)

Якщо задано закон руху кiнцiв струни, то замiсть (IV.42) бу-
демо мати

u(0, t) = f
(0)
1 (t); u(l, t) = f

(l)
2 (t). (IV.43)

Умови (IV.42) i (IV.43) прийнято називати граничними умо-
вами I типу .

Другий тип граничних умов виникає тодi, якщо на кiнцях
струни заданi не змiщення, а сили, що дiють у напрямi коливань.
Виникають такi умови, наприклад, у випадку, коли кiнець струни
прикрiплений до муфти вагою P , яка може рухатись без тертя у
вертикальному напрямi (рис. IV.3).

Рис. IV.3.
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Розглянемо проекцiю на вертикальну вiсь усiх сил, що дiють
на вiдрiзок струни довжиною ∆x. Оскiльки, за принципом д’А-
ламбера, сума всiх сил, що дiють на систему разом iз силами iнер-
цiї, задовольняють умову рiвноваги, то можна записати

T0 sinα− P − ρutt(0, t)∆x = 0, (IV.44)

де T0 — натяг струни в точцi x=0.
За малих амплiтуд коливань sinα ≈ tg α = ux(0, t). Спряму-

вавши в (IV.44) ∆x→ 0, одержимо

ux(0, t) =
P

T0
. (IV.45)

Якщо вага муфти P = 0, то ux = 0, тобто в цьому випадку
струна бiля границi завжди горизонтальна. Отже, якщо на гра-
ницi задана сила P , то задане значення похiдної вiд u за x на
цiй границi. У випадку, коли ця сила залежить вiд часу, замiсть
(IV.45) одержуємо умову

ux(0, t) = f1(t), (IV.46)

де f1(t) — деяка задана функцiя вiд часу. Граничну умову (IV.46)
називають граничною умовою II типу .

Нарештi, можуть бути ще складнiшi граничнi умови, коли кiн-
цi струни пружно закрiпленi (рис. IV.4).

Якщо вважати муфту в цьому випадку невагомою, то замiсть
ваги муфти P, яка була в рiвняннi (IV.45), треба взяти силу, що дiє
на муфту з боку пружини. Якщо довжина пружини в недефор-
мованому станi дорiвнює a0, то в разi змiщення муфти на u(0, t)
виникає сила з боку пружини: k u(0, t), де k — жорсткiсть пру-
жини.

Тодi замiсть (IV.45) одержимо граничну умову

ux(0, t) =
k

T0
u(0, t).
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Рис. IV.4.

Якщо далi вважати, що точка закрiплення пружини також
рухається за деяким заданим законом

a(t) = a0 + f(t),

то видовження пружини буде змiнюватись за законом u(0, t) +

a(t)− a0 = u(0, t) + f(t), а сила, що дiє на муфту, дорiвнюватиме

k(u(0, t) + f(t)). (IV.47)

У цьому випадку замiсть (IV.45) одержимо умову

ux(0, t) − γu(0, t) = f3(t), (IV.48)

де γ = k
T0
, f3(t) =

k
T0
f(t).

Умову (IV.48) називають граничною умовою III типу .
Такi самi, як (IV.46) або (IV.48), граничнi умови треба записа-

ти також у точцi x = l. Якщо через M позначити граничну точку
(0, або l), то з формул (IV.43), (IV.46), (IV.48) одержимо

u(M, t) = f1(M, t) (тип I), (IV.49)

ux(M, t) = f2(M, t) (тип II), (IV.50)

ux(M, t)− γu(M, t) = f3(M, t) (тип III). (IV.51)
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Нагадаємо ще раз, що у випадку

I типу — задають змiщення на границi;

II типу — задають силу на границi;

III типу — задають пружне закрiплення.

Виявляється, що такого самого типу граничнi умови можуть
бути й для iнших рiвнянь.

Наприклад, у випадку рiвняння теплопровiдностi тонкого стри-
жня (IV.9) u(x, t) є температурою в заданiй точцi. Тодi задан-
ня граничної умови I означає задання закону змiни температури
на кiнцях стрижня, II — задання потоку тепла через кiнцi (тому
що цей потiк визначений ґрадiєнтом температури: ux(M, t)). Гра-
ничнi умови III типу в цьому випадку будуть тодi, коли задана
температура навколишнього середовища. Справдi, якщо g(M, t)

— температура зовнiшнього середовища в точцi M , то потiк тепла
зi стрижня визначатиметь величина ∂u(M,t)

∂x = γ[u(M, t)− g(M, t)].

Ця рiвнiсть має форму граничної умови типу III.

У випадку рiвняння Пуассона (IV.16) I тип вiдповiдає заданню
на границi потенцiалу ϕ, II тип — заданню напруженостi поля
Ex = −∂ϕ

∂x .

Якщо розглядати рiвняння в тривимiрному просторi, тобто
вважати u = u(x, y, z, t), то граничнi умови треба задавати на
поверхнi S, що оточує область, у якiй шукають розв’язки. Тодi
фiгуруватиме похiдна за зовнiшньою нормаллю ∂u

∂n до поверхнi S,
i замiсть (IV.49)–(IV.51) одержимо такi граничнi умови:

u
∣
∣
S
= f1(M, t) (тип I), (IV.52)

∂u

∂n

∣
∣
∣
S
= f2(M, t) (тип II), (IV.53)

(
∂u

∂n
− γu

)
∣
∣
∣
∣
∣
S

= f3(M, t) (тип III). (IV.54)

Тут M — точка на поверхнi S.
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Усi розглянутi вище типи граничних умов лiнiйнi , оскiльки
функцiя u i ∂u

∂n входять у них лiнiйно. Якщо права частина в рiв-
няннi (IV.52), (IV.53) або (IV.54) дорiвнює нулю, то вiдповiдну
граничну умову називають однорiдною, в iншому ж випадку —
неоднорiдною.

Вiдповiдно до рiзних типiв граничних умов задачi знаходжен-
ня розв’язкiв за заданих початкових i граничних умов зводять
до рiзних так званих крайових задач.

Якщо граничнi умови належать до I типу, то вiдповiдну кра-
йову задачу називають першою крайовою задачею, так само
визначають другу i третю крайовi задачi. Якщо, наприклад,
на одному кiнцi стрижня заданi умови одного типу, а на iншому
— iншого, то задачу називають змiшаною. Ця класифiкацiя збе-
рiгається для всiх типiв рiвнянь. Iнодi в застосуваннi до рiвнянь
елiптичного типу першу крайову задачу називають задачею Дi-
рiхле6, другу — Ноймана7, а третю — змiшаною.

Початковi умови для рiзних типiв рiвнянь формулюють по-
рiзному. А саме — у випадку рiвняння гiперболiчного типу, такого
як рiвняння (IV.4), треба задати в початковий момент саму фун-
кцiю u та її похiдну за t. Це пов’язано з тим, що рiвняння є другого
порядку за t.

Якщо маємо рiвняння параболiчного типу, наприклад рiвнян-
ня теплопровiдностi (IV.9), оскiльки це рiвняння першого порядку
за t, то достатньо задати лише саму функцiю u(x, t) у початковий
момент часу

u(x, 0) = ϕ(x). (IV.55)

Якщо ж маємо рiвняння елiптичного типу, наприклад рiвнян-
ня Лапласа (IV.13) або Пуассона (IV.16), до яких час взагалi не
входить, то початкових умов нема.

6Йоган Дiрiхле (Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805–1859) — нi-
мецький математик.
7Карл Ґоттфрiд Нойман (Carl Gottfried Neumann, 1832–1925) — нiмецький

математик.
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Наведенi вище формулювання крайових задач є найбiльш за-
гальними. Однак часто достатньо обмежитись певними частинни-
ми випадками. Розглянемо деякi з них.

Задача Кошi.

Якщо границя є дуже далеко вiд тiєї областi, у якiй нас цi-
кавить розв’язок, то впливом граничних умов можна знехтува-
ти. Це може бути виправдано, якщо границя є на нескiнченно-
стi або якщо розглядають малий промiжок часу, протягом якого
вплив граничних умов ще не встигне виявитись. Тодi задають ли-
ше початковi умови: (IV.41) для рiвняння гiперболiчного типу або
(IV.55) для параболiчного, а граничнi умови не враховують. Таку
задачу називають задачею Кошi .

Iнодi враховують граничнi умови лише на однiй границi, тобто
розглядають задачу для пiвпрямої, пiвплощини або пiвпростору.

Задача без початкових умов (задача для стацiонар-
ного режиму).

Якщо розглядають моменти часу, досить вiддаленi вiд поча-
ткового моменту t=0, то часто можна знехтувати впливом поча-
ткових умов i розглядати лише граничнi умови. Прикладом може
бути коливання маятника в середовищi з тертям пiд дiєю перiо-
дичної сили. Через деякий час встановиться певна амплiтуда ко-
ливань i частота, якi не залежать вiд величини початкового по-
штовху, що збудив коливання. Такi задачi називають задачами
без початкових умов.

§ 3. Методи розв’язування рiвнянь

математичної фiзики

Iснує багато методiв розв’язування крайових задач математичної
фiзики. Деякi з них унiверсальнi, iншi застосовнi до рiвнянь того
чи iншого типу. Ми розглянемо на найважливiшi з цих методiв.
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3.1. Метод характеристик

Суть цього методу полягає у використаннi характеристик уведе-
них у пунктi 2.2 для спрощення рiвняння (IV.2). Розглянемо при-
клад застосування цього методу.

Приклад. Звести до канонiчного вигляду i знайти загальний
розв’язок рiвняння

uxx − 2uxy − 3uyy = 0. (IV.56)

Маємо, згiдно з (IV.29), a = 1, b = −1, c = −3, d = b2 − ac = 4

— рiвняння гiперболiчного типу.
Зробимо замiну змiнних

ξ = ϕ1(x, y), η = ϕ2(x, y).

Запишемо характеристичнi рiвняння (IV.35) i (IV.36):

dy

dx
= −3, ;

dy

dx
= 1.

Розв’язки цих рiвнянь

y = −3x+C1 i y = x+ C2.

Отже, iнтеґралами диференцiальних рiвнянь тут є

ϕ1(x, y) = C1 = 3x+ y,

ϕ2(x, y) = C2 = −x+ y.

Звiдси знаходимо новi змiннi

ξ = 3x+ y, η = −x+ y. (IV.57)

Тодi з формул (IV.31), (IV.37) одержуємо ã = c̃ = 0, b̃ = −8,
Φ̃ = 0 i канонiчну форму рiвняння (IV.56)

ũξη = 0. (IV.58)
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Iнтеґрування (IV.58) за ξ дає

ũη = f̃(η), (IV.59)

де f̃(η) — довiльна функцiя. Справдi, оскiльки f̃(η) не залежить
вiд ξ, то диференцiювання (IV.59) за ξ одразу дасть (IV.58). З
аналогiчних мiркувань випливає, що пiсля iнтеґрування (IV.59)
за η одержимо

ũ(ξ, η) =

∫

f̃(η) dη + g(ξ),

де g(ξ) — довiльна функцiя вiд ξ.
Позначимо далi

∫
f̃(η) dη = f(η), тодi

ũ(ξ, η) = g(ξ) + f(η), (IV.60)

де g(ξ) i f(η) — довiльнi функцiї, що мають другi похiднi.
Повернемось до старих змiнних (IV.57) i запишемо загальний

розв’язок рiвняння (IV.56)

u(x, y) = g(3x+ y) + f(−x+ y).

Отже, щоб одержати цей розв’язок, ми використали основну вла-
стивiсть характеристик, яка полягає в тому, що на характеристицi
η = const рiвняння (IV.56) звелось до звичайного диференцiаль-
ного рiвняння вiдносно функцiї ũη(ξ, η) з незалежною змiнною ξ.

3.2. Метод бiжучих хвиль. Формула д’Аламбера

Цей метод як частинний випадок методу характеристик застосо-
вують для розв’язування хвильових рiвнянь.

1. Одновимiрне хвильове рiвняння.
a) Однорiдне рiвняння.
Спочатку розглянемо для прикладу задачу Кошi для однови-

мiрного хвильового рiвняння

utt = a2uxx (t > 0) (IV.61)
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з початковими умовами

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x) (−∞ < x <∞), (IV.62)

уперше розв’язану Ж. д’Аламбером 1747 р.
З характеристичних рiвнянь (IV.35), (IV.36)

dx

dt
= ±a

знаходимо двi сiм’ї характеристик x+at = C1 i x−at = C2. Отже,
у нових змiнних ξ = x+ at, η = x− at рiвняння (IV.61) запишемо
так:

ũξη = 0. (IV.63)

Загальний розв’язок цього рiвняння, знайдений у попередньому
прикладi (формула (IV.60)),

ũ(ξ, η) = g(ξ) + f(η).

Пiдставимо вирази для ξ i η, одержимо

u(x, t) = g(x+ at) + f(x− at). (IV.64)

З першої початкової умови маємо

f(x) + g(x) = ϕ(x). (IV.65)

Iз другої —

∂f(x− at)

∂t

∣
∣
∣
t=0

+
∂g(x+ at)

∂t

∣
∣
∣
t=0

= ψ(x). (IV.66)

Якщо використати x− at = η, то можна записати

∂f(x− at)

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

=
∂f(η)

∂η

∂η

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= −a∂f
∂η

∣
∣
∣
∣
t=0

= −a∂f
∂x

∂x

∂η

∣
∣
∣
∣
t=0

= −a∂f(x− at)

∂x

∣
∣
∣
∣
t=0

,
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аналогiчно можна переписати другий доданок у (IV.66). Тодi отри-
маємо

−a∂f(x− at)

∂x

∣
∣
∣
t=0

+ a
∂g(x+ at)

∂x

∣
∣
∣
t=0

= ψ(x).

Проiнтеґруємо цю рiвнiсть за x

−af (x) + ag (x) =

x∫

x0

ψ
(
x′
)
dx′ + a1. (IV.67)

Iз (IV.65) i (IV.67) знаходимо

f (x) =
1

2
ϕ (x)− 1

2a

x∫

x0

ψ
(
x′
)
dx′ − a1

2
,

g (x) =
1

2
ϕ (x) +

1

2a

x∫

x0

ψ
(
x′
)
dx′ +

a1
2
. (IV.68)

Пiдставивши цi формули в (IV.64), одержимо

u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

x+at∫

x−at

ψ(x′)dx′. (IV.69)

Цю формулу прийнято називати формулою д’Аламбера.
Щоб зрозумiти фiзичний змiст одержаного розв’язку, розгля-

немо такий приклад.
Нехай

u(x, 0) = ϕ(x) =







b cos x, −π
2 ≤ x ≤ π

2 ,

0, для всiх iнших x.
(IV.70)

Графiк функцiї (IV.70) зображено на рис. IV.5, а.
Тобто в початковий момент часу частина струни мiж точка-

ми −π
2 i π

2 пiднята догори й швидкiсть у вертикальному напрямi
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a б

Рис. IV.5.

дорiвнює нулю. Тодi, згiдно з (IV.69) i (IV.70),

u(x, t) =







b
2 cos(x− at), при − π

2 ≤ x− at ≤ π
2 ,

b
2 cos(x+ at), при − π

2 ≤ x+ at ≤ π
2 ,

0, для всiх iнших x.

(IV.71)

Отже, b
2 cos(x − at) описує iмпульс, який рухається праворуч

зi швидкiстю a i максимум якого в момент t мiститься в точцi
x = at. Доданок b

2 cos(x+at) описує iмпульс, що рухається лiворуч
(рис. IV.5, б) з тiєю ж швидкiстю a.

б) Неоднорiдне рiвняння.

Якщо навчитись будувати розв’язок задачi Кошi для однорi-
дного рiвняння (IV.61), то легко побудувати розв’язок цiєї задачi
для неоднорiдного хвильового рiвняння

utt − a2uxx = f(x, t) (IV.72)

з початковими умовами (IV.62). Задачу розбиваємо на двi: 1) за-
дача Кошi для однорiдного рiвняння

vtt = a2vxx (IV.73)

з заданими початковими умовами

v(x, 0) = ϕ(x), vt(x, 0) = ψ(x); (IV.74)
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2) задача Кошi для вихiдного рiвняння

ωtt − a2ωxx = f(x, t) (IV.75)

з нульовими початковими умовами

ω(x, 0) = 0, ωt(x, 0) = 0. (IV.76)

Це означає, що

u = v + ω. (IV.77)

Розв’язок задачi 1 запишемо за формулою д’Аламбера (IV.69)

v(x, t) =
1

2
(ϕ(x+ at) + ϕ(x− at)) +

1

2a

x+at∫

x−at

ψ(α) dα. (IV.78)

Щоб розв’язати задачу 2, уведемо функцiю W (x, t, τ), що задо-
вольняє однорiдне рiвняння (IV.73) для t > τ i початкову умову

W (x, τ, τ) = 0, Wt(x, τ, τ) = f(x, τ). (IV.79)

Розв’язок i цiєї задачi запишемо за формулою д’Аламбера (IV.69)

W (x, t, τ) =
1

2a

x+a(t−τ)∫

x−a(t−τ)

f(x′, τ) dx′, (IV.80)

i шуканий розв’язок задачi Кошi 2 буде таким:

ω(x, t) =

t∫

0

W (x, t, τ) dτ. (IV.81)

Справдi, за правилом диференцiювання за параметром iнтеґрала
зi змiнною верхньою межею знаходимо

ωt(x, t) =

t∫

0

Wt(x, t, τ) dτ +W (x, t, t),
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за першою з умов (IV.79) одержимо

ωt(x, t) =

t∫

0

Wt(x, t, τ) dτ, (IV.82)

З формул (IV.81) та (IV.82) безпосередньо випливає, що ω(x, t) за-
довольняє початковi умови (IV.76). Знову диференцiюючи (IV.82)
за t i використовуючи другу з умов (IV.79), маємо

ωtt=Wt(x, t, t)+

t∫

0

Wtt(x, t, τ) dτ = f(x, t)+

t∫

0

Wtt(x, t, τ) dτ. (IV.83)

Обчислимо ωxx. Операцiю диференцiювання можна виконати пiд
знаком iнтеґрала, тому

ωxx =

t∫

0

Wxx(x, t, τ) dτ. (IV.84)

Пiдставимо (IV.83), (IV.84) у (IV.75)

f(x, t) +

t∫

0

Wtt(x, t, τ) dτ − a2
t∫

0

Wxx(x, t, τ) dτ =

= f(x, t) +

t∫

0

(Wtt − a2Wxx) dτ = f(x, t),

оскiльки Wtt − a2Wxx = 0. Отже,

ω(x, t) =

t∫

0

W (x, t, τ) dτ =
1

2a

t∫

0

x+a(t−τ)∫

x−a(t−τ)

f(x′, τ) dx′ dτ

— це розв’язок задачi Кошi 2.
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2. Тривимiрне хвильове рiвняння .
Як iнший приклад, розглянемо процес поширення хвиль у про-

сторi. Запишемо хвильове рiвняння

utt = a2∆u (IV.85)

та його характеристику — характеристичний конус (див. пункт
2.2) для точки M0 i моменту часу t0:

1

a
rMM0 = |t− t0|, (IV.86)

де

rMM0 =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2.

Сукупнiсть точок простору (M, t), у якi надходить сигнал, що
вийшов з точки M0 зi швидкiстю a в момент часу t0, визначають
з рiвняння

1

a
rMM0 = t− t0, t > t0. (IV.87)

Цi точки утворюють верхню порожнину характеристичного кону-
са точки M0. Вiдповiдно, сигнал, що вийшов з точки M у момент
часу t, надходить у точку M0 у момент часу t0, якщо

1

a
rMM0 = t0 − t, t < t0. (IV.88)

Геометричне мiсце таких точок (M, t) утворює нижню порожнину
характеристичного конуса (рис. IV.6).

Розглянемо саме цю половину конуса, тобто t = t0− r
a . Уведемо

новi змiннi

x̃ = x, ỹ = y, z̃ = z, t̃ = t− t0 +
r

a
,

позначимо

u(x̃, ỹ, z̃, t̃+ t0 − r/a) = ũ(x̃, ỹ, z̃, t̃),
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Рис. IV.6.

тодi

ux =
∂ũ

∂x̃

∂x̃

∂x
+
∂ũ

∂t̃

∂t̃

∂x
=
∂ũ

∂x̃
+
x̃− x0
ra

∂ũ

∂t̃
,

uxx =
∂2ũ

∂x̃2
+ 2

∂2ũ

∂x̃∂t̃

x̃− x0
ra

+
(x̃− x0)

2

(ra)2
∂2ũ

∂t̃2
+

+

(
1

ra
− (x̃− x0)

2

r3a

)
∂ũ

∂t̃
,

ut =
∂ũ

∂t̃
, utt =

∂2ũ

∂t̃2

(аналогiчнi вирази одержуємо для uyy i uzz). Запишемо рiвняння
(IV.85) у нових змiнних:

1

r
∆ũ+

2

ar2
∂

∂r

[

r
∂ũ

∂t̃

]

= 0, (IV.89)

де враховано, що

∂

∂r
=
x̃− x0
r

∂

∂x̃
+
ỹ − y0
r

∂

∂ỹ
+
z̃ − z0
r

∂

∂z̃
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i (
x̃− x0
ra

)2

+

(
ỹ − y0
ra

)2

+

(
z̃ − z0
ra

)2

− 1

a2
= 0.

Легко перевiрити, що частинний розв’язок цього рiвняння такий:

ũ =
f̃(t̃)

r
,

f̃(t̃) — двiчi диференцiйовна функцiя. Пiдставляючи замiсть t̃ йо-
го вираз через x, y, z, t, одержимо

u =
f̃(t− t0 + r/a)

r
,

або

u =
f(t+ r/a)

r
,

оскiльки параметр t0 несуттєвий. Iншим частинним розв’язком є

u =
g̃(−t+ r/a)

r
,

тому що хвильове рiвняння (IV.85) iнварiантне вiдносно замiни
t→ −t. Приймемо

g̃(−t+ r/a) = g(t− r/a),

остаточно запишемо загальний розв’язок хвильового рiвняння

u =
1

r

[

f
(

t+
r

a

)

+ g
(

t− r

a

)]

. (IV.90)

Формула (IV.90) нагадує загальний розв’язок (IV.64) одновимiр-
ного хвильового рiвняння. Розв’язок (IV.90) називають сфери-
чними хвилями . Перший доданок — це хвиля постiйної форми,
що збiгається до точки r = 0. Наближаючись до центра, амплiтуда
хвилi збiльшується. Другий доданок — це хвиля постiйної форми,
що поширюється вiд точки r = 0 на безмежнiсть. Її амплiтуда
спадає на безмежностi як 1/r.
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3.3. Метод функцiй Ґрiна

Одним з найпоширенiших методiв розв’язування лiнiйних задач
для диференцiальних рiвнянь є метод функцiй Ґрiна. Уперше
(1828 р.) цi функцiї увiв Дж.Ґрiн8 у теорiю електрики i магнети-
зму. Метод функцiй Ґрiна полягає в тому, що спочатку знаходять
деякий спецiальний розв’язок задачi того ж типу, а потiм розв’я-
зок вихiдної задачi виражають через нього.

1. Застосуємо цей метод до рiвнянь елiптичного
типу.

Розглянемо крайову задачу

L[u] = f(M), (IV.91)

(

αu+ β
∂u

∂n

)∣
∣
∣
∣
S

= g(M), (IV.92)

де f(M), g(M) — заданi функцiї; M — точка n-вимiрного про-
стору; α = α(M), β = β(M), α, β ≥ 0, α2 + β2 6= 0, L[u] =

= div(p gradu)− qu.
Знайдемо розв’язок задачi для спецiальних значень функцiй

f i g. А саме — знайдемо розв’язок G задачi

L[G] = −δ(M,M0), (IV.93)
(

αG+ β
∂G

∂n

)∣
∣
∣
∣
S

= 0 (IV.94)

(δ(M,M0) = δ(x1 − x01), . . . , δ(xn − x0n) — n-вимiрна функцiя Дi-
рака, уведена в роздiлi III), неперервний разом з першими ча-
стинними похiдними всюди в замкненiй областi D̄, крiм точки
M0, у якiй G може мати особливiсть. Цей розв’язок називають
функцiєю Ґрiна , або фундаментальним розв’язком задачi
(IV.91), (IV.92) (див. § 7 роздiлу III).

8Джордж Ґрiн (George Green, 1793–1841) — британський математик i фi-
зик.
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Якщо функцiю Ґрiна знайдено, то легко вiдшукати розв’язок
задачi (IV.91), (IV.92). Для цього запишемо другу формулу Ґрiна

∫

D

{

vL[u]− uL[v]
}

dΩM =

∫

S

p

(

v
∂u

∂n
− u

∂v

∂n

)

dσM (IV.95)

для функцiй u(M) i v(M), неперервних разом зi своїми похiдними
першого порядку в D̄ i похiдними другого порядку в D. Прийме-
мо, що у (IV.95) u(M) — розв’язок задачi, v(M) = G, тодi

∫

D

{

GL[u]− uL[G]
}

dΩM =

∫

S

p

(

G
∂u

∂n
− u

∂G

∂n

)

dσM . (IV.96)

Оскiльки в областi D L[u] = f , L[G] = −δ(M,M0), то спiввiдно-
шення (IV.96) перепишемо так:

∫

D

f(M)G(M,M0) dΩM +

∫

D

u(M)δ(M,M0) dΩM =

=

∫

S

p

(

G
∂u

∂n
− u

∂G

∂n

)

dσM . (IV.97)

Другий iнтеґрал у лiвiй частинi (IV.97) за властивiстю δ-функцiї
(III.9) дорiвнює u(M0). Отже,

u(M0) =

∫

S

p

(

G
∂u

∂n
− u

∂G

∂n

)

dσM −

−
∫

D

f(M)G(M,M0) dΩM (IV.98)

З формули (IV.98) одержимо розв’язок рiвняння (IV.91) з рiзними
граничними умовами.

Для першої крайової задачi (α ≡ 1, β ≡ 0)

G
∣
∣
S
= 0, u

∣
∣
S
= g(M),
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u(M0) = −
∫

S

pg(M)
∂G

∂n
dσM −

−
∫

D

G(M,M0)f(M) dΩM . (IV.99)

Для другої крайової задачi (α ≡ 0, β ≡ 1)

∂G

∂n

∣
∣
∣
S
= 0,

∂u

∂n

∣
∣
∣
S
= g(M),

u(M0) =

∫

S

pg(M)G(M,M0) dσM −

−
∫

D

G(M,M0)f(M) dΩM . (IV.100)

Для третьої крайової задачi (α 6= 0, β 6= 0)

∂G

∂n

∣
∣
∣
S
= −α

β
G
∣
∣
∣
S
,

∂u

∂n

∣
∣
∣
S
= −α

β
u
∣
∣
∣
S
+
g(M)

β
,

u(M0) =

∫

S

p
g(M)

β
G(M,M0) dσM −

−
∫

D

G(M,M0)f(M) dΩM . (IV.101)

Як перший приклад, знайдемо функцiю Ґрiна (фундаменталь-
ний розв’язок) рiвняння Лапласа, тобто L[u] = ∆u. Нехай функцiя
Ґрiна дорiвнює сумi двох функцiй:

G(M,M0) = Ψ(rM,M0) + v(M,M0), (IV.102)

де v — гармонiчна функцiя в D (як функцiя точки M), а Ψ(rM,M0)

(далi iнодi rM,M0 ≡ r) має особливiсть у точцi M0, тобто при
rM,M0 = 0, i повинна задовольняти рiвняння

∆Ψ = −δ(M,M0). (IV.103)
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Розглянемо тривимiрний випадок. Позначимо через DR сферу з
центром у точцi M0 радiусом R, обмежену поверхнею SR. Проiн-
теґруємо (IV.103) за областю DR (DR ⊂ D). Одержимо

∫

DR

∆Ψ dΩM = −1.

За формулою Остроградського9 цей iнтеґрал
∫

DR

div gradΨ dΩM =

∫

DR

∆Ψ dΩM =

∫

SR

∂Ψ

∂n
dσM =

∫

SR

dΨ

∂r
dσM ,

де враховано, що ∂
∂n = d

dr для сфери. Отже,
∫

SR

dΨ

dr
dσM = −1. (IV.104)

На сферi SR функцiя dψ
dr має cnfkt значення, тому

dΨ

dr

∣
∣
∣
r=R

∫

SR

dσM = −1,

або

4πR2 dΨ

dr
= −1.

Звiдси одержуємо

Ψ(R) =
1

4πR
,

а функцiя Ґрiна

G(M,M0) =
1

4πrM,M0

+ v(M,M0). (IV.105)

З (IV.105) випливає, що функцiя Ґрiна має у точцi M0 особливiсть
вигляду 1

4πr .

9Михайло Васильович Остроградський (1801–1862) — український мате-
матик i фiзик.
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Для двовимiрного випадку (площини)

G(M,M0) =
1

2π
ln

1

rM,M0

+ v(M,M0). (IV.106)

Зазначимо, що функцiя v(M,M0) є розв’язком такої задачi:

∆v = 0,

(

αv + β
∂v

∂n

) ∣
∣
∣
S
= −

(
α

r
+ β

∂(1/r)

∂n

) ∣
∣
∣
S

1

4π
.

З означення функцiї Ґрiна як розв’язку рiвняння ∆G = −δ(M,M0)

i формул (IV.105), (IV.106) маємо

∆(1/r) = −4πδ(M,M0) (IV.107)

для тривимiрного випадку i

∆

(

ln
1

r

)

= −2πδ(M,M0) (IV.108)

для двовимiрного.
Дамо фiзичну iнтерпретацiю функцiї Ґрiна (формули (IV.106)).

Зробимо це для першої крайової задачi.
Нехай поверхню S, що обмежує область D, зроблено з провiд-

ника i заземлено. I нехай у точцi M0 усерединi D мiститься еле-
ктричний заряд 1/4π. Цей заряд iндукує деякий розподiл зарядiв
на поверхнi S. Потенцiал електростатичного поля в областi D буде
дорiвнювати сумi потенцiалу поля, створеного точковим зарядом,
що дорiвнює 1/4πr, i потенцiалу поля, створеного iндукованими
зарядами, що дорiвнює v(M,M0). Ця сума дорiвнює G(M,M0).
Отже, G(M,M0) — це потенцiал поля, створеного точковим заря-
дом, що мiститься всерединi заземленої провiдної поверхнi.

Для деяких простих областей (пiвплощина, куля, круг та їхнi
частини) iндуковане поле можна знайти за допомогою методу
вiдображень. Суть цього методу полягає в тому, що поза обла-
стю D за певним законом умiщують заряди. Цi заряди назива-
ють зображеннями вихiдного заряду вiдносно деякої границi
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S. Зокрема, у задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа з (IV.105) ви-
пливає, що потенцiал iндукованих зарядiв v на S збiгається за
абсолютним значенням з потенцiалом 1

4πrM,M0
на S, однак має про-

тилежний знак:

G

∣
∣
∣
∣
S

= 0, v

∣
∣
∣
∣
S

= − 1

4πrM,M0

∣
∣
∣
∣
S

.

У випадку плоскої границi зображення є дзеркальним вiдображе-
нням ориґiналу в площинi або площинах, якщо область обмежена
декiлькома площинами. У випадку сферичних границь для по-
будови зображень застосовують перетворення обернених радiусiв
(iнверсiю).

Як приклад, знайдемо потенцiал електростатичного поля, ство-
реного точковим зарядом e всерединi заземленої кулi, та розв’язок
задачi Дiрiхле.

Нехай a — радiус кулi з центром у точцi O (рис. IV.7), у точцi
M0 мiститься електричний заряд e, M — точка спостереження,
r0 = rMM0 , ρ0 = OM0, r1 = MM∗

0 , M∗
0 — точка, що лежить на

продовженнi OM0 й отримана з M0 за допомогою перетворення
обернених радiусiв.

Рис. IV.7.

За формулою (IV.105) функцiя Ґрiна — шуканий потенцiал
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електростатичного поля в кулi

G(M,M0) =
e

r0
+ v(M,M0),

де v(M,M0) — потенцiал iндукованого поля,

∆v = 0.

Щоб знайти v(M,M0), використаємо перетворення обернених
радiусiв

OM0 ·OM∗
0 = a2.

Умiстимо в точцi M∗
0 зображення заряду e, тодi

v =
e1
r1
,

де e1 — величина заряду в точцi M∗
0 . Умова G

∣
∣
S
= 0 дає

e1 = −r1
r0
e.

Справдi, розглянемо трикутники OMM0 i OMM∗
0 . Це подiбнi три-

кутники, тому що вони мають спiльний кут ∠MOM0 i пропорцiйнi
сторони

OM0

OM
=

OM

OM∗
0

=
MM0

MM∗
0

або
ρ0
a

=
a

ρ1
=
r0
r1
.

Отже, на поверхнi S
r1
r0

=
a

ρ0
,

тому функцiя Ґрiна G(M,M0) = e

(
1

r0
− a

ρ0r1

)

дорiвнює нулю на

поверхнi кулi.
Тепер знайдемо розв’язок задачi Дiрiхле для рiвняння Ла-

пласа
∆u = 0, u

∣
∣
S
= g(M).
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Для цього обчислимо ∂G
∂n на поверхнi кулi

∂G

∂n

∣
∣
∣
∣
S

=
∂G

∂R

∣
∣
∣
∣
R=a

= e
∂

∂R

[
1

r0
− a

ρ0r1

]

R=a

,

деR— радiус-вектор будь-якої точкиM кулi. З трикутника OMM0

випливає, що r20 = R2 + ρ20 − 2Rρ0 cos γ, тому

∂

∂R

(
1

r0

)

=
∂

∂R

(
R2 + ρ20 − 2Rρ0 cos γ

)−1/2
= −R− ρ0 cos γ

r30
.

Приймемо R = a, отримаємо

∂

∂R

(
1

r0

)∣
∣
∣
∣
R=a

= − a− ρ0 cos γ

(a2 + ρ20 − 2aρ0 cos γ)3/2
.

Оскiльки r21 = R2 + ρ21 − 2Rρ1 cos γ (з △OMM∗
0 ) i ρ0ρ1 = a2, то

знайдемо

∂

∂R

(
1

r1

)∣
∣
∣
∣
R=a

=
∂

∂R
(R2 + ρ21 − 2Rρ1 cos γ)

−1/2

∣
∣
∣
∣
R=a

=

= −
a− a2

ρ0
cos γ

(

a2 +
a4

ρ20
− 2R

a2

ρ0
cos γ

)3/2

або пiсля спрощень

∂

∂R

(
1

r1

)∣
∣
∣
∣
R=a

= −ρ
2
0

a2
ρ0 − a cos γ

(a2 + ρ20 − 2aρ0 cos γ)3/2

i

∂G

∂n

∣
∣
∣
∣
S

= −ea
2 − ρ20
a2

(a2 + ρ20 − 2aρ0 cos γ)
−3/2.

Пiдставимо цей вираз у (IV.99) i запишемо розв’язок задачi Дiрi-
хле:

u(M) =
e

4πa

∫
a2 − ρ20

(a2 + ρ20 − 2aρ0 cos γ)3/2
g(M0) dSM0 .



226 IV. Рiвняння математичної фiзики

У цьому розв’язку зручнiше перейти до сферичних координат
dS = a2 sin θ dθ dϕ, тодi

u(M) =
ae

4π

2π∫

0

π∫

0

(a2 − ρ20)g(θ, ϕ)

(a2 + ρ20 − 2aρ0 cos γ)3/2
sin θ dθ dϕ,

де cos γ = cos θ cos θ0+sin θ sin θ0 cos(ϕ−ϕ0), M0 = (ρ0, θ0, ϕ0). Цей
iнтеґрал називають iнтеґралом Пуассона для кулi

u(M) =
1

2π

2π∫

0

(a2 − ρ20)

(a2 + ρ20 − 2aρ0 cos(ϕ− ϕ0))3/2
g(ϕ) dϕ.

Розглянемо iнший приклад — одновимiрне рiвняння Пуассона

L[ϕ(x)] = −4πρ(x), (IV.109)

L[ϕ(x)] =
∂2ϕ(x)

∂x2
.

За означенням (IV.93) функцiя Ґрiна задовольняє рiвняння

L[G(x, x′)] = −δ(x− x′). (IV.110)

Iз (IV.109) можна одержати розв’язок

ϕ(x) = −4πL−1[ρ(x)], (IV.111)

де L−1 — оператор, обернений до L, тобто такий, що L−1L = 1.
З урахованням властивостей δ-функцiї (формула (III.9)) запи-

шемо ρ(x) у виглядi

ρ(x) =

∞∫

−∞

ρ(x′)δ(x′ − x)dx′.

Пiдставимо це в праву частину (IV.111), одержимо

ϕ(x) = −4π

∞∫

−∞

ρ(x′)L−1δ(x′ − x)dx′. (IV.112)
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Однак iз (IV.110)

−L−1δ(x′ − x) = G(x′, x),

тобто (IV.112) можна записати у виглядi

ϕ(x) =

∞∫

−∞

4πρ(x′)G(x′, x)dx′. (IV.113)

Отже, розв’язок безпосередньо виражений через функцiю Ґрiна.
Знайдемо тепер цю функцiю. Для цього треба записати

δ-функцiю через iнтеґрал Фур’є (формула (III.54)):

δ(x′ − x) =
1

2π

∞∫

−∞

eik(x
′−x)dk. (IV.114)

Тодi

G(x′, x) = −L−1δ(x′ − x) =
1

2π

∞∫

−∞

eik(x
′−x) − 1

k2
dk +G0, (IV.115)

де G0 — розв’язок однорiдного рiвняння

LG0 = 0. (IV.116)

У правильностi формули (IV.115) переконаємося, коли подiємо на
лiву i праву частини оператором L = ∂2

∂x2
. У цьому разi одержимо

рiвнiсть (IV.110).
Функцiя G0(x), що визначена рiвнянням (IV.116), має вигляд

G0(x) = c1x+ c2,

де c1 i c2 — деякi константи.
У (IV.115) ми додали сталий нескiнченний доданок

− 1

2π

∞∫

−∞

dk

k2
,
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потрiбний для того, щоб вираз у правiй частинi (IV.115) був скiн-
ченним.

Визначимо iнтеґрал, що входить У (IV.115):

I =
1

2π

∞∫

−∞

eik(x−x
′) − 1

k2
dk =

1

2π

∞∫

−∞

cos k(x− x′)− 1

k2
dk +

+ i
1

2π

∞∫

−∞

sin k(x− x′)
k2

dk.

Другий iнтеґрал дорiвнює нулю внаслiдок непарностi пiдiнтеґраль-
ної функцiї. Проiнтеґруємо частинами: u = cos k(x − x′) − 1,

dv = dk
k2 .

I = − 1

2π

cos k(x− x′)− 1

k

∣
∣
∣
∣
∣

∞

−∞
− x− x′

2π

∞∫

−∞

sin k(x− x′)
k

dk =

= 0− |x− x′|
2

.

У цьому випадку ми врахували, що

∞∫

−∞

sin k(x− x′)
k

dk =

{

π, x > x′;
−π, x < x′.

Отже,

G(x′, x) = −1

2

∣
∣x− x′

∣
∣+ c1x+ c2.

Пiдставимо останнiй вираз у (IV.113), знайдемо ϕ(x). Констан-
ти c1 i c2 визначають з додаткових умов. Наприклад, якщо маємо
точковий заряд у початку координат: ρ(x′) = eδ(x′), то з (IV.113)

ϕ(x) = −2πe|x|+ 4πec1x+ 4πec2.

Оскiльки потенцiал визначають з точнiстю до сталої, то можна
припустити, що c2 = 0. Крiм того, з умови симетрiї потенцiалу
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вiдносно точки x=0, тобто ϕ(−x) = ϕ(x), повинно бути c1 = 0.
Тодi

ϕ(x) = −2πe|x|. (IV.117)

Формула (IV.117) у тривимiрному просторi описує потенцiал,
створюваний безмежною рiвномiрно зарядженою площиною з по-
верхневою густиною заряду σ = e. У цьому випадку x — вiдстань
вiд точки спостереження до площини.

Зазначимо, що формула, подiбна до (IV.113), справджується i
в тривимiрному випадку, якщо пiд x розумiти сукупнiсть коорди-
нат x, y, z i, вiдповiдно, замiсть x′ — x′, y′, z′.

2. Застосуємо тепер метод функцiй Ґрiна до рiвнянь
параболiчного типу. Знайдемо розв’язок одновимiрного рiвня-
ння теплопровiдностi.

Нехай задача Кошi має вигляд

a2uxx = ut, (IV.118)

u(x, 0) = δ(x− x0). (IV.119)

Розв’язок такої задачi називають функцiєю Ґрiна , або фун-
даментальним розв’язком .

Позначимо цю функцiю через G(x − x0, t). На вiдмiну вiд по-
переднього прикладу, ця функцiя залежить i вiд координат, i вiд
часу.

Для знаходження G(x−x0, t) розглянемо спочатку допомiжну
задачу Кошi, коли

u(x, 0) = θ(x) =

{

0, x < 0,

1, x > 0,
(IV.120)

тобто є ступiнчастою функцiєю Гевiсайда, виведеною у роздiлi III.
Будемо шукати так званий автомодельний розв’язок, тобто

розв’язок у виглядi u = f
(
x
tα

)
, де число α називають показни-

ком автомодельностi.
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Пiдставивши цю функцiю в рiвняння (IV.118), одержимо

a2

t2α
f ′′(z) = −αz

t
f ′(z), де z =

x

tα
.

Щоб уникнути в останньому рiвняннi явної залежностi вiд t,
виберемо α = 1/2. Тодi рiвняння для f(z) матиме вигляд

f ′′(z) +
z

2a2
f ′(z) = 0. (IV.121)

З початкових умов для u (IV.120) знаходимо

f(−∞) = 0; f(∞) = 1.

Iнтеґруючи один раз рiвняння (IV.121), одержимо

ln f ′(z) = − z2

4a2
+ ln c або f ′(z) = ce−

z2

4a2 . (IV.122)

Iнтеґруючи ще раз, маємо

f(z) = c

z∫

−∞

e
− z2

4a2 dz = 2ac

z
2a∫

−∞

e−y
2
dy. (IV.123)

Ця функцiя задовольняє першу з умов (IV.120). Для викона-
ння другої умови потрiбно, щоб

2ac

∞∫

−∞

e−y
2
dy = 2ac

√
π = 1,

звiдси c = 1
2a

√
π
. Отже, розв’язок задачi (IV.118), (IV.120) має

вигляд

u(x, t) = f

(
x√
t

)

=
1√
π

x/
√
4a2t

∫

−∞

e−y
2
dy, (IV.124)
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або

u(x, t) =
1

2

[

1 + Φ

(
x√
4a2t

)]

, (IV.125)

де

Φ(z) =
2√
π

z∫

0

e−y
2
dy (IV.126)

— так званий iнтеґрал помилок. (У разi переходу вiд (IV.124) до

(IV.125) враховано, що
0∫

−∞
e−y

2
dy =

√
π
2 ).

Нехай тепер стрибок функцiї u(x, 0) мiститься в точцi x0 i має
висоту u0. Тодi замiсть (IV.120) будемо мати початкову умову

u(x, 0) = u0θ(x− x0). (IV.127)

У цьому випадку замiсть розв’язку (IV.125) одержимо

u(x, t) =
u0
2

[

1 + Φ

(
x− x0√
4a2t

)]

. (IV.128)

Якщо ж

u(x, 0) = u0 [θ(x− x1)− θ(x− x2)] , (IV.129)

то, очевидно, розв’язок можна записати як рiзницю двох розв’яз-
кiв, один з яких при t = 0 прямує до u0η(x − x1), а iнший — до
u0η(x− x2). Це, з урахуванням (IV.128), приведе до формули

u(x, t) =
u0
2

[

Φ

(
x− x1√
4a2t

)

− Φ

(
x− x2√
4a2t

)]

. (IV.130)

Зазначимо, що змiст умови (IV.129) такий: u(x, t) у початко-
вий момент часу (t=0) дорiвнює u0 на промiжку x1 ≤ x ≤ x2 i
нулю в усiх iнших точках прямої, тобто має вигляд, зображений
на рис. IV.8.
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Рис. IV.8.

Припустимо тепер, що на вiдрiзку [x1, x2] у момент часу t=0
видiлилась кiлькiсть тепла Q, яке рiвномiрно розподiлене по вiд-
рiзку. Тодi температура на вiдрiзку в початковий момент

u(x, 0) =
Q

cρ(x2 − x1)
[θ(x− x1)− θ(x− x2)]. (IV.131)

Тобто в цьому випадку u0 =
Q

cρ(x2−x1) i тодi з (IV.130) одержи-
мо

u(x, t) =
Q

2cρ

Φ

(
x− x1√
4a2t

)

− Φ

(
x− x2√
4a2t

)

x2 − x1
. (IV.132)

Далi вважатимемо, що вiдрiзок [x1, x2] стягується в точку x0,
а кiлькiсть тепла Q не змiнюється. У цьому разi u0 → ∞, а площа
пiд кривою рис. IV.8 залишається сталою.

Позначимо x−xi√
4a2t

= χi (i = 1, 2, 0). Тодi (IV.132) запишемо
так:

u(x, t) =
Q

2cρ

1√
4a2t

Φ(χ2)− Φ(χ1)

χ2 − χ1
,

lim
χ1→χ2→χ0

u(x, t) =
Q

2cρ

1√
4a2t

∂Φ(χ)

∂χ
|χ=χ0 .

З урахуванням (IV.126) одержимо
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∂Φ(χ)

∂χ

∣
∣
∣
∣
∣
χ=χ0

=
2√
π

∂

∂χ





χ∫

0

e−y
2
dy





∣
∣
∣
∣
∣
x=x0

=
2√
π
e−χ

2
0 =

2√
π
e−

(x−x0)
2

4a2t .

Тодi

u(x, t) =
Q

cρ

1√
4πa2t

e−
(x−x0)

2

4a2t . (IV.133)

Рис. IV.9.

Графiк функцiї u(x, t) при t > 0 має вигляд, зображений на
рис. IV.9. При t = 0 пiк стає вищим i вужчим, тобто функцiя
набуває δ-подiбного вигляду. Оскiльки

∞∫

−∞

u(x, t)dx =
Q

cρ
√
4πa2t

∞∫

−∞

e−
(x−x0)

2

4a2t dx =
Q

cρ
,

а iнтеґрал вiд δ-функцiї дорiвнює одиницi, то звiдси маємо

lim
t→0

u(x, t) =
Q

cρ
δ(x− x0). (IV.134)

Остаточно з (IV.133), (IV.134) випливає, що функцiя Ґрiна
G(x− x0, t) як розв’язок рiвняння (IV.118) з умовою (IV.119) має
вигляд

G(x− x0, t) =
1√

4πa2t
e−

(x−x0)
2

4a2t , (IV.135)
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i
u(x, t) =

Q

cρ
G(x− x0, t). (IV.136)

Фiзичний змiст функцiї G(x − x0, t) такий: вона дає роз-
подiл температури вздовж нескiнченного тонкого стрижня в мо-
мент часу t, якщо в момент t = 0 у точцi x = x0 видiлилась певна
кiлькiсть тепла. Аналогiчний змiст функцiя Ґрiна має у випадку
рiвняння дифузiї. Тому цю функцiю називають функцiєю впли-
ву : вона визначає вплив миттєвого точкового джерела на
температуру або концентрацiю в середовищi.

Розглянемо далi випадок, коли початкова умова має вигляд

u(x, 0) = ϕ(x). (IV.137)

Цей випадок вiдповiдає видiленню в момент часу t=0 тепла,
розподiленого по стрижню, з розподiлом, що його описує функцiя
ϕ(x).

Щоб знайти вплив всього цього тепла на температуру стрижня
в наступнi моменти часу, розглянемо спочатку вплив деякої малої
частини стрижня в точцi x = ξ довжиною dξ, у якому видiлилась
кiлькiсть тепла dQ = cρϕ(ξ) dξ. Температура в точцi x у момент
часу t > 0, зумовлена цим теплом, згiдно з формулою (IV.136),

u(x, t)

∣
∣
∣
∣
∣
dQ

=
dQ

cρ
G(x− ξ, t) = ϕ(ξ)G(x − ξ, t) dξ.

Пiдсумовуючи вплив вiд усiх вiдрiзкiв dξ, одержимо

u(x, t) =

∞∫

−∞

ϕ(ξ)G(x − ξ, t) dξ. (IV.138)

Остання формула має ту саму природу, що й формула (IV.113)
для рiвняння Пуассона, тому вони подiбнi.

Узагальнимо метод функцiй Ґрiна на тривимiрне рiвняння те-
плопровiдностi

L[u] = ρut,
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де L[u] = div(k gradu)− qu.
Для задачi Кошi з початковою умовою (IV.137) функцiю Ґрiна

визначають як розв’язок такої задачi Кошi

L[G] = ρGt,

G(x, ξ, 0) = δ(x − ξ),

δ(x− ξ) = δ(x1 − ξ1)δ(x2 − ξ2)δ(x3 − ξ3).

Якщо ж задача, крiм початкової умови (IV.137), мiстить гра-
ничну умову

(

αu+ β
∂u

∂n

) ∣
∣
∣
S
= 0,

то функцiя Ґрiна — це розв’язок крайової задачi

L[G] = ρGt,

(

αG+ β
∂G

∂n

) ∣
∣
∣
S
= 0,

G(x, ξ, 0) = δ(x − ξ).

В обох випадках розв’язок рiвняння теплопровiдностi знахо-
дять за формулою (IV.138), лише для задачi з граничною умовою
iнтеґрувати треба за областю D, до якої належать x i ξ.

3.4. Метод конформного вiдображення

У багатьох двовимiрних задачах електростатики, гiдродинамiки,
аеродинамiки, часто використовують метод конформного вiдобра-
ження. Iз застосуванням цього методу, задачу Дiрiхле для довiль-
ної однозв’язної областi зводять до задачi Дiрiхле для круга або
iншої областi простої форми, розв’язок якої вiдомий. Наприклад,
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знайдемо цим методом функцiю Ґрiна задачi Дiрiхле в однозв’я-
знiй областi D, обмеженiй кривою S:

∆u = f(M), (IV.139)

u|S = ϕ(M). (IV.140)

Область D̄ площини (x, y) можна конформно вiдобразити на оди-
ничний круг |w| ≤ 1. Нехай функцiя w = ψ(z, τ) виконує це вiд-
ображення i точка z = τ переходить у центр круга w = 0, тобто
ψ(τ, τ) = 0.

Тодi функцiєю Ґрiна задачi (IV.139), (IV.140) буде функцiя
(формула (IV.106))

G(M,M0) =
1

2π
ln

1

|ψ(z, τ)| , (IV.141)

у якiй z = x + iy, τ = ξ + iη, x, y — координати точки M , ξ, η —
координати точки M0.

Справдi, оскiльки функцiя w = ψ(z, τ) конформно вiдображає
область D, то вона є аналiтичною функцiєю в областi D i ψ(z, τ) 6=
6= 0 при z 6= τ , dψ

dz 6= 0 всюди в D, включаючи z = τ . Отже, z = τ

— це нуль першого порядку функцiї ψ(z, τ), i тому

ψ(z, τ) = (z − τ)F (z, τ), (IV.142)

де F (z, τ) — аналiтична в областi D функцiя змiнної z i F (z, τ) 6=
6= 0. Функцiя

lnF (z, τ) = ln |F (z, τ)| + i argF

також аналiтична вD, а її дiйсна частина ln |F (z, τ)| — гармонiчна
функцiя в областi D. Функцiя 1

2π ln
1

|F (z,τ)| також гармонiчна в D.
З формули (IV.142) знаходимо

1

2π
ln

1

|Ψ(z, τ)| =
1

2π
ln

1

|z − τ | +
1

2π
ln

1

|F (z, τ)|
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або
1

2π
ln

1

|Ψ(z, τ)| =
1

2π
ln

1

rMM0

+
1

2π
ln

1

|F (z, τ)| .

Тому що

∆

(

ln
1

rMM0

)

= −2πδ(M,M0)

i 1
2π ln

1
|F (z,τ)| — гармонiчна в D функцiя, одержимо

∆

(
1

2π
ln

1

|ψ(z, τ)|

)

= −δ(M,M0). (IV.143)

У разi вiдображення w = ψ(z, τ) границя областi D, крива S, пере-
ходить у границю круга |w| ≤ 1, тому |ψ(z, τ)|S = 1 i
(

1
2π ln

1
|ψ(z,τ)|

)
∣
∣
∣
∣
S

= 0. Ця рiвнiсть разом з формулою (IV.143) озна-

чає, що функцiю Ґрiна для задачi (IV.139), (IV.140) треба шукати
за формулою (IV.141).

Наостанок зазначимо, що описаний метод застосовний лише
для двовимiрного рiвняння Лапласа або Пуассона, тому що в разi
конформного вiдображення тiльки цi рiвняння у нових змiнних
залишаються тими ж самими рiвняннями Лапласа чи Пуассона.

3.5. Метод вiдокремлення змiнних (метод Фур’є)

Метод вiдокремлення змiнних запропонував Ж. Фур’є на поча-
тку XIX ст. для розв’язування рiвняння теплопровiдностi, пiзнiше
(1828 р.) загальну схему методу сформулював М. Остроградський.

Цей метод дає змогу звести диференцiальне рiвняння з ча-
стинними похiдними з n незалежними змiнними до n звичайних
диференцiальних рiвнянь.

Проiлюструємо цей метод на прикладi рiвнянь усiх трьох ти-
пiв.

1. Почнемо з гiперболiчного типу.
У пунктi 3.2 ми розв’язали хвильове рiвняння на всiй прямiй

−∞ < x < ∞. Формула д’Аламбера вiдображає розв’язок у ви-
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глядi суми двох бiжучих хвиль, що рухаються в протилежних на-
прямах. Якщо ж розглядати рiвняння на обмеженому промiжку
0 < x < l, то бiжучих хвиль уже не буде, оскiльки вони взаємодiя-
тимуть з границями. Бiжучi хвилi вiдбиваються вiд границь так,
що сумарнi коливання стають не бiжучими, а перетворюються у
стоячi хвилi. Якщо вiдомi профiлi цих хвиль i характер коливань
кожної хвилi, то розв’язок хвильового рiвняння буде суперпозицi-
єю найпростiших коливань.

А. Отже, розв’язок хвильової задачi для струни з закрiплени-
ми кiнцями

utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0, (IV.144)

u(0, t) = u(l, t) = 0, (IV.145)

u(x, 0) = ϕ(x), (IV.146)

ut(x, 0) = ψ(x) (IV.147)

шукаємо у виглядi стоячих хвиль, тобто як добуток двох функцiй
X(x) i T (t)

u(x, t) = X(x)T (t). (IV.148)

Пiдставимо (IV.148) у рiвняння (IV.144) i подiлимо на XT :

X ′′(x)
X(x)

=
1

a2
T ′′(t)
T (t)

. (IV.149)

Щоб функцiя (IV.148) була розв’язком рiвняння (IV.144), рiвнiсть
(IV.149) має задовольнятись тотожно, тобто для всiх значень не-
залежних 0 < x < l, t > 0. Права частина рiвностi (IV.149) є
функцiєю лише змiнної t, лiва — лише x. Фiксуючи, наприклад,
деякi значення x i змiнюючи t (або навпаки), одержимо, що права
i лiва частини рiвностi (IV.149) зi змiною своїх арґументiв будуть
сталими:

X ′′(x)
X(x)

=
1

a2
T ′′(t)
T (t)

= −λ, (IV.150)
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де λ — константа, яку для зручностi беремо зi знаком “мiнус”.
З (IV.150) маємо звичайнi диференцiальнi рiвняння для функцiй
X(x) i T (t):

X ′′(x) + λX(x) = 0, X(x) 6≡ 0, (IV.151)

T ′′(t) + a2λT (t) = 0, T (t) 6≡ 0. (IV.152)

Пiдставимо розв’язок (IV.148) у граничнi умови (IV.145)

u(0, t) = X(0)T (t) = 0,

u(l, t) = X(l)T (t) = 0.

Звiдси випливає, що функцiя X(x) повинна задовольняти дода-
тковi умови

X(0) = X(l) = 0, (IV.153)

T (t) 6= 0, бо iнакше мали б тривiальний розв’язок u(x, t) = 0.
Отже, щоб знайти X(x), треба розв’язати задачу на власнi

значення: знайти тi значення параметра λ, за яких iснують не-
тривiальнi розв’язки задачi

X ′′(x) + λX(x) = 0,

X(0) = X(l) = 0 (IV.154)

i знайти цi розв’язки. Такi значення параметра λ називають вла-
сними значеннями , а вiдповiднi їм нетривiальнi розв’язки —
власними функцiями задачi (IV.154). Сформульовану так за-
дачу називають задачею Штурма–Лiувiлля10 .

Розглянемо окремо випадки, коли параметр λ вiд’ємний, до-
датний або дорiвнює нулю.

Нехай λ < 0, тодi задача не має нетривiальних розв’язкiв.
Справдi, загальний розв’язок рiвняння (IV.151) такий:

X(x) = A1e
√
−λx +A2e

−
√
−λx.

10Жак Штурм (Jacques Charles François Sturm, 1803–1855) — французький
математик, народився в Женевi.
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З граничних умов (IV.153) маємо

X(0) = A1 +A2 = 0,

X(l) = A1e
α +A2e

−α = 0, α = l
√
−λ > 0,

тобто

A1 = −A2 i A1(e
α − e−α) = 0.

Проте в розглядуваному випадку α > 0, так що eα−e−α 6= 0. Тому
A1 = 0, A2 = 0, i отже, X(x) ≡ 0.

При λ = 0 також не iснує нетривiальних розв’язкiв. У цьому
випадку загальний розв’язок рiвняння (IV.151) такий:

X(x) = B1x+B2.

З граничних умов

X(0) = B2 = 0,

X(l) = B1l = 0,

тобто B1 = 0, B2 = 0, i, отже, X(x) ≡ 0.
При λ > 0 загальний розв’язок рiвняння можна записати як

X(x) = D1 cos
√
λx+D2 sin

√
λx.

Граничнi умови дають

X(0) = D1 = 0,

X(l) = D2 sin
√
λl = 0.

Якщо X(x) 6= 0, то D2 6= 0, тому

sin
√
λl = 0,

або √
λ =

nπ

l
,
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де n — довiльне цiле число. Отже, нетривiальнi розв’язки задачi
Штурма–Лiувiлля можливi лише за власних значень

λ = λn =
(nπ

l

)2
. (IV.155)

Цим власним значенням вiдповiдають власнi функцiї

Xn(x) = Dn sin
nπ

l
x. (IV.156)

Таким значенням λn вiдповiдають i розв’язки рiвняння (IV.152)

Tn(t) = A′
n cos

nπ

l
at+B′

n sin
nπ

l
at, (IV.157)

де A′
n, B

′
n — довiльнi константи.

Повернемось до задачi (IV.144)–(IV.147), i дiйдемо висновку,
що функцiї

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) =
(

An cos
nπ

l
at+Bn sin

nπ

l
at
)

sin
nπ

l
x,

де
An = A′

nDn, Bn = B′
nDn,

є частинними розв’язками рiвняння (IV.144). Внаслiдок лiнiйностi
й однорiдностi рiвняння (IV.144) сума частинних розв’язкiв

u(x, t) =
∞∑

n=1

un(x, t) =
∞∑

n=1

Xn(x)Tn(t) =

=

∞∑

n=1

(

An cos
nπ

l
at+Bn sin

nπ

l
at
)

sin
nπ

l
x (IV.158)

також є розв’язком цього рiвняння i задовольняє граничнi умови
(IV.145). Константи An i Bn знайдемо з початкових умов (IV.146),
(IV.147)

u(x, 0) = ϕ(x) =
∞∑

n=1

un(x, 0) =
∞∑

n=1

An sin
nπ

l
x, (IV.159)

ut(x, 0) = ψ(x) =

∞∑

n=1

∂un
∂t

∣
∣
∣
t=0

=

∞∑

n=1

nπ

l
aBn sin

nπ

l
x. (IV.160)
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З теорiї рядiв Фур’є вiдомо, що довiльну функцiю, неперервну
разом зi своїми похiдними першого порядку, можна розкласти в
ряд Фур’є. Нехай функцiї ϕ(x) i ψ(x) саме такi, тому розкладемо
їх у ряди Фур’є

ϕ(x) =
∞∑

n=1

ϕn sin
nπ

l
x, ϕn(x) =

2

l

l∫

0

ϕ(ξ) sin
nπ

l
ξ dξ, (IV.161)

ψ(x) =

∞∑

n=1

ψn sin
nπ

l
x, ψn(x) =

2

l

l∫

0

ψ(ξ) sin
nπ

l
ξ dξ. (IV.162)

Порiвняємо цi ряди з формулами (IV.159), (IV.160), одержимо

An = ϕn, Bn =
l

nπa
ψn.

Отже, розв’язок задачi (IV.144) знайдено у виглядi послiдовностi
стоячих хвиль або гармонiк струни

un(x, t) = sin
nπ

l
x
(

An cos
nπ

l
at+Bn sin

nπ

l
at
)

=

= αn cos
nπ

l
a (t+ δn) sin

nπ

l
x,

де αn =
√

A2
n +B2

n,
nπ
l aδn = −arctgBn

An
. Кожна точка струни x0

виконує гармонiчнi коливання

un(x0, t) = αn cos
nπ

l
a(t+ δn) sin

nπ

l
x0

з амплiтудою αn sin
nπ
l x0. Точки, у яких sin nπ

l x = 0, протягом
усього процесу є нерухомими i їх називають вузлами стоячої хвилi
un(x, t). Точки, у яких sin nπ

l x = ±1, коливаються з амплiтудою αn
i їх називають пучностями стоячої хвилi. У стоячiй хвилi всi точки
коливаються з однаковою частотою (власною частотою) ωn = nπ

l a,
форма хвилi подiбна до хвиль, зображених на рис. IV.10

Б. Тепер розглянемо неоднорiдне рiвняння коливань струни

utt = a2uxx + f(x, t) (IV.163)
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Рис. IV.10.

з початковими умовами (IV.146), (IV.147) i граничними умовами
(IV.145). Оскiльки розв’язок однорiдної задачi (IV.158) — це ряд
за власними функцiямиXn(x) задачi Штурма–Лiувiлля, то розв’я-
зок неоднорiдної задачi теж шукаємо у виглядi ряду за власними
функцiями (ряду Фур’є)

u(x, t) =

∞∑

n=1

un(t) sin
nπ

l
x. (IV.164)

Щоб знайти un(t), розкладемо в ряд Фур’є початковi умови та
функцiю f(x, t)

ϕ(x) =

∞∑

n=1

ϕn sin
nπ

l
x, ϕn(x) =

2

l

l∫

0

ϕ(ξ) sin
nπ

l
ξ dξ,

(IV.165)

ψ(x) =
∞∑

n=1

ψn sin
nπ

l
x, ψn(x) =

2

l

l∫

0

ψ(ξ) sin
nπ

l
ξ dξ,
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f(x, t) =

∞∑

n=1

fn(t) sin
nπ

l
x,

(IV.166)

fn(t) =
2

l

l∫

0

f(ξ, t) sin
nπ

l
ξ dξ.

i пiдставимо (IV.164) та (IV.166) у рiвняння (IV.163):

∞∑

n=1

[

−
(nπa

l

)2
un(t)− ün(t) + fn(t)

]

sin
nπ

l
x = 0.

Ця рiвнiсть виконується за умови, що всi коефiцiєнти розкладу
дорiвнюють нулю, тобто

ün(t) +
(nπa

l

)2
un(t) = fn(t). (IV.167)

Ми одержали звичайне диференцiальне рiвняння зi сталими кое-
фiцiєнтами. З початкових умов (IV.146) i (IV.147)

u(x, 0) = ϕ(x) =

∞∑

n=1

un(0) sin
nπ

l
x =

∞∑

n=1

ϕn sin
nπ

l
x,

ut(x, 0) = ψ(x) =

∞∑

n=1

u̇n(0) sin
nπ

l
x =

∞∑

n=1

ψn sin
nπ

l
x

маємо початковi умови для un(t)

un(0) = ϕn, u̇n(0) = ψn. (IV.168)

Розв’язок рiвняння (IV.167) є сумою

un(t) = u(1)n (t) + u(2)n (t), (IV.169)

де

u(1)n (t) =
l

nπa

t∫

0

sin
nπ

l
a(t− τ)fn(τ) dτ (IV.170)
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— розв’язок неоднорiдного рiвняння з нульовими (однорiдними)
початковими умовами, i

u(2)n (t) = ϕn cos
nπ

l
at+

l

nπa
ψn sin

nπ

l
at (IV.171)

— розв’язок однорiдного рiвняння з початковими умовами (IV.168).
Пiдставивши (IV.169)–(IV.171) у розв’язок (IV.164), одержимо

u(x, t) =

∞∑

n=1

l

nπa

t∫

0

sin
nπ

l
a(t− τ) sin

nπ

l
xfn(τ) dτ

+

∞∑

n=1

(

ϕn cos
nπ

l
at+

l

nπa
ψn sin

nπ

l
at

)

sin
nπ

l
x

= u(1)(x, t) + u(2)(x, t). (IV.172)

Дамо фiзичну iнтерпретацiю цього розв’язку. Другий член — це
розв’язок задачi про вiльнi коливання струни за заданих початко-
вих умов, а перший член описує вимушенi коливання струни пiд
дiєю зовнiшньої сили, коли початкових збурень нема.

Розв’язок u(1)(x, t) можна виразити через функцiю Ґрiна, якщо
пiдставити вираз (IV.166) для fn(t)

u(1)(x, t) =

t∫

0

l∫

0

G(x, ξ, t − τ)f(ξ, τ) dξ dτ, (IV.173)

де

G(x, ξ, t− τ) =
2

πa

∞∑

n=1

1

n
sin

nπ

l
a(t− τ) sin

nπ

l
x sin

nπ

l
ξ. (IV.174)

Якщо ж пiдставити вирази (IV.165) для ϕn, ψn, то u(2)(x, t) пере-
пишемо так:

u(2)(x, t) =
2

l

∞∑

n=1

l∫

0

[

ϕ(ξ) cos
nπ

l
at+

l

nπa
ψ(ξ) sin

nπ

l
at

]

×

× sin
nπ

l
x sin

nπ

l
ξ dξ. (IV.175)
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В. Нарештi розглянемо загальний випадок крайової задачi з
граничними умовами I типу, тобто дослiдимо вимушенi коливання
струни довжиною l пiд дiєю зовнiшньої сили f(x, t), коли кiнцi
струни рухаються за заданим законом. Ця задача зводиться до
розв’язку рiвняння (IV.163)

utt = a2uxx + f(x, t)

з граничними умовами

u(0, t) = µ1(t),

u(l, t) = µ2(t) (IV.176)

i початковими умовами (IV.146), (IV.147).
Оскiльки граничнi умови (IV.176) неоднорiднi, то метод Фур’є

не придатний для розв’язування крайової задачi. Отже, треба зве-
сти цю задачу до задачi з однорiдними граничними умовами. Для
цього введемо невiдому функцiю v(x, t), приймаючи

u(x, t) = v(x, t) + V (x, t), (IV.177)

так що v(x, t) є вiдхиленням функцiї u(x, t) вiд деякої вiдомої фун-
кцiї V (x, t). Функцiю v(x, t) означимо як розв’язок рiвняння

vtt = a2vxx + f̄(x, t), f̄(x, t) = f(x, t)− [Vtt − a2Vxx]

з додатковими умовами

v(x, 0) = ϕ̄(x), ϕ̄(x) = ϕ(x)− V (x, 0),

vt(x, 0) = ψ̄(x), ψ̄(x) = ψ(x) − Vt(x, 0),

v(0, t) = µ̄1(t), µ̄1(t) = µ1(t)− V (0, t),

v(l, t) = µ̄2(t), µ̄2(t) = µ2(t)− V (l, t).

Оберемо допомiжну функцiю V (x, t) так, щоб

µ̄1(t) = 0, µ̄2(t) = 0,
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для цього достатно прийняти

V (x, t) = µ1(t) +
x

l
(µ2(t)− µ1(t)) . (IV.178)

Отже, крайова задача для функцiї u(x, t) зведена до крайової за-
дачi для v(x, t) з нульовими граничними умовами, тобто до задачi
з пункту Б. Подiбним способом можна звести неоднорiднi грани-
чнi умови iнших типiв до однорiдних.

2. Параболiчний тип.
А. Наведений нижче приклад — неоднорiдне рiвняння тепло-

провiдностi.
Це рiвняння в одновимiрному випадку має вигляд

ut = a2uxx + f(x, t). (IV.179)

Тут f(x, t) описує видiлення тепла в стрижнi, яке може вiд-
буватись, наприклад, пiд час проходження електричного струму.
Справдi, вираз ut у лiвiй частинi (IV.179) визначає змiну темпера-
тури за одиницю часу в заданiй точцi. Ця змiна може вiдбуватись
як унаслiдок надходження тепла з iнших точок стрижня (перший
доданок в правiй частинi), так i внаслiдок видiлення тепла в за-
данiй точцi (другий доданок у правiй частинi (IV.179)).

Нехай початкова умова має вигляд

u(x, 0) = 0, (IV.180)

а граничнi —
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0. (IV.181)

Спочатку знайдемо власнi функцiї i власнi значення задачi.
Для цього розгляньмо однорiдне рiвняння теплопровiдностi

ut = a2uxx. (IV.182)

Щоб вiдокремити змiннi, шукаємо u(x, t) як добуток двох функцiй

u(x, t) = X(x)T (t). (IV.183)
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Пiдставляючи (IV.183) у рiвняння (IV.182), отримаємо

T ′(t)
T (t)

=
X ′′(x)
X(x)

= −λ,

звiдки одержимо рiвняння для X(x)

X ′′(x) + λX(x) = 0. (IV.184)

Нетривiальний розв’язок рiвняння (IV.182) з граничними умова-
ми (IV.181) одержимо, якщо знайдемо нетривiальний розв’язок
рiвняння (IV.184) з граничними умовами

X(0) = 0, X(l) = 0.

Отже, для визначення функцiй X(x) маємо задачу Штурма–Лiу-
вiлля

X ′′(x) + λX(x) = 0, X(0) = 0, X(l) = 0.

яку ми дослiдили в попередньому прикладi про коливання струни.
Там з’ясовано, що лише для значень параметра λ, якi

λn =
(nπ

l

)2
, n = 1, 2, . . .

iснують нетривiальнi розв’язки

Xn(x) = sin
nπ

l
x.

Знову розглянемо рiвняння (IV.179). Будемо шукати його розв’я-
зок у виглядi ряду Фур’є за власними функцiями Xn(x)

u(x, t) =
∞∑

n=1

un(t) sin
nπ

l
x. (IV.185)

Запишемо функцiю f(x, t) також у виглядi ряду Фур’є

f(x, t) =

∞∑

n=1

fn(t) sin
πn

l
x, (IV.186)
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де

fn(t) =
2

l

l∫

0

f(ξ, t) sin
nπ

l
ξ dξ. (IV.187)

Пiдставивши (IV.185) i (IV.186) у рiвняння (IV.179), будемо
мати

∞∑

n=1

{(πn

l

)2
a2un(t) + u̇n(t)− fn(t)

}

sin
πn

l
x = 0.

Цей вираз можна розглядати як розклад у ряд Фур’є нуля, що
стоїть у правiй частинi. Тому всi коефiцiєнти розкладу повиннi
бути нулями. Це дає таке рiвняння для un(t):

u̇n(t) + a2
(πn

l

)2
un(t) = fn(t). (IV.188)

З початкової умови (IV.180) для un(t) iз (IV.185) маємо

u(x, 0) =

∞∑

n=1

un(0) sin
πn

l
x = 0,

звiдки випливає, що

un(0) = 0. (IV.189)

Отже, задача звелась до розв’язування звичайного диференцi-
ального рiвняння першого порядку за t (IV.188) замiсть вихiдно-
го рiвняння (IV.179) з частинними похiдними другого порядку
iз двома незалежними змiнними (x, t). Таке зменшення кiлькостi
незалежних змiнних є загальним правилом у разi застосування
розкладiв у ряд або iнтеґрал Фур’є.

Рiвняння (IV.188) можна розв’язати за допомогою функцiї
Ґрiна.

Запишемо для цього задане рiвняння у виглядi

Lun(t) = fn(t), (IV.190)
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де

L =
∂

∂t
+ a2

(πn

l

)2
. (IV.191)

Визначимо функцiю Ґрiна G(t− t′) цього рiвняння так:

LG(t− t′) = δ(t− t′). (IV.192)

(Зазначимо, що таке означення вiдрiзняється знаком вiд того, яке
зроблено у формулi (IV.93). У лiтературi трапляються два озна-
чення.

Використаємо розклад δ-функцiї в iнтеґрал Фур’є (формула
(III.54))

δ(t− t′) =
1

2π

∞∫

−∞

eiω(t−t
′)dω, (IV.193)

знайдемо

G(t− t′) = L−1δ(t− t′) =
1

2π

∞∫

−∞

eiω(t−t
′)

iω + a2
(
πn
l

)2 dω. (IV.194)

Переконаємось, що остання формула правильною. Для цього
подiємо на неї оператором L (IV.191). Це приведе, з урахуванням
(IV.193), до рiвняння (IV.192).

Iнтеґрал (IV.194) можна обчислити за допомогою теорiї ли-
шкiв. А саме — розглянемо iнтеґрал по контуру C, зображено-
му на рис. IV.11, i використаємо теорему про лишки (I.121). Тодi
отримаємо

J = lim
R→∞

∫

C

eiω(t−t
′)

iω + a2
(
πn
l

)2dω =

∞∫

−∞

F (ω) dω

+ lim
R→∞

∫

Γ

F (ω) dω = 2πi res
ω=ω0

F (ω), (IV.195)
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Рис. IV.11.

де

F (ω) =
eiω(t−t

′)

iω + a2
(
πn
l

)2 , ω0 = ia2
(πn

l

)2
. (IV.196)

З урахуванням lim
R→∞

∫

Γ

F (ω) dω = 0 одержимо

∞∫

−∞

F (ω) dω = 2πi res
ω=ω0

F (ω) = 2πi · 1
i
eiω0(t−t′)

= 2πe−a
2(πn

l )
2
(t−t′).

Пiдставимо цей вираз у (IV.194) i знайдемо функцiю Ґрiна для
рiвняння (IV.188):

G(t− t′) = e−a
2(πn

l )
2
(t−t′).

Для знаходження розв’язку рiвняння (IV.188) за допомогою
цiєї функцiї Ґрiна можна використати загальну формулу типу
(IV.138), однак дещо модифiковану.

Оскiльки в (IV.138) функцiя ϕ(ξ) характеризує видiлення те-
пла, яке вiдбулося в момент часу t=0 по всьому нескiнченному
стрижню, то там iнтеґрування за ξ вiдбувається вiд −∞ до +∞.
У випадку ж рiвняння (IV.188) для визначення температури в мо-
мент часу t треба пiдсумувати внески вiд джерела, починаючи з
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моменту його вмикання t0 до t. У задачi, яку ми тут розв’язуємо,
t0=0, про що свiдчить початкова умова (IV.189). Тому розв’язок
рiвняння (IV.188), що задовольняє цю початкову умову, має ви-
гляд

un(t) =

t∫

0

e−(
πn
l )

2
a2(t−t′)fn(t

′) dt′. (IV.197)

Можна безпосередньо перевiрити диференцiюванням, що
(IV.197) задовольняє рiвняння (IV.188). Справдi, з (IV.197) u̇n(t)
дорiвнює пiдiнтеґральнiй функцiї (IV.197) при t = t′ плюс iн-
теґрал, пiд знаком якого стоїть похiдна за t вiд пiдiнтеґральної
функцiї, тобто дорiвнює fn(t) −

(
πn
l

)2
a2 · un(t), що збiгається з

(IV.188).

Пiдставивши далi (IV.197) у (IV.185), одержимо

u(x, t) =

∞∑

n=1





t∫

0

e−(
πn
l )

2
a2(t−t′)fn(t

′) dt′



 sin
πn

l
x. (IV.198)

Функцiя fn(t
′), що входить у цей вираз, визначена за форму-

лою (IV.187).

Отже, задача знаходження u(x, t) розв’язана.

Б. Тепер розглянемо процес поширення тепла у стрижнi, на
кiнцях якого вiдбувається вiльний теплообмiн з навколишнiм се-
редовищем. Отже, маємо задачу знаходження розв’язку однорi-
дного рiвняння теплопровiдностi (IV.118) з початковою умовою
(IV.137), проте з граничними умовами III типу

ux(0, t) − ku(0, t) = 0, ux(l, t) + ku(l, t) = 0,

де k — коефiцiєнт теплообмiну. За методом Фур’є розв’язок шу-
каємо в виглядi

u(x, t) = X(x)T (t)
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i знову (дивись А) отримаємо задачу про власнi функцiї для рiв-
няння

X ′′(x) + λX(x) = 0

з граничними умовами

X ′(0)− kX(0) = 0, X ′(l) + kX(l) = 0.

Запишемо загальний розв’язок цього рiвняння

X(x) = C sin
√
λx+D cos

√
λx,

пiдставимо у граничнi умови й одержимо систему рiвнянь

√
λC − kD = 0,

(
√
λ cos

√
λl + k sin

√
λl)C + (−

√
λ sin

√
λl + k cos

√
λl)D = 0.

Ця система двох однорiдних рiвнянь має нетривiальний розв’язок
за умови, що визначник системи дорiвнює нулю:
∣
∣
∣
∣
∣

√
λ −k√

λ cos
√
λl + k sin

√
λl −

√
λ sin

√
λl + k cos

√
λl

∣
∣
∣
∣
∣
= 0,

або

2 ctg µ =
µ

p
− p

µ
, де µ =

√
λl, p = kl > 0. (IV.199)

Щоб знайти множину дiйсних коренiв цього рiвняння, побудуємо
графiки кривих y = 2ctg µ, y =

µ

p
− p

µ
.

З рис. IV.12 видно, що в кожному з iнтервалiв (0, π), (π, 2π), . . .

є додатний корiнь рiвняння, вiд’ємнi коренi за абсолютною вели-
чиною дорiвнюють додатним. Позначимо через µ1, µ2, . . . додатнi
коренi рiвняння, тодi власнi значення будуть (IV.199)

λn =
(µn
l

)2
, n = 1, 2, 3, . . . .
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Рис. IV.12.

Кожному власному значенню вiдповiдає власна функцiя

Xn(x) = Dn

(
p

µn
sin

µn
l
x+ cos

µn
l
x

)

, Cn =
p

µn
Dn.

При λ = λn загальний розв’язок рiвняння

T ′
n(t) + a2λnTn(t) = 0

має вигляд
Tn(t) = Ane

−(µna/l)
2t

i

u(x, t) =

∞∑

n=1

un(x, t) =

∞∑

n=1

Xn(x)Tn(t)

=
∞∑

n=1

Bn

(
p

µn
sin

µn
l
x+ cos

µn
l
x

)

e−(
µn
l
a)

2
t, Bn = AnDn.

Константи Bn визначаємо з початкової умови (IV.137)

u(x, 0) =

∞∑

n=1

Bn

(
p

µn
sin

µn
l
x+ cos

µn
l
x

)

=

∞∑

n=1

BnXn(x) = ϕ(x).
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Розкладемо ϕ(x) за власними функцiями Xn(x) i перепишемо це
рiвняння так:

∞∑

n=1

BnXn(x) = ϕ(x) =
∞∑

n=1

ϕnXn(x),

ϕn =
1

||Xn(x)||2

l∫

0

ϕ(ξ)Xn(ξ) dξ,

||Xn(x)||2 =

l∫

0

X2
n(ξ) dξ =

l

2

p(p+ 2) + µ2n
µ2n

,

звiдки одержимо

Bn =
2

l

µ2n
p(p+ 2) + µ2n

l∫

0

ϕ(ξ)Xn(ξ) dξ

i остаточно розв’язок однорiдного рiвняння теплопровiдностi з
граничними умовами III типу

u(x, t) =
2

l

∞∑

n=1

e−(
µn
l
a)

2
t (µn cos

µn
l x+ p sin µn

l x)

p(p+ 2) + µ2n
×

×
l∫

0

ϕ(ξ)
(

µn cos
µn
l
ξ + p sin

µn
l
ξ
)

dξ.

3. Елiптичний тип.
Метод вiдокремлення змiнних особливо важливий у кванто-

вiй механiцi, тому, як приклад, розглянемо рiвняння Шрьодiнґера
для електрона в сферично-симетричному полi.

∆ψ(r) +
2M

~2
[E − U(r)]ψ(r) = 0. (IV.200)

Тут M — маса електрона; ~ — стала Планка, подiлена на 2π; E —
повна, а U(r) — потенцiальна енергiя електрона; ψ(r) — хвильова
функцiя.
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З урахуванням того, що U(r) є функцiя тiльки вiд вiдстанi r
до центра силового поля, цю задачу зручно розв’язувати в сфе-
ричнiй системi координат r, θ, ϕ. У цьому разi оператор Лапласа,
як вiдомо з векторного аналiзу, записують так:

∆ = ∇2 = ∆r +
1

r2
∆θ,ϕ, (IV.201)

де

∆r =
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂

∂r

)

, (IV.202)

∆θ,ϕ =
1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
. (IV.203)

Спочатку вiдокремимо радiальну змiнну r вiд кутових θ i ϕ,
тому шукаємо розв’язок рiвняння (IV.200) у виглядi

ψ(r) = f(r)Y (θ, ϕ). (IV.204)

Пiдставивши (IV.204) у (IV.200) i подiливши його на ψ(r),
одержимо

r2
∆rf(r)

f(r)
+

2Mr2

~2
[E − U(r)] = −∆θ,ϕY (θ, ϕ)

Y (θ, ϕ)
= λ, (IV.205)

звiдки два рiвняння для f(r) i Y (θ, ϕ) мають вигляд

∆rf(r) +

{
2M

~2
[E − U(r)]− λ

r2

}

f(r) = 0, (IV.206)

∆θ,ϕY (θ, ϕ) + λY (θ, ϕ) = 0. (IV.207)

Враховуючи, що

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂f

∂r

)

=
1

r

∂2

∂r2
(rf)
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i позначивши rf(r) = R(r) одержимо для цiєї функцiї рiвняння

d2R

dr2
+

{
2M

~2
[E − U(r)]− λ

r2

}

R = 0. (IV.208)

Функцiю f(r) (або R(r)) називають радiальною частиною
хвильової функцiї .

Змiннi θ i ϕ у рiвняннi (IV.207) також можна вiдокремити.
Справдi, будемо шукати розв’язок у виглядi Y(θ,ϕ)=Θ(θ)Φ(ϕ).
Пiдставимо це в (IV.207), помножимо на sin2 θ i перенесемо ви-
раз, залежний вiд ϕ, праворуч. Тодi отримаємо

1

Θ(θ)
sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂Θ

∂θ

)

+ λ sin2 θ = − 1

Φ(ϕ)

d2Φ

dϕ2
= ν, (IV.209)

де ν — константа.
З (IV.209) одержимо рiвняння для Θ i для Φ:

d2Φ

dϕ2
+ νΦ = 0, (IV.210)

sin θ
∂

∂θ

(

sin θ
∂Θ

∂θ

)

+ (λ sin2 θ − ν)Θ = 0. (IV.211)

Отже, методом вiдокремлення змiнних нам вдалось звести рiв-
няння Шрьодiнґера (IV.200) до трьох звичайних диференцiальних
рiвнянь: (IV.208), (IV.210) i (IV.211).

4. Загальна задача Штурма–Лiувiлля.
Ми застосували метод вiдокремлення змiнних до трьох кра-

йових задач для найпростiших рiвнянь математичної фiзики й у
кожнiй з них одержали задачу Штурма–Лiувiлля на власнi фун-
кцiї i власнi значення. Якщо ж застосувати цей метод до крайових
задач для рiвнянь (IV.8), (IV.11), (IV.17), то одержимо загальну
задачу Штурма–Лiувiлля:

знайти значення λ (власнi значення), за яких однорiдне рiвня-
ння

[p(x)X ′(x)]′ + [λρ(x)− q(x)]X(x) = 0
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з однорiдними граничними умовами

αX(0) + βX ′(0) = 0, 0 < x < l,

γX(l) + δX ′(l) = 0

(α, β, γ, δ — сталi, α2 + β2 6= 0, γ2 + δ2 6= 0) має нетривiальнi
розв’язки X(x) (власнi функцiї). Наведемо деякi загальнi власти-
востi власних функцiй i власних значень.

1. Iснує злiченна множина власних значень λ1 < λ2 < . . . <

λn < . . ., яким вiдповiдають нетривiальнi розв’язки задачi — вла-
снi функцiї X1(x),X2(x), . . . ,Xn(x), . . .

2. При q ≥ 0 всi власнi значення λn додатнi.

3. Власнi функцiї Xn(x) i Xm(x) при n 6= m ортогональнi мiж
собою з вагою ρ(x) на вiдрiзку [0, l]

l∫

0

ρ(x)Xm(x)Xn(x) dx = 0, m 6= n. (IV.212)

Доведемо цю властивiсть. Нехай λ1 i λ2 — два рiзнi власнi
значення, X1(x) i X2(x) — вiдповiднi їм власнi функцiї, так що

[p(x)X ′
1(x)]

′ + [λ1ρ(x)− q(x)]X1(x) = 0,

[p(x)X ′
2(x)]

′ + [λ2ρ(x)− q(x)]X2(x) = 0.

Помножимо першу рiвнiсть на X2(x), другу — X1(x) i вiднiмемо
одну вiд одної почленно:

X2(x)[p(x)X
′
1(x)]

′ −X1(x)[p(x)X
′
2(x)]

′ +

+(λ1 − λ2)ρ(x)X1(x)X2(x) = 0

або

(λ2 − λ1)ρ(x)X1(x)X2(x) + [p(x)(X2(x)X
′
1(x)−X1(x)X

′
2(x))]

′ = 0.
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Iнтеґруючи цю рiвнiсть за x у межах вiд 0 до l, одержимо

(λ2 − λ1)

l∫

0

ρ(x)X1(x)X2(x) dx =

= −p(x)[X2(x)X
′
1(x)−X1(x)X

′
2(x)]

∣
∣
∣

l

0
.

Беручи до уваги граничнi умови, переконаємось, що

(λ2 − λ1)

l∫

0

ρ(x)X1(x)X2(x) dx = 0.

Оскiльки λ1 6= λ2, то

l∫

0

ρ(x)X1(x)X2(x) dx = 0.

Унаслiдок лiнiйностi й однорiдностi рiвняння i граничних умов
очевидно, що тому ж самому λn можуть вiдповiдати функцiїXn(x),
якi вiдрiзняються множником. Щоб позбутися невизначеностi у
виборi множника, треба вимагати, щоб власнi функцiї були нор-
мованi:

||Xn(x)||2 =

l∫

0

ρ(x)X2
n(x) dx = 1. (IV.213)

Отже, власнi функцiї утворюють ортонормовану систему

l∫

0

ρ(x)Xm(x)Xn(x) dx = δnm, (IV.214)

де δnm — символ Кронекера11.

11Леопольд Кронекер (Leopold Kronecker, 1823–1891) — нiмецький мате-
матик i логiк.
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4. Теорема розкладностi .
Довiльну функцiю f(x) ∈ C1[0, l], що задовольняє однорiднi

граничнi умови, можна розкласти у рiвномiрно збiжний ряд за
власними функцiями

f(x) =

∞∑

n=1

fnXn(x),

(IV.215)

fn =
1

||Xn(x)||2

l∫

0

ρ(x)f(x)Xn(x) dx.

Систему функцiй Xn(x) називають повною.

3.6. Метод потенцiалу

У деяких випадках крайовi задачi або задачу Кошi для дифе-
ренцiальних рiвнянь можна звести до задач знаходження розв’яз-
кiв вiдповiдних iнтеґральних рiвнянь. Можливiсть такого зведен-
ня (редукцiї) часто використовують, щоб знайти наближений чи-
словий розв’язок задачi, зокрема, крайових задач для областей
складної форми. Адже методом вiдокремлення змiнних i методом
функцiй Ґрiна можна одержати явний вираз для розв’язкiв кра-
йових задач лише у випадку областей простої форми.

Iдея зведення крайових задач до iнтеґральних рiвнянь полягає
в тому, що розв’язки задач шукають у виглядi деяких iнтеґралiв
спецiального типу, наприклад, потенцiалiв з невiдомими густина-
ми розподiлу мас, зарядiв тощо. Ось чому такий спосiб розв’я-
зування крайових задач називають методом потенцiалiв. Запро-
понували цей метод незалежно Д. Ґрiн (1828), К. Ґаусс (1840),
однак iдея потенцiалу належить Ж. Лаґранжу (1775) i П. Лапла-
су (1782).

Перш нiж навести приклад застосування цього методу, роз-
глянемо деякi потенцiали та їхнi властивостi.
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1. Об’ємний потенцiал .
Нехай у точках M̄1, M̄2, . . . , M̄n мiстяться заряди e1, e2, . . . , en.

Потенцiал u(M) електростатистичного поля, створеного цими за-
рядами, у довiльнiй точцi M тривимiрного простору

u(M) =
n∑

i=1

ei
rMM̄i

. (IV.216)

Якщо в областi D розподiленi заряди з густиною ρ(M), то потен-
цiал поля u(M), створеного цими зарядами, має вигляд

u(M) =

∫

D

ρ(M̄)

rMM̄

dΩM̄ , (IV.217)

де ΩM̄ — елемент об’єму, що мiстить точку M̄ . Iнтеґрал (IV.217)
називають об’ємним потенцiалом . Функцiя u(M) — неперерв-
на разом iз частинними похiдними першого порядку за координа-
тами M .

Об’ємний потенцiал — гармонiчна функцiя поза областю D,
у якiй розташованi заряди (маси), тобто u(M) має задовольняти
рiвняння Лапласа

∆u = 0. (IV.218)

Щоб довести цю властивiсть, пiдставимо (IV.217) у (IV.218) i вне-
семо оператор Лапласа пiд знак iнтеґрала:

∆u = ∆





∫

D

ρ(M̄ )

rMM̄

dΩM̄



 =

∫

D

ρ(M̄)∆

(
1

rMM̄

)

dΩM̄ = 0,

оскiльки для точок M , що не належать D, ∆
(

1
rMM̄

)

= 0 (формула

(IV.107)).

Якщо ж точки M належать D, то ∆
(

1
rMM̄

)

= −4πδ(M,M̄ ) i

∆u = ∆





∫

D

ρ(M̄ )

rMM̄

dΩM̄



 =

∫

D

ρ(M̄ )∆

(
1

rMM̄

)

dΩM̄ = −4πρ(M).
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Отже, всерединi областi D об’ємний потенцiал задовольняє рiвня-
ння Пуассона

∆u = −4πρ. (IV.219)

2. Поверхневi потенцiали.
Нехай заряди (маси) розподiленi по поверхнi S з густиною

ρ(M). Потенцiал поля, створеного цими зарядами (масами),

v(M) =

∫

S

ρ(M̄ )

rMM̄

dσM̄ , (IV.220)

де dσM̄ — елемент поверхнi S, що мiстить точку M̄ . Цей поверх-
невий iнтеґрал називають потенцiалом простого шару . Фун-
кцiя v(M) — гармонiчна функцiя всюди, крiм точок поверхнi S,
тому що

∆v =

∫

S

ρ(M̄)∆

(
1

rMM̄

)

dσM̄ = 0.

Якщо на двобiчнiй поверхнi S розподiленi диполi з густиною
моментiв ν(M̄) так, що їхнi осi у кожнiй точцi збiгаються з до-
датним напрямом нормалi, то потенцiал поля, створеного цими
диполями,

w(M) =

∫

S

ν(M̄)
∂

∂n

(
1

rMM̄

)

dσM̄ . (IV.221)

Цей iнтеґрал називають потенцiалом подвiйного шару . Ця
назва пов’язана з такими мiркуваннями. Нехай S — двобiчна по-
верхня з фiксованим додатним напрямом нормалi. Уявимо тепер,
що на додатному напрямi нормалi в кожнiй точцi вiдкладено вiд-
рiзки довжиною h. Геометричне мiсце кiнцiв цих вiдрiзкiв утворює
поверхню S1, розташовану вiд S на вiдстанi h. Нехай на поверхнi
S розподiленi вiд’ємнi заряди з густиною 1

hν(M̄), а на поверхнi
S1 — додатнi заряди з тiєю ж густиною (рис. IV.13). Отже, ми
будемо мати “подвiйний шар” зарядiв протилежних знакiв, який
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можна розглядати як сукупнiсть диполiв, розташованих на по-
верхнях S i S1 з густиною 1

hν(M̄). Потенцiал поля, створеного ди-
полем, що “спирається” на елементи dσ поверхонь S i S1, дорiвнює
ν(M̄) ∂∂n

(
1

rMM̄

)

dσ. Потенцiал поля, створеного всiма диполями,
становить

∫

S

ν(M̄)
∂

∂n

(
1

rMM̄

)

dσM̄ .

Якщо h→ 0, то одержимо “подвiйний шар” на поверхнi S, потенцi-
ал якого обчислюють за формулою (IV.221). Потенцiал подвiйного
шару можна записати ще й так:

w(M) =

∫

S

ν(M̄)
cosϕ

r2
dσM̄ ,

тому що
∂

∂n

(
1

rMM̄

)

=
cosϕ

r2
MM̄

,

де ϕ — кут мiж додатним напрямом нормалi до поверхнi S в точцi
M̄ i вiдрiзком MM̄ .

Рис. IV.13.

У точках M , що не належать поверхнi S, потенцiал подвiйного
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шару, як i потенцiал простого шару, є гармонiчною функцiєю

∆w =

∫

S

ν(M̄)∆

[
∂

∂n

(
1

rMM̄

)]

dσM̄

=

∫

S

ν(M̄)
∂

∂n

[

∆

(
1

rMM̄

)]

dσM̄ = 0. (IV.222)

Потенцiал подвiйного шару має ще одну важливу властивiсть.
Якщо густина моментiв ν(M̄) неперервна на S, то потенцiал по-
двiйного шару в довiльнiй точцi M0 поверхнi S є розривною фун-
кцiєю зi стрибком, рiвним 4πν(M0)

wв(M0)− wз(M0) = 4πν(M0),

де wв(M0) — граничне значення функцiї w(M) в точцi M0, коли
точка M прямує до M0 з внутрiшнього боку поверхнi, wз(M0) —
граничне значення функцiї; w(M) в точцi M0, коли M прямує до
M0 з зовнiшнього боку поверхнi. Крiм того,

wв(M0) = w(M0) + 2πν(M0),

(IV.223)

wз(M0) = w(M0)− 2πν(M0).

Розглянутi властивостi потенцiалiв застосуємо для розв’язува-
ння крайової задачi Дiрiхле

∆u = f(M), (IV.224)

u|S = ϕ(M) (IV.225)

в областiD з границею S. Частинним розв’язком рiвняння (IV.224)
є об’ємний потенцiал (див. (IV.219))

u1(M) = − 1

4π

∫

D

f(M̄)

rMM̄

dΩM̄ . (IV.226)
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Тому запишемо розв’язок задачi як суму

u(M) = u1(M) + u2(M), (IV.227)

де u2(M) — розв’язок крайової задачi

∆u2 = 0,

u2
∣
∣
S
= ϕ(M) − u1(M)

∣
∣
S
= F (M). (IV.228)

Розв’язок цiєї задачi шукаємо у виглядi потенцiалу подвiйного
шару

u2(M) = w(M) =

∫

S

ν(M̄)
∂

∂n

(
1

rMM̄

)

dσM̄

з вiдповiдно пiдiбраною функцiєю ν(M̄). Для будь-якої функцiї
ν(M̄) цей потенцiал — гармонiчна функцiя (формула (IV.222)).
Врахуємо, що в точках M на поверхнi S wв(M) = F (M), i фор-
мулу (IV.223), перепишемо граничну умову (IV.228) так:

w(M) + 2πν(M) = F (M),

або
∫

S

ν(M̄)
∂

∂n

(
1

rMM̄

)

dσM̄ + 2πν(M) = F (M). (IV.229)

Розв’язком крайової задачi (IV.224), (IV.225) буде потенцiал по-
двiйного шару з такою густиною ν(M), що задовольняє умову
(IV.229).

Отже, задача зводиться до розв’язування iнтеґрального рiвня-
ння (IV.229) вiдносно ν(M).

3.7. Метод iнтеґральних перетворень

Загальна схема застосування iнтеґрального перетворення до за-
дач математичної фiзики така: за допомогою iнтеґрального пере-
творення шуканого розв’язку задачi вилучають диференцiювання
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за однiєю зi змiних i для його зображення одержують простiшу
задачу. Знайшовши зображення задачi за допомогою оберненого
перетворення, “вiдновлюють” уже шуканий розв’язок.

Ми розглянемо iнтеґральне перетворення Фур’є та iнтеґральне
перетворення Лапласа, означення i властивостi яких наведенi у
роздiлi II (див. пункт 2.6).

1. Розв’яжемо методом iнтеґрального перетворення Фур’є за-
дачу Кошi для неоднорiдного одновимiрного хвильового рiвняння

utt = a2uxx + f(x, t) (IV.230)

з однорiдними початковими умовами

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0. (IV.231)

Використаємо iнтеґральне перетворення Фур’є за змiнною x

U(ξ, t) =
1√
2π

∞∫

−∞

e−iξxu(x, t) dx, (IV.232)

зведемо вихiдну задачу до задачi

Utt + (aξ)2U = F (ξ, t), (IV.233)

U(ξ, 0) = 0, Ut(ξ, 0) = 0, (IV.234)

де

F (ξ, t) =
1√
2π

∞∫

−∞

e−iξxf(x, t) dx.

Отже, для зображення U(ξ, t) отримано звичайне неоднорiдне ди-
ференцiальне рiвняння другого порядку. Розв’язок його дорiв-
нює сумi розв’язку однорiдного рiвняння U (1)(ξ, t) i частинного
розв’язку неоднорiдного рiвняння U (2)(ξ, t):

U(ξ, t) = U (1)(ξ, t) + U (2)(ξ, t).
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Пiдставимо початковi умови, знайдемо, що U (1)(ξ, t) = 0,

U (2)(ξ, t) =
1

aξ

t∫

0

F (ξ, τ) sin aξ(t− τ) dτ. (IV.235)

Зробимо обернене перетворення Фур’є

u(x, t) =
1√
2π

∞∫

−∞

eiξxU(ξ, t) dξ,

тодi з (IV.235) одержимо

u(x, t) =
1

2a
√
2π

t∫

0

dτ

∞∫

−∞

1

iξ
×

×
{

eiξ[x+a(t−τ)] − eiξ[x−a(t−τ)]
}

F (ξ, τ) dξ,

де враховано, що

sin aξ(t− τ) =
1

2i

[

eiξ(t−τ) − e−iξ(t−τ)
]

.

Оскiльки

1

iξ

{

eiξ[x+a(t−τ)] − eiξ[x−a(t−τ)]
}

=

x+a(t−τ)∫

x−a(t−τ)

eiξη dη,

то

u(x, t) =
1

2a

t∫

0

dτ

x+a(t−τ)∫

x−a(t−τ)







1√
2π

∞∫

−∞

eiξηF (ξ, τ) dξ






dη,

або остаточно

u(x, t) =
1

2a

t∫

0

dτ

x+a(t−τ)∫

x−a(t−τ)

f(η, τ) dη. (IV.236)
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2. Iнтеґральне перетворення Лапласа використаємо для роз-
в’язування рiвняння теплопровiдностi з однiєю неоднорiдною гра-
ничною умовою. Розв’язок такої задачi описує температуру в сере-
динi областi, якщо вiдома її залежнiсть вiд часу на границi обла-
стi. Наприклад, розглянемо задачу

ut = a2uxx, 0 < x < l, t > 0, (IV.237)

u(0, t) = 0, u(l, t) = µ(t), (IV.238)

u(x, 0) = 0. (IV.239)

Знайдемо спочатку розв’язок простiшої задачi, коли температура
на кiнцi стала (приймемо, що вона дорiвнює одиницi)

wt = a2wxx, 0 < x < l, t > 0, (IV.240)

w(0, t) = 0, w(l, t) = 1, (IV.241)

w(x, 0) = 0. (IV.242)

Зробимо iнтеґральне перетворення Лапласа за змiнною t:

w(x, t) →W (x, p) =

∞∫

0

e−ptw(x, t) dt, (IV.243)

тодi замiсть задачi (IV.240)–(IV.242) одержимо задачу

Wxx −
p

a2
W = 0, (IV.244)

W (0, p) = 0, W (l, p) =
1

p
, (IV.245)

де враховано, що

wt(x, t) → pW (x, p)− w(x, 0) = pW (x, p),

wxx(x, t) →Wxx(x, p).

Розв’язок рiвняння (IV.244) такий:

W (x, p) = A(p)e
√

px

a +B(p)e
−
√

px

a .
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Пiдстановка його в граничнi умови (IV.245) дає

W (x, p) =
1

p

sh
(√

p
a x
)

sh
(√

p
a l
) .

Щоб знайти w(x, t), зробимо обернене перетворення Лапласа й
отримаємо

w(x, t) = x+
2

π

∞∑

n=1

(−1)n

n
e−(

nπa
l )

2
t sin

nπ

l
x. (IV.246)

Далi за допомогою перетворення Лапласа задачу (IV.237)–
(IV.239) зведемо до задачi

Uxx(x, p)−
p

a2
U(x, p) = 0,

U(0, p) = 0, U(l, p) = F (p),

розв’язок якої має вигляд

U(x, p) = F (p)
sh
(√

p
a x
)

sh
(√

p
a l
) .

Цей вираз подiлимо i помножимо на p:

U(x, p) = p




sh
(√

p
a x
)

p sh
(√

p
a l
)



F (p),

щоб за формулою Дюамеля (II.18) знайти






p





sh
(√

p
a x
)

p sh
(√

p
a l
)



F (p)






→ u(x, t) =

= wt(x, t) ∗ f(t) =
t∫

0

wt(x, t− τ)f(τ), dτ
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або пiсля iнтеґрування частинами

u(x, t) =

t∫

0

w(x, t− τ)f ′(τ) dτ + f(0)w(x, t). (IV.247)

Отже, розв’язок u(x, t) задачi з залежними вiд часу гранични-
ми умовами виражено через розв’язок w(x, t) задачi зi сталими
граничними умовами. Такий спосiб розв’язування крайової зада-
чi з залежною вiд часу граничною умовою u(0, t) = f(t), коли
спочатку знаходять розв’язок задачi зi сталою граничною умо-
вою w(0, t) = 1, а потiм — за формулою (IV.247) розв’язок u(x, t),
називають принципом Дюамеля .



Роздiл V.

Спецiальнi функцiї

Спецiальнi функцiї — це умовна назва групи функцiй, якi не ви-
ражають через елементарнi функцiї, тобто їх не можна записати
як комбiнацiї полiномiв, тригонометричних i гiперболiчних (а та-
кож обернених тригонометричних i гiперболiчних) функцiй, екс-
поненти й логарифма. Спецiальнi функцiї зазвичай зображають
у виглядi рядiв або iнтеґралiв.

Цi функцiї вiдiграють важливу роль у рiзних галузях науки,
завдяки чому їхнi властивостi детально вивчено, а для обчислень
використовують таблицi й спецiальнi алгоритми розрахункiв, ре-
алiзованi в рiзних комп’ютерних програмах.

Бiльшiсть спецiальних функцiй є розв’язком диференцiальних
рiвнянь (переважно лiнiйних рiвнянь другого порядку зi змiнними
коефiцiєнтами) або iнтеґралами вiд елементарних функцiй.

Переважно спецiальнi функцiї розглядають як функцiї ком-
плексної змiнної, що потребує вивчення їхнiх властивостей, пов’я-
заних з аналiтичнiстю, як-от особливих точок тощо.

Побудова послiдовної теорiї спецiальних функцiй припала пе-
реважно на другу половину XIX ст., що пов’язано насамперед iз
вивченням елiптичних функцiй i ортогональних полiномiв.
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§ 1. Гамма-функцiя i функцiї,

пов’язанi з нею

1.1. Гамма-функцiя

Гамма-функцiя (iнтеґрал Ейлера другого роду) визначена
таким виразом:

Γ(z) =

∞∫

0

tz−1 e−t dt =

1∫

0

(

ln
1

t

)z−1

dt, Re z > 0. (V.1)

Ця функцiя аналiтична в усiй комплекснiй площинi, за винятком
точки z = 0 i вiд’ємних цiлих значень. З’ясуємо, який тип мають
цi особливостi. Для цього розiб’ємо перший iнтеґрал в означеннi
(V.1) на двi частини:

Γ(z) =

1∫

0

tz−1 e−t dt+

∞∫

1

tz−1 e−t dt = f(z) + g(z).

Легко побачити, що функцiя g(z) є цiлою. У першому доданку
розкладемо e−t в ряд i почленно проiнтеґруємо:

f(z) =

1∫

0

tz−1 e−t dt =

1∫

0

tz−1
∞∑

n=0

(−1)n
tn

n!
dt =

=
∞∑

n=0

(−1)n
1

n!

tz+n

z + n

∣
∣
∣
∣

1

0

=
∞∑

n=0

(−1)n
1

n! (z + n)
.

Отже, Γ(z) має простi полюси в точках z = 0,−1,−2, . . ., причому

res Γ(−n) = (−1)n

n!
, n = 0, 1, 2 . . . . (V.2)

Графiк Γ-функцiї для дiйсних значень арґумента наведено на
рис. V.1.
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Iснують також означення гамма-функцiї через безмежнi добу-
тки, отриманi Ґауссом i Веєрштрассом. За Ґауссом,

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + 1)(z + 2) . . . (z + n)
. (V.3)

Еквiвалентнiсть цього означення виразовi (V.1) можна показати
так. Розглянемо iнтеґрал

n∫

0

(

1− t

n

)n

tz−1dt, n ∈ N, Re z > 0.

Iнтеґруватимемо його частинами:

n∫

0

(

1− t

n

)n

tz−1dt =

=




u =

(

1− t

n

)n

, du = −n
n

(
1− t

n

)n−1

dv = tz−1dt, v = 1
z t
z



 =

=

(

1− t

n

)n 1

z
tz

∣
∣
∣
∣
∣

n

0
︸ ︷︷ ︸

=0

+
n

n z

n∫

0

(

1− t

n

)n−1

tzdt =

=
n

n z

n∫

0

(

1− t

n

)n−1

tzdt =











u =

(

1− t

n

)n−1

,

du = −n− 1

n

(

1− t

n

)n−2

dv = tzdt, v =
1

z + 1
tz+1











=

=
n(n− 1)

n · n z(z + 1)

n∫

0

(

1− t

n

)n−2

tz+1 dt.
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Рис. V.1. Гамма-функцiя.

На n-му кроцi матимемо

n(n− 1) . . . 1

nn z(z + 1) . . . (z + n− 1)

n∫

0

tz+n−1 dt =

=
n(n− 1) . . . 1

nn z(z + 1) . . . (z + n− 1)(z + n)
nz+n.

Тобто

n∫

0

(

1− t

n

)n

tz−1 dt =
n!nz

z(z + 1) . . . (z + n)
.

Згадавши одну з “чудових границь”

lim
n→∞

(

1− t

n

)n

= e−t,

отримаємо означення Ґаусса. Зазначимо, що строгий граничний
перехiд у цьому iнтеґралi потребує насправдi детальнiшого мате-
матичного обґрунтування, яке ми тут наводити не будемо.
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Для того, щоб отримати означення Веєрштрасса, “переверне-
мо” означення (V.3) i запишемо його в такому виглядi:

1

Γ(z)
= lim

n→∞
z(1 + z)

(

1 +
z

2

)

. . .
(

1 +
z

n

)

e−z lnn,

де спiвмножники факторiала n! = n(n−1) . . . 2 ·1 внесенi в дужки
бiля z. Цей вираз можна перетворити й так:

1

Γ(z)
= z lim

n→∞

[

(1 + z)e−z
(

1 +
z

2

)

e−
z
2 . . .

(

1 +
z

n

)

e−
z
n

× ez(1+
1
2
+...+ 1

n
−lnn)

]

,

Вираз у дужках в показнику останньої експоненти — це cтала
Ейлера (або Ейлера–Маскеронi1), її часто позначають γ:

γ = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− lnn

)

= 0.5772156649 . . . (V.4)

Отже, остаточно матимемо

1

Γ(z)
= zeγz

∞∏

n=1

[
(

1 +
z

n

)

e−
z
n

]

. (V.5)

Звiдси видно, що
1

Γ(z)
— цiла функцiя, а тому Γ(z) не має нулiв

у всiй комплекснiй площинi.
З iнтеґрального означення (V.1) можна отримати функцiо-

нальне рiвняння для гамма-функцiї. Проiнтеґруємо (V.1) части-
нами:

Γ(z) =
1

z

∞∫

0

e−ttz dt =
1

z
Γ(z + 1).

1Лоренцо Маскеронi (Lorenzo Mascheroni, 1750–1800) — iталiйський ма-
тематик.



276 V. Спецiальнi функцiї

Тобто

Γ(z + 1) = z Γ(z). (V.6)

Значення гамма-функцiї при z = 1

Γ(1) =

∞∫

0

e−t dt = 1. (V.7)

З урахуванням (V.6) матимемо для цiлих значень арґумента

Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n(n− 1)Γ(n − 1)

= . . . = n(n− 1) . . . 1Γ(1) = n!.

Принагiдно зазначимо, що добутки типу a(a− 1) . . . (a−n+1)

часто трапляються в теорiї спецiальних функцiй i комбiнаторицi.
Їх позначають символами Похгаммера2

(a)n = a(a+ 1) . . . (a+ n− 1) =
Γ(a+ n)

Γ(a)
. (V.8)

Значення гамма-функцiї (а отже, i факторiала) за великих зна-
чень арґумента можна знайти за формулою Стiрлiнґа3

Γ(z) ≃
√

2π

z

(z

e

)z
. (V.9)

2Лео Авґуст Похгаммер (Leo August Pochhammer, 1841–1920) — прусський
математик.

Зазвичай у комбiнаторицi позначення (a)n використовують для “спадного

(нижнього) факторiала”

(a)n = a(a− 1) . . . (a− n+ 1) =
Γ(a+ 1)

Γ(a− n+ 1)
,

натомiсть (a)n позначає “висхiдний (верхнiй) факторiал”

(a)n = a(a+ 1) . . . (a+ n− 1) =
Γ(a+ n)

Γ(a)
.

3Джеймс Стiрлiнґ (James Stirling, 1692–1770) — шотландський математик.
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З’ясуємо, як довести цю формулу методом перевалу .
Загальна схема методу така. Нехай f(x) — деяка (двiчi дифе-

ренцiйовна) функцiя, M — велике число. Розглядатимемо iнте-
ґрал

I =

b∫

a

eMf(x) dx.

Нехай f(x) на промiжку [a, b] має єдину точку максимуму x0.
Розкладемо f(x) у ряд в околi x0:

f(x) ≃ f(x0)−
1

2
|f ′′(x0)|(x− x0)

2.

Тодi iнтеґрал

I ≃ eMf(x0)

b∫

a

e−M |f ′′(x0)|(x−x0)2/2 dx.

Оскiльки число M велике, то пiдiнтеґральна функцiя швидко спа-
дає з вiддаленням вiд точки x0, тому межi iнтеґрування можна
замiнити на −∞ i +∞:

I ≃ eMf(x0)

∞∫

−∞

e−M |f ′′(x0)|(x−x0)2/2 dx.

Обчислимо ґауссовий iнтеґрал, остаточно отримаємо

I ≃ eMf(x0)

√

2π

M |f ′′(x0)|
.

Застосуємо цей вираз до обчислення N !:

N ! = Γ(N + 1) =

∞∫

0

e−ttNdt.
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Зробимо замiну змiнних

t = Nx, dt = N dx,

матимемо

N ! =

∞∫

0

e−Nx(Nx)NN dx = NN+1

∞∫

0

e−NxxN dx =

= NN+1

∞∫

0

eN(ln x−x) dx.

Тобто

f(x) = lnx− x, f ′(x) =
1

x
− 1, f ′′(x) = − 1

x2
.

Точка максимуму

x0 = 1, f ′′(x0) = −1,

тому

N ! ≃ NN+1e−N
√

2π

N
=

√
2πN

(
N

e

)N

,

звiдки очевидно отримуємо формулу (V.9).
На рис. V.2 зображено поведiнку абсолютного значення

Γ-функцiї комплексного арґумента z = x+ iy.
З означення (V.5) виводять цiкаве спiввiдношення для гамма-

функцiї:

Γ(z)Γ(−z) = − 1

z2

∞∏

n=1

(

1− z2

n2

)−1

.

Цей безмежний добуток пов’язаний iз синусом4:

sinπz = πz
∞∏

n=1

(

1− z2

n2

)

.

4Див. наприклад, Фихтенгольц Г. М. Курс дифференциального и инте-
грального исчисления. В 3 т. — Москва : Наука, 1969. — Т. 2. — С. 377.
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Рис. V.2.

Отже,

Γ(z)Γ(−z) = − π

z sinπz
,

або оскiльки Γ(−z + 1) = −zΓ(−z), то остаточно маємо

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sinπz
. (V.10)

Приймемо z = 1/2, звiдси можемо знайти одне зi значень
гамма-функцiї, у якому часто виникає потреба:

Γ

(
1

2

)

Γ

(

1− 1

2

)

= Γ2

(
1

2

)

=
π

sin(π/2)
= π;

Γ

(
1

2

)

=
√
π.
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З урахуванням (V.6) звiдси можна отримати значення Γ-функцiї
для пiвцiлих значень арґумента:

Γ

(

n+
1

2

)

=
1 · 3 · 5 · . . . (2n − 1)

2n
Γ

(
1

2

)

=
(2n − 1)!!

2n
√
π.

Для жодних iнших, вiдмiнних вiд цiлих i пiвцiлих, значень арґу-
мента Γ-функцiю не можна звести до елементарних функцiй.

Гамма-функцiю можна також зобразити за допомогою контур-
ного iнтеґрала

∫

C

ett−z dt, (V.11)

де контур C починається в точцi −∞ (на дiйснiй осi), проходить
по нижньому березi розрiзу (−∞,−ρ), обходить початок коорди-
нат проти годинникової стрiлки по колу t = ρeiϕ до точки −ρ
на верхньому березi цього розрiзу i по ньому повертається у то-
чку −∞ (рис. V.3). Ззначимо, що початкове i кiнцеве значення
арґумента t дорiвнюють −π i π, вiдповiдно.

Рис. V.3. Контур iнтеґрування у формулi (V.11).

Тодi

∫

C

ett−z dt =

ρ∫

∞

exp
(
xe−iπ

)
x−ze+iπzd

(
xe−iπ

)
+ I +

+

∞∫

ρ

exp
(
xe+iπ

)
x−ze−iπzd

(
xe+iπ

)
,
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де iнтеґрал по колу t = ρeiϕ позначено I. Очевидно, що I ∼ ρ1−z,
тому I → 0, коли ρ→ 0 i Re z < 1.

Далi у границi ρ→ 0

∫

C

ett−z dt =

∞∫

0

e−xx−z
(
e+iπz − e−iπz

)
dx = 2i sin(πz)Γ(1 − z).

Звiдси за допомогою (V.10) отримуємо так зване зображення
Ганкеля для гамма-функцiї:

1

Γ(z)
=

1

2πi

∫

C

ett−z dt. (V.12)

Далi отримаємо формулу множення Ґаусса для гамма-
функцiї кратного арґумента:

Γ(nz) = (2π)(1−n)/2nnz−1/2
n−1∏

k=0

Γ

(

z +
k

n

)

(V.13)

на прикладi n = 2.
Насамперед, застосувавши до Γ(2z) формулу (V.3), отримаємо

у знаменнику вираз

2z(2z + 1)(2z + 2)(2z + 3) . . . (2z + n)

= 2n+1z

(

z +
1

2

)

(z + 1)

(

z +
3

2

)

. . .
(

z +
n

2

)

,

який наводить на думку про зв’язок Γ(2z) з добутком

Γ(z)Γ

(

z +
1

2

)

. За формулою (V.3) маємо

Γ

(

z +
1

2

)

= lim
n→∞

n!nz+1/2

(
z + 1

2

) (
z + 1

2 + 1
)
. . .
(
z + 1

2 + n
) ,

а також, iз замiною n на 2n,

Γ(2z)= lim
n→∞

(2n)! (2n)2z

2z(2z + 1)(2z + 2) . . . (2z + n)(2z + n+ 1) . . . (2z + 2n)
.
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Розглянемо частку

Γ(z)Γ
(
z + 1

2

)

Γ(2z)
=

= lim
n→∞

(n!)2n2z+1/2 2z(2z + 1)(2z + 2) . . . (2z + 2n− 1)(2z + 2n)

(2n)! (2n)2zz(z + 1) . . . (z + n)
(
z + 1

2

) (
z + 1

2
+ 1
)
. . .
(
z + 1

2
+ n

) =

= lim
n→∞

(n!)2n2z+1/2 z(2z + 1)(z + 1)(2z + 3) . . . (2z + 2n− 1)(z + n)22n+2

(2n)! (2n)2zz(z + 1) . . . (z + n) (2z + 1) (2z + 3) . . . (2z + 2n+ 1)
=

= lim
n→∞

22n+2(n!)2n1/2

(2n)!22z(2z + 2n+ 1)
= lim

n→∞

22n+1(n!)22nn−1/2

(2n)!22z(2z + 2n+ 1)
.

Скомпенсуємо залежнiсть вiд z у знаменнику:

22z
Γ(z)Γ

(
z + 1

2

)

Γ(2z)
= lim

n→∞
22n+1(n!)2

(2n)!
√
n

lim
n→∞

2n

(2z + 2n+ 1)
︸ ︷︷ ︸

=1

.

Оскiльки правий бiк цiєї рiвностi не залежить вiд змiнної z, то
значення границi можна обчислити, наприклад, прийнявши z =

= 1/2 у лiвому боцi. Матимемо

lim
n→∞

22n+1(n!)2

(2n)!
√
n

= 2Γ

(
1

2

)

= 2
√
π.

Отже, ми отримали формулу подвоєння Γ-функцiї :

Γ(2z) = 22z−1π−1/2Γ(z)Γ

(

z +
1

2

)

, (V.14)

яку ще називають формулою Лежандра5. Такий спосiб виве-
дення нескладно узагальнити на випадок довiльних цiлих n, який
описує формула (V.13).

Якщо в означеннi Γ-функцiї нижню або верхню межу iнтеґру-
вання замiнити на деяку змiнну, то вiдповiдний iнтеґрал виразимо
через неповнi гамма-функцiї :

γa(x) ≡ γ(a, x) =

x∫

0

ta−1 e−t dt, (V.15)

5Адрiєн-Марi Лежандр (Adrien-Marie Legendre, 1752–1833) — французь-
кий математик.
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Γa(x) ≡ Γ(a, x) = Γ(a)− γ(a, x) =

∞∫

x

ta−1 e−t dt, (V.16)

З них за допомогою незначної модифiкацiї можна отримати одно-
значну аналiтичну функцiю за двома змiнними (a та x)

γ∗(a, x) =
x−a

Γ(a)
γ(a, x), (V.17)

яка не має особливих точок у всiй скiнченнiй комплекснiй пло-
щинi.

1.2. Бета-функцiя

Бета-функцiя (iнтеґрал Ейлера першого роду) визначена
виразом

B(x, y) =

1∫

0

tx−1 (1− t)y−1 dt (V.18)

або, пiсля замiни змiнної u =
t

1− t
,

B(x, y) =

∞∫

0

ux−1

(1 + u)x+y
du. (V.19)

До цiєї функцiї зводиться також iнтеґрал

2

π/2∫

0

(sinϕ)2x−1 (cosϕ)2y−1 dϕ = B(x, y), (V.20)

який отримуємо з (V.18) шляхом простої замiни змiнних t = sin2 ϕ.
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З’ясуємо далi зв’язок мiж бета- так гамма-функцiями. Вико-
ристовуючи означення (V.1), запишемо добуток

Γ(x)Γ(y) =

∞∫

0

e−uux−1 du

∞∫

0

e−vvy−1 dv.

Пiсля замiни змiнних u = η2, v = ζ2 матимемо

Γ(x)Γ(y) = 4

∞∫

0

e−η
2
η2x−1 dη

∞∫

0

e−ζ
2
ζ2y−1 dζ =

= 4

∞∫

0

∞∫

0

e−(η2+ζ2)η2x−1ζ2y−1 dη dζ.

Далi для обчислення цього двократного iнтеґрала вводимо поляр-
нi координати η = r cosϕ, ζ = r sinϕ:

Γ(x)Γ(y) =
1

2

∞∫

0

e−r
2
r2(x+y−1) d(r2) 4

π/2∫

0

(cosϕ)2x−1 (sinϕ)2y−1 dϕ

= 2Γ(x+ y)

π/2∫

0

(cosϕ)2x−1 (sinϕ)2y−1 dϕ = Γ(x+ y)B(x, y).

Звiдси отримуємо зв’язок

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
. (V.21)

1.3. Дигамма- i полiгамма функцiї

Логарифмiчна похiдна гамма-функцiї (псi-функцiя, або
дигамма-функцiя):

ψ(z) =
d

dz
ln Γ(z) =

Γ′(z)
Γ(z)

. (V.22)
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Пiдставляючи в це означення безмежний добуток Ґаусса (V.3),
отримаємо

ψ(z) =
d

dz
lim
n→∞

[

lnn! + z lnn− ln z − ln(z + 1)− . . .− ln(z + n)
]

=

= lim
n→∞

[

lnn− 1

z
− 1

z + 1
− . . .− 1

z + n

]

. (V.23)

Звiдси, враховуючи означення сталої Ейлера (V.4), будемо мати
часткове значення

ψ(1) = −γ. (V.24)

Похiднi вiд дигамма-функцiї називають полiгамма-функ-
цiями :

ψ(k)(z) =
dk

dzk
ψ(z) =

dk+1

dzk+1
ln Γ(z)

= (−1)k+1

∞∫

0

tk e−zt

1− e−t
dt. (V.25)

Еквiвалентнiсть цих рiвностей доведемо, спираючись на розклад
(V.23). Справдi,

d

dz
ψ(z) = lim

n→∞

[
1

z2
+

1

(z + 1)2
+ . . . +

1

(z + n)2

]

=

∞∑

n=0

1

(z + n)2
,

d2

dz2
ψ(z) = −

∞∑

n=0

1 · 2
(z + n)3

,
d3

dz3
ψ(z) =

∞∑

n=0

1 · 2 · 3
(z + n)4

, . . . ,

Продовжимо далi й остаточно отримаємо ряд

ψ(k)(z) =
dk

dzk
ψ(z) = (−1)k+1k!

∞∑

n=0

1

(z + n)k+1
. (V.26)

Пiдiнтеґральний вираз у (V.25) перепишемо через суму геометри-
чної проґресiї:

tk e−zt

1− e−t
= tk e−zt

∞∑

n=0

e−nt = tk
∞∑

n=0

e−(n+z)t
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i почленно проiнтеґруємо, зважаючи на означення гамма-функцiї:

∞∑

n=0

∞∫

0

tk e−(n+z)t dt =

∞∑

n=0

Γ(k + 1)

(z + n)k+1
= k!

∞∑

n=0

1

(z + n)k+1
.

Цей результат з урахуванням (V.26) пiдтверджує рiвнiсть у фор-
мулi (V.25).

§ 2. Загальнi рiвняння теорiї спецiальних

функцiй

Особливим типом спецiальних функцiй є розв’язки диференцiаль-
них рiвнянь з частинними похiдними — спецiальнi функцiї у
вузькому сенсi . Їх можна отримати декiлькома способами:

• як гiпергеометричнi ряди;

• через рекурентнi формули, що випливають з вiдповiдних ди-
ференцiальних рiвнянь;

• послiдовним диференцiюванням твiрної функцiї;

• ортогоналiзацiєю Ґрама–Шмiдта6 з вiдповiдною вагою;

• через iнтеґральнi зображення.

Метод вiдокремлення змiнних для рiвнянь з частинними по-
хiдними приводить до задачi Штурма–Лiувiлля, тобто задачi на
власнi значення, про яку йшлося в попередньому роздiлi: знайти
значення λ, за яких однорiдне рiвняння ∆v + λv = 0 в областi
D з однорiдною умовою v

∣
∣
S

= 0 на границi S має нетривiальнi
розв’язки v(M) 6≡ 0 (власнi функцiї).

Якщо D — вiдрiзок 0 6 x 6 ℓ, прямокутник (0 6 x 6 ℓ1,

0 6 y 6 ℓ2) або паралелепiпед (0 6 x 6 ℓ1, 0 6 y 6 ℓ2, 0 6 z 6 ℓ3),

6Йорґен Педерсен Ґрам (Jørgen Pedersen Gram, 1850–1916) — данський ма-
тематик; Ергард Шмiдт (Erhard Schmidt, 1876–1959) — нiмецький матема-
тик.
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то власнi функцiї vn(M) виражають через тригонометричнi фун-
кцiї (sin, cos). Якщо D — круг, цилiндр або куля, то для знахо-
дження власних функцiй уводять новi спецiальнi функцiї — ци-
лiндричнi i сферичнi .

Рiвняння для спецiальних функцiй можна записати так:

L[y] + λρ(x)y = 0, a < x < b, ρ(x) > 0, (V.27)

де

L[y] =
d

dx

(

p(x)
dy

dx

)

− q(x)y, p(x) > 0, q(x) > 0.

Найпростiша крайова задача

y′′ + λy = 0, y(0) = y(ℓ) = 0,

що вiдповiдає a = 0, b = ℓ, q = 0, p = ρ = const, визначає, як
уже згадувано, тригонометричнi функцiї. Трохи складнiшi випад-
ки для iнших спецiальних функцiї розглянемо нижче.

1. Рiвняння Бесселя

(xy′)′ +

(

λx− n2

x

)

y = 0 (V.28)

вiдповiдає p(x) = x, ρ(x) = x, q(x) =
n2

x
, a = 0, b = r0.

2. Рiвняння Лежандра
[
(1− x2)y′

]′
+ λy = 0 (V.29)

вiдповiдає p(x) = 1− x2, ρ(x) = 1, q(x) = 0, a = −1, b = 1.

3. Рiвняння для приєднаних функцiй Лежандра

[
(1− x2)y′

]′
+

(

λ− m2

1− x2

)

y = 0 (V.30)

вiдповiдає p(x) = 1− x2, ρ(x) = 1, q(x) =
m2

1− x2
, a = −1, b = 1.
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4) Рiвняння Ермiта7

(

e−x
2
y′
)′

+ λe−x
2
y = 0 або y′′ − 2xy′ + λy = 0 (V.31)

вiдповiдає p(x) = e−x
2
, ρ(x) = e−x

2
, q(x) = 0, a = −∞, b = ∞.

5) Рiвняння Лаґерра8

(
xe−xy′

)′
+ λe−xy = 0 або xy′′ + (1− x)y′ + λy = 0 (V.32)

вiдповiдає p(x) = xe−x, ρ(x) = e−x, q(x) = 0, a = 0, b = ∞.

Характерною особливiстю наведених рiвнянь є обертання в
нуль коефiцiєнта p(x) принаймнi на одному з кiнцiв iнтервалу
(a, b). Ця властивiсть p(x) вiдiграє важливу роль у разi форму-
лювання крайових задач для рiвняння (V.27).

Розглянемо поведiнку розв’язкiв в околi точки x = a, якщо
p(a) = 0. Нехай a є скiнченним. Якщо в рiвняннi (V.27) q(x)−λρ(x)
замiнити на функцiю q(x), то всi результати, одержанi нижче для
рiвняння

L[y] =
(
p(x)y′

)′ − q(x)y = 0, p(x) > 0, a < x < b, (V.33)

будуть правильними i для рiвняння (V.27).
Лема 1. Нехай y1(x) i y2(x) — два лiнiйно незалежнi розв’язки

рiвняння (V.33), коефiцiєнт якого p(x) має вигляд

p(x) = (x− a)ϕ(x), ϕ(a) 6= 0, (V.34)

де ϕ(x) > 0 — неперервна на (a, b) функцiя. Якщо y1(x) — обме-
жений розв’язок

y1(x) = (x− a)nu(x), n > 0, (V.35)

7Шарль Ермiт (Charles Hermite, 1822–1901) — французький математик.
8Едмон Нiколя Лаґерр (Edmond Nicolas Laguerre, 1834–1886) — французь-

кий математик.
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де u(x) > 0 — неперервна на (a, b) функцiя i u(a) 6= 0, то iнший
розв’язок y2(x) при x→ a необмежений.

Лема 2. Нехай виконанi умови леми 1. Якщо y1(x) 6= 0, тобто
n = 0, то y2(x) має при x = a логарифмiчну особливiсть:

y2(x) ∼ ln(x− a) при y1(a) 6= 0 (n = 0).

Якщо точка x = a є для функцiї y1(x) нулем n-го порядку: y1(x) =
= (x− a)nu(x), n > 0, то y2(x) має при x = a полюс порядку n:

y2(x) ∼ (x− a)−n, якщо y1(a) ∼ (x− a)n (n > 0).

Лема 3. Нехай виконанi умови леми 1 i коефiцiєнт q(x) або
обмежений, або прямує до ∞ при x→ a, так що

q(x) =
q0(x)

(x− a)σ
, σ > 0, q0(a) 6= 0,

q0(x) — неперервна на [a, b] функцiя. Тодi для обмеженого розв’яз-
ку y1(x) вигляду (V.35) виконується умова

lim
x→a

p(x)y′(x) = 0, (V.36)

за умови, що справджується нерiвнiсть n > σ − 1.
Сформулююємо крайовi задачi для рiвняння

L[y] + λρy = 0 i L[y] = 0

в iнтервалi (a, b), на одному або обох кiнцях якого p(x) обертається
в нуль. Якщо p(a) = 0 i виконується умова (V.34), то при x = a

треба домагатися обмеженостi вигляду (V.35) розв’язку рiвняння
(V.27).

Загальним розв’язком рiвняння (V.27) є лiнiйна комбiнацiя

y(x) = Ay1(x) +By2(x),

де y1 i y2 — будь-якi лiнiйно незалежнi розв’язки рiвняння (V.27),
A i B — довiльнi сталi. Якщо y1(x) задовольняє умову обмежено-
стi (V.35) при x = a, то y2(x) при x→ a прямує до нескiнченностi
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(лема 1). Тому з вимоги обмеженостi (V.35), яку будемо в подаль-
шому записувати у виглядi

|y(a)| <∞, (V.37)

вiдразу випливає B = 0.
Отже, отримаємо таку крайову задачу: знайти власнi значення

i власнi функцiї y(x) 6≡ 0 рiвняння

(py′)′ − qy + λρy = 0, p(x) > 0, a < x < b, (V.38)

де p(x) має вигляд (V.34), за умови обмеженостi (V.35) або (V.37)
i звичайної умовi=и, наприклад,

y(b) = 0.

Якщо p(a) = 0 i p(b) = 0 (як для рiвняння Лежандра), то на
обох кiнцях iнтервалу (a, b) ставлять умову обмеженостi

|y(a)| <∞, |y(b)| <∞.

Якщо iнтервал (a, b) — безмежний, наприклад, a = −∞, b = ∞
для рiвняння Ермiта або a = 0, b = ∞ для рiвняння Лаґерра, то
при a = −∞ або при b = ∞ у цьому випадку умову обмеженостi
(V.37) замiнюють на слабшу вимогу: розв’язок на нескiнченностi
не може зростати швидше, нiж скiнченний степiнь x.

Загальнi властивостi власних функцiй i власних значень кра-
йової задачi (V.38) розглянуто в пунктi IV.3.5.4.

§ 3. Ортогональнi полiноми

До спецiальних функцiй належать деякi класи ортогональних по-
лiномiв (полiномiв). Далi ми розглянемо декiлька сiмей таких по-
лiномiв. Кожне з них можна визначити рiзними способами. Ми
для цього використаємо поняття твiрної функцiї. Хоча такий пiд-
хiд виглядає дещо формальним, вiн спрощує дослiдження основ-
них властивостей ортогональних полiномiв.
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3.1. Полiноми Лежандра

Цi функцiї тiсно пов’язанi з фундаментальним розв’язком
1

R
рiв-

няння Лапласа, де R — вiдстань точки M вiд фiксованої точки
M0. Нехай r i r0 — радiуси-вектори точок M i M0, вiдповiдно, θ
— кут мiж ними (рис. V.4). Тодi можна записати, що

1

R
=

1
√

r20 + r2 − 2rr0 cos θ
=

(V.39)

=







1

r0

1
√

1 + ρ2 − 2ρx
, для r < r0,

1

r

1
√

1 + ρ2 − 2ρx
, для r > r0,

де x = cos θ (−1 6 x 6 1) i ρ =
r

r0
< 1 або ρ =

r0
r
< 1.

Рис. V.4.

Назвемо функцiю

Ψ(ρ, x) =
1

√

1 + ρ2 − 2ρx
, 0 < ρ < 1 (V.40)

твiрною функцiєю для полiномiв Лежандра. Ця функцiя
аналiтична за змiнною ρ в околi ρ = 0, тому її можна розкладати
в степеневий ряд за степенями ρ:

Ψ(ρ, x) =

∞∑

n=0

Pn(x)ρ
n. (V.41)
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Зазначимо, що для функцiї дiйсної змiнної аналiтичнiсть означає
належнiсть її до класу C∞, тобто безмежну диференцiйовнiсть.

Коефiцiєнти Pn(x) цього розкладу є полiномами n-го степеня,
iх називають полiномами Лежандра (рис. V.5). За формулою
Кошi (I.63) запишемо Pn(x) так:

Pn(x) =
1

n!

∂nΨ

∂ρn

∣
∣
∣
∣
ρ=0

=
1

2πi

∮

C

Ψ(ζ, x)

ζn+1
dζ, (V.42)

де C — будь-який замкнений контур у комплекснiй ζ-площинi, що
мiстить точку ζ = 0. В iнтеґралi (V.42) зробимо замiну змiнної

√

1− 2xζ + ζ2 = 1− ζz, ζ =
2(x− z)

(1− z2)
.

Одержимо

Pn(x) =
1

2n+1πi

∮

C1

(z2 − 1)n

(z − x)n+1
dz, (V.43)

де C1 — будь-який замкнений контур у комплекснiй z-площинi,
що мiстить точку z = x.

За теоремою про лишки (I.121) маємо для iнтеґрала

1

2πi

∮

C1

(z2 − 1)n

z − x
dz = (x2 − 1)n,

використаємо формулу для n-ї похiдної iнтеґрала Кошi (I.63)

dn

dxn

∮

C1

(z2 − 1)n

z − x
dz = n!

∮

C1

(z2 − 1)n

(z − x)n+1
dz,
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одержимо з (V.43) формулу для Pn(x):

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
[
(x2 − 1)n

]
. (V.44)

Формулу (V.44) називають формулою Родриґа9. Iз (V.44) ви-
пливає властивiсть парностi Pn(x): P2k(x) — парна функцiя,
P2k+1(x) — непарна. Справдi,

P0(x) ≡ 1, P1(x) = x, P2(x) =
3

2
x2 − 1

2
, . . . .

Отже,

Pn(−x) = (−1)nPn(x). (V.45)

-1 0 1

-1

0

1
P0(x)

P1(x)

P2(x)

P3(x) P4(x)

Рис. V.5. Полiноми Лежандра.

9Бенжамiн Родриґ (Benjamin Olinde Rodrigues, 1795–1851) — французький
банкiр, математик i громадський дiяч.
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Зазначимо, що з (V.39) i (V.41) випливає розклад потенцiалу

1

R
=







1

r0

∞∑

n=0

(
r

r0

)n

Pn(cos θ) при r < r0,

1

r

∞∑

n=0

(r0
r

)n
Pn(cos θ) при r > r0.

(V.46)

Тепер одержимо диференцiальне рiвняння для полiномiв
Лежандра . Для цього розглянемо функцiю w = (x2 − 1)n. Оче-
видно, що

w′ = 2nx(x2 − 1)n−1 = 2nx
w

x2 − 1
,

або

(x2 − 1)w′ − 2nxw = 0.

Диференцiюючи цю тотожнiсть n+ 1 разiв, одержимо

(x2 − 1)[w(n)]′′ + 2x[w(n)]′ − n(n+ 1)w(n) = 0.

Звiдси випливає, що функцiя w(n)(x), а отже, i Pn(x), оскiльки

Pn(x) =
1

2nn!
w(n)(x) (див. (V.44)), задовольняє рiвняння

(1− x2)y′′ − 2xy′ + λy = 0, при λ = n(n+ 1), (V.47)

яке називають рiвнянням Лежандра. Його можна записати ще
й так:

d

dx

[
(1− x2)y′

]
+ λy = 0. (V.48)

Отже, доведено, що полiноми Лежандра Pn(x) є власними функцi-
ями рiвняння (V.47), якi вiдповiдають власним значенням
λn = n(n+ 1).

Замiна змiнної в (V.47) x = cos θ приводить до рiвняння

d2y

dθ2
+

cos θ

sin θ

dy

dθ
+ n(n+ 1)y = 0, (V.49)
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що виникає в разi вiдокремлення змiнних у рiвняннi Лапласа, за-
писаному у сферичних координатах.

Зазначимо, що в загальному випадку (λ = ν(ν + 1) де ν —
довiльне комплексне число) розв’язками рiвняння (V.47) є фун-
кцiї Лежандра . Якщо на кiнцях промiжку [−1, 1] вони не мають
особливостей, то це функцiї Лежандра першого роду Pν(x).
Згiдно з лемою 2, другий лiнiйно незалежний розв’язок у точках
x = ±1 має логарифмiчну розбiжнiсть. Такi розв’язки називають
функцiями Лежандра другого роду i позначають Qν(x). Пер-
шi кiлька функцiй мають такий вигляд:

Q0(x) =
1

2
ln

(
1 + x

1− x

)

,

Q1(x) =
x

2
ln

(
1 + x

1− x

)

− 1,

Q2(x) =
3x2 − 1

4
ln

(
1 + x

1− x

)

− 3x

2
,

Q3(x) =
5x3 − 3x

4
ln

(
1 + x

1− x

)

− 5x2

2
+

2

3
, . . .

а розклади в тригонометричнi ряди записують так (0 < θ < π):

Pν(cos θ) =
2

π

∞∑

k=0

Γ(k + 1/2)Γ(ν + k + 1)

k! Γ(ν + k + 3/2)
sin(ν + 2k + 1)θ, (V.50)

Qν(cos θ) =
∞∑

k=0

Γ(k + 1/2)Γ(ν + k + 1)

k! Γ(ν + k + 3/2)
cos(ν + 2k + 1)θ. (V.51)

З означення полiномiв Pn(x) можна легко довести два реку-
рентнi спiввiдношення:

(n + 1)Pn+1(x)− (2n+ 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0, (V.52)

(2n + 1)Pn(x) = P ′
n+1(x)− P ′

n−1(x). (V.53)

Для цього продиференцiюємо твiрну функцiю Ψ(ρ, x) за ρ й x.
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Одержимо тотожностi

∂Ψ

∂ρ
=

(x− ρ)Ψ

1− 2xρ+ ρ2
= P1(x) + 2P2(x)ρ+ . . . + nPn(x)ρ

n−1 + . . .

∂Ψ

∂x
=

ρΨ

1− 2xρ+ ρ2
= P ′

0(x) + P ′
1(x)ρ+ . . .+ P ′

n(x)ρ
n + . . .

або

(x− ρ) (P0(x) + P1(x)ρ+ . . .+ Pn(x)ρ
n + . . .)

= (1− 2ρx+ ρ2)
(
P1(x) + 2P2(x)ρ+ . . .+ nPn(x)ρ

n−1 + . . .
)
,

ρ (P0(x) + P1(x)ρ+ . . .+ Pn(x)ρ
n + . . .)

= (1− 2ρx+ ρ2)
(
P ′
0(x) + P ′

1(x)ρ+ . . .+ P ′
n(x)ρ

n + . . .
)
.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях ρ, одержимо
тотожностi

(n+ 1)Pn+1(x)− (2n + 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0 (V.54)

i

Pn(x) = P ′
n+1(x)− 2xP ′

n(x) + P ′
n−1(x), (V.55)

перша з яких збiгається з (V.52). Диференцiюючи її, матимемо

(n+ 1)P ′
n+1(x)− (2n + 1)Pn(x)− (2n+ 1)xP ′

n(x) + nP ′
n−1(x) = 0.

Вилучивши з цього спiввiдношення i з формули (V.55) xP ′
n(x),

одержимо тотожнiсть (V.53). За допомогою спiввiдношення (V.52)
i формул P0(x) = 1, P1(x) = x можна одержати всi полiноми
Лежандра.

Рiвняння Лежандра (V.47) є частковим випадком (q(x) = 1,
ρ(x) = 1, p(x) = 1 − x2) розглянутого в попередньому парагра-
фi рiвняння (V.38), тому до нього можна застосувати загальну
теорiю. З неї випливають такi властивостi:
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1) полiноми Лежандра рiзних порядкiв ортогональнi мiж со-
бою:

1∫

−1

Pm(x)Pn(x) dx = 0 при m 6= n;

2) система {Pn(x)} є повною.
Обчислимо квадрат норми

||Pn(x)||2 ≡ (Pn, Pn) =

1∫

−1

P 2
n(x) dx.

Застосуємо рекурентну формулу (V.52) двiчi. Спочатку виразимо
з неї (попередньо замiнивши n + 1 на n) Pn(x) через Pn−1(x) i
Pn−2(x), потiм xPn(x) — через Pn+1(x) i Pn−1(x). З урахуванням
ортогональностi полiномiв Pn(x) i Pn−1(x), Pn−2(x) одержимо

||Pn(x)||2 =
1

n

1∫

−1

Pn(x) [(2n − 1)xPn−1(x)− (n− 1)Pn−2(x)] dx =

=
2n− 1

n

1∫

−1

xPn(x)Pn−1(x) dx =
2n − 1

2n + 1
||Pn−1(x)||2.

Послiдовне застосування цiєї формули дає ||Pn(x)||2 =

= 1
2n+1 ||P0(x)||2. Пiдставивши сюди ||P0(x)||2 = 2, знаходимо ква-

драт норми

||Pn(x)||2 =
2

2n+ 1
.

Отже,

1∫

−1

Pm(x)Pn(x) dx =







0, m 6= n,
2

2n+ 1
, m = n.

(V.56)
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За допомогою формули Родриґа (V.44) можна довести таку
теорему.

Теорема. Усi нулi полiнома Лежандра Pn(x) з n > 0 i його
похiдної P (r)

n (x) довiльного порядку r < n простi, дiйснi й розта-
шованi всерединi промiжку (−1, 1).

3.2. Полiноми Ермiта

Полiноми Ермiта Hn(x) означимо за аналогiєю з полiномами Ле-
жандра, використовуючи твiрну функцiю Ψ(ρ, x):

Ψ(ρ, x) = e2xρ−ρ
2
=

∞∑

n=0

Hn(x)
ρn

n!
. (V.57)

За допомогою формули Кошi коефiцiєнти розкладу Hn(x) можна
переписати так:

Hn(x) =
∂nΨ(ρ, x)

∂ρn

∣
∣
∣
∣
ρ=0

=
n!

2πi

∮

C

Ψ(ζ, x)

ζn+1
dζ =

= ex
2 n!

2πi

∮

C

e−(x−ζ)2

ζn+1
dζ, (V.58)

де C — замкнений контур у комплекснiй ζ-площинi, що мiстить
точку ζ = 0. Уводячи нову змiнну z = x − ζ, перетворимо (V.58)
до вигляду

Hn(x) = (−1)nex
2 n!

2πi

∮

C1

e−z
2

(z − x)n+1
dz =

= (−1)nex
2







1

2πi

dn

dxn

∮

C1

e−z
2

z − x
dz






, (V.59)

де контур C1 охоплює точку z = x.
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За теоремою Кошi вираз у фiґурних дужках дорiвнює
dne−x

2

dxn
,

тому остаточно отримаємо

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x

2
(V.60)

Iз цiєї формули видно, що Hn(x) — це полiноми n-го степеня, при-
чому

Hn(−x) = (−1)nHn(x). (V.61)

Iз (V.60) знаходимо:

H0(x) ≡ 1, H1(x) = 2x, H2(x) = 4x2 − 2, . . . .

Графiки перших п’яти полiномiв Hn(x) наведено на рис. V.6.
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Рис. V.6. Полiноми Ермiта.

Доведемо, що полiном Hn(x) є розв’язком рiвняння

y′′ − 2xy + λy = 0 при λ = 2n. (V.62)
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Справдi, продиференцiювавши функцiю w = e−x
2

один раз,
w′ = −2xe−x

2
, знайдемо тотожнiсть w′ + 2xw ≡ 0. Продиференцi-

ювавши її n+ 1 разiв, отримаємо

[

w(n)
]′′

+ 2x
[

w(n)
]′
+ 2nw(n) ≡ 0.

Тепер пiдставимо в цю тотожнiсть за формулою (V.60)

w(n) = (−1)nHn(x)e
−x2 ,

одержимо

H ′′
n(x)− 2xH ′

n(x) + 2nHn(x) ≡ 0.

Рiвняння (V.62) можна записати у виглядi

d

dx

(

e−x
2
y′
)

+ λe−x
2
y = 0. (V.63)

Отже, полiном Ермiта Hn(x), −∞ < x <∞, є власною функцiєю,
що вiдповiдає власному значенню λ = 2n такої задачi Штурма–
Лiувiлля: знайти такi значення λ, за яких рiвняння Ермiта (V.63)
має нетривiальний розв’язок, що зростає при x → ∞ не швидше,
нiж скiнченний степiнь x.

Доведемо рекурентнi спiввiдношення для полiномiв Ермiта:

Hn+1(x)− 2xHn(x) + 2nHn−1(x) = 0, (V.64)

H ′
n(x) = 2nHn−1(x). (V.65)

Для цього знайдемо частиннi похiднi твiрної функцiї за x i ρ:

∂Ψ

∂x
− 2ρΨ = 0,

∂Ψ

∂ρ
− 2(x− ρ)Ψ = 0. (V.66)

У кожну тотожнiсть (V.66) пiдставимо ряд (V.57) для Ψ(x, ρ). Зби-
раючи члени при ρn i прирiвнюючи їх до нуля, одержимо шуканi
рекурентнi спiввiдношення.
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Властивiстю (V.64) скористаємося для обчислення iнтеґрала

Imn =

∞∫

−∞

Hm(x)Hn(x)e
−x2 dx = (−1)n

∞∫

−∞

Hm(x)
dn

dxn
e−x

2
dx.

Приймемо m 6 n. Якщо проiнтеґрувати частинами m разiв, ви-
користати (V.65) i те, що при x = ±∞ добуток полiнома на e−x

2

дорiвнює нулю, то одержимо

Imn = (−1)n−1 2m

∞∫

−∞

Hm−1(x)
dn−1

dxn−1
e−x

2
dx = . . .

= (−1)n−m2mm!

∞∫

−∞

dn−m

dxn−m
e−x

2
dx,

тому що H0(x) = 1. Звiдси випливає, що

Imn = (−1)n−m2mm!

(
dn−m−1

dxn−m−1
e−x

2

)∣
∣
∣
∣

∞

−∞
= 0 при m < n.

Якщо m = n, то наведений iнтеґрал є квадратом норми

Inn = 2nn!

∞∫

−∞

e−x
2
dx = 2nn!

√
π = ||Hn(x)||2.

Отже, ми отримали таку властивiсть ортогональностi:

∞∫

−∞

Hm(x)Hn(x)e
−x2 dx =

{

0, m 6= n,

2nn!
√
π, m = n,

(V.67)

тобто полiноми Ермiта — це ортогональнi з вагою e−x
2

полiноми,
якi утворюють повну систему.

Досить часто в задачах математичної фiзики використовують
функцiї Ермiта

ϕn(x) =
Hn(x)

||Hn(x)||
e−x

2/2, (V.68)
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що утворюють ортогональну i нормовану з вагою ρ(x) = 1 систему
на iнтервалi −∞ < x <∞:

∞∫

−∞

ϕm(x)ϕn(x) dx =

{

0, m 6= n,

1, m = n.

Цi функцiї обертаються в нуль при x → ±∞ i задовольняють
рiвняння

ϕ′′
n + (λn − x2)ϕn = 0, λn = 2n+ 1. (V.69)

3.3. Полiноми Лаґерра

Полiноми Лаґерра Lαn(x) визначають за допомогою твiрної фун-
кцiї

Ψα(ρ, x) =
1

(1− ρ)α+1
e−xρ/(1−ρ), α > −1. (V.70)

Розкладаючи її в степеневий ряд

Ψα(ρ, x) =

∞∑

n=0

Lαn(x)ρ
n, Lαn(x) =

1

n!

∂nΨα

∂ρn

∣
∣
∣
∣
ρ=0

(V.71)

i використовуючи формулу Кошi (I.63), знайдемо

Lαn(x) =
1

2πi

∮

C

Ψα(ζ, x)

ζn+1
dζ,

де C — замкнений контур, що охоплює точку ζ = 0. Уведемо нову
змiнну iнтеґрування z, прийнявши ζ = 1− x/z, тодi

Lαn(x) = x−αex
1

2πi

∮

C1

zn+αe−z

(z − x)n+1
dz, (V.72)

де контур C1 охоплює точку z = x. Формула (V.72) дає

Lαn(x) =
x−α

n!
ex

dn

dxn
(
xn+αe−x

)
. (V.73)
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Звiдси випливає, що Lαn(x) — полiном степеня n. Зокрема,
Lα0 (x) = 1, Lα1 (x) = 1− x+ α.

Часто полiномами Лаґерра називають частковi випадки
Lαn(x) при α = 0, якi позначають Ln(x) (рис. V.7). У цьому ра-
зi для Lαn(x) використовують назву узагальненi полiноми Ла-
ґерра .
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Рис. V.7. Полiноми Лаґерра.

Доведемо, що полiном Lαn(x) є розв’язком рiвняння

xy′′ + (α+ 1− x)y′ + λy = 0 (V.74)

або

d

dx

(
xα+1e−xy′

)
+ λxαe−xy = 0 при λ = n. (V.75)

Справдi, продиференцiювавши функцiю w = xn+αe−x один раз

w′ = (n+ α)xn+α−1e−x − xn+αe−x,
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знайдемо тотожнiсть

xw′ − (n+ α− x)w = 0.

Далi продиференцiюємо цю тотожнiсть n+ 1 разiв:

x
[

w(n)
]′′

+ (x+ 1− α)
[

w(n)
]′
+ (n+ 1)w(n) = 0.

Пiдставимо сюди замiсть w(n) ї ї значення з формули (V.73)

w(n) = xαe−xLαn(x)n!,

одержимо

x (Lαn(x))
′′ + (α+ 1− x) (Lαn(x))

′ + nLαn(x) = 0.

Отже, полiноми Лаґерра можна розглядати як власнi функцiї,
що вiдповiдають власним значенням λ = n такої крайової задачi:
знайти значення λ, за яких рiвняння (V.74) має в областi 0 <

< x < ∞ нетривiальний розв’язок, що обмежений при x = 0 i
який зростає при x→ ∞ не швидше, нiж скiнченний степiнь x.

Знайдемо норму полiномiв Лаґерра. Спочатку доведемо для
них два рекурентнi спiввiдношення

(n+ 1)Lαn+1(x)− (2n+ 1 + α− x)Lαn(x) + (V.76)

+ (n+ α)Lαn−1(x) = 0,

d

dx
Lαn(x) = −Lα+1

n−1(x). (V.77)

Для цього визначимо зв’язок мiж твiрною функцiєю та її частин-

ними похiдними
∂Ψα

∂x
i
∂Ψα

∂ρ
. Обчислимо цi похiднi й знайдемо

(1− 2ρ+ ρ2)
∂Ψα

∂ρ
= [α+ 1− x− (α+ 1)ρ] Ψα,

∂Ψα

∂x
= −ρΨα+1.
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Пiдставимо в цi рiвностi замiсть Ψα(x, ρ) i Ψα+1(x, ρ) їхнi розкла-
ди (V.71) i прирiвняємо коефiцiєнти при однакових степенях ρ,
одержимо шуканi рекурентнi спiввiдношення.

Скористаємось виразом (V.76) для обчислення квадрата нор-
ми ||Lαn(x)||2:

||Lαn(x)||2 =

∞∫

0

xαe−x [Lαn(x)]
2 dx =

∞∫

0

xαe−xLαn(x)L
α
n(x) dx.

Один множник Lαn(x) пiд iнтеґралом виразимо за формулою (V.76),
замiнивши n на n− 1. Одержимо

||Lαn(x)||2 =

∞∫

0

xαe−x
{

(2n − 1 + α− x)Lαn−1(x)−

− (n− 1 + α)Lαn−2(x)
} 1

n
Lαn(x) dx =

=
1

n

∞∫

0

xαe−xLαn−1(x) [−xLαn(x)] dx.

Тепер виразимо −xLαn(x) через полiноми Lαn+1(x), L
α
n−1(x) i Lαn(x)

за формулою (V.76):

||Lαn(x)||2 =
1

n

∞∫

0

xαe−xLαn−1(x)
{

(n+ 1)Lαn+1(x)−

− (2n+ 1 + α)Lαn(x) + (n+ α)Lαn−1(x)
}

dx =

=
n+ α

n

∞∫

0

xαe−x
[
Lαn−1(x)

]2
dx =

n+ α

n
||Lαn−1(x)||2,

або

||Lαn(x)||2 =
n+ α

n
||Lαn−1(x)||2. (V.78)
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З формули (V.78) та означення Γ-функцiї з § 1 випливає

||Lαn(x)||2 =
(n+ α)(n + α− 1) . . . (α+ 2)

n!
||Lα1 (x)||2 =

=
Γ(n+ α+ 1)

n! Γ(α+ 2)

∞∫

0

(1 + α− x)2xαe−x dx =

=
Γ(n+ α+ 1)

n! Γ(α+ 2)
Γ(α+ 2) =

Γ(n+ α+ 1)

n!
.

Остаточно для квадрата норми полiномiв Лаґерра матимемо:

||Lαn(x)||2 =
Γ(n+ α+ 1)

n!
. (V.79)

Пiд час виведення (V.79) ми використовували ортогональнiсть
з вагою xαe−x полiномiв Lαn(x):

∞∫

0

xαe−x Lαm(x)L
α
n(x) dx = 0, m 6= n. (V.80)

Отже, полiноми Лаґерра утворюють ортогональну з вагою xαe−x

повну систему функцiй

∞∫

0

xαe−x Lαm(x)L
α
n(x) dx =







0, m 6= n,
Γ(n+ α+ 1)

n!
, m = n.

(V.81)

Полiномам Лаґерра, як i полiномам Ермiта, вiдповiдають ор-
тогональнi та нормованi з вагою ρ(x) = 1 функцiї

Φαn(x) =
Lαn(x)

||Lαn(x)||
xα/2e−x/2, (V.82)

∞∫

0

Φαm(x)Φ
α
n(x) dx = 0, m 6= n, α > −1. (V.83)
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Цi функцiї дорiвнюють нулю на безмежностi (x = +∞). З рiвнян-
ня (V.75) для полiномiв Лаґерра випливає, що Φαn(x) є розв’язками
рiвняння

d

dx

(
xy′
)
+

(

λ− x

4
− α2

4x

)

y = 0 (V.84)

при λn = n +
α+ 1

2
. Щоб отримати рiвняння для ỹ = Φαn(x) з

рiвняння для y = Lαn(x), потрiбно зробити пiдстановку

ỹ =
xα/2e−x/2

||y|| y ⇒ y = x−α/2ex/2 ||y|| ỹ.

На зазначимо зауважимо, що iснує такий зв’язок мiж полiно-
мами Лаґерра i полiномами Ермiта:

H2n(x) = (−1)nn!22nL−1/2
n (x2),

H2n+1(x) = (−1)nn!22n+1xL1/2
n (x2).

3.4. Полiноми Якобi

Розв’язками рiвняння

d

dx

[

(1− x)α+1(1 + x)β+1 y′
]

+ λ(1− x)α(1 + x)βy = 0

є полiноми Якобi10 P
(α,β)
n (x), λ = λn = n(α+ β + n+ 1).

Частковi випадки цих полiномiв:
1: α = β = 0 — полiноми Лежандра Pn(x). Вони задоволь-

няють рiвняння

[
(1− x2)y′

]′
+ λy = 0,

a = −1, b = 1, p(x) = 1− x2, ρ(x) = 1, q = 0,

10Карл Ґустав Якобi (Carl Gustav Jakob Jacobi, 1804–1851) — прусський
математик.
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де λ = n(n+ 1), n ∈ Z.

Розв’язки рiвняння

[
(1− x2)y′

]′ − m2

1− x2
y + λy = 0,

a = −1, b = 1, p(x) = 1− x2, ρ(x) = 1, q(x) =
m2

1− x2

називають приєднаними функцiями Лежандра.

2: α = β = −1

2
— полiноми Чебишова11 (першого роду)

Tn(x) є розв’язками рiвняння

(√

1− x2 y′
)′

+ λ
1√

1− x2
y = 0,

або

(1− x2)y′′ − xy′ + λy = 0,

a = −1, b = 1, p(x) =
√

1− x2, ρ(x) =
1√

1− x2
, q = 0.

при λ = n2, n ∈ N.

3: α = β =
1

2
— полiноми Чебишова (другого роду)

Un(x) є розв’язками рiвняння

(

(1− x2)3/2 y′
)′

+ λ
√

1− x2 y = 0,

a = −1, b = 1, p(x) = (1− x2)3/2, ρ(x) =
√

1− x2, q = 0.

при λ = λn = n(n+ 2), n ∈ N.

11Пафнутiй Чебишов (Пафнутий Львович Чебышёв, 1821–1894) — росiй-
ський математик. Поширене написання “Чебишев” пов’язане з традицiйним
у росiйському правописi опусканням дiакритичного значка над буквою “ ё ”
(українською — Чебишо́в).
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4: α = β = ν−1

2
— полiноми Ґеґенбауера12 C

(ν)
n (x) є розв’яз-

ками рiвняння
(

(1− x2)ν+1/2 y′
)′

+ λ (1− x2)ν−1/2 y = 0,

a = −1, b = 1, p(x) = (1− x2)ν+1/2,

ρ(x) = (1− x2)ν−1/2, q = 0.

при λ = λn = n(n+ 2ν), n ∈ N.

Оскiльки у всiх цих рiвняннях коефiцiєнт p(x) дорiвнює нулю
принаймнi на одному з кiнцiв iнтервалу (a, b), то рiвняння, крiм
обмежених на цьому кiнцi розв’язкiв, мають i необмеженi там
розв’язки. Для їхнього вилучення задають умову обмеженостi:
якщо p(a) = 0 i p(b) = 0, то |y(a)| <∞ i |y(b)| <∞.

§ 4. Цилiндричнi функцiї

Розглянемо задачу Штурма–Лiувiлля для круга 0 6 r 6 r0. У
полярних координатах одержуємо рiвняння

∆v + λv =
1

r

∂

∂r

(

r
∂v

r

)

+
1

r2
∂2v

∂ϕ2
+ λv = 0,

v
∣
∣
r=r0

= 0, v 6≡ 0.

Розв’язок шукаємо у виглядi v(r, ϕ) = R(r)Φ(ϕ). Пiдставимо його
в рiвняння i вiдокремимо змiннi:

r(rR′)′ + λr2R

R
= −Φ′′

Φ
= µ, µ = const.

Звiдси випливає, що

Φ′′ + µΦ = 0,

12Леопольд Ґеґенбауер (Leopold Gegenbauer, 1849–1903) — австрiйський
математик.
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1

r
(rR′)′ +

(

λ− µ

r2

)

R = 0, R(r0) = 0.

Унаслiдок однозначностi розв’язку Φ(ϕ) має бути перiодичною
функцiєю, тобто Φ(ϕ + 2π) = Φ(ϕ). Ця умова дає µ = n2, де n —
цiле число. Приймемо x =

√
λ r, одержимо рiвняння для цилiн-

дричних функцiй, або рiвняння Бесселя n-го порядку

y′′ +
1

x
y′ +

(

1− n2

x2

)

= 0,

або (V.85)

x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0.

Розв’язки рiвняння (V.85) називають цилiндричними функцi-
ями . До рiвняння (V.85) приводять також задачi для рiвняння
Лапласа i хвильового рiвняння у випадку, коли область D є кру-
говим цилiндром.

Рiвняння Бесселя ν-го порядку

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0, (V.86)

(ν — довiльне дiйсне або комплексне число, дiйсну частину якого
можна вважати додатною) має особливу точку при x = 0. Тому
шукатимемо розв’язок y(x) у формi степеневого ряду

y(x) = xσ
(
a0 + a1x+ a2x

2 + . . . + anx
n + . . .

)
, (V.87)

де a0 6= 0. Пiдставимо ряд (V.87) у рiвняння (V.86) i прирiвняємо
до нуля коефiцiєнти при однакових степенях x, одержимо систему
рiвнянь:







a0
(
σ2 − ν2

)
= 0,

a1
[
(σ + 1)2 − ν2

]
= 0,

a2
[
(σ + 2)2 − ν2

]
+ a0 = 0,

. . .

ak
[
(σ + k)2 − ν2

]
+ ak−2 = 0.

(V.88)

(k = 2, 3, . . .) (V.89)
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З першого рiвняння знаходимо σ = ±ν, тому що a0 6= 0. Приймемо
σ = ν. Тодi, якщо ν 6= 1/2, з другого рiвняння знаходимо a1 = 0.
Далi

ak = − ak−2

(σ + k)2 − ν2
.

Оскiльки σ = ν, то

ak = − ak−2

(2ν + k)k
.

Очевидно, що a2m+1 = 0 для всiх цiлих додатних m i

a2m = − a2m−2

22(ν +m)m
=

(−1)ma0
22m(ν +m)(ν +m− 1) . . . (ν + 1)m!

.

Використаємо властивiсть гамма-функцiї (V.6)

Γ(s+ 1) = sΓ(s).

Приймемо a0 =
1

2νΓ(ν + 1)
, одержимо

a2k =
(−1)k

22k+νΓ(k + ν + 1)Γ(k + 1)
.

Отже, ми побудували формальний розв’язок рiвняння (V.86) у
виглядi ряду

Jν(x) =

∞∑

k=0

(−1)k

Γ(k + ν + 1)Γ(k + 1)

(x

2

)2k+ν
, (V.90)

який називають функцiєю Бесселя першого роду ν-го поряд-
ку (рис. V.8.). Ряд

J−ν(x) =
∞∑

k=0

(−1)k

Γ(k − ν + 1)Γ(k + 1)

(x

2

)2k−ν
, (V.91)
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що вiдповiдає σ = −ν, є другим розв’язком рiвняння (V.86), лiнiй-
но незалежним вiд Jν(x). Ряди (V.90) i (V.91) збiжнi в цiлiй ком-
плекснiй площинi. Для нецiлих значень ν загальний розв’язок рiв-
няння (V.86) i, отже, довiльну цилiндричну функцiю порядку ν

можна записати так:

yν(x) = C1(ν)Jν(x) + C2(ν)J−ν(x), (V.92)

де C1(ν) i C2(ν) — сталi, залежнi вiд iндекса ν.

Якщо ж ν дорiвнює цiлому числу n, то

J−n(x) = (−1)nJn(x). (V.93)

Доведемо це. Маємо

J−n(x) =
∞∑

k=0

(−1)k

Γ(k − n+ 1)Γ(k + 1)

(x

2

)2k−n
=

=
∞∑

k=n

(−1)k

Γ(k − n+ 1)Γ(k + 1)

(x

2

)2k−n
,

тому що Γ(k−n+1) = ∞ для всiх k = 0, 1, 2, . . . , n−1 (див. с. 272).
В останнiй сумi зробимо замiну змiнної пiдсумовування s = k−n,
тодi

J−n(x) =
∞∑

s=0

(−1)n+s

Γ(s+ 1)Γ(s + n+ 1)

(x

2

)2s+n
= (−1)nJn(x).

Отже, для цiлих значень ν = n функцiї Jν(x) i J−ν(x) лiнiйно-
залежнi, i з них неможливо побудувати загальний розв’язок рiв-
няння (V.86), тобто довiльну цилiндричну функцiю цiлого поряд-
ку. Щоб одержати для цього випадку лiнiйно незалежний з Jν(x)
розв’язок рiвняння (V.86), уводять функцiї Ноймана:

Nν(x) =
Jν(x) cos νπ − J−ν(x)

sin νπ
. (V.94)
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(рис. V.9; їх також називають функцiями Бесселя другого ро-
ду , або функцiями Вебера13, i часто позначають Yν(x)).

Пiдстановка у формулу (V.94) замiсть ν цiлого числа n дає

у правiй частинi невизначенiсть типу
0

0
, тому що sinnπ = 0,

J−n(x) = (−1)nJn(x) i cosnπ = (−1)n. У цьому випадку функцiю
Ноймана визначають як границю

Nn(x) = lim
ν→n

Nν(x) = lim
ν→n

Jν(x) cos νπ − J−ν(x)
sin νπ

.

Iснує теорема, за якою функцiї Jν(x) i Nν(x) лiнiйно незалежнi
для будь-яких значень ν. Тому загальний розв’язок рiвняння (V.86),
а отже, й довiльну цилiндричну функцiю порядку ν, можна запи-
сати так:

yν(x) = C1Jν(x) +C2Nν(x). (V.95)

Використаємо зображення функцiй Бесселя у виглядi ряду
(V.90), безпосередньою перевiркою визначимо тотожностi:

d

dx

{
Jν(x)

xν

}

= −Jν+1(x)

xν
,

d

dx
{xνJν(x)} = xνJν−1(x). (V.96)

Виконаємо в цих формулах диференцiювання, одержимо

J ′
ν(x) =

ν

x
Jν(x)− Jν+1(x), (V.97)

J ′
ν(x) = −ν

x
Jν(x) + Jν−1(x). (V.98)

Звiдси випливає рекурентна формула

Jν+1(x) + Jν−1(x) =
2ν

x
Jν(x). (V.99)

13Гайнрiх Фрiдрiх Вебер (Heinrich Friedrich Weber, 1843–1912) — нiмецький
математик.
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Виявляється, що функцiї Бесселя пiвцiлого порядку можна ви-
разити через елементарнi функцiї. Справдi, безпосереднiм пiдсу-
мовуванням ряду (V.90) можна визначити правильнiсть формул

J1/2(x) =

√

2

πx
sinx i J−1/2(x) =

√

2

πx
cos x. (V.100)

Для функцiї Jn+1/2(x), де n — цiле число, послiдовно застосував-
ши формулу (V.99), одержимо

Jn+1/2(x) =

√

2

πx

[

pn

(
1

x

)

sin
(

x− πn

2

)

+ qn

(
1

x

)

cos
(

x− πn

2

)]

,

де pn

(
1

x

)

— полiном степеня n вiдносно
1

x
; qn

(
1

x

)

— полiном

степеня n− 1 вiдносно
1

x
, pn(0) = 1, qn(0) = 0.

0 5 10 15

0

1

 
 
 
 
 

J0(x)
J1(x)
J2(x)
J3(x)
J1/2(x)

Рис. V.8. Функцiї Бесселя.
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N0(x)
N1(x)
N2(x)
N3(x)

Рис. V.9. Функцiї Ноймана.

Iз функцiями Jn+1/2(x) пов’язанi сферичнi функцiї Бесселя

jn(x) =

√
π

2x
Jn+1/2(x), (V.101)

yn(x) =

√
π

2x
Nn+1/2(x) = (−1)n+1

√
π

2x
J−n−1/2(x).

Вони є розв’язками рiвняння

x2y′′ + 2xy′ +
[
x2 − n(n+ 1)

]
y = 0. (V.102)

Для сферичних функцiй Бесселя правильне зображення

jn(x) = (−1)nxn
(
1

x

d

dx

)n sinx

x
,

yn(x) = (−1)n+1xn
(
1

x

d

dx

)n cos x

x
.
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Першi три функцiї мають вигляд

j0(x) =
sinx

x
,

j1(x) =
sinx

x2
− cos x

x
,

j2(x) =

(
3

x2
− 1

)
sinx

x
− 3 cos x

x2
,

y0(x) = −cosx

x
,

y1(x) = −cosx

x2
− sinx

x
,

y2(x) =

(

− 3

x2
+ 1

)
cos x

x
− 3 sin x

x2
,

З § 2 вiдомо, що власнi функцiї задачi Штурма–Лiувiлля ор-
тогональнi з вагою ρ(x). Оскiльки функцiї Бесселя є власними
функцiями крайової задачi, сформульованої на початку цього па-
раграфа, то властивiсть ортогональностi має вигляд

r0∫

0

Jn

(

µ
(n)
m1

r0
r

)

Jn

(

µ
(n)
m2

r0
r

)

r dr = 0, m1 6= m2,

де µ
(0)
m — коренi рiвняння Jn

(√
λ r0

)

= 0 i λ(0)m =

(

µ
(0)
m

r0

)2

;

m = 1, 2, 3, . . . — власнi значення. Обчислимо норму власних фун-
кцiй R1(r) = Jn(α1r), де α1 = µ

(0)
m /r0. Для цього введемо фун-

кцiю R2(r) = Jn(α2r), де α2 — довiльний параметр. Функцiї R1(r)

i R2(r) задовольняють рiвняння

d

dr

(

r
dR1

dr

)

+

(

α2
1r −

n2

r

)

R1 = 0,

d

dr

(

r
dR2

dr

)

+

(

α2
2r −

n2

r

)

R2 = 0,
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причому R1(r0) = 0. Помножимо перше рiвняння на R2, а друге
на R1, вiднiмемо вiд першого рiвняння друге i, проiнтеґрувавши
результат за r у межах вiд 0 до r0, матимемо

(
α2
1 − α2

2

)
r0∫

0

rR1(r)R2(r) dr +
[
r
(
R′

1R2 −R1R
′
2

)]
∣
∣
∣
∣

r0

0

= 0,

звiдки

r0∫

0

rR1(r)R2(r) dr = − 1

α2
1 − α2

2

[

r0Jn(α2r0)α1J
′
n(α1r0)

− r0Jn(α1r0)α2J
′
n(α2r0)

]

= − r0Jn(α2r0)α1J
′
n(α1r0)

α2
1 − α2

2

. (V.103)

Перейдемо до границi α2 → α1 i розкриємо невизначенiсть у пра-
вiй частинi, одержимо вираз для квадрата норми:

||R1(r)||2 = ||Jn(α1r)||2 =
r0∫

0

rR2
1(r) dr =

r20
2

[
J ′
n(α1r0)

]2
,

або

r0∫

0

J2
n

(

µ
(n)
m

r0
r

)

r dr =
r20
2

[

J ′
n

(

µ(n)m

)]2
. (V.104)

Унаслiдок загальних властивостей власних функцiй крайових
задач (див. § 2) справджується теорема: будь-яку двiчi диферен-
цiйовну функцiю f(r), яка обмежена при r0 й обертається в нуль
при r = r0, можна розкласти в абсолютно i рiвномiрно збiжний
ряд

f(r) =

∞∑

m=1

AmJn

(

µ
(n)
m

r0
r

)

,
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де

Am =

r0∫

0

f(r)Jn

(

µ
(n)
m
r0

r

)

r dr

||Jn||2
, ||Jn||2 =

r20
2

[

J ′
n

(

µ(n)m

)]2
.

4.1. Рiзнi типи цилiндричних функцiй

Поряд iз функцiями Бесселя першого роду Jν(x) прикладне зна-
чення мають iншi типи розв’язкiв рiвняння Бесселя. Насамперед
це функцiї Ганкеля першого i другого роду H

(1)
ν (x) i H(2)

ν (x)

— комплексно-спряженi розв’язки рiвняння Бесселя. З погляду
фiзичного застосування основною характеристикою функцiй Ган-
келя є асимптотична поведiнка (тобто поведiнка в разi великих
значень арґумента). Тому визначимо функцiї Ганкеля як цилiн-
дричнi функцiї, що мають таку асимптотику:

H(1)
ν (x) =

√

2

πx
ei(x−

π
2
ν−π

4 ) + . . . , (V.105)

H(2)
ν (x) =

√

2

πx
e−i(x−

π
2
ν−π

4 ) + . . . , (V.106)

де крапками позначено члени вищого порядку малостi вiдносно
1

x
. Можна довести, що будь-яка цилiндрична функцiя однозна-

чно визначається своєю асимптотикою при x → ∞. Тому умови
(V.105) i (V.106) визначена функцiї H(1)

ν (x) i H(2)
ν (x) однозначно.

Видiлимо дiйсну й уявну частини, запишемо функцiї Ганкеля так:

H(1)
ν (x) = Jν(x) + iNν(x), (V.107)

H(2)
ν (x) = Jν(x)− iNν(x), (V.108)

де функцiї

Jν(x) =
1

2

[

H(1)
ν (x) +H(2)

ν (x)
]

, (V.109)

Nν(x) =
1

2i

[

H(1)
ν (x)−H(2)

ν (x)
]

, (V.110)
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мають таку асимптотичну поведiнку:

Jν(x) =

√

2

πx
cos
(

x− π

2
ν − π

4

)

+O
(

1

x3/2

)

, (V.111)

Nν(x) =

√

2

πx
sin
(

x− π

2
ν − π

4

)

+O
(

1

x3/2

)

(V.112)

що випливає з формул (V.105) i (V.106).
Оскiльки будь-який розв’язок рiвняння Бесселя в разi нецiлого

ν є лiнiйною комбiнацiєю функцiй Jν(x) i J−ν(x), то

H(1)
ν (x) = C1Jν(x) + C2J−ν(x), (V.113)

де C1 i C2 — константи, якi потрiбно знайти. Для цього порiвняє-
мо головнi члени асимптотичних розкладiв, для яких, зрозумiло,
рiвнiсть (V.113) також виконується:
√

2

πx
exp

[

i
(

x− π

2
ν − π

4

)]

= C1 cos
(

x− π

2
ν − π

4

)

+

+ C2 cos
(

x+
π

2
ν − π

4

)

. (V.114)

Перетворимо арґумент другого доданка до вигляду
(
x− π

2 ν − π
4

)
:

cos
(

x+
π

2
ν − π

4

)

= cos
[(

x− π

2
ν − π

4

)

+ πν
]

=

= cos
(

x− π

2
ν − π

4

)

cos πν − sin
(

x− π

2
ν − π

4

)

sinπν.

Пiдставимо цей вираз у (V.114) i скористаємось формулою Ейлера
(I.11), одержимо C1 i C2:

C2 =
1

i sinπν
,

C1 = −C2e
−iπν .

Отже,

H(1)
ν (x) = − 1

i sinπν

[
e−iπνJν(x)− J−ν(x)

]
. (V.115)
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Аналогiчно

H(2)
ν (x) =

1

i sinπν

[
eiπνJν(x)− J−ν(x)

]
. (V.116)

Якщо ν = n+
1

2
, тобто ν набуває пiвцiлих значень, то функцiї

Ганкеля i Ноймана виражають через елементарнi функцiї. Зокре-

ма, при ν =
1

2
маємо

N1/2(x) = −J−1/2(x) = −
√

2

πx
cos x =

√

2

πx
sin
(

x− π

2

)

,

H
(1)
1/2(x) = J1/2(x) + iN1/2(x) =

=

√

2

πx

[

cos
(

x− π

2

)

+ i sin
(

x− π

2

)]

=

√

2

πx
ei(x−

π
2 ),

H
(2)
1/2(x) = J1/2(x)− iN1/2(x) =

=

√

2

πx

[

cos
(

x− π

2

)

− i sin
(

x− π

2

)]

=

√

2

πx
e−i(x−

π
2 ).

Цилiндричнi функцiї можна розглядати не лише при дiйсних,
а й при комплексних значеннях арґумента. Пiдставимо в ряд
(V.90), що визначає Jν(x), замiсть x величину ix:

Jν(ix) = iν
∞∑

k=0

(−1)ki2k

Γ(k + 1)Γ(k + ν + 1)

(x

2

)2k+ν
= iνIν(x),

де

Iν(x) =

∞∑

k=0

1

Γ(k + 1)Γ(k + ν + 1)

(x

2

)2k+ν
(V.117)

— дiйсна функцiя. Iν(x) називають модифiкованими функцi-
ями Бесселя , або функцiями Бесселя уявного арґумента.
Аналогiчно вводять функцiї I−ν(x), якщо ν = n, то I−n(x) =

= In(x).
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Цилiндричнi функцiї уявного арґумента є розв’язками моди-
фiкованого рiвняння Бесселя :

y′′ +
1

x
y′ −

(

1 +
ν2

x2

)

y = 0. (V.118)

Його другим лiнiйно-незалежним вiд Iν(x) розв’язком є модифi-
кованi функцiї Ганкеля (функцiї Макдоналда14) Kν(x), якi
визначаються за допомогою функцiй Ганкеля уявного арґумента:

Kν(x) =
π

2
iν+1H(1)

ν (ix). (V.119)

Функцiї Iν(x) i Kν(x) є дiйсними функцiями x (рис. V.10.).
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Рис. V.10. Модифiкованi функцiї Бесселя.

14АянМакдоналд (IanG.Macdonald, нар. 1928) — британський математик.
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4.2. Асимптотичне зображення цилiндричних
функцiй

Для асимптотичних зображень цилiндричних функцiй yν(x) у разi
великих додатних значень змiнної x справджується така теорема:

Теорема. Будь-який дiйсний розв’язок рiвняння

y′′ +
1

x
y′ +

(

1− ν2

x2

)

y = 0 (V.120)

у разi великих додатних значень змiнної x має асимптотичне зо-
браження

yν(x) =
A0√
x
sin(x+ δ0) +O

(
1

x3/2

)

, (V.121)

де A0, δ0 — сталi, якi, взагалi кажучи, залежать вiд ν.
Це твердження легко перевiрити безпосередньою пiдстановкою

функцiї у рiвняння (V.120). Наведена теорема застосовна до фун-
кцiй Бесселя i Ноймана, однак незастосовна до функцiй Ганке-
ля — їхнє асимптотичне зображення задають формули (V.105) i
(V.106).

Використаємо формулу (V.111), одержимо асимптотику Iν(x):

Iν(x) ≈
√

1

2πx
ex (V.122)

в разi великих значень арґумента x. З асимптотичного виразу для
H

(1)
ν (x) знаходимо

Kν(x) ≈
√

π

2x
e−x. (V.123)

Формули (V.122) i (V.123) засвiдчують, щоKν(x) експоненцiально
спадають, функцiї ж Iν(x) експоненцiально зростають при x→ ∞.
Звiдси випливає лiнiйна незалежнiсть цих функцiй i, отже, мо-
жливiсть зображення будь-якого розв’язку модифiкованого рiв-
няння Бесселя (V.118) як лiнiйної комбiнацiї

y(x) = AIν(x) +BKν(x). (V.124)
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Важливою властивiстю цилiндричних функцiй є їхня поведiн-
ка при x→ 0. Внаслiдок леми 1 § 2 цього роздiлу функцiї H(1,2)

ν (x)

i Nν(x) при x → 0 прямують до безмежностi, оскiльки Jν(0) —
скiнченне. Точнiше кажучи,

H
(1)
0 (x),H

(2)
0 (x), N0(x) ∼ ln

1

x
,

тому що J0(0) = 1 6= 0;

H(1)
ν (x),H(2)

ν (x), Nν(x) ∼
1

xν
при ν > 0,

тому що Jν(x) ∼ xν при x→ 0.
Наостанок наведемо без доведення декiлька теорем, якi сто-

суються нулiв цилiндричних функцiй, оскiльки, як вiдомо (див.
§ 4), ортогональнiсть функцiй Бесселя пов’язана з нулями самих
функцiй i їхнiх похiдних.

Теорема 1. Нулi будь-якої цилiндричної функцiї простi, крiм,
можливо, x = 0.

Наслiдок. Усi нулi цилiндричних функцiй з ν > 0 iзольованi.
Теорема 2. Усi нулi функцiй Бесселя Jν(x) з дiйсними ν > −1

дiйснi.
Теорема 3. Будь-яка цилiндрична функцiя yν(x), що набуває

дiйсних значень на дiйснiй осi, має нескiнченну кiлькiсть нулiв.
Теорема 4. Нулi функцiй Jν(x), J ′

ν(x) i ϕν(x) = xJ ′
ν(x) +

+ hJν(x) з додатним ν зростають зi зростанням ν.
Теорема 5. Функцiї Jν(x), Jν+1(x) не мають спiльних нулiв,

крiм, можливо, x = 0.

§ 5.* Функцiї Ейрi

Функцiї Ейрi15 Ai(x), Bi(x) є двома лiнiйно незалежними розв’яз-
ками такого диференцiального рiвняння:

y′′ − xy = 0. (V.125)
15Джордж Бiдделл Ейрi (Sir George Biddell Airy, 1801–1892) — англiйський
математик i астроном.
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У фiзичних задачах вони з’являються, наприклад, пiд час вивчен-
ня дифракцiї вiд точкового джерела свiтла, а також у разi розв’я-
зування рiвняння Шрьодiнґера для трикутної потенцiальної ями.

Для дiйсних значень арґумента функцiя Ai(x) визначена iнте-
ґралом

Ai(x) =
1

π

∞∫

0

cos

(
t3

3
+ xt

)

dt. (V.126)

Iнтеґральне зображення функцiї Bi(x) має дещо складнiший ви-
гляд:

Bi(x) =
1

π

∞∫

0

[

exp

(

− t
3

3
+ xt

)

+ sin

(
t3

3
+ xt

)]

dt. (V.127)

Функцiї Ейрi можна виразити через модифiкованi функцiї Бес-
селя:

Ai(x) =
1

π

√
x

3
K1/3

(
2

3
x3/2

)

, (V.128)

Bi(x) =

√
x

3

[

I−1/3

(
2

3
x3/2

)

+ I1/3

(
2

3
x3/2

)]

. (V.129)

У разi великих значень арґумента асимптотичну поведiнку
цих функцiй задають спiввiдношення

Ai(x) ∼ 1

2
√
π x1/4

e−
2
3
x3/2 , (V.130)

Bi(x) ∼ 1√
π x1/4

e
2
3
x3/2 , (V.131)

а в границi великих вiд’ємних чисел вони вiдрiзняються лише фа-
зою:

Ai(−x) ∼ 1√
π x1/4

sin

(
2

3
x3/2 +

π

4

)

, (V.132)

Bi(−x) ∼ 1√
π x1/4

cos

(
2

3
x3/2 +

π

4

)

. (V.133)
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Рис. V.11. Функцiї Ейрi.

Графiки функцiй Ai(x) i Bi(x) наведено на рис. V.11.

Значення функцiй Ейрi та їхнiх похiдних у точцi x = 0 вира-
жають через Γ-функцiю:

Ai(0) =
1

32/3Γ
(
2
3

) , Ai′(0) = − 1

31/3Γ
(
1
3

) , (V.134)

Bi(0) =
1

31/6Γ
(
2
3

) , Bi′(0) =
31/6

Γ
(
1
3

) . (V.135)

Для прикладу, обчислимо перше з наведених значень:

Ai(0) =
1

π

∞∫

0

cos
t3

3
dt =

1

π
Re

∞∫

0

exp

(

i
t3

3

)

dt.

Розглянемо контур, зображений на рис. V.12, який складається з
вiдрiзка дiйсної осi [0, R] (C1), дуги сектора з кутовою величиною
ϕ =

π

6
(CR) i другого прямолiнiйного вiдрiзка, що закiнчується в
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початку координат C2. Оскiльки пiдiнтеґральна функцiя не має
особливостей, то за теоремою Кошi

∮

C=C1+CR+C2

exp

(

i
ζ3

3

)

dζ = 0.

Рис. V.12. Контур iнтеґрування для знаходження Ai(0).

При R → ∞ iнтеґрал за CR прямує до нуля, тому шуканий

iнтеґрал
∫

C1

= −
∫

C2

. Для розрахунку iнтеґрала по контуру C2

перейдемо до полярних координат ζ = ρeiϕ, dζ = eiϕ dρ, оскiльки
на контурi ϕ = π/6 = const:

∫

C2

exp

(

i
ζ3

3

)

dζ =

0∫

∞

exp

(

i
ρ3

3
ei

π
6
·3
)

ei
π
6 dρ =

= −eiπ6
∞∫

0

exp

(

−ρ
3

3

)

dρ,

де враховано, що eiπ/2 = i.
Далi переходимо до змiнної t = ρ3/3, dρ = 3−

2
3 t

1
3
−1 dt:

∞∫

0

exp

(

−ρ
3

3

)

dρ =
1

32/3

∞∫

0

e−tt
1
3
−1 dt =

1

32/3
Γ

(
1

3

)

.

Унаслiдок цих перетворень шукане значення функцiї Ейрi
буде

Ai(0) =
1

π

1

32/3
Γ

(
1

3

)

Re ei
π
6 =

1

π

1

32/3
π

Γ
(
2
3

)
sin π

3

cos
π

6
,
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де ми скористалися властивiстю (V.10). Остаточно матимемо, як
i повинно бути,

Ai(0) =
1

32/3
1

Γ
(
2
3

) .

§ 6. Сферичнi функцiї

6.1. Найпростiшi сферичнi функцiї

Сферичнi функцiї так само широко застосовують у математичнiй
фiзицi, як i цилiндричнi. Сферичнi функцiї введенi з огляду ви-
вчення розв’язкiв рiвняння Лапласа у сферичних координатах ме-
тодом вiдокремлення змiнних. Зокрема, якщо шукати розв’язок
рiвняння у виглядi

u(r, θ, ϕ) = R(r)Y (θ, ϕ),

то для R(r) i Y (θ, ϕ) одержимо

(r2R′)′ − λR = 0, (V.136)

1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂Y

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2Y

∂ϕ
+ λY = 0. (V.137)

Неперервнi в областi 0 6 θ 6 π, 0 6 ϕ 6 2π розв’язки рiвняння
(V.137) такi, що Y (θ, ϕ + 2π) = Y (θ, ϕ), називають сферичними
функцiями .

Розглянемо спочатку сiм’ю сферичних функцiй, незалежних
вiд змiнної ϕ. У цьому випадку рiвняння (V.137) набуває вигляду

1

sin θ

d

dθ

(

sin θ
dY

dθ

)

+ λY = 0. (V.138)

Зробимо в ньому замiну змiнної x = cos θ, одержимо

d

dx

[

(1− x2)
dY

dx

]

+ λY = 0. (V.139)
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Це є рiвнянням Лежандра. Неперервнi на вiдрiзку [−1, 1] розв’яз-
ки цього рiвняння (див. § 3) iснують тiльки за значень
λ = n(n + 1), де n — довiльне цiле невiд’ємне число, i цими
розв’язками є полiноми Лежандра Pn(x). Отже, полiноми Лежан-
дра Pn(cos θ) — це сферичнi функцiї, незалежнi вiд змiнної ϕ. Цi
функцiї iнодi називають зональними сферичними функцiя-
ми , їхнi властивостi розглянуто в параграфi § 3.

6.2. Приєднанi функцiї Лежандра

Якщо обмеженi розв’язки рiвняння (V.137) шукати у виглядi

Y (θ, ϕ) = Θ(θ)Φ(ϕ), Φ(ϕ+ 2π) = Φ(ϕ),

то для функцiй Θ(θ) i Φ(ϕ) одержимо рiвняння

1

sin θ

d

dθ

[

Θ′(θ) sin θ
]

+
(

λ− µ

sin2 θ

)

Θ(θ) = 0, (V.140)

Φ′′(ϕ) + µΦ(ϕ) = 0. (V.141)

З умови перiодичностi функцiї Φ(ϕ) знаходимо µ = m2 (m —
цiле число). Тому

Φ(ϕ) = A cosmϕ+B sinmϕ,

де A, B — константи. У рiвняннi (V.140) зробимо замiну змiнної
x = cos θ. Одержимо

(1− x2)Θxx − 2xΘx +

(

λ− m2

1− x2

)

Θ = 0. (V.142)

При m = 0 воно збiгається з рiвнянням Лежандра. Треба зна-
йти неперервнi на вiдрiзку [−1, 1] розв’язки цього рiвняння. Не-
хай Θλ(x) — такi розв’язки. Тодi функцiї AΘλ(cos θ) cosmϕ +

+BΘλ(cos θ) sinmϕ будуть шуканими сферичними функцiями.
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Неперервнi на вiдрiзку [−1, 1] розв’язки рiвняння (V.142) на-
зивають приєднаними функцiями Лежандра. Для їхнього
знаходження перейдемо до нової функцiї v(x) за формулою

Θ(x) =
(
1− x2

)m/2
v(x), (V.143)

тодi рiвняння (V.142) перепишемо так:
(
1− x2

)
v′′ − 2x(m+ 1)v′ + [λ−m(m+ 1)]v = 0, (V.144)

або
[ (

1− x2
)m+1

v′
]′
+ [λ−m(m+ 1)]

(
1− x2

)m
v = 0. (V.145)

Таке саме рiвняння одержують з рiвняння Лежандра, якщо про-
диференцiювати його m разiв.

Однак рiвняння Лежандра має неперервнi i m разiв диферен-
цiйовнi на вiдрiзку [−1, 1] розв’язки лише за значень λ = λn =

= n(n + 1), де n — довiльне цiле невiд’ємне число, якими є полi-
номи Лежандра Pn(x). Отже, лише при λ = λn рiвняння (V.145)
має неперервнi на вiдрiзку [−1, 1] розв’язки, якими є похiднi m-
го порядку вiд полiномiв Лежандра Pn(x), тобто для приєднаних
функцiй Лежандра маємо

P (m)
n (x) =

(
1− x2

)m/2 dmPn(x)

dxm
. (V.146)

Зрозумiло, що P (0)
n (x) ≡ Pn(x), P

(m)
n (x) 6≡ 0 тiльки при m 6 n. Згi-

дно з лемою 2 (див. § 2), другий лiнiйно незалежний розв’язок рiв-
няння (V.142) має в точках x = ±1 особливостi типу A1(1−x)−m/2
i A2(1 + x)−m/2. Iз загальної теорiї, викладеної в § 2, випливає,
що приєднанi функцiї Лежандра P (m)

n (x) утворюють ортогональ-
ну систему. Обчислимо норму цих функцiй. Для цього в рiвняннi
(V.145) замiнимо m+ 1 на m:

d

dx

[
(
1− x2

)m dmPn(x)

dxm

]

= (V.147)

= −[λ−m(m− 1)]
(
1− x2

)m−1 dm−1Pn(x)

dxm−1
.
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Уведемо позначення

Lmn,k =

∫ 1

−1
P (m)
n (x)P

(m)
k (x) dx =

1∫

−1

(
1− x2

)m dmPn(x)

dxm
dmPk(x)

dxm
dx

i проiнтеґруємо частинами:

Lmn,k =

[
dm−1Pk(x)

dxm−1

dmPn(x)

dxm
(
1− x2

)m
]∣
∣
∣
∣

1

−1

−

−
1∫

−1

dm−1Pk(x)

dxm−1

d

dx

[
(
1− x2

)m dmPn(x)

dxm

]

dx.

Перший доданок дорiвнює нулю з огляду на спiвмножник
(
1− x2

)m, а пiдiнтеґральний вираз за допомогою спiввiдношен-
ня (V.147) перетворимо так:

Lmn,k = [n(n+ 1)−m(m+ 1)]Lm−1
n,k = (n +m)(n −m+ 1)Lm−1

n,k .

З цiєї рекурентної формули випливає

Lmn,k = (n +m)(n+m− 1) . . . (n+ 1)n . . . (n−m+ 1)L0
n,k =

=
(n +m)!

n!

n!

(n−m)!
L0
n,k =

(n+m)!

(n−m)!
L0
n,k.

Вираз для L0
n,k дає формула (V.56), оскiльки P

(0)
n (x) = Pn(x).

Отже,

1∫

−1

P
(m)
k (x)P (m)

n (x) dx =







0, k 6= n,
2

2n+ 1

(n+m)!

(n−m)!
, k = n,

(V.148)

тобто приєднанi функцiї Лежандра утворюють повну систему ор-
тонормованих функцiй.
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6.3. Фундаментальнi сферичнi функцiї

З наведеного вище випливає, що функцiї Θλ(cos θ) cosmϕ i
Θλ(cos θ) sinmϕ — сферичнi. Тут Θλ(x) — розв’язки рiвняння
(V.142), якi є приєднаними функцiями Лежандра. Отже, функцiї

Y mn (θ, ϕ) = P (m)
n (cos θ) sinmϕ

i

Y −m
n (θ, ϕ) = P (m)

n (cos θ) cosmϕ,

Y 0
n (θ, ϕ) = P (0)

n (cos θ) = Pn(cos θ)

— це сферичнi функцiї. Їх називають також фундаментальни-
ми сферичними функцiями n-го порядку , або сферичними
гармонiками порядку n степеня m (рис. V.13). Далi ми ви-
користовуватимемо еквiвалентне означення, яке виявляється зру-
чнiшим для деяких фiзичних задач:

Ynm(θ, ϕ) = eimϕP (m)
n (cos θ).

Iндекс m може набувати 2n + 1 рiзних значень. Очевидно, що
лiнiйна комбiнацiя

Yn(θ, ϕ) =
n∑

m=−n
CmYnm(θ, ϕ) (V.149)

також буде сферичною функцiєю.
При λ = n(n+ 1) рiвняння (V.136) має розв’язки

R1(r) = rn i R2(r) = r−(n+1),

тодi розв’язки рiвняння Лапласа запишемо так:

u1(r, θ, ϕ) = rnYn(θ, ϕ),

u2(r, θ, ϕ) = r−(n+1)Yn(θ, ϕ), (V.150)
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тобто вони є гармонiчними функцiями. Їх називають кульовими
функцiями n-го порядку .

Отже, сферичнi функцiї n-го порядку є значеннями кульових
функцiй n-го порядку на одиничнiй сферi.

Доведемо тепер, що сферичнi функцiї ортогональнi, тобто
∫∫

©
S1

Y ∗
n (θ, ϕ)Ys(θ, ϕ) dΩ = 0, якщо n 6= s,

де dΩ = sin θ dθ dϕ, або

2π∫

0

dϕ

π∫

0

dθ sin θ Y ∗
n (θ, ϕ)Ys(θ, ϕ) = 0. (V.151)

Варто звернути увагу на те, що в умовi ортогональностi для ком-
плекснозначних функцiй фiґурує операцiя комплексного спряже-
ння.

Для доведення зазначимо, що фундаментальнi сферичнi фун-
кцiї ортогональнi:

2π∫

0

dϕ

π∫

0

dθ sin θ Y ∗
nk(θ, ϕ)Ysp(θ, ϕ) = 0 (V.152)

при k 6= p або n 6= s,

тому що

2π∫

0

dϕ

π∫

0

dθ sin θ Y ∗
nk(θ, ϕ)Ysp(θ, ϕ)

=

2π∫

0

e−ikϕ eipϕ dϕ

1∫

−1

P (k)
n (x)P (p)

s (x) dx = 0.

Справдi, якщо k 6= p, то перший iнтеґрал у правiй частинi дорiв-
нює нулю, якщо ж k = p, але n 6= s, то нулю дорiвнює другий



§ 6. Сферичнi функцiї 333

iнтеґрал (через ортогональнiсть приєднаних функцiй Лежандра).
З ортогональностi фундаментальних сферичних функцiй i з фор-
мули (V.149) випливає властивiсть ортогональностi (V.151).

Обчислимо квадрат норми

∣
∣
∣
∣Ynm(θ, ϕ)

∣
∣
∣
∣2 =

2π∫

0

dϕ

π∫

0

dθ sin θ |Ynm(θ, ϕ)|2 =

=

2π∫

0

e−imϕ eimϕ dϕ

1∫

−1

[

P (m)
n (x)

]2
dx.

Отже,
∣
∣
∣
∣Ynm(θ, ϕ)

∣
∣
∣
∣2 =

4π

2n + 1

(n+m)!

(n−m)!
. (V.153)

Можна довести, що кульовi функцiї rnYn(θ, ϕ) є однорiдними
гармонiчними полiномами n-го степеня за змiнними x, y, z.

Фундаментальнi сферичнi функцiї можна розглядати як вла-
снi функцiї крайової задачi: знайти значення параметра λ i вiдпо-
вiднi скiнченнi розв’язки рiвняння

1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂Y

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2
+ λY = 0,

якi неперервнi в областi 0 6 θ 6 π, 0 6 ϕ 6 2π i задовольняють
умову перiодичностi Y (θ, ϕ+ 2π) = Y (θ, ϕ).

Числа λn = n(n+ 1), де n — цiлi невiд’ємнi числа, є власними
значеннями цiєї крайової задачi, а фундаментальнi сферичнi фун-
кцiї Ynm(θ, ϕ), m = 0, 2, . . . , n — власнi функцiї, що їм вiдповiда-
ють. Сукупнiсть фундаментальних сферичних функцiй вичерпує
всi лiнiйно-незалежнi розв’язки рiвняння (V.137).

Сферичнi функцiї утворюють повну систему функцiй, i до-
вiльну двiчi неперервно диференцiйовну функцiю f(θ, ϕ) можна
розкласти в ряд

f(θ, ϕ) =

∞∑

n=0

n∑

m=−n
Amne

imϕP (m)
n (cos θ),
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|Y0,0|2

|Y1,−1|2 |Y1,0|2 |Y1,1|2

|Y2,−2|2 |Y2,−1|2 |Y2,0|2 |Y2,1|2

|Y2,2|2

|Y3,−2|2 |Y3,−1|2 |Y3,0|2 |Y3,1|2 |Y3,2|2

|Y3,−3|2 |Y3,3|2

Рис. V.13. Сферичнi гармонiки.
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де коефiцiєнти Фур’є Amn визначають за формулою:

Amn =
1

∣
∣
∣
∣Ynm(θ, ϕ)

∣
∣
∣
∣2

2π∫

0

dϕ

π∫

0

dθ sin θ f(θ, ϕ)P (m)
n (cos θ)e−imϕ.

§ 7.* Функцiї Матьє

У фiзичних задачах, пов’язаних з об’єктами елiптичної форми,
виникають новi цiкавi функцiї, розрахунок яких виявляється не-
простим завданням. У цьому параграфi ми розглянемо рiвняння
Матьє16

y′′ + (a− 2q cos 2x)y = 0. (V.154)

Його можна отримати внаслiдок переходу в рiвняннi Лапласа до
координат елiптичного цилiндра

x = ρ ch u cos v, y = ρ chu sin v, z = z, (V.155)

де ρ — додатна константа.
Уперше це рiвняння виникло в задачi про коливання елiпти-

чної мембрани. Принагiдно зазначимо, що аналогiчну форму ма-
ють рiвняння деяких задач, пов’язаних з перiодичними потенцiа-
лами, наприклад, рiвняння руху математичного маятника, точка
пiдвiсу якого виконує вертикальнi гармонiчнi коливання.

У загальному випадку розв’язки рiвняння (V.154) не є перiо-
дичними функцiями, однак далi ми обмежимося розв’язками, що
мають перiод 2π. Їм вiдповiдають власнi значення параметра a (їх
називають характеристичними), залежнi вiд q. Тi значення, що
вiдповiдають парним розв’язкам, позначають an, а тi, що вiдпо-
вiдають непарним, — bn. Парнi розв’язки рiвняння (V.154) назива-

16Емiль Леонар Матьє (Émile Léonard Mathieu, 1835–1890) — французький
математик.



336 V. Спецiальнi функцiї

ють елiптичними косинусами i позначають cen(q, x), а непар-
нi — елiптичними синусами i позначають sen(q, x) (рис. V.14).

-1

0

1

        
 
 
 
 
 

ce0(1, x)
ce1(1, x)
ce2(1, x)
ce3(1, x)
ce4(1, x)
ce5(1, x)

0 π/2 π

Рис. V.14. Функцiї Матьє.

Для власних значень an i bn правильнi такi твердження17:

a0 < b1 < a1 < b2 < a2 < . . . , якщо q > 0,

a0 < a1 < b1 < b2 < a2 < a3 < b3 < b4 < . . . , якщо q < 0.

При q → 0 власнi значення an, bn ∼ n2, i вiдповiднi розв’язки
прямують до звичайних косинуса або синуса.

Зобразимо розв’язок рiвняння (V.154) у виглядi ряду Фур’є

y(x) =
∞∑

m=0

(

Am cosmx+Bm sinmx
)

i отримаємо пiсля пiдстановки в рiвняння певнi рекурентнi спiв-
вiдношення мiж коефiцiєнтами Am i Bm, тодi можна довести, що

17Див. наприклад, Справочник по специальным функциям / Под ред.
М. Абрамовица и И. Стиган. — Москва : Наука, 1979. — Гл. 20.
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власнi значення an i bn є коренями таких рiвнянь, записаних через
так званi ланцюговi дроби:

a2n : V0 −
2

V2 −
1

V4 −
1

V6 − . . .

= 0;

a2n+1 : V1 − 1− 1

V3 −
1

V5 −
1

V7 − . . .

= 0;

b2n : V2 −
2

V4 −
1

V6 −
1

V8 − . . .

= 0;

b2n+1 : V1 + 1− 1

V3 −
1

V5 −
1

V7 − . . .

= 0;

де Vm = (a−m2)/q.
У разi малих значень параметра q розклади функцiй sen(q, x),

cen(q, x) у ряд мають вигляд

ce0(x, q) =
1√
2
− q

2
√
2
cos 2x+ . . . , (V.156)

ce1(x, q) = cos x− 1

8
cos 3x+ . . . , (V.157)

se1(x, q) = sinx− 1

8
sin 3x+ . . . , (V.158)

cen(x, q) = cosnx− q

[
cos(n+ 2)x

4(n+ 1)
− cos(n− 2)x

4(n − 1)

]

+ . . . , (V.159)

sen(x, q) = sinnx− q

[
sin(n+ 2)x

4(n+ 1)
− sin(n− 2)x

4(n − 1)

]

+ . . . (V.160)

(n ≥ 2).
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-1

0

1

 
 
 
 
 
 

q = 0 (cosx)

q = 1/2
q = 1

q = 2

q = 5

q = 10

0 π 2π

Рис. V.15. Функцiя ce1(q, x).

На рис. V.15 зображено залежнiсть функцiї ce1(q, x) для рi-
зних q порiвняно з функцiєю cos x.

§ 8.* Гiпергеометрична функцiя

Найзагальнiший вигляд цiєї функцiї можна записати як гiпер-
геометричний ряд :

nFm(a1, . . . , an; b1, . . . , bm; z) =

∞∑

k=0

(a1)k . . . (an)k
(b1)k . . . (bm)k

zk

k!
, (V.161)

де (a)k — символ Похгаммера (V.8):

(a)k = a(a+ 1) . . . (a+ k − 1) = Γ(a+ k)/Γ(a).

Ця функцiя задовольняє таке диференцiальне рiвняння:
(

d

dz

m∏

k=1

(

z
d

dz
+ bk − 1

)

−
n∏

k=1

(

z
d

dz
+ ak

))

w(z) = 0. (V.162)
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У фiзичних задачах найчастiше виникає гiпергеометрична
функцiя (Ґаусса), що вiдповiдає n = 2, m = 1:

2F1(a, b; c; z) ≡ F (a, b; c; z) =

∞∑

k=0

(a)k(b)k
(c)k

zk

k!
. (V.163)

Вона задовольняє таке диференцiальне рiвняння другого поряд-
ку:

z(1− z)
d2F (z)

dz2
+
(

c− (a+ b+ 1)z
)dF (z)

dz
+ abF (z) = 0. (V.164)

Для 2F1(a, b; c; z) справджується таке iнтеґральне зображення:

2F1(a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c − b)

1∫

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− tz)−a dt

(Re c > Re b > 0). (V.165)

Часткове значення

2F1(a, b; c; 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c − b)
, (V.166)

c 6= 0,−1,−2, . . . , Re(c− a− b) > 0.

Iншi частковi випадки гiпергеометричної функцiї:

0F1(; a; z) =

∞∑

k=0

1

(a)k

zk

k!
. (V.167)

Вироджена гiпергеометрична функцiя (Куммера18):

1F1(a; b; z) ≡ F (a; b; z) =
∞∑

k=0

(a)k
(b)k

zk

k!
. (V.168)

Елементарнi функцiї, як i бiльшiть спецiальних, можна за-
писати як частковi випадки гiпергеометричного ряду. Зокрема,
18Ернст Едуард Куммер (Ernst Eduard Kummer, 1810–1893) — нiмецький
математик.
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справджуються такi зображення через вироджену гiпергеометри-
чну функцiю:

H2n(z) = (−1)n
(2n)!

n!
F

(

−n; 1
2
; z2
)

,

H2n+1(z) = (−1)n
(2n + 1)!

n!
2z F

(

−n; 3
2
; z2
)

,

Lαn(z) =
(α + 1)n

n!
F (−n;α+ 1; z) ,

Jν(z) =
(z

2

)ν e−iz

Γ(ν + 1)
F

(

ν +
1

2
; 2ν + 1; 2iz

)

, ν > −1

2
.

Гiпергеометрична функцiя Аппеля19 — функцiя двох змiн-
них:

F1(a; b1, b2; c;x, y) =

∞∑

m=0

∞∑

n=0

(a)m+n(b1)m(b2)n
m!n! (c)m+n

xm yn. (V.169)

Через цю функцiю, наприклад, виражають такий iнтеґрал:

1∫

0

xm(x+ a)n(bx+ c)k dx = (V.170)

=
an ck

1 +m
x1+m F1

(

1 +m,−n,−k, 2 +m,−x
a
,−bx

c

)

.

§ 9.* Елiптичнi функцiї

Розглянемо функцiї, якi мають таку властивiсть:

f(z + 2mω1 + 2nω2) = f(z), (V.171)

де m,n — цiлi числа, ω1, ω2 — деякi комплекснi константи, а вiдно-
шення τ = ω1/ω2 має ненульову уявну частину (для визначеностi
додатну):

Im
ω1

ω2
> 0. (V.172)

19Поль Аппель (Paul Émile Appell, 1855–1930) — французький математик.
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Справдi, якщо τ буде дiйсним рацiональним числом, то f(z) буде
звичайною перiодичною функцiєю, а якщо τ не є рацiональним
числом, то f(z) зводиться до константи.

Властивiсть (V.171) нагадує звичайне означення перiодичної
функцiї, однак у цьому випадку функцiя f(z) є перiодичною у
двох напрямах (двоперiодичною).

Рис. V.16. Фундаментальний паралелограм.

Мероморфну двоперiодичну функцiю називають елiптич-
ною функцiєю (змiст цiєї назви стане зрозумiлим пiзнiше). Ве-
личини 2ω1, 2ω2 називають примiтивними перiодами функцiї
f(z), якщо будь-який її перiод ω, тобто таке число, що f(z+ω) =

= f(z), можна записати у виглядi ω = 2mω1 + 2nω2, де m,n —
цiлi числа. Зазначимо, що теорема Якобi доводить неможли-
вiсть iснування функцiй з n > 3 примiтивними перiодами, а випа-
док n = 2 можливий лише за умови, що вiдношення примiтивних
перiодiв не є дiйсною величиною.

Завдяки властивостi перiодичностi (V.171) аналiз функцiї f(z)
у всiй комплекснiй площинi можна звести до так званого фунда-
ментального паралелограма або паралелограма перiодiв з
вершинами в точках c, c + 2ω1, c + 2ω2, c + 2ω1 + 2ω2, де c — до-
вiльна точка. У цьому разi до фундаментального паралелограма
зачисляють лише тi сторони, якi сходяться у вершинi c (рис. V.16).

Кiлькiсть полюсiв елiптичної функцiї (з урахуванням кратно-
стi) у фундаментальному паралелограмi називають порядком
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елiптичної функцiї . Можна довести, що мiнiмальний порядок
дорiвнює двом. Тому найпростiшими елiптичними функцiями є
тi, що мають у фундаментальному паралелограмi 1) один полюс
другого порядку або 2) два полюси першого порядку.

9.1. ℘-функцiя Веєрштрасса

До елiптичних функцiй першого типу належить функцiя Веєр-
штрасса ℘(z) (читають “пе” — це стилiзована латинська лiтера
P ):

℘(z;ω1, ω2) = (V.173)

=
1

z2
+
∑

m,n

′
[

1

(z − 2mω1 − 2nω2)2
− 1

(2mω1 + 2nω2)2

]

,

де штрих бiля знака суми означає вилучення доданка з m = n = 0.
Функцiя ℘(z) є парною i має полюси другого порядку в точках

2mω1 + 2nω2. Її розклад у ряд в околi точки z = 0 має вигляд

℘(z) =
1

z2
+
g2
20
u2 +

g3
28
u3 + . . . , (V.174)

де так званi iнварiанти

g2 = 60
∑

m,n

′ 1

(2mω1 + 2nω2)4
,

g3 = 140
∑

m,n

′ 1

(2mω1 + 2nω2)6
. (V.175)

Цi величини однозначно задають функцiю ℘ = ℘(z; g2, g3).
Функцiя Веєрштрасса задовольняє таке (нелiнiйне) диферен-

цiальне рiвняння:
[
℘′(z)

]2
= 4 [℘(z)]3 − g2℘(z)− g3, (V.176)

тобто, iншими словами, вона є розв’язком (iнтеґралом) рiвняння

y′2 = 4y3 − g2y − g3 (V.177)
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або

z =

∞∫

℘(z)

dt
√

4t3 − g2t− g3
. (V.178)

Рiвняння (V.176) дає змогу виразити всi похiднi функцiї ℘(z)
через ℘(z) i ℘′(z):

℘′′ = 6℘2 − g2
2
,

℘′′′ = 12℘℘′

℘(IV) = 120℘3 − 18g2℘− 12g3

. . .

Можна довести, що будь-яку елiптичну функцiю f(z) виража-
ють через ℘ i ℘′:

f(z) = R1(℘) +R2(℘)℘
′,

де R1, R2 — рацiональнi функцiї.

9.2. Елiптичнi iнтеґрали

Елiптичним iнтеґралом називають iнтеґрал вигляду
∫

R(z, w) dz, (V.179)

де R — рацiональна функцiя своїх арґументiв; w — полiном тре-
тього або четвертого степеня, який не має кратних коренiв:

w2 = a4z
4 + 4a3z

3 + 6a2z
2 + 4a1z + a0. (V.180)

Однiєю з найпростiших задач, у якiй виникає iнтеґрал типу
(V.179), є задача про знаходження довжини дуги елiпса. Саме з
цим i пов’язанi назви “елiптичнi iнтеґрали”, “елiптичнi функцiї”.

Нехай елiпс задано параметричними рiвняннями

x = a sin t, y = b cos t.
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Диференцiал довжини дуги

dℓ2 = dx2 + dy2 =
(
a2 cos2 t+ b2 sin2 t

)
dt2 = a2

(
1− k2 sin2 t

)
dt2,

де
k2 =

a2 − b2

a2
.

Iнтеґрал
L =

∫

dℓ = a

∫ √

1− k2 sin2 t dt (V.181)

не виразити через елементарнi функцiї. Замiною змiнної z = sin t

його зводять до вигляду
∫ √

1− k2 sin2 t dt =

∫ √

1− k2z2

1− z2
dz =

∫
1− k2z2

√

(1− z2)(1− k2z2)
dz,

що є частковим випадком (V.179).
У загальному випадку iнтеґрал (V.179) можна звести до ви-

гляду
∫

R̃(x,
√

4x3 − g2x− g3 ) dx (V.182)

де R̃ — також рацiональна функцiя своїх арґументiв.
До канонiчної форми

4x3 − g2 − g3 (V.183)

полiном четвертого степеня (V.180) зводять за допомогою пере-
творення

z = α+
w′(α)

4

[

x− 1

24
w′′(α)

] , (V.184)

де α — один з коренiв w(z). У цьому разi

g2 = a0a4 − 4a1a3 + 3a22, (V.185)

g3 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a0 a1 a2
a1 a2 a3
a2 a3 a4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

. (V.186)
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У загальному випадку (V.182) виражають через деяку рацiональ-
ну функцiю вiд x i

w =
√

4x3 − g2x− g3,

а також такi три типи елiптичних iнтеґралiв:

z =

∫
dx

w
(V.187)

— елiптичний iнтеґрал першого роду ,

∫
x dx

w
(V.188)

— елiптичний iнтеґрал другого роду ,

1

2

∫
w + w0

x− x0

dx

w
(V.189)

— елiптичний iнтеґрал третього роду .

Пригадуючи (V.178), бачимо, що оберненою до першого iнте-
ґрала буде функцiя Веєрштрасса: x = ℘(z), тому нескладно дове-
сти, що w = ℘′(z). Величини, вiдповiдно, w0 = ℘′(a), x0 = ℘(a), де
a — деяка константа.

Обчислюючи довжину дуги елiпса, ми звели задачу до iншого
вигляду запису елiптичних iнтеґралiв. Далi ми розглянемо такi
три функцiї: елiптичний iнтеґрал першого роду

F (ϕ; k) =

ϕ∫

0

dθ
√

1− k2 sin2 θ
, (V.190)

елiптичний iнтеґрал другого роду

E(ϕ; k) =

ϕ∫

0

√

1− k2 sin2 θ dθ, (V.191)
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елiптичний iнтеґрал третього роду

Π(ϕ; k, c) =

ϕ∫

0

dθ

(1− c sin2 θ)
√

1− k2 sin2 θ
. (V.192)

Величину k називають елiптичним модулем , m = k2 — пара-
метром , а c — характеристикою. Елiптичний модуль задо-
вольняє умову 0 < k2 < 1, граничнi значення вiдповiдають виро-
дженим випадкам, коли елiптичнi iнтеґрали зводяться до елемен-
тарних функцiй.

У позначеннях елiптичних iнтеґралiв також використовують
модулярний кут α: sinα = k, причому в цьому разi арґументи
роздiляють знаком \:

F (ϕ\α) = F (ϕ; sinα) = F (ϕ; k).

Якщо в наведених означеннях ϕ = π/2, то вiдповiднi iнтеґрали
називають повними .
Повний елiптичний iнтеґрал першого роду

K(k) =

π/2∫

0

dθ
√

1− k2 sin2 θ
=

1∫

0

dz
√

(1− z2)(1− k2z2)
. (V.193)

Повний елiптичний iнтеґрал другого роду

E(k) =

π/2∫

0

√

1− k2 sin2 θ dθ =

1∫

0

√

1− k2z2

1− z2
dz. (V.194)

Повний елiптичний iнтеґрал третього роду

Π(c, k) =

π/2∫

0

dθ

(1− c sin2 θ)
√

1− k2 sin2 θ
. (V.195)

Якщо елiптичнi iнтеґрали записано через sin2 θ, то це форма
Лежандра . Запис, аналогiчний до другої рiвностi у формулах
(V.193), (V.194), називають формою Якобi .
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9.3. Функцiї Якобi

Оберненi до елiптичних iнтеґралiв елiптичнi функцiї Якобi
визначають так:

z = F (ϕ; k) =

ϕ∫

0

dθ
√

1− k2 sin2 θ
⇒ ϕ = am z (V.196)

— амплiтуда z,

sn z = sin(am z) (V.197)

— синус амплiтуди z, а також cn z (косинус амплiтуди) i
dn z (дельта амплiтуди):

cn z = cos(am z) =
√

1− sn2z, (V.198)

dn z = ∆(k, am z) =
√

1− k2 sn2z. (V.199)

Цi функцiї залежать вiд двох змiнних (z i k), однак параметр k

явно, як зазвичай, не пишуть.

Рис. V.17. Фундаментальнi паралелограми для функцiй Якобi.
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Елiптичнi функцiї Якобi належать до другого типу елiптичних
функцiй, визначеного у вступнiй частинi, тобто у фундаменталь-
ному паралелограмi вони мають два полюси першого порядку.

У граничних випадках (k = 0 i k = 1) отримують тригономе-
тричнi й гiперболiчнi функцiї:

sn (z, 0) = sin z, cn (z, 1) =
1

ch z
, dn (z, 0) = 1,

sn (z, 1) = th z, cn (z, 0) = cos z, dn (z, 1) =
1

ch z
.

Перiоди елiптичних функцiй Якобi визначають модуль k i до-
повняльний модуль k′ =

√

1− k2. Позначимо K = K(k) i
K ′ = K(k′). Примiтивними перiодами функцiї sn z є 4K, 2iK ′;
функцiї cn z — 4K, 2K + 2iK ′; функцiї dn z — 2K, 4iK ′. Фун-
даментальнi паралелограми цих функцiй для заданого k мають
однаковi площi (рис. V.17).

§ 10.* Деякi функцiї, якi трапляються

у фiзичних задачах

10.1. Функцiя (iнтеґрал) помилок. Iнтеґрали
Френеля

Задачi теорiї ймовiрностей i статистики, пов’язанi з використан-
ням нормального розподiлу , часто потребують уведення фун-
кцiї (iнтеґрала) помилок :

erf(x) =
2√
π

x∫

0

e−t
2
dt, (V.200)

для зручностi використовують також додаткову функцiю по-
милок :

erfc(x) = 1− erf(x) =
2√
π

∞∫

x

e−t
2
dt. (V.201)
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Розв’язування деяких оптичних задач, що стосуються теорiї
дифракцiї, приводить до iнтеґралiв Френеля20

C(x) =

x∫

0

cos
(π

2
t2
)

dt, (V.202)

S(x) =

x∫

0

sin
(π

2
t2
)

dt, (V.203)

якi не можна виразити через елементарнi функцiї. Графiки цих
функцiй показано на рис. V.18.

0 1 2 3 4 5

0

1

2

1

x

 S(x)

 C(x)

Рис. V.18. Iнтеґрали Френеля.

10.2. Iнтеґральнi функцiї

Iнтеґрування виразiв, що мiстять добутки обернених степенiв змiн-
ної на тригонометричнi функцiї або експоненту, не можна вико-
нати в елементарних функцiях. У таких випадках уводять iнте-
ґральнi функцiї . Розглянемо далi їхнi традицiйнi означення.

20Оґюстен-Жан Френель (Augustin-Jean Fresnel, 1788–1827) — французь-
кий фiзик.
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Iнтеґральний синус

Si(x) =

x∫

0

sin t

t
dt. (V.204)

(рис. V.19). Наприклад, знайдемо значення цiєї функцiї на безме-
жностi.

0 5 10 15 20
-1

0

1

2

2
π

x

x

x Si( )

 Ci( )

Рис. V.19. Iнтеґральнi синус i косинус.

З урахуванням парностi пiдiнтеґральної функцiї запишемо низ-
ку простих перетворень:

Si(∞) =

∞∫

0

sin t

t
dt =

1

2

∞∫

−∞

sin t

t
dt =

1

2
Im

∞∫

−∞

eit

t
dt.

Замикаючи дiйсну вiсь пiвколом у верхнiй пiвплощинi i врахо-
вуючи, що полюс пiдiнтеґральної функцiї потрапляє на границю
контуру, отримаємо

Si(∞) =
1

2
Im

(

πi res
z=0

eiz

z

)

=
π

2
.
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Подiбно до iнтеґрального синуса вводять iнтеґральний ко-
синус

Ci(x) = −
∞∫

x

cos t

t
dt (V.205)

(рис. V.19), а також iнтеґральнi показниковi функцiї

Ei(x) = −P
∞∫

−x

e−t

t
dt =

x∫

−∞

et

t
dt (x > 0), (V.206)

En(z) =

∞∫

1

e−zt

tn
dt, n = 0, 1, 2, . . . , Re z > 0. (V.207)

Iз функцiєю Ei(x) пов’язаний iнтеґральний логарифм

li(x) = P

x∫

0

1

ln t
dt, x > 1, (V.208)

який задовольняє спiввiдношення li(z) = Ei(ln z).

10.3. Полiноми i числа Бернуллi

Полiноми Бернуллi21 Bn(x) ґенерує твiрна функцiя

text

et − 1
=

∞∑

n=0

Bn(x)
tn

n!
. (V.209)

Значення цих полiномiв у точцi x = 0 називають числами Бер-
нуллi

Bn = Bn(0), n = 0, 1, 2, . . . , (V.210)

B0 = 1, B1 = −1

2
, B2 =

1

6
, B4 = − 1

30
, B6 =

1

42
,

B8 = − 1

30
, B10 =

5

66
, . . . ; B2k+1 = 0, k = 1, 2, 3, . . . .

21Якоб Бернуллi (Jacob Bernoulli, 1654–1705) — швейцарський математик.
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Через числа Бернуллi визначають коефiцiєнти ряду Тейлора
для тригонометричних i гiперболiчних функцiй танґенса й котан-
ґенса. Вони також входять у формулу Ейлера–Маклорена для
переходу вiд дискретної суми до iнтеґрала:

b∑

n=a

f(n) ≈
b∫

a

f(t) dt+
1

2

[

f(b) + f(a)
]

+

+

∞∑

k=1

B2k

(2k)!

[

f (2k−1)(b)− f (2k−1)(a)
]

. (V.211)

10.4. Дзета-функцiя Рiмана та її узагальнення

Дзета-функцiя Рiмана — одна з важливих спецiальних фун-
кцiй, якi застосовують у математицi (зокрема, у теорiї чисел), а
також у фiзичних задачах, пов’язаних, наприклад, iз квантовими
розподiлами Бозе–Айнштайна22 i Фермi–Дiрака23 .

Вихiдним є означення у виглядi суми обернених степенiв:

ζ(s) =

∞∑

n=1

1

ns
, Re s > 1. (V.212)

Подальший виклад буде ґрунтуватися переважно на ориґiналь-
нiй працi Рiмана24. Використовуючи iнтеґральне зображення Ей-
лера для Γ-функцiї (V.1) у виглядi

∞∫

0

ts−1 e−nt dt =
Γ(s)

ns

22Сат’єндранат Бозе (Satyendra Nath Bose, , 1894–1974),
— iндiйський (бенґальський) фiзик; Альберт Айнштайн (Albert Einstein,
1879–1955) — фiзик-теоретик.
23Енрiко Фермi (Enrico Fermi, 1901–1954) — iталiйський фiзик.
24Riemann B., Monatsberichte der Königlichen Preuß. Akademie der Wissen-
schaften zu Berlin, November 1859, S. 671–680.
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i пiдсумовуючи цю рiвнiсть за n, отримаємо

∞∑

n=1

∞∫

0

ts−1 e−nt dt =
∞∑

n=1

Γ(s)

ns
,

або, пiдсумовуючи геометричну проґресiю

∞∫

0

ts−1

[
1

1− e−t
− 1

]

dt = Γ(s)ζ(s),

остаточно будемо мати таке iнтеґральне зображення ζ-функцiї:

Γ(s)ζ(s) =

∞∫

0

ts−1

et − 1
dt, Re s > 1. (V.213)

Далi розглянемо iнтеґрал

∮

C

(−t)s−1

et − 1
dt,

де контур C починається в точцi +∞ на дiйснiй осi, обходить
початок координат у додатному напрямi й повертається у точку
+∞. У цьому разi особливi точки пiдiнтеґральної функцiї, за ви-
нятком нуля, тобто ±2πni, n = 1, 2, 3 . . ., не повиннi потрапити
всередину контуру (рис. V.20,a). Багатозначну функцiю (−t)s−1

розумiтимемо в сенсi головного значення.

∮

C

(−t)s−1

et − 1
dt =

0∫

+∞

(
e−iπt

)s−1

et − 1
dt+

+∞∫

0

(
eiπt

)s−1

et − 1
dt

=

+∞∫

0

(
eiπt

)s−1 −
(
e−iπt

)s−1

et − 1
dt = −2i sinπs

+∞∫

0

ts−1

et − 1
dt,
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а б

Рис. V.20. Контури iнтеґрувань для ζ-функцiї.

Отже, маємо зображення ζ-функцiї у виглядi контурного iнтеґра-
ла

2Γ(s)ζ(s) sin πs = i

∮

C

(−t)s−1

et − 1
dt, (V.214)

або

ζ(s) = −Γ(1− s)

2πi

∮

C

(−t)s−1

et − 1
dt. (V.215)

Якщо s — цiле, s 6 0, то

ζ(s) = −Γ(1− s)

2πi
(−1)s−1

∮

C

ts−1

et − 1
dt = (−1)sΓ(1− s) res

z=0

zs−1

ez − 1
.

Використаємо формулу (V.210), отримаємо

ζ(s) = (−1)sΓ(1− s) res
z=0

zs−2 z

ez − 1
=

= (−1)sΓ(1− s) res
z=0

∞∑

k=0

Bk
k!
zk+s−2.



§ 10.* Деякi функцiї, якi трапляються у фiзичних задачах 355

Лишок (коефiцiєнт бiля
1

z
) матимемо при k = 1− s:

ζ(s) = (−1)sΓ(1− s)
B1−s

(1− s)!
,

або остаточно

ζ(s) = (−1)s
B1−s
(1− s)

, s = 0,−1,−2, . . . . (V.216)

Коли s — парне (але не нуль), то вiдповiдне число Бернуллi дорiв-
нює нулю й отримуємо так званi тривiальнi нулi . Iншi значення
такi:

ζ(0) = B1 = −1

2
, ζ(−1) = −B2

2
= − 1

12
.

Теорема. Дзета-функцiя Рiмана є аналiтичною в усiй ком-
плекснiй площинi, за винятком точки s = 1, де вона має простий
полюс iз лишком 1.

Для доведення цього твердження розiб’ємо iнтеґрал у формулi
(V.213) на два (пам’ятаймо, що Re s > 1):

Γ(s)ζ(s) =

∞∫

0

ts−1

et − 1
dt =

1∫

0

ts−1

et − 1
dt+

∞∫

1

ts−1

et − 1
dt. (V.217)

Очевидно, що другий iнтеґрал не має особливостей для всiх s,
тобто вiн є цiлою функцiєю, яку далi позначатимемо f(s). Легко
побачити, що функцiя 1/(et − 1) має в точцi t = 0 простий полюс
i розкладається в ряд так:

1

et − 1
=

1

t
+ g(t),

де g(t) є мероморфною функцiєю з полюсами першого порядку в
точках 2mπi, m = ±1,±2 . . .. Тому для |t| < 2π матимемо ряд

1

et − 1
=

1

t
+

∞∑

n=0

gnt
n.
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Для першого iнтеґрала у формулi (V.217)

1∫

0

ts−1

et − 1
dt =

1∫

0

ts−2 dt+

1∫

0

( ∞∑

n=0

gnt
s+n−1

)

dt

=
1

s− 1
+

∞∑

n=0

gn

1∫

0

ts+n−1 dt =
1

s− 1
+

∞∑

n=0

gn
s+ n

.

Отже,

Γ(s)ζ(s) = f(s) +
1

s− 1
+

∞∑

n=0

gn
s+ n

. (V.218)

Оскiльки Γ(s) має в точках s = 0,−1,−2, . . . простi полюси, а
отже, 1/Γ(s) має у цих точках простi нулi, то ζ(s) має при s =

0,−1,−2, . . . усувнi особливостi. З того ж, що Γ(1) = 1, випливає
твердження теореми про полюс у точцi s = 1 з лишком 1.

Якщо Re s < 0, то, замiсть обчислювати iнтеґрал за контуром
C, можна розглянути протилежно орiєнтований контур C−, що
охоплює особливi точки (полюси першого порядку) пiдiнтеґраль-
ної функцiї 2πni, n 6= 0 (див. рис. V.20.б). За теоремою Кошi про
лишки (пам’ятаймо про протилежний знак!):

∮

C−

(−t)s−1

et − 1
dt = −2πi

∑

n

res
z=2πni

(−z)s−1

ez − 1
= −2πi

∑

n

(−2πni)s−1 =

= −(2π)si
∞∑

n=1

[
is−1

n1−s
+

(−i)s−1

n1−s

]

= −(2π)si

[
is

i
+

(−i)s
−i

]

ζ(1− s) = −(2π)s2i sin
πs

2
ζ(1− s).

З урахуванням (V.214) отримаємо

Γ(s)ζ(s) sinπs = (2π)s sin
πs

2
ζ(1− s)
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або, враховуючи властивiсть Γ-функцiї (V.10), маємо одне з фун-
кцiональних рiвнянь для ζ-функцiї:

ζ(s) = 2sπs−1 sin
πs

2
Γ(1− s)ζ(1− s). (V.219)

Далi, за допомогою тiєї ж властивостi,

ζ(s) = (2π)s
Γ(1− s)

Γ
(
s
2

)
Γ
(
1− s

2

)ζ(1− s).

Помiчаючи, що 1− s = 2
1− s

2
i 1− s

2
=

1− s

2
+

1

2
, застосуємо тут

формулу подвоєння для Γ-функцiї (V.14) i помножимо ще отри-
ману рiвнiсть злiва i справа на π−s/2:

π−s/2Γ
(s

2

)

ζ(s) = 2sπs/22−sπ−1/2Γ

(
1− s

2

)

ζ(1− s),

або

π−s/2Γ
(s

2

)

ζ(s) = π−(1−s)/2Γ

(
1− s

2

)

ζ(1− s), (V.220)

тобто функцiя π−s/2Γ
(s

2

)

ζ(s) симетрична щодо замiни s на (1− s)

(формула вiдбивання для дзета-функцiї). За допомогою цiєї
формули з (V.216) зокрема матимемо

ζ(2) =
π2

6
.

Тут зазначимо, що з рiвняння (V.219) вiдразу видно тривiальнi
нулi ζ-функцiї у точках s = −2,−4,−6, . . . . Згiдно з гiпотезою
Рiмана , усi нетривiальнi нулi ζ-функцiї лежать на прямiй

Re s =
1

2
(так звана критична пряма). Рiвняння (V.219) також

засвiдчує, що такi нетривiальнi нулi є симетричними вiдносно дiй-
сної осi (рис. V.21).

Гiпотеза Рiмана про нулi ζ-функцiї досi не доведена, хоча її
правильнiсть сьогоднi перевiрено для кiлькох трильйонiв нулiв.
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Це твердження є надзвичайно важливим у тих питаннях теорiї
чисел, якi стосуються закономiрностей розподiлу простих чисел.

Свого часу Ейлер довiв, що суму (V.212) можна довести також
як такий добуток:

ζ(s) =
∏

p

1

1− p−s
, Re s > 1, (V.221)

де p означає всi простi числа, p = 2, 3, 5, 7, 11, . . . .

Еквiвалентнiсть означень (V.212) i (V.221) можна показати
так. Оскiльки величина p−s завжди менша вiд одиницi, то має-
мо пiд знаком добутку суму геометричної проґресiї:

ζ(s) =
∏

p

1

1− p−s
=

=
(
1 + 2−s + 2−2s + 2−3s + . . .

) (
1 + 3−s + 3−2s + 3−3s + . . .

)
×

×
(
1 + 5−s + 5−2s + . . .

) (
1 + 7−s + 7−2s + . . .

)
. . . =

= 1 + 2−s + 3−s + 2−2s + 5−s + 2−s3−s + 7−s + 2−3s + . . . =

=
∞∑

n=1

1

ns
,

остання рiвнiсть випливає з того, що кожне натуральне число мо-
жна розкласти на простi множники єдиним способом.

Узагальненнями суми типу (V.212) є полiлогарифм

Lis(z) =

∞∑

k=1

zk

ks
, (V.222)

узагальнена дзета-функцiя , або дзета-функцiя Гурвiца25:

ζ(s, a) =

∞∑

k=1

1

(k + a)s
, Re s > 1, Re a > 0, (V.223)

25Адольф Гурвiц (Adolf Hurwitz, 1859–1919) — нiмецький математик.
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трансцендент Лерха26:

Φ(z, s, a) =

∞∑

k=1

zk

(k + a)s
. (V.224)

Через полiлогарифм виражають, зокрема, iнтеґрали, що вини-
кають у разi обчислень у статистичнiй фiзицi, пов’язаних з кван-
товими розподiлами Фермi–Дiрака (верхнiй знак) i Бозе–Айнштай-
на (нижнiй знак):

∞∫

0

ts−1 dt

z−1et ± 1
= ∓Γ(s) Lis(∓z). (V.225)

Доведемо, як можна отримати цi результати на прикладi розпо-

26Матьяш Лерх (Mathias (Matyás) Lerch, 1860–1922) — чеський математик.
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дiлу Бозе–Айнштайна:
∞∫

0

ts−1 dt

z−1et − 1
= Γ(s) Lis(z).

Перетворимо пiдiнтеґральну функцiю так:

ts−1

z−1et − 1
=

ts−1

1− ze−t
1

z−1et
=
ze−tts−1

1− ze−t

= ze−tts−1
∞∑

k=0

(
ze−t

)k
= ts−1

∞∑

k=1

zke−kt.

Розписуючи суму геометричної проґресiї, ми скористалися тим,
що ze−t < 1. Пiдставимо результат перетворень в iнтеґрал, отри-
маємо очiкуване значення
∞∫

0

ts−1 dt

z−1et − 1
=

∞∑

k=1

zk
∞∫

0

ts−1e−kt dt =
∞∑

k=1

zk
1

ks
Γ(s) = Γ(s) Lis(z).

Функцiю Lis(z) у фiзицi часто називають функцiєю Бозе i
позначають gs(z).

З означення полiлогарифма видно його зв’язок iз ζ-функцiєю
Рiмана:

Lin(1) = ζ(n). (V.226)

Iнтеґрал (V.225), який вiдповiдає розподiловi Фермi–Дiрака, при
z = 1 зводиться до Lis(−1):

Lis(−1) =

∞∑

k=1

(−1)k

ks
.

Цю суму можна виразити через дзета-функцiю Рiмана:
∞∑

k=1

(−1)k

ks
+

∞∑

k=1

1

ks
= 2

∞∑

k=1

1

(2k)s
= 21−s

∞∑

k=1

1

ks
,

∞∑

k=1

(−1)k

ks
=
(
21−s − 1

)
ζ(s).



§ 11. Приклади застосування спецiальних функцiй 361

Тому
∞∫

0

ts−1 dt

et + 1
= (1− 21−s)Γ(s)ζ(s). (V.227)

У разi вiд’ємних значень nфункцiя Lin(x) зводиться до дробово-
рацiональної, зокрема,

Li−1(x) =
x

(1− x)2
.

Безпосередньо з означення (V.222) також легко довести, що

Li0(x) =
∞∑

k=1

xk =
x

1− x
,

Li1(x) =
∞∑

k=1

xk

k
= − ln(1− x)

— саме з останньою рiвнiстю i пов’язана назва “полiлогарифм”.

§ 11. Приклади застосування спецiальних

функцiй

11.1. Гармонiчний осцилятор

У квантовiй механiцi поведiнку частинки в полi потенцiальних сил
описує рiвняння Шрьодiнґера

i~
∂Ψ

∂t
= − ~

2

2µ
∆Ψ+ V (x, y, z, t)Ψ, (V.228)

де ~ — стала Планка; µ — маса частинки; V — її потенцiальна
енерґiя в силовому полi; Ψ = Ψ(x, y, z, t) — хвильова функцiя ;
∆ — оператор Лапласа.

Якщо потенцiал не залежить вiд часу, V = V (x, y, z), то мо-
жливi так званi стацiонарнi стани , що вiдповiдають заданiй
енерґiї E, тобто iснують розв’язки типу

Ψ(x, y, z, t) = e−
i
~
EtΨ0(x, y, z). (V.229)
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Пiдставимо цей вираз у рiвняння (V.228), отримаємо стацiонар-
не рiвняння Шрьодiнґера

∆Ψ0 +
2µ

~2
(E − V )Ψ0 = 0, (V.230)

де E — власне значення, яке треба знайти. Далi для спрощення
замiсть Ψ0 писатимемо Ψ:

∆Ψ+
2µ

~2
(E − V )Ψ = 0. (V.231)

Якщо зовнiшнього поля немає, V = 0, то рiвняння (V.231)
перепишемо так:

∆Ψ+
2µE

~2
Ψ = 0. (V.232)

Легко зауважити подiбнiсть цього рiвняння до хвильового рiвня-
ння класичної фiзики

∆Ψ+ k2Ψ = 0, (V.233)

де k =
ω

c
=

2π

λ
— хвильове число; λ — довжина хвилi.

Величина |Ψ(x, y, z)|2dx dy dz має змiст iмовiрностi перебуван-
ня частинки всерединi елементарного об’єму dx dy dz в точцi про-
стору з координатами (x, y, z). Тому на функцiю Ψ накладають
умову нормування

∫∫∫

|Ψ(x, y, z)|2dx dy dz = 1, (V.234)

де iнтеґрування вiдбувається по всьому доступному для частинки
простору, тобто сумарна ймовiрнiсть знайти частинку дорiвнює
одиницi.

Рiвняння Шрьодiнґера для одновимiрного гармонiчного осци-
лятора має вигляд

~
2

2µ

d2Ψ(x)

x2
+
[
E − V (x)

]
Ψ(x) = 0,
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де V (x) =
µω2

0
2 x2, ω0 — власна частота осцилятора.

Знайдемо спектр власних значень енерґiї E i вiдповiднi власнi
функцiї з рiвняння

Ψ′′ +
2µ

~2

(

E − µω2
0

2
x2
)

Ψ = 0 (V.235)

з додатковою умовою нормування
∞∫

−∞

|Ψ(x)|2 dx = 1. (V.236)

Уведемо позначення

λ =
2E

~ω0
, x0 =

√

~

µω0
, ξ =

x

x0
, (V.237)

для функцiї Ψ(ξ) одержимо рiвняння

d2Ψ

dξ2
+
(
λ− ξ2

)
Ψ = 0 (V.238)

з додатковою умовою нормування
∞∫

−∞

|Ψ(ξ)|2 dξ = 1

x0
. (V.239)

Розв’язком цiєї задачi (див. рiвняння (V.69)) будуть функцiї

Ψn(ξ) =
1√
x0

1

[2n n!
√
π ]

1/2
e−ξ

2/2Hn(ξ),

що вiдповiдають власним значенням

λn = 2n+ 1, n = 0, 1, 2, . . . .

Повернемось до попереднiх позначень, одержимо

Ψn(x) =
1√
x0

1

[2n n!
√
π ]

1/2
e
− 1

2

(

x
x0

)2

Hn

(
x

x0

)

, (V.240)

En = ~ω0

(

n+
1

2

)

, n = 0, 1, 2, . . . . (V.241)
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У класичнiй механiцi енерґiя гармонiчного осцилятора може набу-
вати неперервних значень. Як видно з (V.241), енерґiя квантового
гармонiчного осцилятора набуває лише дискретних значень En,
тобто квантується . Число n, що визначає номер квантового
рiвня, називають головним квантовим числом . У найнижчо-
му квантовому станi n = 0 енерґiя осцилятора вiдмiнна вiд нуля i
дорiвнює

E0 =
~ω0

2
.

11.2. Рух електрона в кулонiвському полi

Однiєю з важливих задач квантової механiки є задача про рух
електрона в кулонiвському полi ядра, тобто задача про спектр
атома водню i спектри атомiв з одним валентним електроном (во-
днеподiбних атомiв).

В атомi водню електрон перебуває в кулонiвському електро-
статичному полi ядра (протона), тому потенцiальна енерґiя
V (x, y, z)

V = −e
2

r
, (V.242)

де r =
√

x2 + y2 + z2 — вiдстань електрона вiд ядра; −e — заряд
електрона; +e — заряд ядра.

Рiвняння Шрьодiнґера в цьому випадку має вигляд

∆Ψ+
2µ

~2

(

E +
e2

r

)

Ψ = 0. (V.243)

Задача полягає в тому, щоб знайти такi значення E, для яких рiв-
няння (V.243) має розв’язок, який неперервний у всьому просторi
й який задовольняє умову нормування

∫∫∫

|Ψ(x, y, z)|2dx dy dz = 1. (V.244)
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Уведемо сферичну систему координат з початком у нерухомому
ядрi

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂Ψ

∂r

)

+
1

r2
∆θ,ϕΨ+

2µ

~2

(

E +
e2

r

)

Ψ = 0 (V.245)

i будемо шукати розв’язок у виглядi

Ψ(r, θ, ϕ) = χ(r)Yℓm(θ, ϕ). (V.246)

Вiзьмемо до уваги диференцiальне рiвняння для сферичних
функцiй Yℓm(θ, ϕ)

∆θ,ϕYℓm(θ, ϕ) + ℓ(ℓ+ 1)Yℓm(θ, ϕ) = 0,

одержимо

d2χ

dr2
+

2

r

dχ

dr
+

[
2µ

~2

(

E +
e2

r

)

− ℓ(ℓ+ 1)

r2

]

χ = 0. (V.247)

Уведемо величини

a =
~
2

µe2
, E0 =

µe4

~2
=
e2

a

i приймемо

ρ =
r

a
, ε =

E

E0
(ε < 0). (V.248)

Тодi рiвняння (V.247) перепишемо так

d2χ

dρ2
+

2

ρ

dχ

dρ
+

(

2ε +
2

ρ
− ℓ(ℓ+ 1)

ρ2

)

χ = 0. (V.249)

За допомогою пiдстановки

χ =
1√
ρ
y (V.250)

рiвняння (V.249) зведемо до вигляду

d2y

dρ2
+

1

ρ

dy

dρ
+

(

2ε+
2

ρ
− s2

4ρ2

)

y = 0, (V.251)
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де s = 2ℓ+ 1.
Якщо ввести нову незалежну змiнну

x = ρ
√
−8ε, (V.252)

то замiсть рiвняння (V.251) одержимо

xy′′ + y′ −
(
x

4
+
s2

4x

)

y + λy = 0 (V.253)

або

d

dx

(

x
dy

dx

)

−
(
x

4
+
s2

4x

)

y + λy = 0, (V.254)

де

λ =
1√
−2ε

, (V.255)

що збiгається з рiвнянням (V.84). Знайденi там власнi значення

λ = nr +
s+ 1

2
, (V.256)

а власнi функцiї вираженi через узагальненi полiноми Лаґерра:

ynr(x) = xs/2e−x/2Lsnr
(x). (V.257)

З урахуванням s = 2ℓ+ 1 одержимо

λ = nr + ℓ+ 1 = n (n = 1, 2, . . .). (V.258)

Цiле число n називають головним квантовим числом , nr —
радiальним квантовим числом , ℓ — орбiтальним кванто-
вим числом .

З формул (V.248), (V.255) i (V.258) отримаємо квантованi зна-
чення енерґiї

En = −2µe2

~2n2
. (V.259)
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Вони залежать лише вiд головного квантового числа n.
Тепер знайдемо власнi функцiї водневого атома, для цього по-

трiбно знати радiальнi функцiї χ(ρ). За допомогою формул (V.257),
(V.252), (V.250), (V.255), (V.256) можна написати

χnℓ(ρ) = An

(
2ρ

n

)ℓ

e−ρ/nL2ℓ+1
n−ℓ−1

(
2ρ

n

)

, (V.260)

де An — множник нормування, що визначають з умови

∞∫

0

ρ2χ2
nℓ(ρ) dρ = 1. (V.261)

Обчислимо An, одержимо такий вираз для нормованих радiаль-
них функцiй:

χnℓ(ρ) =

(
2

n

)3/2
√

(n− ℓ− 1)!

2n(n+ ℓ)!

(
2ρ

n

)ℓ

e−ρ/nL2ℓ+1
n−ℓ−1

(
2ρ

n

)

. (V.262)

I остаточно

Ψnℓm =

√

2ℓ+ 1

4π

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Yℓm(θ, ϕ)χnℓ(ρ). (V.263)

Числоm (m = 0.±1,±2, . . . ,±ℓ) називають магнiтним кван-
товим числом . Оскiльки nr завжди додатне (nr = 0, 1, 2, . . .),
то для заданого n, згiдно з формулою

n = nr + ℓ+ 1

квантове число ℓ не може бути бiльшим вiд n−1 (ℓ = 0, 1, 2, . . . , n−
1). Тому за певного значення головного квантового числа n число
ℓ може набувати n значень ℓ = 0, 1, 2, . . . , n − 1, кожному з яких
вiдповiдає 2ℓ+ 1 значення m. Звiдси випливає, що заданому зна-
ченню енерґiї En, тобто заданому значенню n вiдповiдає

n−1∑

ℓ=0

(2ℓ+ 1) = 1 + 3 + 5 + . . . + (2n− 1) = n2
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рiзних власних функцiй. Отже, кожен рiвень енерґiї має виродже-
ння кратностi n2.

Iншою характерною рисою розглянутої задачi для рiвняння
Шрьодiнґера є iснування неперервного спектра додатних власних
значень (будь-яке додатне число E є власним значенням рiвняння
(V.243)). У цьому випадку електрон уже не зв’язаний з ядром,
однак усе ще перебуває в його полi (йонiзований атом водню).

11.3. Плоский математичний маятник

Розглянемо плоский маятник масою m i довжиною ℓ, що перебу-
ває в полi тяжiння g (рис. V.22). Лаґранжiан системи

L = T − U =
m(ẋ2 + ẏ2)

2
−mgy (V.264)

можна записати через кут вiдхилення маятника вiд вертикалi ϕ
(x = ℓ sinϕ, y = −ℓ cosϕ):

L = mℓ2ϕ̇2 +mgℓ cosϕ.

Рiвняння руху (рiвняння Лаґранжа другого роду)

d

dt

(
∂L

∂ϕ̇

)

− ∂L

∂ϕ
= 0 (V.265)

матиме вигляд

mℓ2ϕ̈+mgℓ sinϕ = 0, (V.266)

або

ϕ̈+ ω2 sinϕ = 0, де ω =

√
g

ℓ
. (V.267)

Ми не будемо обмежуватися випадком малих значень кута вiдхи-
лення, коли sinϕ ≃ ϕ.
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Рис. V.22. Плоский математичний маятник.

Домножимо обидвi частини рiвняння (V.267) на ϕ̇ та проiнте-
ґруємо один раз за часом t, отримаємо

ϕ̇2

2
− ω2 cosϕ = −ω2 cosϕ0, (V.268)

де у сталiй iнтеґрування ϕ0 = ϕ(0) (для зручностi виберемо поча-
тковим момент часу t = 0, коли маятник перебуває у крайньому
положеннi, тобто швидкiсть ϕ̇ = 0).

Пiсля роздiлення змiнних отримаємо

√
2ω dt =

dϕ√
cosϕ− cosϕ0

(V.269)

i

√
2ω

t∫

t0

dt′ =

ϕ∫

0

dϕ′
√
cosϕ′ − cosϕ0

. (V.270)

Далi перейдемо до половинних кутiв, 2 sin2
ϕ

2
= 1− cosϕ,

2ω(t− t0) =

ϕ∫

0

dϕ′
√

sin2
ϕ0

2
− sin2

ϕ′

2

. (V.271)
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Пiсля замiни змiнних

sin
ϕ′

2
= z sin

ϕ0

2
(V.272)

отримаємо

ωt =

Z∫

0

dz
√

(1− z2)(1− k2z2)
, де k = sin

ϕ0

2
, Z =

1

k
sin

ϕ

2
.

Цей iнтеґрал є елiптичним iнтеґралом першого роду:

ω(t− t0) = F (Z; k). (V.273)

Оберненою до F є функцiя Якобi sn:

sin
ϕ

2
= sin

ϕ0

2
sn
(

ω(t− t0); sin
ϕ0

2

)

. (V.274)

Отже, ми отримали розв’язок ϕ рiвняння (V.266) як функцiю часу
t. Функцiя sn має дiйсний перiод 4K(k), тому ϕ буде перiодичною
функцiєю з перiодом 4K(k)/ω.

Розглянемо далi випадок, коли точка пiдвiсу маятника вико-
нує вертикальнi коливання за законом A cos Ωt. Тодi координата
y = −ℓ cosϕ + A cos Ωt, а лаґранжiан пiсля вилучення повної по-
хiдної за часом матиме вигляд

L = mℓ2ϕ̇2 +mgℓ cosϕ+mAΩ2ℓ cos Ωt cosϕ. (V.275)

Рiвняння (V.265) можна записати у виглядi

ϕ̈+

[
g

ℓ
+
AΩ2

ℓ
cos Ωt

]

sinϕ = 0. (V.276)

Для малих кутiв sinϕ ≃ ϕ пiсля замiни змiнної Ωt = 2x матимемо

ϕ′′(x) +

[
4

Ω2

g

ℓ
+ 2

2A

ℓ
cos 2x

]

ϕ(x) = 0, (V.277)

що збiгається з рiвнянням (V.154) для функцiї Матьє з такими
значеннями параметрiв:

a =
4

Ω2

g

ℓ
=

4ω2

Ω2
, q = −2A

ℓ
.



Роздiл VI.

Елементи варiацiйного

числення

§ 1. Поняття функцiонала. Неперервнiсть

функцiонала

У математицi й фiзицi часто трапляються змiннi величини, якi
називають функцiоналами . Пiд таким термiном розумiють, за-
галом, способи, правила чи рецепти, згiдно з якими функцiям з
деякого класу поставлено у вiдповiднiсть числа, тобто функцiо-
нал вiдображає деяку множину функцiй {f(x)} на певну число-
ву множину1. Функцiонали позначатимемо J [y]. Нагадаємо, що
функцiя — це вiдображення мiж двома числовими множинами
(якi можуть збiгатися). Натомiсть оператор вiдображає множи-
ну функцiй у множину функцiй (наприклад, оператор диферен-
цiювання). Порiвняння понять функцiї, функцiонала й оператора
схематично зображено на рис.VI.1.

Нижче наведемо деякi приклади функцiоналiв.
1. Означений iнтеґрал (вiн переводить функцiю у числове зна-

чення вiдповiдного iнтеґрала).

1Поняття функцiонала введено в роздiлi III.
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Рис. VI.1.

2. Довжина L кривої лiнiї у площинi XOY мiж точками a, b

подана iнтеґралом

L =

b∫

a

dl =

b∫

a

√

dx2 + dy2 =

b∫

a

√

1 +

(
dy

dx

)2

dx =

=

b∫

a

√

1 + [y′(x)]2 dx, (VI.1)

де y(x) є рiвняння кривої.
3. Нехай тiло рухається в площинi XOY по кривiй y(x) вiд

точки a до точки b зi швидкiстю v = v(x, y). Тодi час руху тiла

T =

b∫

a

√

1 + [y′(x)]2

v(x, y, (x))
dx. (VI.2)

4. Варiацiйне числення започаткував 1696 р. Й. Бернуллi фор-
мулюванням задачi про час руху тiла у вертикальнiй площинi пiд
дiєю сили тяжiння. Нехай точки a i b не розташованi на однiй
вертикальнiй прямiй, а тiло починає рухатись з точки a без по-
чаткової швидкостi (рис.VI.2). Тодi для швидкостi v(x, y) маємо
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Рис. VI.2.

v =
√

2gy(x) i з (VI.2) одержимо час руху T у виглядi такого
функцiонала:

T =

b∫

a

√

1 + [y′(x)]2
√

2gy(x)
dx. (VI.3)

Предметом варiацiйного числення, головно, є знаходження екс-
тремалей , тобто таких функцiй, якi дають екстремальнi зна-
чення функцiоналiв. Зокрема, у прикладах (VI.2), (VI.3) йдеться
про функцiї y(x), якi дають мiнiмальнi значення L чи T . Криву
y(x), яка дає мiнiмальне значення функцiонала (VI.3), називають
брахiстохроною (вiд гр. βράχιστoς — найкоротший i χρóνoς —
час). Тому задачу Й. Бернуллi називають задачею про брахi-
стохрону .

Л. Ейлер розв’язав так звану iзопериметричну задачу (вi-
дому ще як задача Дiдони2): серед плоских замкнених кривих
довжиною L знайти таку, яка охоплює найбiльшу площу. Такою
кривою є коло. Ще згадаємо задачу Плато3 про знаходження
кривої y(x), що сполучає заданi точки a та b площини XOY , яка

2Дiдона (лат. Dido, гр. ∆ιδώ), — мiфiчна засновниця Карфагену, яка за
угодою з мiсцевим царем викупила для заснування мiста стiльки землi, скiль-
ки змогла покрити шкурою вола. Дiдона розрiзала шкуру на паски й охопила
ними цiлу гору. Див. також: Верґiлiй, Енеїда. Кн. I, 367–369).
3Жозеф Антуан Фердiнанд Плато (Joseph Antoine Ferdinand Plateau,

1801–1883) — бельгiйський фiзик.
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в разi обертання навколо осi абсцис утворює поверхню найменшої
площi.

У фiзицi з варiацiйним численням пов’язанi так званi варiа-
цiйнi принципи, що виражають найбiльш загальнi фiзичнi зако-
номiрностi, починаючи з класичної механiки i до квантової теорiї
поля.

Будемо розглядати функцiонали, якi визначенi на деякiй мно-
жинi диференцiйовних функцiй. Далi матимемо справу з понят-
тям неперервностi функцiонала. Для цього для вiдповiдної мно-
жини функцiй треба увести поняття близькостi її елементiв, а
отже, необхiдним є поняття вiдстанi мiж ними, аналогiчне, на-
приклад, вiдстанi мiж точками евклiдового простору. Вiдповiдне
поняття у просторi (множинi) функцiй називають нормою i по-
значають ||y||. Її надiляють такими властивостями. Для деякого
елемента y(x) множини розглядуваних функцiй норма ||y||:

1. ||y|| = 0 тiльки для y(x) ≡ 0;

2. ||αy|| = |α| ||y||, α — числа, у тiм числi комплекснi;

3. ||y1 + y2|| ≤ ||y1||+ ||y2||.

Найчастiше розглядають такi множини, або класи функцiй.
Клас C. Елементами є всi неперервнi на вiдрiзку [a, b] фун-

кцiї. Норма в C означена так: ||y|| = max
x∈[a,b]

|y(x)| (далi позначен-

ня x∈ [a, b] не пишемо). Двi функцiї y(x) i y0(x) близькi , якщо
||y − y0|| < δ, тобто крива y(x) розташована у смузi шириною 2δ,
яка повторює форму y0(x) (рис.VI.3).

Клас C1. Для функцiоналiв вигляду

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′) dx (VI.4)

треба увести клас C1 — множину визначених на [a, b] неперервних
разом з першими похiдними на цьому вiдрiзку функцiй, причому
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норма в C1 означена як ||y1|| = max |y(x)| +max |y′(x)|. Тодi y(x)
i y0(x) близькi, якщо

||(y(x) − y0(x)|| < δ i ||y′(x)− y′0(x)|| < δ, ∀x ∈ [a, b].

Рис. VI.3.

Рис. VI.4.

Аналогiчно можна ввести класи Cn, а також простори для
функцiй бiльшої кiлькостi змiнних. Норму для функцiй класу Cn

позначатимемо ||y||n.
Тепер уведемо поняття неперервностi функцiонала: функцiо-

нал J [y] називають неперервним у “точцi” y0(x), якщо для довiль-
ного δ > 0 iснує ε > 0, таке, що

||J [y]− J [y0]|| < ε, як тiльки ||y − y0||1 < δ.
Для функцiонала вигляду (VI.4), якщо y ∈ C, функцiонал J [y]
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може не бути неперервним. Зокрема, нехай

J [y] =

b∫

a

√

1 + [y′(x)]2 dx.

Кривi y(x) i y0(x) можуть бути близькими (рис.VI.4), проте їхнi
довжини суттєво вiдрiзняються. Якщо y ∈ C1, тобто ||y−y0||1 < δ,
то функцiонал J [y] неперервний.

§ 2. Варiацiя функцiонала. Необхiдна

умова екстремуму функцiонала

Поняття варiацiї функцiонала за своєю аналогiчне поняттю ди-
ференцiала для звичайних функцiй. Варiацiю функцiонала J [y]

позначають δJ [y] ≡ δJ , вона визначає головну частину його при-
росту, коли функцiя y(x) змiнюється на деяку величину δy(x) ≡
h(x) = y(x)− y0(x).

Далi використаємо поняття лiнiйного функцiонала ϕ[h], для
якого виконуються умови: 1. ϕ[h] — неперервний; 2. ϕ[h1 + h2] =

ϕ[h1] + ϕ[h2]; 3. ϕ[ah] = aϕ[h], де a — число.

Означення. Варiацiєю δJ функцiонала J [y] називатимемо
такий лiнiйний функцiонал ϕ[h], який вiдрiзняється вiд приросту

δJ = J [y + h]− J [h] (VI.5)

на мале значення вище першого порядку вiдносно норми ||h||, тоб-
то

∆J = ϕ[h] + α||h|| (VI.6)

i α→ 0, коли ||h|| → 0. Тодi ϕ[h] ≡ δJ .

За допомогою поняття варiацiї функцiонала визначимо необ-
хiднi умови екстремуму функцiонала.
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Означення. Функцiонал J [y] досягає за умови y = y0 екстре-
муму , якщо J [y] − J [y0] зберiгає знак у деякому околi кривої
y0(x).

Теорема. Для того, щоб функцiонал J [y] при y = y0 досягав
екстремуму, необхiдно, щоб його варiацiя перетворуюється в нуль
при y = y0, тобто δJ = 0 при y = y0. Розглянемо для визначеностi
мiнiмум, тодi

J [y0 + h]− J [y0] ≥ 0 (VI.7)

для всiх h таких, що ||h||1 мала. Але

J [y0 + h]− J [y0] = ϕ[h] + α||h|| (VI.8)

i α → 0 при ||h|| → 0. Припустимо, що ϕ[h] 6= 0 при достатньо
малих h. Тодi знак виразу (VI.8) буде визначений першим додан-
ком як головною частиною приросту функцiонала. Проте ϕ[h] —
лiнiйний функцiонал, тому

ϕ[−h] = −ϕ[h] (VI.9)

i головна частина приросту може мати рiзний знак за рiзних h,
що суперечить умовi мiнiмуму. Отже, ϕ[h] = 0 при ||h|| → 0, що
доводить теорему.

§ 3. Проста задача варiацiйного числення.

Рiвняння Ейлера

Сформулюємо так звану просту задачу варiацiйного числення.
Нехай у функцiоналi J [y] функцiя F (x, y, y′) має неперервнi

частиннi похiднi за всiма змiнними до другого порядку включно.
Серед усiх функцiй y(x) ∈ C1, що мають неперервну похiдну, i

y(a) = A, y(b) = B, (VI.10)
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знайти таку, яка дає екстремум функцiонала

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′) dx. (VI.11)

Отже, проста задача варiацiйного числення полягає в знахо-
дженнi екстремуму функцiонала (VI.11) на множинi всiх гладких
функцiй, що з’єднують двi заданi точки.

Нехай h(x) — прирiст y(x), причому

h(a) = h(b) = 0. (VI.12)

Обчислимо прирiст функцiонала (VI.11).

∆J =

b∫

a

F (x, y + h, y′ + h′) dx−
b∫

a

F (x, y, y′) dx

=

b∫

a

[
Fy(x, y, y

′)h+ Fy′(x, y, y
′)h′
]
dx+ . . . ,

де точки позначають малi члени вищого порядку вiдносно h, h′.
Вираз

b∫

a

[
Fy(x, y, y

′)h+ Fy′(x, y, y
′)
]
dx (VI.13)

є лiнiйним функцiоналом ϕ[h], який становить головний прирiст
δJ функцiонала J [y]. Отже,

δJ =

b∫

a

(Fyh+ Fy′h
′) dx = 0. (VI.14)

Розглянемо

b∫

a

Fy′h
′ dx = Fy′h

∣
∣
∣
∣

b

a

−
b∫

a

d

dx
Fy′hdx = −

b∫

a

d

dx
Fy′hdx,
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де в разi iнтеґрування частинами використанi умови (VI.12). Тодi

δJ =

b∫

a

(

Fy −
d

dx
Fy′

)

hdx = 0. (VI.15)

Скористаємось основною лемою варiацiйного числення , яка

стверджує, що у випадку, коли
b∫

a
f(x)h(x) dx = 0, де f(x) — непе-

рервна функцiя, а h(x) — довiльна гладка функцiя на промiжку
[a, b] i h(a) = h(b) = 0, то на цьому промiжку f(x) ≡ 0. На її
пiдставi з (VI.15) отримуємо рiвняння

Fy −
d

dx
Fy′ = 0. (VI.16)

Рiвняння (VI.16) називають рiвнянням Ейлера для простої
варiацiйної задачi . Iнтеґральнi кривi рiвняння Ейлера назива-
ють екстремалями . Рiвняння (VI.16) є диференцiальним рiвня-
нням другого порядку, тому його розв’язки мiстять двi довiльнi
сталi, якi визначають з умов (VI.10).

У загальнiшому випадку залежностi вiд вищих похiдних

J [y(x)] =

b∫

a

F
(

x, y(x), y′(x), . . . , y(n)(x)
)

dx

варiацiю функцiонала записують так:

δJ [y(x)] =

b∫

a

(
∂F

∂y
δy +

∂F

∂y′
δy′ + . . .+

∂F

∂y(n)
δy(n)

)

dx,

i для екстремалей отримаємо рiвняння Ейлера–Пуассона:

∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
+

d2

dx2
∂F

∂y′′
∓ . . . + (−1)n

dn

dxn
∂F

∂y(n)
= 0. (VI.17)
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§ 4. Складнiшi задачi варiацiйного

числення

4.1. Екстремум функцiонала вiд функцiї двох
незалежних змiнних u(x, y)

Нехай маємо функцiонал

J [u] =

∫∫

D

F (x, y, u, ux, uy) dx dy, (VI.18)

де u(x, y) — неперервна функцiя разом з похiдними до другого
порядку включно в D i набуває на границi Γ областi D заданих
значень. Знайдемо, за яких умов функцiя u(x, y) дає екстремум
функцiонала (VI.18). Нехай u(x, y) → u(x, y) + h(x, y), причому

h(x, y)
∣
∣
∣
Γ
= 0 (за аналогiєю iз задачею з закрiпленими кiнцями).

Запишемо прирiст

∆I = J [u+ h]− J [u] = (VI.19)

=

∫∫

D

[

F (x, y, u+ h, ux + hx, uy + hy)− F (x, y, u, ux, uy)

]

dx dy =

=

∫∫

D

(
Fuh+ Fuxhx + Fuyhy

)
dx dy + . . . ,

де крапками позначенi малi величини вищого порядку вiдносно
h, hx, hy. Останнiй вираз у (VI.19) становить головну частину при-
росту i є варiацiєю функцiонала (VI.18). Iнтеґрал

∫∫

D

(
Fuxhx + Fuyhy)

)
dx dy

запишемо так:
∫∫

D

[
∂

∂x
(Fuxh) +

∂

∂y
(Fuyh)

]

dx dy −

−
∫∫

D

(
∂

∂x
Fux +

∂

∂y
Fuy

)

hdx dy.
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Перший iнтеґрал перетворимо за формулою Ґрiна:
∫∫

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

dx dy =

∫

Γ

Pdx+Qdy.

Тодi
∫∫

D

[
∂

∂x
(Fuxh) +

∂

∂y
(Fuyh)

]

dx dy =

∫

Γ

h(Fux dy − Fuy dx) = 0,

оскiльки h
∣
∣
∣
Γ
= 0. Отже,

δJ [u] =

∫∫

D

(

Fu −
∂

∂x
Fux −

∂

∂y
Fuy

)

hdx dy. (VI.20)

Умовою екстремуму є δJ [u] = 0. Iснує лема, згiдно з якою iнте-
ґрал (VI.20) дорiвнює нулю, якщо для неперервної разом з пер-
шими похiдними функцiї h(x, y) такої, що h(x, y)

∣
∣
Γ
= 0, пiдiнте-

ґральна функцiя Fu − ∂
∂xFux − ∂

∂yFuy дорiвнює нулю.
Отже, умова δJ [u] = 0 дає таке так зване рiвняння Ейлера–

Остроградського:

Fu −
∂

∂x
Fux − ∂

∂y
Fuy = 0, (VI.21)

— рiвняння в частинних похiдних другого порядку. Його розв’язок
шукають за заданої умови на функцiю u(x, y) на границi областi

Γ, тобто u(x, y)
∣
∣
∣
Γ
= f(x, y).

4.2. Варiацiйна задача з “закрiпленими кiнцями”
у випадку n невiдомих функцiй

Розглянемо функцiонал

J [y1, . . . , yn] =

b∫

a

F (x, y1, . . . , yn; y
′
1, . . . , y

′
n) dx, (VI.22)
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де функцiї yi(x) задовольняють граничнi умови

yi(a) = A, yi(b) = B, i = 1, 2, . . . , n. (VI.23)

Знайдемо необхiднi умови екстремуму функцiонала (VI.22).
Для цього обчислимо його варiацiю подiбно до того, як це ро-
билося у випадку простої варiацiйної задачi. Тодi отримаємо, що

δJ =

b∫

a

n∑

i=1

(

Fyi −
d

dx
Fy′i

)

hi dx. (VI.24)

Усi варiацiї hi(x) незалежнi мiж собою, тому одну з них приймемо
hi(x) 6= 0, а всi iншi виберемо такими, що дорiвнюють нулю. Тодi

δJ =

b∫

a

(

Fyi −
d

dx
Fy′i

)

hi = 0,

звiдки

Fyi −
d

dx
Fy′i = 0.

Вибираючи по черзi одну з hi 6= 0, отримаємо систему n рiвнянь
Ейлера

Fyi −
d

dx
Fy′i = 0, i = 1, 2, . . . , n. (VI.25)

Отже, для того, щоб кривi yi = yi(x), i = 1, 2, . . . , n, давали екс-
тремум функцiонала (VI.22), необхiдно, щоб функцiї y1(x), y2(x),
. . . , yn(x) задовольняли рiвняння Ейлера (VI.25). Ця система рiв-
нянь складається з n рiвнянь другого порядку, тому її загальний
розв’язок мiстить 2n довiльних сталих, якi визначають з грани-
чних умов (VI.23).
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4.3. Варiацiйнi задачi на умовний екстремум

Часто виникає задача про знаходження екстремуму функцiона-
ла (VI.22), причому допустимi функцiї задовольняють не тiльки
умови (VI.23), а ще й додатковi умови

fj(x, y1, . . . , yn; y
′
1, . . . , y

′
n) = 0, j = 1, 2, . . . , k < n. (VI.26)

Такi додатковi умови називають в’язями , а задачу на знаходже-
ння екстремуму за наявностi в’язей — задачею на умовний екстре-
мум, або задачею Лаґранжа. Якщо в’язi (VI.26) не мiстять похi-
дних y′1, . . . , y

′
n, то їх називають голономними , у протилежному

разi — неголономними .
Обмежимось випадком голономних в’язей у найпростiшому

варiантi, коли n = 2, k = 1.
Отже, розглянемо функцiонал

b∫

a

F (x, y, z, y′, z′) dx (VI.27)

на допустимих кривих y = y(x), z = z(x), що належать до поверх-
нi

f(x, y, z) = 0. (VI.28)

Теорема. Якщо кривi y(x) та z(x) реалiзують умовний екс-
тремум функцiонала (VI.27) i належать до поверхнi (VI.28), при-
чому у жоднiй її точцi похiднi fy i fz не перетворюються в нуль
одночасно, то iснує така функцiя λ(x), що кривi y(x) та z(x) є
екстремалями функцiонала

b∫

a

(F + λf) dx, (VI.29)

тобто задовольняють диференцiальнi рiвняння

Fy + λfy −
d

dx
Fy′ = 0, Fz + λfz −

d

dx
Fz′ = 0. (VI.30)
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Доведення. Нехай кривi y(x) та z(x) реалiзують екстремум
функцiонала (VI.29), а кривi ȳ(x) та z̄(x) — вiдповiдно, близькi
до них допустимi функцiї. Приймемо, що ȳ − y = h1 i z̄ − z = h2
вiдмiннi вiд нуля в околi (α, β) деякої точки x0 ∈ [a, b]. Уведемо
величини σ1 та σ2, такi, що

σ1 =

β∫

α

h1 dx, σ2 =

β∫

α

h2 dx. (VI.31)

Очевидно, що

f(x, ȳ, z̄) = f(x, y, z)

i
b∫

a

[f(x, ȳ, z̄)− f(x, y, z)] dx = 0.

Для достатньо малого околу точки x0 маємо

b∫

a

[f(x, y + h1, z + h2)− f(x, y, z)] dx =

b∫

a

(fyh1 + fzh2) dx+ ε1 =

= fy
∣
∣
x=x0

σ1 + fz
∣
∣
x=x0

σ2 + ε2 = 0,

де ε1, ε2 — малi величини вищого порядку вiдносно σ1, σ2. При-
пустимо, що fz 6= 0 у точцi x0, тодi

σ2 = −fy
fz
σ1 + ε2. (VI.32)

Для приросту функцiонала (VI.27) з урахуванням вибору h1, h2 i
спiввiдношення (VI.32) маємо

∆J =

(

Fy −
d

dx
Fy′

) ∣
∣
∣
∣
x=x0

σ1 +

(

Fz −
d

dx
Fz′

) ∣
∣
∣
∣
x=x0

σ2 + ε3 =

=

[

Fy −
d

dx
Fy′ −

fy
fz

(

Fz −
d

dx
Fz′

)]

x=x0

σ1 + ε4,
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де ε3, ε4 — малi величини вищого порядку вiдносно σ1, σ2. Умо-
вою екстремуму є рiвнiсть нулю головної частини цього приросту.
Отже, отримаємо

Fy −
d

dx
Fy′ −

fy
fz

(

Fz −
d

dx
Fz′

)

= 0

або

Fy − d
dxFy′

fy
=
Fz − d

dxFz′

fz
. (VI.33)

Спiльне значення вiдношень (VI.33) — це деяка функцiя λ(x), i
отримуємо рiвняння (VI.30), що й треба було довести. Рiвняння
(VI.30) називають рiвняннями Ейлера–Лаґранжа, а множник
λ(x) — множником Лаґранжа . Розв’язки рiвнянь (VI.30) мi-
стять сталi iнтеґрування та функцiю λ(x), якi знаходять з умов
(VI.23) та (VI.28).

Наведена вище теорема допускає узагальнення на довiльнi n i
k, а також на випадок неголономних в’язей. У всiх випадках за-
дачу на умовний екстремум розв’язують так. Вiд функцiї F в iн-
теґралi (VI.22) треба перейти до функцiї Φ = F+ +

∑k
j=1 λj(x)fj ,

де fj — функцiї вигляду (VI.26), а λj(x) — множники Лаґранжа.
Далi розглядаємо функцiонал

J [y1, . . . , yn] =

b∫

a

Φ(x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n) dx (VI.34)

i шукаємо його екстремум з умови рiвностi нулю його варiацiї, що
приводить до рiвнянь Ейлера–Лаґранжа

Φyi −
d

dx
Φy′ = 0, (VI.35)

розв’язки якого мiстять сталi iнтеґрування та функцiї λj(x). Їх
знаходять з умов (VI.23) та (VI.26).
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§ 5. Варiацiйна задача з рухомими кiнцями

Розглянемо функцiонал вигляду
x1∫

x0

F (x, y, y′) dx, (VI.36)

i нехай кiнцi тих кривих, на яких цей функцiонал визначений,
можуть рухатись довiльно. Це означає, що коли для кривої y(x)
кiнцi мають координати x0 i x1, то для кривої ȳ(x) = y(x) + h(x),
де h(x) — мала змiна функцiї, кiнцi мають координати x0 + δx0,
x1 + δx1 (рис.VI.5). Отже, функцiї y(x) i ȳ(x) визначенi на рiзних
промiжках.

Для того, щоб подальшi формули мали змiст, будемо продов-
жувати кривi за допомогою дотичних прямих на їхнiх кiнцях (тоб-
то лiнiйної апроксимацiї). Наприклад, у ситуацiї, яка зображена
на рис.VI.5, криву ȳ(x) продовжимо дотичною до точки x0, а кри-
ву y(x) — до точки x1 + δx1.

Рис. VI.5.

Запишемо прирiст функцiонала (VI.36)

δJ = J [y + h]− J =

=

x1+δx1∫

x0+δx0

F (x, y + h, y′ + h′) dx−
x1∫

x0

F (x, y, y′) dx =
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=

x1∫

x0

[
F (x, y + h, y′ + h′) dx− F (x, y, y′)

]
dx+ (VI.37)

+

x1+δx1∫

x1

F (x, y + h, y′ + h′) dx−
x0+δx0∫

x0

F (x, y + h, y′ + h′) dx.

Залишаючи доданки, лiнiйнi щодо малих величин h, h′, δx0, δx1,
отримаємо основну частину приросту, тобто варiацiю функцiона-
ла δJ [y] у виглядi

δJ [y] =

x1∫

x0

[
Fy(x, y, y

′)h+ Fy′(x, y, y
′)h′
]
dx+

+ F (x, y, y′)

∣
∣
∣
∣
x=x1

δx1 − F (x, y, y′)

∣
∣
∣
∣
x=x0

δx0,

а пiсля iнтеґрування частинами другого доданка в iнтеґралi отри-
маємо

δJ [y] =

x1∫

x0

(

Fy +
d

dx
Fy′

)

hdx+ (VI.38)

+ Fy′h

∣
∣
∣
∣

x1

x0

+ F

∣
∣
∣
∣
x=x1

δx1 − F

∣
∣
∣
∣
x=x0

δx0.

Приймемо до уваги, що змiна координати y на кiнцях кривої
y(x) пов’язана як iз переходом до кривої ȳ(x) = y(x) + h(x), так i
зi змiною координати x на δx, тобто

δy
∣
∣
x0

= h(x0) + y′(x0)δx0,

δy
∣
∣
x1

= h(x1) + y′(x1)δx1.

Тодi

h
∣
∣
x0

= δy
∣
∣
x0

− y′
∣
∣
x0
δx0, h

∣
∣
x1

= δy
∣
∣
x1

− y′
∣
∣
x1
δx1.
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Для варiацiї δJ [h] остаточно маємо

δJ [y] =

x1∫

x0

(

Fy +
d

dx
Fy′

)

hdx+

+ (F − Fy′y
′)δx

∣
∣
∣
∣

x1

x0

+ Fy′δy

∣
∣
∣
∣

x1

x0

. (VI.39)

Сформулюємо таку варiацiйну задачу: знайти екстремум фун-
кцiонала (VI.36), визначеного на кривих y(x), кiнцi яких лежать
на деяких фiксованих лiнiях y = ϕ0(x) i y = ϕ1(x). Використаємо
вираз (VI.39) для варiацiї δJ [h]. Зазначимо, що коли деяка кри-
ва дає екстремум розглядуваного функцiонала серед допустимих
кривих, то вона тим бiльше дає екстремум i вiдносно усiх кри-
вих, що мають однаковi кiнцевi точки. Тому шукана крива має
бути екстремаллю, тобто задовольняти рiвняння Ейлера. Отже, у
вирази (VI.39) перший доданок перетворюється в нуль, i ми отри-
муємо

δJ [y] = (F − Fy′y
′) δx

∣
∣
∣
∣

x1

x0

+ Fy′δy

∣
∣
∣
∣

x1

x0

. (VI.40)

Однак

δy1 = δy(x1) = ϕ′
1δx1 + α1,

δy0 = δy(x0) = ϕ′
0δx0 + α0,

де α0, α1 — безмежно малi величини порядку вище вiд першого.
Остаточно умову екстремуму δJ [y] = 0 можна записати у виглядi

δJ [y] =
[
F + Fy′(ϕ

′
1 − y′)

]
∣
∣
∣
∣
x=x1

δx1 −

−
[
F + Fy′(ϕ

′
0 − y′)

]
∣
∣
∣
∣
x=x0

δx0 = 0. (VI.41)
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Оскiльки δx0 i δx1 — незалежнi прирости, то з (VI.41) отримаємо

[
F + Fy′(ϕ

′
1 − y′)

]
∣
∣
∣
∣
x=x1

= 0,

(VI.42)
[
F + Fy′(ϕ

′
0 − y′)

]
∣
∣
∣
∣
x=x0

= 0.

Одержанi граничнi умови (VI.42) називають умовами транс-
версальностi . Про криву y = y(x), яка задовольняє цi умови,
кажуть, що вона трансверсальна до кривих ϕ0(x) i ϕ1(x).

Отже, для розв’язку варiацiйної задачi з рухомими кiнцями
спочатку записують i розв’язують рiвняння Ейлера, а сталi iнте-
ґрування знаходять з умов трансверсальностi.

§ 6. Варiацiйнi методи розв’язування

крайових задач. Метод Рiтца

У випадку варiацiйної задачi, коли функцiонал визначений на
функцiях u(x, y) двох незалежних змiнних (див. § 4, пункт 1), рiв-
няння Ейлера (VI.21) для екстремалей є диференцiальним рiвня-
нням другого порядку в частинних похiдних для шуканої функцiї
u(x, y). Ця функцiя на границi областi Γ набуває заданого значе-
ння u(x, y)

∣
∣
Γ
= f(x, y). Отже, маємо справу з крайовою задачею

Дiрiхле. Зокрема, Й. Дiрiхле довiв, що розв’язування крайових
задач для рiвняння Лапласа еквiвалентне розв’язуванню деякої
варiацiйної задачi. Суть варiацiйного методу розв’язування кра-
йових задач полягає у знаходженнi функцiонала, для якого рiвня-
ння у частинних похiдних є рiвнянням Ейлера. Мiнiмiзуючи фун-
кцiонал, знаходять екстремалi, тобто розв’язки крайової задачi.
У цьому разi зрозумiло, що не йдеться про безпосереднє розв’язу-
вання рiвняння Ейлера, а про застосування iнших методiв розв’я-
зування варiацiйної задачi, найчастiше наближених. Розглянемо
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один з таких — так званий метод Piтца4.

Пояснимо iдею методу Рiтца на прикладi функцiонала J [y],
визначеного на множинi функцiй класу C1. Вона полягає в тому,
що значення функцiонала J [y] розглядають не на всiй множи-
нi функцiй y(x) ∈ C1, а лише на лiнiйних комбiнацiях yn(x) де-
яких спецiально обраних функцiй W1(x),W2(x), . . . ,Wn(x). Фун-
кцiї yn(x) повиннi бути допустимими у розглядуванiй задачi, що
накладає певнi обмеження на вибiр функцiй Wi(x).

Отже, функцiї yn(x) записують так:

yn(x) =
n∑

i=1

αiWi(x), (VI.43)

де αi — числовi коефiцiєнти. Пiдстановка (VI.43) у функцiонал
J [y] перетворює його пiсля iнтеґрування за x у функцiю n змiнних
α1, . . . , αn. Умова екстремуму функцiонала зводиться тодi до умо-
ви екстремуму функцiї J (α1, . . . , αn) багатьох змiнних, тобто до
системи рiвнянь

∂J (α1, . . . , αn)

∂αi
= 0, i = 1, . . . , n. (VI.44)

Важливу роль у разi застосування методу Рiтца вiдiграє вибiр
функцiй Wi(x). Якщо цi функцiї вибранi вдало, то можна обме-
житись меншою кiлькiстю параметрiв для одержання задовiльних
результатiв. На практицi часто обмежуються зовсiм невеликим
числом параметрiв, iнодi навiть одним.

Розглянемо крайовi задачi, зокрема, задачу Дiрiхле для оди-
ничного квадрата

uxx + uyy = f, 0 < x < 1, 0 < y < 1, (VI.45)

u = 0 на границi квадрата. (VI.46)

4Вальтер Рiтц (Walther Ritz, 1878–1909) — швейцарський фiзик-теоретик.
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Легко перевiрити, що рiвняння Ейлера (VI.21) для функцiонала

J [u] =

1∫

0

(u2x + u2y + 2uf) dx dy (VI.47)

є рiвнянням функцiонала (VI.45). Отже, розв’язок u(x, y) задачi
Дiрiхле — це та сама функцiя, яка мiнiмiзує функцiонал (VI.47).

Розв’яжемо задачу Дiрiхле (VI.45), (VI.46) методом Рiтца. Фун-
кцiю un(x, y), що мiнiмiзує функцiонал (VI.47), шукаємо у виглядi

un(x, y) =
n∑

j=1

αjWj(x, y), (VI.48)

де функцiї Wj(x, y) вибранi такими, що дорiвнюють нулю на гра-
ницi квадрата. Оберемо їх, наприклад, так:

W1(x, y) = xy(1− x)(1− y),

W2m(x, y) = xmW1(x, y), W2m+1(x, y) = ymW1(x, y),

m = 1, 2, . . . ,
n− 1

2
,

n — довiльно обране непарне число. Тодi

un(x, y) = xy(1− x)(1 − y)× (VI.49)

× (α1 + α2x+ α3y + . . .+ αn−1x
m + αny

m).

Функцiонал

J [un] =

1∫

0

1∫

0

{



n∑

j=1

αj
∂Wj

∂x





2

+





n∑

j=1

αj
∂Wj

∂y





2

+

+ 2f

n∑

j=1

αjWj

}

dx dy = J (α1, . . . , αn)
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є тепер функцiєю коефiцiєнтiв α1, . . . , αn. Щоб знайти мiнiмум
J (α1, . . . , αn), прирiвняємо до нуля частиннi похiднi

∂J (α1, . . . , αn)

∂α1
= 2

1∫

0

1∫

0

{[
∂Wj

∂x

∂W1

∂x
+

+
∂Wj

∂y

∂W1

∂y

]

αj + fW1

}

dx dy = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂J (α1, . . . , αn)

∂αn
= 2

1∫

0

1∫

0

{[
∂Wj

∂x

∂Wn

∂x
+

+
∂Wj

∂y

∂Wn

∂y

]

αj + fWn

}

dx dy = 0.

Якщо переписати цi рiвняння в матричному виглядi, то отримає-
мо систему лiнiйних рiвнянь

Âα = β, (VI.50)

де A = (Aij) — матриця розмiром n×n, елементи якої обчислюють
за формулами

Aij =

1∫

0

1∫

0

[
∂Wi

∂x

∂Wj

∂x
+
∂Wi

∂y

∂Wj

∂y

]

dx dy, (VI.51)

β = (βi) — вектор з компонентами

βi = −
1∫

0

1∫

0

f(x, y)Wi(x, y) dx dy, (VI.52)

α = (αi) — невiдомий вектор, компоненти якого є коефiцiєнта-
ми у наближеному розв’язку (VI.50). Розв’язавши систему рiв-
нянь (VI.50) вiдносно α1, . . . , αn, отримаємо мiнiмiзуючу функцiю
(VI.50) i, отже, наближений розв’язок задачi Дiрiхле.
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§ 7. Варiацiйна похiдна

Мiж аналiзом функцiй багатьох змiнних i варiацiйним численням
функцiоналiв iснує аналогiя, яку використаємо для введення по-
няття варiацiйної похiдної (таку похiдну ще називають функцiо-
нальною).

Насамперед зазначимо, що диференцiал деякої функцiї бага-
тьох змiнних f = f(x1, . . . , xn) є

df =
∑

i

∂f

∂xi
dxi, (VI.53)

де ∂f
∂xi

— частиннi похiднi. ВIдповiдно, варiацiя функцiонала δJ [y]
означена як лiнiйний функцiонал за приростом h(x) функцiї y(x)
у фiксованiй точцi x. Далi для h(x) зручно використовувати по-
значення δy(x), тобто h(x) ≡ δy(x).

Нагадаємо формулу (VI.15) для δJ [y]:

δJ [y] =

b∫

a

(

Fy −
d

dx
Fy′

)

δy(x) dx. (VI.54)

Уведемо позначення

Fy −
d

dx
Fy′ =

δJ [y]

δy(x)
(VI.55)

i (VI.54) запишемо у виглядi

δJ [y] =

b∫

a

δJ [y]

δy(x)
δy(x) dx. (VI.56)

Структури виразiв (VI.53) i (VI.56) однаковi. Якщо поставити у
вiдповiднiсть iндексу i у (VI.53) змiнну x у (VI.56), то далi є оче-
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видними такi спiввiдношення:
∑

i

. . . →
b∫

a

. . . dx,

f(x1, . . . , xn) → J [y(x)],

∂f

∂xi
→ δJ [y]

δy(x)
,

dxi → δJ [y].

Тому вираз
δJ [y]

δy(x)
називатимемо похiдною функцiонала J [y] за

y(x). Суттєво акцентуємо увагу ось на чому: так само, як частин-
ну похiдну вiд функцiї f(x1, . . . , xn) беремо за змiнною з фiксова-
ним iндексом i, варiацiйну похiдну вiд функцiонала J [y] беремо
за y(x) у фiксованiй точцi x. Тому прирiст y(x) при фiксованому
x називають варiацiєю функцiї y(x) i позначають δy(x), тодi
як прирiст (точнiше, його головну частину) функцiї y(x) у разi
переходу вiд точки x до точки x+dx називають диференцiалом
функцiї y(x) i позначають dy(x).

Варiацiйна похiдна
δJ [y]

δy(x)
визначає змiну функцiонала за ра-

хунок змiни y(x) у фiксованiй точцi x, а варiацiя δJ [y] є “сумою”
таких змiн у всiх точках x ∈ [a, b], тобто вiдповiдним iнтеґралом
за змiнною x (VI.56), так само як диференцiал функцiї багатьох
змiнних f(x1, . . . , xn) є сумою (VI.53) внескiв при переходi вiд то-
чок xi до точок xi + dxi.

Уведемо поняття варiацiйної похiдної точнiше i переконаємось,
що формула (VI.55) справджується. Обмежимось функцiоналом

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′) dx.

Вiдрiзок [a, b] розiб’ємо на n+ 1 однакових частин точками

x0 = a, x1, . . . , xn, xn+1 = b, xi+1 − xi = ∆x,
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а криву y(x) замiнимо ламаною з вершинами

(x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn+1, yn+1).

Тодi функцiонал

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′) dx

можна наближено замiнити сумою

J(y1, . . . , yn) =
n∑

i=0

F

(

xi, yi,
yi+1 − yi

∆x

)

∆x, (VI.57)

яка є функцiєю n змiнних y1, . . . , yn.
Обчислимо частинну похiдну

∂J(y1, . . . , yn)

∂yk

i знайдемо її граничне значення (n → ∞) в разi необмеженого
зростання кiлькостi точок подiлу

∂J(y1, . . . , yn)

∂yk
= Fy

(

xk, yk,
yk+1 − yk

∆x

)

∆x+ (VI.58)

+Fy′

(

xk−1, yk−1,
yk − yk−1

∆x

)

− Fy′

(

xk, yk,
yk+1 − yk

∆x

)

,

де враховано, що змiнна yk входить у два доданки з i = k та
i = k − 1 виразу (VI.57).

При ∆x → 0 права частина (VI.59) прямує до нуля, тому для
отримання скiнченного виразу треба рiвнiсть (VI.59) подiлити на
∆x. Тодi отримаємо

∂J

∂yk∆x
= Fy

(

xk, yk,
yk+1 − yk

∆x

)

− (VI.59)

− 1

∆x

[

Fy′

(

xk, yk,
yk+1 − yk

∆x

)

− Fy′

(

xk−1, yk−1,
yk − yk−1

∆x

)]

.
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При ∆x→ 0 вираз (VI.60) прямує до границi

Fy(x, y.y
′)− d

dx
Fy′(x, y, y

′),

яку називають варiацiйною похiдною функцiонала J [y] i по-
значають

δJ [y]

δy(x)
.

Отже,
δJ [y]

δy(x)
= Fy(x, y, y

′)− d

dx
Fy′(x, y, y

′),

що збiгається з виразом (VI.55).
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