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Передмова

В посiбнику запропоновано задачi для забезпечення навчальним
матерiалом практичнi заняття з курсу "Аналiтична геометрiя".

Структура посiбника повнiстю вiдповiдає послiдовностi практичних
занять першої частини курсу "Аналiтична геометрiя та лiнiйна алгебра",
яка читається на фiзичному та радiофiзичному факультетах Київського

нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка. Посiбник мiстить
як простi задачi, спрямованi на розкриття властивостей геометричних

об’єктiв i вмiння застосовувати основнi формули аналiтичної геометрiї,
так i задачi пiдвищеної складностi, призначенi для поглибленого

вивчення навчальної дисциплiни та органiзацiї самостiйної роботи
студентiв. При складаннi посiбника автори спирались на власний
багаторiчний досвiд викладання на фiзичному i радiофiзичному

факультетах Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса
Шевченка. Деяка частина запропонованих задач запозичена з класичних

збiрникiв [3, 6, 7, 10]. Разом з тим, посiбник мiстить значну кiлькiсть
оригiнального матерiалу.

На початку кожного роздiлу коротко перераховуються основнi
теоретичнi поняття, якими повинен володiти студент для того,

щоб приступати до розв’язання задач. Ознайомитись з теоретичним
матерiалом читач може в [2, 5, 9] (основна рекомендована лiтература)
або, бiльш детально, в [1, 4, 8]. З метою полегшення самостiйного

вивчення матерiалу у кожному роздiлi детально розiбранi приклади
розв’язання типових задач, переважну бiльшiсть яких проiлюстровано

рисунками.
Посiбник орiєнтований на роботу викладачiв та студентiв, якi

викладають чи вивчають аналiтичну геометрiю в обсязi, передбаченому
навчальними програмами фiзичних, математичних та технiчних

спецiальностей унiверситетiв та iнших вищих навчальних закладiв.
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1 Визначники II i III порядкiв, їх властивостi. Ме-
тод Крамера розв’язання систем лiнiйних рiвнянь
II та III порядкiв

В цьому роздiлi використовуються такi поняття та результати.

1. Методи обчислення визначникiв II та III порядкiв. Властивостi визначникiв.
2. Системи лiнiйних рiвнянь II та III порядкiв. Метод Крамера розв’язання систем

лiнiйних рiвнянь II та III порядкiв. Необхiдна i достатня умова iснування єдиного
розв’язку системи лiнiйних рiвнянь II та III порядкiв.

3. Обчислення визначникiв старших порядкiв методом зведення до визначникiв
менших порядкiв. Формула Лапласа.

Приклади розв’язання задач

Приклад 1.1. Oбчислити визначники другого порядку:
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣

1 −3
4 −5

∣∣∣∣ .

Розв’язання. Знайдемо визначники, користуючись правилами обчис-

лення визначникiв:∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ = a1b2 − a2b1;

∣∣∣∣
1 −3
4 −5

∣∣∣∣ = 1 · (−5) − (−3) · 4 = 7.

Приклад 1.2. Oбчислити визначники третього порядку:
∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
;

∣∣∣∣∣∣

1 9 −3
4 −11 −2

5 8 −7

∣∣∣∣∣∣
.

Розв’язання. Знайдемо перший визначник:
∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
= a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a3b2c1 − a1b3c2 − a2b1c3.

Для запам’ятовування цiєї вiдповiдi зручно використовувати один з
наступних методiв:
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a
+
a a

1 2 3

b b b
1 2 3

c c c
1 2 3

;

a a a
1 2 3

b b b1 2 3

c c c
1 2 3

-

а) метод "зiрочка":

б) метод "допомiжних стовпчикiв":

+ + +

-

;
a aa aa

1 12 23

b bb bb1 12 23

c cc cc
1 12 23

- -

в) метод розкладу по довiльному рядку або стовпчику (покажемо на

прикладi першого рядка):
∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
= a1

∣∣∣∣
b2 b3
c2 c3

∣∣∣∣− a2

∣∣∣∣
b1 b3
c1 c3

∣∣∣∣+ a3

∣∣∣∣
b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣ .

Знайдемо другий визначник:
∣∣∣∣∣∣

1 9 −3
4 −11 −2

5 8 −7

∣∣∣∣∣∣
= 1 · (−11) · (−7) + 9 · (−2) · 5 + 4 · 8 · (−3)−

−(−3) · (−11) · 5 − (−2) · 8 · 1 − 9 · 4 · (−7) = −6

Приклад 1.3. Користуючись властивостями визначникiв, обчислити:

∣∣∣∣∣∣

4 1 −4
5 −1 −5
1 2 −2

∣∣∣∣∣∣
;

∣∣∣∣∣∣

a+ b c 1
b+ c a 1
c+ a b 1

∣∣∣∣∣∣
.
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Розв’язання. Обчислимо перший визначник, скориставшись наступни-
ми перетвореннями: додамо до другого рядка перший; додамо до треть-

ого рядка перший, помножений на (−2). В результатi отримаємо:
∣∣∣∣∣∣

4 1 −4

5 −1 −5
1 2 −2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

4 1 −4

9 0 −9
−7 0 6

∣∣∣∣∣∣
.

Далi розкладемо визначник по елементах другого стовпчика, пiсля чого

винесемо коефiцiєнт 9 з першого рядка i обчислимо отриманий визнач-
ник другого порядку:

∣∣∣∣∣∣

4 1 −4

9 0 −9
−7 0 6

∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣
9 −9

−7 6

∣∣∣∣ = −9

∣∣∣∣
1 −1

−7 6

∣∣∣∣ =

= −9 (6 − 7) = 9.

Обчислимо другий визначник, скориставшись наступними перетво-
реннями: додамо до другого i до третього рядкiв перший, помножений

на (−1). В результатi отримаємо:
∣∣∣∣∣∣

a+ b c 1

b+ c a 1
c+ a b 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

a+ b c 1

c− a a− c 0
c− b b− c 0

∣∣∣∣∣∣
.

Далi розкладемо визначник по елементах третього стовпчика, пiсля чого

винесемо коефiцiєнти (c− a) з першого i (c− b) з другого рядка, пiсля
чого обчислимо отриманий визначник другого порядку:

∣∣∣∣∣∣

a+ b c 1

c− a a− c 0
c− b b− c 0

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
c− a a− c
c− b b− c

∣∣∣∣ =

= (c− a) (c− b)

∣∣∣∣
1 −1

1 −1

∣∣∣∣ = 0.
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Приклад 1.4. Oбчислити визначники четвертого порядку:
∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 −1 −5

−7 0 5 4
5 0 −5 −7
8 1 −4 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
;

∣∣∣∣∣∣∣∣

−4 0 −7 −5

−3 −7 2 5
6 7 5 4

−5 2 −5 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Розв’язання. Знайдемо перший визначник. Для спрощення обчислень
розкладемо його по рядку або стовпчику, який мiстить найбiльшу
кiлькiсть нулiв, в данiй ситуацiї по другому стовпчику:

∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 −1 −5

−7 0 5 4
5 0 −5 −7

8 1 −4 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2 · (−1)1+2

∣∣∣∣∣∣

−7 5 4

5 −5 −7
8 −4 −2

∣∣∣∣∣∣
+

+0 · (−1)2+2

∣∣∣∣∣∣

3 −1 −5

5 −5 −7
8 −4 −2

∣∣∣∣∣∣
+ 0 · (−1)3+2

∣∣∣∣∣∣

3 −1 −5

−7 5 4
8 −4 −2

∣∣∣∣∣∣
+

+1 · (−1)4+2

∣∣∣∣∣∣

3 −1 −5

−7 5 4
5 −5 −7

∣∣∣∣∣∣
= −2 · (−24) + (−66) = −18.

Знайдемо другий визначник. Розкладемо його по першому рядку:
∣∣∣∣∣∣∣∣

−4 0 −7 −5
−3 −7 2 5

6 7 5 4
−5 2 −5 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−4) · (−1)1+1

∣∣∣∣∣∣

−7 2 5
7 5 4

2 −5 8

∣∣∣∣∣∣
+

+0 · (−1)1+2

∣∣∣∣∣∣

−3 2 5
6 5 4

−5 −5 8

∣∣∣∣∣∣
+ (−7) · (−1)1+3

∣∣∣∣∣∣

−3 −7 5
6 7 4

−5 2 8

∣∣∣∣∣∣
+

+ (−5) · (−1)1+4

∣∣∣∣∣∣

−3 −7 2
6 7 5

−5 2 −5

∣∣∣∣∣∣
=

= −4 · (−741) − 7 · 567 + 5 · 194 = −35.
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Приклад 1.5. Розв’язати системи лiнiйних рiвнянь:

{
7x− 9y = 2,

−2x+ 3y = −6;






6x− 7y − 2z = −3,

7x− 6y + z = −3,

x+ y + 2z = 1.

Розв’язання. Для першої системи лiнiйних рiвнянь маємо:

∆ =

∣∣∣∣
7 −9

−2 3

∣∣∣∣ = 3 6= 0,

звiдки робимо висновок, що система має єдиний розв’язок. Знайдемо

його, для цього обчислимо ще два визначника:

∆1 =

∣∣∣∣
2 −9

−6 3

∣∣∣∣ = −48, ∆2 =

∣∣∣∣
7 2

−2 −6

∣∣∣∣ = −38.

Таким чином,

x =
∆1

∆
= −16; y =

∆2

∆
= −38

3
.

Для другої системи лiнiйних рiвнянь маємо:

∆ =

∣∣∣∣∣∣

6 −7 −2

7 −6 1
1 1 2

∣∣∣∣∣∣
= −13 6= 0,

звiдки робимо висновок, що система має єдиний розв’язок. Знайдемо
його, для цього обчислимо ще три визначника:

∆1 =

∣∣∣∣∣∣

−3 −7 −2

−3 −6 1
1 1 2

∣∣∣∣∣∣
= −16, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣

6 −3 −2

7 −3 1
1 1 2

∣∣∣∣∣∣
= −23,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣

6 −7 −3

7 −6 3
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
= 13.

Таким чином,

x =
∆1

∆
=

16

13
; y =

∆2

∆
=

23

13
; z =

∆3

∆
= −1.
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Приклад 1.6. Довести, що однорiдна система лiнiйних рiвнянь третього
порядку 




a1x+ a2y + a3z = 0,

b1x+ b2y + b3z = 0,

c1x+ c2y + c3z = 0

має єдиний нульовий розв’язок тодi i тiльки тодi, коли визначник систе-

ми

∆ =

∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
6= 0

Розв’язання. З теореми Крамера вiдомо, що система лiнiйних рiвнянь

має єдиний розв’язок тодi i тiльки тодi, коли ∆ 6= 0. Тому залишилось
перевiрити, що цей розв’язок буде нульовим. Дiйсно,

∆1 =

∣∣∣∣∣∣

0 a2 a3

0 b2 b3
0 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
= 0, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣

a1 0 a3

b1 0 b3
c1 0 c3

∣∣∣∣∣∣
= 0,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣

a1 a2 0

b1 b2 0
c1 c2 0

∣∣∣∣∣∣
,

звiдки

x =
∆1

∆
= 0, y =

∆2

∆
= 0, z =

∆3

∆
= 0.

Твердження доведено.

Приклад 1.7. Дослiдити, при яких значеннях параметрiв система лiнiй-
них рiвнянь має єдиний розв’язок, несумiсна, має безлiч розв’язкiв? У

випадках, коли система сумiсна, вказати всi розв’язки системи.

а)

{
2x− 3y = b+ 1,

ax + 9y = 3b; б)





−4x+ 3y − z = b,

−8x+ 7y + az = −5,

4x− 2y + 6z = 1;
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в)





(a+ 1)x+ y + z = 1,

x+ (a+ 1) y + z = a,

x+ y + (a+ 1) z = a2.

Розв’язання. а) Визначник системи дорiвнює

∆ =

∣∣∣∣
2 −3

a 9

∣∣∣∣ = 3 (6 + a) ,

звiдки ∆ 6= 0 (тобто система має єдиний розв’язок) тодi i тiльки тодi,
коли a 6= −6. Знайдемо цей розв’язок, для цього обчислимо ще два

визначника:

∆1 =

∣∣∣∣
b+ 1 −3

3b 9

∣∣∣∣ = 9 (2b+ 1) ,

∆2 =

∣∣∣∣
2 b+ 1
a 3b

∣∣∣∣ = 6b− ab− a.

Таким чином,

x =
∆1

∆
= 3

2b+ 1

6 + a
, y =

∆2

∆
=

6b− ab− a

3 (6 + a)
.

Якщо ∆ = ∆1 = ∆2 = 0 (ця умова виконується, коли a = −6,

b = −1/2), тодi система має безлiч розв’язкiв.
Якщо ∆ = 0, але ∆1 6= 0 або ∆2 6= 0 (ця умова виконується, коли

a = −6, b 6= −1/2), тодi система несумiсна.
б) Визначник системи дорiвнює

∆ =

∣∣∣∣∣∣

−4 3 −1
−8 7 a

4 −2 6

∣∣∣∣∣∣
= 4 (a− 3) ,

звiдки ∆ 6= 0 (тобто система має єдиний розв’язок) тодi i тiльки тодi,
коли a 6= 3. Знайдемо цей розв’язок, для цього обчислимо ще три
визначника:

∆1 =

∣∣∣∣∣∣

b 3 −1

−5 7 a
1 −2 6

∣∣∣∣∣∣
= 3a+ 2ab+ 42b+ 87,
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∆2 =

∣∣∣∣∣∣

−4 b −1
−8 −5 a

4 1 6

∣∣∣∣∣∣
= 4 (a+ ab+ 12b+ 27) ,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣

−4 3 b

−8 7 −5
4 −2 1

∣∣∣∣∣∣
= −12 (b+ 2) .

Таким чином,

x =
∆1

∆
= 3

3a+ 2ab+ 42b+ 87

4 (a− 3)
,

y =
∆2

∆
=
a+ ab+ 12b+ 27

a− 3
, z =

∆3

∆
= −3

b+ 2

a− 3
.

Якщо ∆ = 0, але ∆1 6= 0 або ∆2 6= 0 або ∆3 6= 0 (ця умова виконується,

коли a = 3, b 6= −2), тодi система несумiсна.
Якщо ∆ = ∆1 = ∆2 = ∆3 = 0 (ця умова виконується, коли a = 3,

b = −2), тодi метод Крамера не дає вiдповiдi щодо сумiсностi системи
для систем лiнiйних рiвнянь третього порядку i вище. В цiй ситуацiї

можливi два випадки: або система буде мати безлiч розв’язкiв або буде
несумiсною. Для того, щоб дати вiдповiдь, розв’яжемо систему при цих
умовах. Зробимо такi перетворення: до другого рiвняння додамо перше,

помножене на (−2) (результат запишемо замiсть другого рiвняння); до
третього рiвняння додамо перше (результат запишемо замiсть третього

рiвняння). Отримаємо таку систему:




−4x+ 3y − z = −2,

y + 5z = −1,

y + 5z = −1;

В результатi зроблених перетворень, отримано два однакових рiвняння,
одне з них викреслимо. Далi виразимо змiннi x i y через змiнну z, як
через параметр: 



x = −1

4
− 4z,

y = −1 − 5z.
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Таким чином, якщо a = 3, b = −2 тодi система має безлiч розв’язкiв:

x = −1

4
− 4t, y = −1 − 5t, z = t, t ∈ R.

в) Визначник системи дорiвнює

∆ =

∣∣∣∣∣∣

1 + a 1 1
1 1 + a 1
1 1 1 + a

∣∣∣∣∣∣
= a2 (a+ 3) ,

звiдки ∆ 6= 0 (тобто система має єдиний розв’язок) тодi i тiльки тодi,
коли a 6= 0 i a 6= −3. Знайдемо цей розв’язок, для цього обчислимо ще

три визначника:

∆1 =

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

a 1 + a 1
a2 1 1 + a

∣∣∣∣∣∣
= a

(
2 − a2

)
,

∆2 =

∣∣∣∣∣∣

1 + a 1 1
1 a 1

1 a2 1 + a

∣∣∣∣∣∣
= a2 + a− 1,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣

1 + a 1 1

1 1 + a a
1 1 a2

∣∣∣∣∣∣
= a

(
a3 + 2a2 − a− 1

)
.

Таким чином,

x =
∆1

∆
=

2 − a2

a (a+ 3)
, y =

∆2

∆
=
a2 + a− 1

a2 (a+ 3)
,

z =
∆3

∆
=
a3 + 2a2 − a− 1

a (a+ 3)
.

Коли a = 0, тодi ∆ = 0, але ∆2 6= 0, звiдки випливає, що система
несумiсна.

Коли a = −3, тодi ∆ = 0, але ∆1 6= 0, звiдки випливає, що система

несумiсна.
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Задачi для самостiйної роботи

1.1. Обчислити визначники другого порядку:

а)

∣∣∣∣
3 −2
4 6

∣∣∣∣ ;

б)

∣∣∣∣
2 3
6 −10

∣∣∣∣ ;

в)

∣∣∣∣
−1 5
−2 3

∣∣∣∣ ;

г)

∣∣∣∣
1/2

√
3/2

−
√

3/2 1/2

∣∣∣∣ ;

д)

∣∣∣∣
1 +

√
2 2 −

√
5

2 +
√

5 1 −
√

2

∣∣∣∣ ;

е)

∣∣∣∣
1 + i 1 + 3i
1 − 2i 1 + 2i

∣∣∣∣ ;

є)

∣∣∣∣
√
α −1

α
√
α

∣∣∣∣ ;

ж)

∣∣∣∣
sinα cosα

− cosα sinα

∣∣∣∣ ;

з)

∣∣∣∣
sin2 α cos2 α

sin2 β cos2 β

∣∣∣∣ .

1.2. Обчислити визначники третього порядку:

а)

∣∣∣∣∣∣

1 2 0
2 5 −2

0 −2 5

∣∣∣∣∣∣
;

б)

∣∣∣∣∣∣

0 −6 −2

−2 −4 −2
2 11 4

∣∣∣∣∣∣
;

в)

∣∣∣∣∣∣

−1 4 3

−2 5 3
2 −4 −2

∣∣∣∣∣∣
;

г)

∣∣∣∣∣∣

2 3 4
5 −2 1

1 2 3

∣∣∣∣∣∣
;

д)

∣∣∣∣∣∣

−α 1 α

0 −α −1
α 1 −α

∣∣∣∣∣∣
;

е)

∣∣∣∣∣∣

α 1 α

−1 α 1
α −1 α

∣∣∣∣∣∣
.

1.3. Обчислити визначники, розклавши їх по рядках з найбiльшою
кiлькiстю нулiв:
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а)

∣∣∣∣∣∣

a b c
0 d e

0 0 f

∣∣∣∣∣∣
; б)

∣∣∣∣∣∣

a 0 b
−a 0 b

c d e

∣∣∣∣∣∣
; в)

∣∣∣∣∣∣

1 a 1
0 a 0

a 0 −a

∣∣∣∣∣∣
.

1.4. Користуючись властивостями визначникiв, обчислити:

а)

∣∣∣∣∣∣

1 2 5

3 −4 7
−3 12 −15

∣∣∣∣∣∣
;

б)

∣∣∣∣∣∣

12 6 −4

6 4 4
3 2 8

∣∣∣∣∣∣
;

в)

∣∣∣∣∣∣

2 −3 1

6 −6 2
2 −1 2

∣∣∣∣∣∣
;

г)

∣∣∣∣∣∣

α −α α

α α −α
α −α −α

∣∣∣∣∣∣
;

д)

∣∣∣∣∣∣

1 + cosα 1 + sinα 1

1 − sinα 1 + cosα 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
;

е)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 cos2 α

2
sinα 1

2 cos2 β

2
sinβ 1

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

;

є)

∣∣∣∣∣∣

sin 3α cos 3α 1

sin 2α cos 2α 1
sinα cosα 1

∣∣∣∣∣∣
;

ж)

∣∣∣∣∣∣

m+ α m− α α
n+ α 2n− α α

α −α α

∣∣∣∣∣∣
;

з)

∣∣∣∣∣∣

x2 x 1
y2 y 1

z2 z 1

∣∣∣∣∣∣
;

и)

∣∣∣∣∣∣

αx α2 + x2 1
αy α2 + y2 1

αz α2 + z2 1

∣∣∣∣∣∣
;

i)

∣∣∣∣∣∣

sin2 α 1 cos2 α
sin2 β 1 cos2 β

sin2 γ 1 cos2 γ

∣∣∣∣∣∣
;

ї)

∣∣∣∣∣∣

sin2 α cos 2α cos2 α
sin2 β cos 2β cos2 β
sin2 γ cos 2γ cos2 γ

∣∣∣∣∣∣
.

1.5. Довести тотожностi, не розкриваючи визначникiв:

а)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 + x2

2

y1 + y2

2
1

x1 − x2

2

y1 − y2

2
1

x1 y1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
1

2

∣∣∣∣
x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣ ;
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б)

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 a1x+ b1y + c1
a2 b2 a2x+ b2y + c2
a3 b3 a3x+ b3y + c3

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
;

в)

∣∣∣∣∣∣

a1 + b1x a1 − b1x c1
a2 + b2x a2 − b2x c2
a3 + b3x a3 − b3x c3

∣∣∣∣∣∣
= −2x

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
;

г)

∣∣∣∣∣∣

1 a bc

1 b ca
1 c ab

∣∣∣∣∣∣
= (b− a)(c− a)(c− b);

д)

∣∣∣∣∣∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣
= (b− a)(c− a)(c− b).

1.6. Розв’язати рiвняння:

а)

∣∣∣∣∣∣

−1 − λ 0 0
−4 −5 − λ 8

−4 −4 7 − λ

∣∣∣∣∣∣
= 0;

б)

∣∣∣∣∣∣

2 − λ 1 −2

6 3 − λ −8
3 1 −3 − λ

∣∣∣∣∣∣
= 0;

в)

∣∣∣∣∣∣

x2 4 9
x 2 3

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
= 0;

г)

∣∣∣∣∣∣

x2 3 2

x −1 1
0 1 4

∣∣∣∣∣∣
= 0.

1.7. Довести, що якщо всi елементи визначника третього порядку

дорiвнюють ±1, то значення визначника буде парним числом.

1.8. Нехай рiвно три елемента визначника третього порядку дорiвню-
ють 1, i всi iншi — дорiвнюють 0. Яких значень може набувати такий

визначник?

1.9. Знайти найбiльше значення, якого може набувати визначник тре-

тього порядку за умови, що всi його елементи дорiвнюють ±1.
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1.10. Знайти найбiльше значення визначника третього порядку за
умови, що всi його елементи дорiвнюють +1 або 0.

1.11. Як змiниться визначник третього порядку, якщо переставити

стовпчики матрицi, розмiстивши їх у зворотному порядку.

1.12. Як змiниться визначник третього порядку, елементами якого є

комплекснi числа, якщо всi елементи визначника замiнити комплексно
спряженими числами?

1.13. Пояснити, як змiниться визначник третього порядку, якщо всi
елементи визначника вiдобразити симетрично вiдносно

а) головної дiагоналi; б) другої великої дiагоналi.

1.14. а) Довести, що

f(λ) =

∣∣∣∣
a1 − λ a2

b1 b2 − λ

∣∣∣∣

є многочленом другого порядку вiдносно λ i обчислити його коефi-
цiєнти;

б) Довести, що

f(λ) =

∣∣∣∣∣∣

a1 − λ a2 a3

b1 b2 − λ b3
c1 c2 c3 − λ

∣∣∣∣∣∣

є многочленом третього порядку вiдносно λ i обчислити його

коефiцiєнти.

1.15. Обчислити визначники четвертого порядку:

а)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 −2 1
3 5 −1 1

1 2 3 −4
1 0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
;
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б)

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −7 1 −3
1 −2 5 −4

0 −6 −1 0
3 1 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
;

в)

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 2 −4

9 1 4 −5
−3 8 2 −7

−2 −3 −2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
;

г)

∣∣∣∣∣∣∣∣

−3 −5 1 −3
2 0 −1 5

0 3 −1 1
−7 −1 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
;

д)

∣∣∣∣∣∣∣∣

5 3 1 1
3 1 −2 5

9 8 5 −2
−5 −3 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
;

е)

∣∣∣∣∣∣∣∣

4 −1 −3 3
2 6 −4 0

−8 8 1 −7
0 −4 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

1.16. Числа 1887, 5355, 3672, 1479 дiляться на 17. Не обчислюючи виз-
начника, пояснити, чому число

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 8 8 7

5 3 5 5
3 6 7 2
1 4 7 9

∣∣∣∣∣∣∣∣

також дiлиться на 17.

1.17. Обчислити визначник четвертого порядку, знаючи, що сума ряд-
кiв з парними номерами дорiвнює сумi рядкiв з непарними номерами.

1.18. Обчислити визначник четвертого порядку, елементи якого заданi

умовами:

а) aij = min {i, j} ; б) aij = max {i, j} ; в) aij = |i− j| .

1.19. Методом Крамера розв’язати системи лiнiйних рiвнянь другого
порядку:
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а)

{
x+ 4y = −10,

3x− y = 9;

б)

{
2x− 3y = −1,

5x− 4y = −8;

в)

{
6x− 7y = −30,

−3x+ 2y = 11;

г)

{
5x− 2y = 7,

−20x+ 8y = −28;

д)

{
−x+ 12y = −3,

2x− 24y = −9;

е)

{
−2x− 6y = 0,

x+ 3y = 0.

1.20. Методом Крамера розв’язати системи лiнiйних рiвнянь третього
порядку:

а)





3x+ 5y + 2z = 1,

−4x− 3y + 2z = 10,

7x+ 8y − z = −13;

б)





2x+ 3y + z = −4,

−4x+ 5y + z = 12,

2x− 7y − 2z = −9;

в)






4x+ y + 2z = 7,

x− 2y + 4z = −4,

8x+ 5y − 2z = 23;

г)





5x− 4y + 9z = −11,

x− 5y + 7z = −17,

8x− y + 7z = 0;

д)





x+ 2y − z = 2,

x+ 5y − 3z = 3,

2x+ y = 3;

е)





9x+ y + 4z = −5,

−3x+ 8y + 2z = −7,

−2x− 3y − 2z = 5;

є)





−4x+ 8y − 9z = 3,

−x+ 5y − 12z = −2,

6x− 10y + 7z = −7;

ж)





2x+ 4y + 2z = −3,

x+ 2y + 7z = −4,

−4x− 8y + 8z = 1.

1.21. Дослiдити, при яких значеннях параметрiв система лiнiйних рiв-
нянь має єдиний розв’язок, несумiсна, має безлiч розв’язкiв? У випадках,

коли система сумiсна, вказати всi розв’язки системи.
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а)

{
2x− 5y = 1,

ax+ 5y = −2a− 5;

б)

{
ax + 7y = 1,

x− y = 2b− 2;

в)

{
ax− 8y = 3,

−2x+ ay = 2b− 1;

г)

{
ax− by = 1,

ax + 5y = −2a− 5;

д)





5x+ ay + 6z = −3,

4x− 2y + 4z = 1,

3x+ 7y + 2z = b;

е)





−5x+ 3y − 8z = 4,

3x− y + 6z = b,

ax+ 3y + 2z = 2;

є)






ax+ y + z = 1,

x+ ay + z = 1,

x+ y + az = 1;

ж)





(a+ 1)x+ y + z = a2 + 3a,

x+ (a+ 1) y + z = a3 + 3a2,

x+ y + (a+ 1) z = a4 + 3a3;

з)





x + y + z = 1,

ax+ by + cz = d,

a2x+ b2y + c2z = d2.

1.22. Навести приклад систем лiнiйних рiвнянь третього порядку, для

яких виконуються умови ∆ = ∆1 = ∆2 = ∆3 = 0 i система

а) має безлiч розв’язкiв; б) несумiсна.

2 Поняття вектора. Лiнiйнi операцiї над
векторами

В цьому роздiлi використовуються такi поняття та результати.

1. Вектор, довжина(модуль) вектора, орт вектора, колiнеарнi вектори,
компланарнi вектори, рiвнi вектори.

2. Множення вектора на число, додавання векторiв (правило трикутника, правило
паралелограма), властивостi лiнiйних операцiй над векторами.

3. Лiнiйна комбiнацiя векторiв, лiнiйна залежнiсть або незалежнiсть векторiв,
координати лiнiйної комбiнацiї векторiв, базис, координати вектора в базисi, орто-
нормований базис (ОНБ), критерiй колiнеарностi векторiв у координатнiй формi,
напрямнi косинуси вектора.
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Приклади розв’язання задач

Приклад 2.1. Нехай

~a = {1, 2, 0} ,~b = {−2,−1, 2} ,~c = {1, 1,−1} , ~d = {3, 2, 1} .

Знайти координати вектора 3~a+ 2~b− 3~c+ ~d.

Розв’язання. Оскiльки кожна координата лiнiйної комбiнацiї векторiв
є такою ж самою лiнiйною комбiнацiєю вiдповiдних координат цих век-

торiв, то
3~a+ 2~b− 3~c+ ~d = {3 · 1 + 2 · (−2) − 3 · 1 + 3,

3 · 2 + 2 · (−1) − 3 · 1 + 2, 3 · 0 + 2 · 2 − 3 · (−1) + 1} = {−1, 3, 8}.
Приклад 2.2. В просторi задано вектор ~a довжиною 4. Знайти коор-

динати вектора ~a, якщо вiдомо, що кут мiж ~a i першим координатним
вектором дорiвнює 2π/3, кут мiж ~a i другим координатним вектором

дорiвнює π/4 (базис є ортонормованим).

Розв’язання. Нехай ϕ1, ϕ2, ϕ3 це кути, якi утворює вектор ~a з коор-

динатними векторами ~e1, ~e2, ~e3 вiдповiдно. Вiдомо, що cosϕ1 = −1/2,
cosϕ2 = 1/

√
2. Тодi

cosϕ3 = ±
√

1 − cosϕ2
1 − cosϕ2

2 = ±1/2,

~a = {|~a| cosϕ1, |~a| cosϕ2, |~a| cosϕ3} =
{
∓2,±2

√
2,±2

}
.

Приклад 2.3. У трикутнику ABC точка M — середина вiдрiзку AB,

точка O — це точка перетину медiан. Приймаючи за базиснi вектори
~a =

−→
AB i ~b =

−→
AC, знайти в цьому базисi координати векторiв ~k =

−−→
AM,

~m =
−→
AO i ~n =

−−→
MO.

Розв’язання. Зобразимо на рисунку вектори ~a,~b,~k, ~m,~n.

Тодi

~k =
1

2
~a, ~n =

1

3

−−→
MC =

1

3

(
~b− ~k

)
=

1

3

(
~b− 1

2
~a

)
=

1

3
~b− 1

6
~a,
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M

A

B

C
b

n

m

O

a

k

~m = ~k + ~n =
1

2
~a+

1

3
~b− 1

6
~a =

1

3
~a+

1

3
~b.

Таким чином, ~k =

{
1

2
, 0

}
, ~m =

{
1

3
,
1

3

}
, ~n =

{
−1

6
,
1

3

}
в базисi ~a,~b.

Приклад 2.4. Нехай

~a = {1, 2, 3},~b = {2, 1, 1},~c = {1,−1,−1}, ~d = {9, 3,−6}.

a) довести, що вектори ~a,~b,~c є базисом у просторi;

б) знайти координати вектора ~d в базисi ~a,~b,~c.

Розв’язання. а) Три вектори є базисом у просторi тодi i тiльки тодi,

коли вони лiнiйно незалежнi. Це означає, що рiвнiсть α~a + β~b + γ~c = ~0
повинна виконуватись тодi i тiльки тодi, коли α = β = γ = 0.

Перевiримо це, записавши дану рiвнiсть покоординатно (якщо нуль-
вектор є лiнiйною комбiнацiєю векторiв ~a,~b,~c, тодi кожна координата

нуль-вектора є такою ж самою лiнiйною комбiнацiєю вiдповiдних коор-
динат векторiв ~a,~b,~c): 




α + 2β + γ = 0

2α+ β − γ = 0

3α+ β − γ = 0

Для того, щоб дана система лiнiйних рiвнянь мала єдиний нульовий

розв’язок необхiдно i достатньо, щоб визначник системи не дорiвнював
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нулю (див. приклад 1.6). Дiйсно,

∆ =

∣∣∣∣∣∣

1 2 1

2 1 −1
3 1 −1

∣∣∣∣∣∣
= −3 6= 0.

б) Нехай ~d = {x, y, z} в базисi ~a,~b,~c, тобто ~d = x~a + y~b + z~c. Це
означає, що кожна координата вектора ~d є такою ж самою лiнiйною
комбiнацiєю вiдповiдних координат векторiв ~a,~b,~c. Запишемо це:





x+ 2y + z = 9

2x+ y − z = 3

3x+ y − z = −6

Ця система має єдиний (єдинiсть випливає з того, що вектори ~a,~b,~c є

базисом в R
3) розв’язок x = −9, y = 13, z = −8.

Задачi для самостiйної роботи

2.1. Нехай ~a = {−1, 2, 3},~b = {1, 0 − 1},~c = {−1, 1, 1}, ~d = {4, 2, 0}.
Знайти координати вектора

а) 2~a−~b− 3~c+ ~d;

б) 3~d− 5~b− ~a− ~c;

в) 3(~a+~b) − 4~c− ~d;

г) 3(~c− ~a) − 5(~b− ~d).

2.2. Нехай кут мiж вектором ~a i першим координатним вектором
дорiвнює 3π/4, кут мiж вектором ~a i третiм координатним вектором

дорiвнює π/3. Знайти вектор ~a, якщо вiдомо, що його довжина дорiвнює
2.

2.3. Визначити координати вектора, який утворює з координатними
осями однаковi кути, якщо його довжина дорiвнює

√
3.
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2.4. Перевiрити, що чотири точки A(3,−1, 2), B(1, 2,−1), C(−1, 1,−3),
D(3,−5, 3) є вершинами трапецiї.

2.5. Визначити, якi з наступних трiйок векторiв ~a,~b,~c будуть лiнiйно

залежними. У тому випадку, коли це можливо, представити вектор ~c як
лiнiйну комбiнацiю векторiв ~a i ~b :

а) ~a = {5, 2, 1}, ~b = {−1, 4, 2}, ~c = {−1,−1, 6};

б) ~a = {6, 4, 2}, ~b = {−9, 6, 3}, ~c = {−3, 6, 3};

в) ~a = {6,−18, 12}, ~b = {−8, 24,−16}, ~c = {8, 7, 3}.

2.6. Нехай заданi вектори ~a = {1, 5, 3}, ~b = {6,−4,−2}, ~c = {0,−5, 7},
~d = {−20, 27,−35}. Пiдiбрати числа α, β i γ так, щоб вектори α~a, β~b, γ~c i
~d утворювали замкнену ламану лiнiю, якщо початок кожного наступного

вектора з’єднати з кiнцем попереднього.

2.7. Перевiрити, що вектори ~a = {4, 1,−1},~b = {1, 2,−5},~c = {−1, 1, 1}
утворюють базис у просторi. Знайти в базисi ~a,~b,~c координати векторiв

a) ~l = {4, 4,−5}; б) ~m = {2, 4,−10}; в) ~n = {0, 3,−4}.

2.8. З однiєї точки простору вiдкладено три вектора ~a,~b,~c. Довести,

що кiнець вектора ~c тодi i тiльки тодi лежить на вiдрiзку, з’єднуючому
кiнцi векторiв ~a i ~b, коли виконується рiвнiсть ~c = α~a + β~b, де α ≥ 0,
β ≥ 0, α + β = 1. У якому спiввiдношеннi кiнець вектора ~c дiлить цей

вiдрiзок?

2.9. Нехай ~r1, ~r2 — радiус-вектори точок A i B. Знайти

a) радiус-вектор ~r3 точки M, яка лежить на вiдрiзку AB, якщо |AM | :

|BM | = m : n;
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б) радiус-вектор ~r4 точки N, яка лежить на прямiй AB, ззовнi вiдрiзка
AB, якщо |AN | : |BN | = m : n.

2.10. Задано двi точки A(3,−2) i B(1, 4). Точка M лежить на прямiй
AB, причому |AM | = 3|AB|. Знайти координати точки M, якщо

a) точки M i B лежать по один бiк вiд точки A;

б) точки M i B лежать по рiзнi боки вiд точки A.

2.11. Три точки A(x1, y1), B(x2, y2) i C(x3, y3) не лежать на однiй

прямiй i є послiдовними вершинами паралелограма. Знайти координати
четвертої вершини D цього паралелограма.

2.12. Знаючи радiус-вектори ~r1, ~r2, ~r3, ~r4 вершин A,B,D,A1 парале-
лепiпеда ABCDA1B1C1D1, виразити через них радiус-вектори iнших

вершин.

2.13. Довести, що радiус-вектор центра правильного багатокутника є

середнiм арифметичним радiус-векторiв його вершин.

2.14. У площинi трикутника ABC знайти точку O таку, що
−→
OA+

−−→
OB +

−→
OC = ~0.

Чи iснують такi точки зовнi трикутника?

2.15. У паралелограмi ABCD точка K — середина вiдрiзка BC i точка
O — точка перетину дiагоналей. Приймаючи за базиснi вектори

−→
AB i−−→

AD, знайти в цьому базисi координати векторiв
−−→
BD,

−→
CO,

−−→
KD.

2.16. Точки E i F є серединами сторiн AB i CD чотирикутника ABCD.

Довести, що
−→
EF =

1

2

(−−→
BC +

−−→
AD
)
.
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2.17. Задано правильний шестикутник ABCDEF. Приймаючи за
базиснi вектори

−→
AB i

−→
AF, знайти в цьому базисi координати векторiв−−→

BC,
−−→
CD,

−−→
DE,

−→
EF,

−−→
BD,

−→
CF,

−−→
CE.

2.18. В тетраедрi OABC точки K,L,M,N, P,Q — середини ребер OA,
OB, OC, AB, AC, BC вiдповiдно, S — точка перетину медiан трикутника
ABC. Приймаючи за базиснi вектори

−→
OA,

−−→
OB i

−→
OC, знайти в цьому

базисi координати векторiв

a)
−→
AB,

−−→
BC,

−→
AC;

б)
−−→
KL,

−→
PQ,

−−→
NC,

−−→
MP,

−−→
KQ;

в)
−→
OS,

−−→
KS.

2.19. Задано паралелепiпед ABCDA1B1C1D1. Приймаючи за початок
координат вершину A, а за базиснi вектори

−→
AB,

−−→
AD i

−−→
AA1, знайти в

цьому базисi координати

a) вершин C,B1, C1;

б) точок K i L — середин ребер A1B1 i CC1 вiдповiдно;

в) точок M i N перетину дiагоналей граней A1B1C1D1 i ABB1A1

вiдповiдно;

г) точки O — перетину дiагоналей паралелепiпеда.

3 Скалярний, векторний, мiшаний добутки векторiв

В цьому роздiлi використовуються такi поняття та результати.

1. Проекцiя вектора на вектор. Скалярний добуток векторiв, властивостi скаляр-
ного добутку, скалярний добуток векторiв у координатнiй формi, скалярний добуток
векторiв у координатнiй формi в ОНБ, застосування скалярного добутку векторiв
для обчислення довжини вектора та кута мiж векторами, критерiй ортогональностi
векторiв.
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2. Права, лiва трiйка векторiв. Векторний добуток векторiв, властивостi вектор-
ного добутку, векторний добуток векторiв у координатнiй формi в ОНБ, обчислення
площi паралелограма за допомогою векторного добутку.

3. Мiшаний добуток векторiв, властивостi мiшаного добутку, мiшаний добуток
векторiв у координатнiй формi в ОНБ, застосування мiшаного добутку векторiв для
дослiдження, чи є трiйка векторiв компланарною, правою або лiвою, обчислення
об’єму паралелепiпеда або трикутної пiрамiди за допомогою мiшаного добутку.

Приклади розв’язання задач

Приклад 3.1. Нехай

~a = {1,−1, 2},~b = {−3, 1, 0},~c = {−1, 1, 2}.

Знайти

а) ~b(~a,~c ) − ~c(~a,~b );

б) |~a |2 + |~c |2 + (~a,~b )(~b,~c );

в) Πp~c (2~a+~b );

г) Πp~a−2~c(3~a+ 2~b );

д) ∠(~a− ~c,~b− ~c );

е) ∠( 2~a+ ~c, 2~b− ~c ).

Розв’язання. а) Обчислимо скалярнi добутки

(~a,~c ) = 1 · (−1) + (−1) · 1 + 2 · 2 = 2,

(~a,~b ) = 1 · (−3) + (−1) · 1 + 2 · 0 = −4,

звiдки
~b(~a,~c ) − ~c(~a,~b ) = 2~b+ 4~c = {−10, 6, 8} .

б) За допомогою скалярного добутку обчислимо довжини векторiв

|~a |2 = (~a,~a ) = 1 · 1 + (−1) · (−1) + 2 · 2 = 6,

|~c |2 = (~c,~c ) = (−1) · (−1) + 1 · 1 + 2 · 2 = 6,

а також, знайдемо

(~b,~c ) = (−3) · (−1) + 1 · 1 + 0 · 2 = 4,
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звiдки
|~a |2 + |~c |2 + (~a,~b )(~b,~c ) = 6 + 6 + (−4) · 4 = −4.

в) Обчислимо
2~a+~b = {−1,−1, 4} ,

( 2~a+~b,~c ) = −1 · (−1) + (−1) · 1 + 4 · 2 = 8,

звiдки

Πp ~c ( 2~a+~b ) =
( 2~a+~b,~c )

|~c | =
8√
6
.

г) Обчислимо

3~a+ 2~b = {−3,−1, 6} , ~a− 2~c = {3,−3,−2} ,

|~a− 2~c | =
√

(~a− 2~c,~a− 2~c ) =

=
√

3 · 3 + (−3) · (−3) + (−2) · (−2) =
√

22,

( 3~a+ 2~b,~a− 2~c ) = −3 · 3 + (−1) · (−3) + 6 · (−2) = −18

звiдки

Πp ~a−2~c ( 3~a+ 2~b ) =
( 3~a+ 2~b,~a− 2~c )

|~a− 2~c | =
−18√

22
.

д) Обчислимо

~a− ~c = {2,−2, 0} , ~b− ~c = {−2, 0,−2} ,

|~a− ~c | =
√

(~a− ~c,~a− ~c ) =
√

2 · 2 + (−2) · (−2) + 0 · 0 = 2
√

2,

|~b− ~c | =

√
(~b− ~c,~b− ~c ) =

=
√

(−2) · (−2) + 0 · 0 + (−2) · (−2) = 2
√

2,

(~a− ~c,~b− ~c ) = 2 · (−2) + (−2) · 0 + 0 · (−2) = −4,

звiдки

∠(~a− ~c,~b− ~c ) = arccos
(~a− ~c,~b− ~c )

|~a− ~c ||~b− ~c |
= arccos

−4

−8
=
π

3
.
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e) Обчислимо

2~a+ ~c = {1,−1, 6} , 2~b− ~c = {−5, 1,−2} ,

| 2~a+ ~c | =
√

( 2~a+ ~c, 2~a+ ~c ) =
√

1 · 1 + (−1) · (−1) + 6 · 6 =

=
√

38,

| 2~b− ~c | =

√
( 2~b− ~c, 2~b− ~c ) =

=
√

(−5) · (−5) + 1 · 1 + (−2) · (−2) =
√

30,

( 2~a+ ~c, 2~b− ~c ) = 1 · (−5) + (−1) · 1 + 6 · (−2) = −18,

звiдки

∠( 2~a+ ~c, 2~b− ~c ) = arccos
( 2~a+ ~c, 2~b− ~c )

| 2~a+ ~c || 2~b− ~c |
=

= arccos
−18√
38

√
30

= π − arccos
9

285
.

Приклад 3.2. Заданi два неколiнеарних вектори ~a i ~b. Знайти вектор ~x,
який задовольняє такi умови:

а) вектори ~a,~b, ~x — компланарнi;

б) ( a, x ) = 1, ( b, x ) = 0.

Розв’язання. Оскiльки вектори ~a,~b, ~x — компланарнi, то можна

вважати, що вони лежать на однiй площинi. Вектори ~a,~b можна роз-
глядати як базис на цiй площинi, оскiльки вони неколiнеарнi. Нехай

~x = {α, β} в базисi ~a,~b, тобто ~x = α~a + β~b. З другої умови випливає,
що

(~a, ~x ) = (~a, α~a+ β~b ) = α(~a,~a ) + β(~a,~b ) = 1,

(~b, ~x ) = (~b, α~a+ β~b ) = α(~b,~a ) + β(~b,~b ) = 0.
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З цих двох рiвнянь знайдемо α i β. Зауважимо, що ця система має
єдиний розв’язок, оскiльки (~a,~a )(~b,~b ) − (~a,~b )2 > 0 (нерiвнiсть Кошi-

Буняковського)1. Таким чином,

α =
(~b,~b )

(~a,~a )(~b,~b ) − (~a,~b )2
, β = − (~a,~b )

(~a,~a )(~b,~b ) − (~a,~b )2

i

~x =
~a(~b,~b ) −~b(~a,~b )

(~a,~a )(~b,~b ) − (~a,~b )2
.

Приклад 3.3. Довжини базисних векторiв загальної декартової системи

координат у просторi дорiвнюють вiдповiдно
√

3, 2 i 1, кути мiж базисни-
ми векторами дорiвнюють ∠(~e1, ~e2 ) = ∠(~e1, ~e3 ) = π/6, ∠(~e2, ~e3 ) = π/4.
Обчислити довжини векторiв ~a,~b i кут мiж ними, якi в заданому базисi

мають координати {2, 1,−1} та {−3,−1, 1} вiдповiдно.

Розв’язання. Вектори ~a i ~b заданi своїми координатами в базисi ~e1, ~e2 i
~e3, тому

~a = −2~e1 + ~e2 − ~e3, ~b = −3~e1 + ~e2 + ~e3.

Перш нiж знаходити довжини сторiн i кути трикутника, обчислимо всi
можливi скалярнi добутки базисних векторiв:

(~e1, ~e1 ) = |~e1 |2 = 3, (~e2, ~e2 ) = |~e2 |2 = 4, (~e3, ~e3 ) = |~e3 |2 = 1,

(~e1, ~e2 ) = |~e1 ||~e2 | cos ∠(~e1, ~e2 ) = 3,

(~e2, ~e3 ) = |~e2 ||~e3 | cos ∠(~e2, ~e3 ) =
√

2,

(~e1, ~e3 ) = |~e1 ||~e3 | cos ∠(~e1, ~e3 ) =
3

2
.

Квадрат довжини вектора ~a дорiвнює:

|~a |2 = (~a,~a ) = (−2~e1 + ~e2 − ~e3,−2~e1 + ~e2 − ~e3 ) = 4(~e1, ~e1 )+

+(~e2, ~e2 ) + (~e3, ~e3 ) − 4(~e1, ~e2 ) + 4(~e1, ~e3 ) − 2(~e2, ~e3 ) = 11 − 2
√

2,

1У загальному випадку нерiвнiсть Кошi-Буняковського має такий вигляд (~a,~a )(~b,~b )− (~a,~b )2 ≥
0, причому знак рiвностi має мiсце тодi i лише тодi, коли вектори ~a i ~b колiнеарнi.
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звiдки |~a | =
√

11 − 2
√

2.

Квадрат довжини вектора ~b дорiвнює:

|~b |2 = (~b,~b ) = (−3~e1 + ~e2 + ~e3,−3~e1 + ~e2 + ~e3 ) = 9(~e1, ~e1 )+

+(~e2, ~e2 ) + (~e3, ~e3 ) − 6(~e1, ~e2 ) − 6(~e1, ~e3 ) + 2(~e2, ~e3 ) = 5 + 2
√

2,

звiдки |~b | =
√

5 + 2
√

2.
Знайдемо кут мiж векторами ~a i ~b. Для цього необхiдно знайти

скалярний добуток цих векторiв:

(~a,~b ) = (−2~e1 + ~e2 − ~e3,−3~e1 + ~e2 + ~e3 ) = 6(~e1, ~e1 ) + (~e2, ~e2 )−

−(~e3, ~e3 ) − 5(~e1, ~e2 ) + (~e1, ~e3 ) =
15

2
.

Кут мiж векторами ~a i ~b дорiвнює

∠(~a,~b ) = arccos
(~a,~b )

|~a ||~b |
= arccos

15

2
√

11 − 2
√

2
√

5 + 2
√

2
=

= arccos
15

2
√

47 + 12
√

2
.

Приклад 3.4. Нехай ~a = {−3, 3, 8} , ~b = {3,−2,−6} . Обчислити вектор-

ний добуток
[
~a,~b
]
. Чому дорiвнює площа паралелограма, побудованого

на векторах ~a i ~b?

Розв’язання. Позначимо через ~e1, ~e2, ~e3 ортонормований базис, в якому

заданi координати векторiв ~a i ~b. Тодi

[
~a,~b
]

=

∣∣∣∣∣∣

~e1 ~e2 ~e3

−3 3 8
3 −2 −6

∣∣∣∣∣∣
= ~e1

∣∣∣∣
3 8

−2 −6

∣∣∣∣− ~e2

∣∣∣∣
−3 8

3 −6

∣∣∣∣+

+~e3

∣∣∣∣
−3 3

3 −2

∣∣∣∣ = −2~e1 + 6~e2 − 3~e3.

Таким чином,
[
~a,~b
]

= {−2, 6,−3} .
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Площа паралелограма, побудованого на векторах ~a i ~b дорiвнює
модулю векторного добутку цих векторiв:

∣∣∣
[
~a,~b
]∣∣∣ =

√
4 + 36 + 9 = 7.

Приклад 3.5. Знайти вектор ~x iз системи:





~x ⊥ ~a = 2~e1 − 9~e2 + 4~e3,

~x ⊥ ~b = 6~e1 − 6~e2 + 5~e3,

| ~x | = 7,

∠( ~x,~e3 )— тупий.

Розв’язання. З умов ~x ⊥ ~a i ~x ⊥ ~b випливає, що вектор ~x колiнеарний

векторному добутку
[
~a,~b
]
.Це означає, що ~x = α

[
~a,~b
]
, де α— невiдомий

параметр, який знайдемо з iнших умов. Обчислимо
[
~a,~b
]

(~e1, ~e2, ~e3 —

ортонормований базис, в якому заданi координати векторiв):

[
~a,~b
]

=

∣∣∣∣∣∣

~e1 ~e2 ~e3

2 −9 4

6 −6 5

∣∣∣∣∣∣
= ~e1

∣∣∣∣
−9 4
−6 5

∣∣∣∣− ~e2

∣∣∣∣
2 4
6 5

∣∣∣∣+ ~e3

∣∣∣∣
2 −9
6 −6

∣∣∣∣ =

= −21~e1 + 14~e2 + 42~e3.

Тобто ~x = −21α~e1 + 14α~e2 + 42α~e3. Абсолютне значення параметра α
можна знайти, виходячи з вiдомої довжини ~x :

| ~x | =
√

212α2 + 142α2 + 422α2 = 49 |α| = 7,

звiдки |α | = 1/7 або α = ±1/7.
Вiдомо, що ∠( ~x,~e3 ) — тупий. Це означає, що третя координата

вектора ~x вiд’ємна, тобто α = −1/7.
Таким чином, ~x = 3~e1 − 2α~e2 − 6α~e3.

Приклад 3.6. Нехай ~a = 4~e1 +~e2 +5~e3, ~b = ~e1 +3~e2 +~e3, ~c = −5~e1 +λ~e2−
6~e3. Знайти мiшаний добуток

(
~a,~b,~c

)
при λ = −1. При яких значеннях

параметра λ вектори ~a, ~b i ~c компланарнi? є правою трiйкою? є лiвою
трiйкою?
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Розв’язання. Нехай λ = −1. Мiшаний добуток
(
~a,~b,~c

)
дорiвнює виз-

начнику, який складається з координат векторiв ~a, ~b i ~c, записаних по

рядках (або стовпчиках) у вiдповiдному порядку:

(
~a,~b,~c

)
=

∣∣∣∣∣∣

4 1 5

1 3 1
−5 −1 −6

∣∣∣∣∣∣
= 3.

Обчислимо мiшаний добуток
(
~a,~b,~c

)
при всiх значеннях параметра λ :

(
~a,~b,~c

)
=

∣∣∣∣∣∣

4 1 5
1 3 1

−5 λ −6

∣∣∣∣∣∣
= 4 + λ.

Вектори ~a, ~b i ~c компланарнi тодi i тiльки тодi, коли їх мiшаний
добуток дорiвнює 0. Ця умова виконується, коли λ = −4.

Вектори ~a, ~b i ~c є правою трiйкою тодi i тiльки тодi, ко-
ли їх мiшаний добуток додатний. Ця умова виконується, коли

λ > −4.
Вектори ~a, ~b i ~c є лiвою трiйкою тодi i тiльки тодi, коли їх мiшаний

добуток вiд’ємний. Ця умова виконується, коли λ < −4.

Приклад 3.7. Нехай A (6, 2, 4) , B (4, 1, 2) , C (7, 3, 7) , A1 (9, 3, 2) . Знайти
об’єм паралелепiпеда ABCDA1B1C1D1. Чому дорiвнює висота парале-

лепiпеда, опущена з вершини A1 на грань ABCD?

Розв’язання. Знайдемо координати векторiв, на яких побудовано зада-

ний паралелепiпед:

−→
AB = {−2,−1,−2} , −→

AC = {1, 1, 3} , −−→
AA1 = {3, 1,−2} .

Тодi V — об’єм паралелепiпеда ABCDA1B1C1D1, дорiвнює модулю
мiшаного добутку векторiв, на яких побудовано паралелепiпед:

V =
∣∣∣
(−→
AB,

−→
AC,

−−→
AA1

)∣∣∣ ,
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A
H

B C

D

A

B C

D
1

1 1

1

де
(−→
AB,

−→
AC,

−−→
AA1

)
=

∣∣∣∣∣∣

−2 −1 −2

1 1 3
3 1 −2

∣∣∣∣∣∣
= 3,

тодi V = 3 куб.од.

Нехай A1H — висота паралелепiпеда, опущена з вершини A1 на
грань ABCD, S — площа паралелограма ABCD. Вiдомо, що об’єм

паралелепiпеда дорiвнює добутку площi основи (паралелограма ABCD)
на довжину висоти A1H : V = S · A1H. Площа паралелограма ABCD

дорiвнює модулю векторного добутку векторiв, на яких вiн побудований:

S =
∣∣∣
[−→
AB,

−→
AC
]∣∣∣ ,

де
[−→
AB,

−→
AC
]

=

∣∣∣∣∣∣

~e1 ~e2 ~e3

−2 −1 −2
1 1 3

∣∣∣∣∣∣
= −~e1 + 4~e2 − ~e3,

тодi
S = | −~e1 + 4~e2 − ~e3 | =

√
18.

Тодi

A1H =
V

S
=

3√
18

=
1√
2
.

Приклад 3.8. Довести тотожнiсть:

(
~a,~b,~c

)2

=

∣∣∣∣∣∣∣

(~a,~a ) (~a,~b ) (~a,~c )

(~a,~b ) (~b,~b ) (~b,~c )

(~a,~c ) (~b,~c ) (~c,~c )

∣∣∣∣∣∣∣
.
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Розв’язання. Неважко перевiрити, що рiвнiсть виконується, якщо хоча
б один з векторiв дорiвнює нуль-вектору, тому надалi ми будемо вважати,

що ~a 6= ~0, ~b 6= ~0 i ~c 6= ~0.
Зафiксуємо вектор одиничної довжини, колiнеарний вектору ~a. По-

значимо його ~e1. Виберемо вектор одиничної довжини ~e2, ортогональний
~e1, таким чином, щоб, вектори ~e2, ~a i ~b були компланарнi. Вектор ~e3

виберемо так, щоб трiйка ~e1, ~e2, ~e3 утворювала правий ортонормований

базис.

e a
bc e

e

1

2

3

У цьому базисi вектори ~a, ~b, ~c мають координати {a1, 0, 0} , {b1, b2, 0} ,
{c1, c2, c3} , вiдповiдно. Тодi

(
~a,~b,~c

)2

=

∣∣∣∣∣∣

a1 0 0
b1 b2 0

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣

2

= (a1b2c3)
2 .

Покажемо, що права частина рiвностi, яку потрiбно довести, дорiвнює

такому ж самому виразу. Запишемо всi скалярнi добутки, якi входять до
визначника, через координати векторiв:

∣∣∣∣∣∣∣

(~a,~a ) (~a,~b ) (~a,~c )

(~a,~b ) (~b,~b ) (~b,~c )

(~a,~c ) (~b,~c ) (~c,~c )

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

a2
1 a1b1 a1c1

a1b1 b21 + b22 b1c1 + b2c2
a1c1 b1c1 + b2c2 c21 + c22 + c23

∣∣∣∣∣∣
=

= a2
1

∣∣∣∣∣∣

1 b1 c1
b1 b21 + b22 b1c1 + b2c2
c1 b1c1 + b2c2 c21 + c22 + c23

∣∣∣∣∣∣
.

В останнiй рiвностi двiчi винесено за знак визначника коефiцiєнт a1 (з
першого рядка i першого стовпчика). Далi скористаємось властивостями

визначникiв: вiднiмемо вiд другого рядка перший, помножений на число
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b1; вiднiмемо вiд третього рядка перший, помножений на число c1. У
результатi отримаємо:

a2
1

∣∣∣∣∣∣

1 b1 c1
b1 b21 + b22 b1c1 + b2c2
c1 b1c1 + b2c2 c21 + c22 + c23

∣∣∣∣∣∣
= a2

1

∣∣∣∣∣∣

1 b1 c1
0 b22 b2c2
0 b2c2 c22 + c23

∣∣∣∣∣∣
=

= a2
1

∣∣∣∣
b22 b2c2
b2c2 c22 + c23

∣∣∣∣ = a2
1

(
b22
(
c22 + c23

)
− b22c

2
2

)
= a2

1b
2
2c

2
3.

Тотожнiсть доведено.

Задачi для самостiйної роботи

Скалярний добуток

3.1. Задано вектори

~a = {2, 1,−1}, ~b = {−3, 3,−1}, ~c = {1, 1, 1}, ~d = {−1, 2, 2}.
Обчислити

а) (~a,~c ) + (~b, ~d );

б) |~b |2 + | ~d |2 − 10(~a,~c );

в) ~c( ~d, 2~a+~b ) + ~d(~b− ~c,~a );

г) ~a( 2~b− ~c+ ~d,~c ) − 3~b(~a− ~d,~c );

д) ( 2~b+ 3~c, 3~b− 5~d ) + ( 5~c− 2~d, 3~d+ 2~c );

e) (~b− ~d,~b+ ~c )( 2~a+ ~d,~b− 2~d );

є) ∠(~b− ~c,~a+ ~d );

ж) ∠(~a+~b− ~d, 2~a+ ~c );

з) Πp~b
(~a+ 3~d );

и) Πp2~a−3~c ( 2~b− ~c );

i) Πp
~a+~b

(−3~c+ 2~d );

ї) Πp~d−~b−5~c ( 4~b− 3~a ).

3.2. Задано вектори

~a = {−1,−1, 1}, ~b = {5, 1,−3}, ~c = {−2, 3, 1}, ~d = {1, 1, 4}.
Обчислити
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а) (~a,~b ) + (~c, ~d );

б) |~a |2 + |~c |2 + 2(~b, ~d );

в) ~a(~b,~c+ ~d ) −~b(~a+ ~c, ~d );

г) ~c( 2~a−~b− ~c, ~d ) + 3~d(~c+~b, ~d );

д) ( 3~a− ~d, 2~a+~b ) − ( 2~b− ~d,~c+ ~a );

e) (~a+ ~c,~a− ~d )(~b+ 3~c,~a+ 2~d );

є) ∠(~a+~b,~c− ~d );

ж) ∠(~a+ ~c+ ~d,~b+ 2~c );

з) Πp~a ( 2~c− ~d );

и) Πp~b+~c
(~a− 3~d );

i) Πp~a−~c (−2~b− ~c );

ї) Πp~b+~c−~d
( 4~a− 5~c ).

3.3. Довести, що вектори ~a i ~b(~a,~c )−~c(~a,~b ) взаємно перпендикулярнi.

3.4. Задано три вектори ~a,~b,~c такi, що |~a | = |~b | = |~c | = 1, ~a+~b+~c = ~0.

Обчислити (~a,~b ) + (~b,~c ) + (~c,~a ).

3.5. У трикутнику ABC проведено висоту AH. Знайти координати
вектора

−−→
AH в базисi, утвореному векторами

−→
AB i

−→
AC.

3.6. З однiєї точки вiдкладено три вектори ~a = {0,−3, 4},~b = {4, 1,−8}
i ~c. Вектор ~c має одиничну довжину i дiлить навпiл кут мiж ~a i ~b.

Обчислити координати вектора ~c.

3.7. Задано два вектори ~a i ~b, причому ~a 6= ~0. Обчислити через ~a i ~b
ортогональну проекцiю вектора ~b на пряму, напрям якої визначається
вектором ~a.

3.8. Задано вектор ~a = {1,−1, 2}. Знайти ортогональну проекцiю век-

тора ~b на пряму, напрям якої визначається вектором ~a, i ортогональну
складову вектора ~b вiдносно цiєї прямої, якщо вектор ~b має координати:

а) {2,−2, 4}; б) {1, 1, 2}; в) {4, 0,−2}.
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3.9. Задано два вектори ~a i ~b. Подати вектор ~b у виглядi суми двох
векторiв ~x i ~y таким чином, щоб вектор ~x був колiнеарен вектору ~a, а

вектор ~y був ортогональним вектору ~a.

3.10. Задано два вектори ~a i ~n. Знайти вектор ~b, який є ортогональною
проекцiєю вектора ~a на площину, перпендикулярну вектору ~n.

3.11. Задано три вектори ~a,~b i ~c (~a i ~b неколiнеарнi). Знайти вектор
~x, який є ортогональною проекцiєю вектора ~c на площину, паралельну

векторам ~a i ~b.

3.12. Знайти суму ортогональних проекцiй вектора ~a на сторони пра-
вильного трикутника.

3.13. Задано три некомпланарних вектори ~a,~b,~c. Знайти вектор ~x з сис-
теми рiвнянь

(~a, ~x ) = 1, (~b, ~x ) = 0, (~c, ~x ) = 0.

3.14. Довжини базисних векторiв ~e1 i ~e2 загальної декартової системи
координат на площинi дорiвнюють вiдповiдно 4 i 2, а кут мiж базисними

векторами дорiвнює 2π/3. Вiдносно цiєї системи координат заданi
вершини трикутника A(−2, 2), B(−2,−1), C(−1, 0). Знайти довжини

сторiн i кути трикутника.

3.15. Довжини базисних векторiв ~e1, ~e2 i ~e3 загальної декартової системи

координат в просторi дорiвнюють вiдповiдно 3,
√

2 i 4, кути мiж базис-
ними векторами дорiвнюють ∠(~e1, ~e2) = ∠(~e2, ~e3) = π/4, ∠(~e1, ~e3) = π/3.

Обчислити довжини сторiн i кути паралелограма, побудованого на
векторах, якi мають у цьому базисi координати {1,−3, 0} i {−1, 2, 1}.

3.16. Довжини ребер AA1, AB i AC паралелепiпеда ABCDA1B1C1D1

дорiвнюють, вiдповiдно ~a,~b i ~c. Кути ∠BAC, ∠A1AC i ∠A1AB дорiвню-
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ють, вiдповiдно, α, β i γ. Знайти довжину дiагоналi AC1.

Векторний добуток

3.17. Вектори ~e1, ~e2 i ~e3 утворюють:

а) ортонормований правий базис;

б) ортонормований лiвий базис;

в) ортогональний правий базис.

Виразити векторнi добутки
[
~e1, ~e2

]
,
[
~e2, ~e3

]
,
[
~e3, ~e1

]
через вектори ~e1,

~e2, ~e3.

3.18. Знайти векторний добуток векторiв ~a i ~b :

а) ~a = {16, 0, 5} , ~b = {5,−1, 1} ;

б) ~a = {2, 6, 3} , ~b = {−3,−8,−5} ;

в) ~a = {−5,−2, 4} , ~b = {11, 7,−6} ;

г) ~a = 3~e1 − 7~e2 − 13~e3, ~b = −3~e1 + 6~e2 + 8~e3;

д) ~a = 4~e1 − 7~e2 + ~e3, ~b = 3~e1 − 6~e2 − 2~e3;

е) ~a = 10~e1 − 11~e2 + 9~e3, ~b = 9~e1 − 8~e2 + 6~e3.

3.19. Знайти площу трикутника ABC, якщо:

а) A (6, 5, 4) , B (5, 1, 1) , C (6, 4, 3) ;

б) A (4,−5,−7) , B (5,−4,−10) , C (7,−6,−6) ;

в) A (−7, 2, 5) , B (−5, 3, 6) , C (−5, 6, 7) ;

г) A (7, 3,−5) , B (6, 5,−4) , C (8, 6,−3) .
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3.20. Знайти площу паралелограма, побудованого на векторах ~m,~n,
якщо:

а) ~m = 4~a− 2~b та ~n = 3~a− 2~b, крiм того |~a | = |~b | = 5, ∠(~a,~b ) = π/4;

б) ~m = 6~a−3~b та ~n = 3~a−2~b, крiм того |~a | = 4, |~b | = 5, ∠(~a,~b ) = π/6;

в) ~m = 3~a+~b та ~n = 11~a+5~b, крiм того |~a | = 3, |~b | = 6, ∠(~a,~b ) = π/3.

3.21. Задано три точки A, B, C i D, якi не лежать на однiй прямiй.

Нехай
−→
AB = ~a,

−→
AC = ~b. Знайти BH — довжину висоти трикутника

ABC, опущену з вершини B.

3.22. Знайти довжину висоти трикутника ABC, опущену з вершини B,
якщо:

а) A (6, 3, 6) , B (4, 5, 5) , C (5, 4, 7) ;

б) A (−2, 2,−9) , B (0, 7,−9) , C (−3,−3,−10) ;

в) A (−1, 0, 4) , B (2, 2, 2) , C (1, 3, 3) ;

г) A (−4, 1, 2) , B (−8, 7, 5) , C (−4, 4, 3) .

3.23. Яку умову повиннi задовольняти вектори ~a i ~b, щоб вектори ~m =
α~a+ β~b i ~n = γ~a+ δ~b були колiнеарними, якщо

∣∣∣∣
α β
γ δ

∣∣∣∣ 6= 0?

3.24. Вiдомо, що ~a =
[
~b,~c
]
, ~b =

[
~c,~a
]
, ~c =

[
~a,~b
]
. Знайти довжини

векторiв ~a,~b i ~c i кути мiж ними.

3.25. Довести, що для трьох неколiнеарних векторiв ~a,~b i ~c рiвностi[
~a,~b
]

=
[
~b,~c
]

=
[
~c,~a
]

виконуються тодi i тiльки тодi, коли ~a+~b+~c = ~0.

3.26. Знайти вектор ~x iз системи:
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а)

{
( ~x,~e1 ) = 3,[
~x,~e1

]
= −2~e3; б)





~x ⊥ ~e1 + 3~e2 − ~e3,

~x ⊥ −2~e1 − 8~e2 + 3~e3,

( ~x, 2~e1 − 3~e2 + 4~e3 ) = 9;

в)






~x ⊥ 3~e1 − 6~e2 + ~e3,

~x ⊥ 2~e1 − 5~e2,

( ~x,−3~e1 + 10~e2 + ~e3 ) = 10;

г)





~x ⊥ 3~e1 + 4~e2 − ~e3,

~x ⊥ 5~e1 + 6~e2 − 2~e3,

| ~x | = 9,

∠( ~x,~e2 )— тупий.

д)





~x ⊥ −4~e1 + 3~e2 − 5~e3,

~x ⊥ −3~e1 + ~e2 − 3~e3,

| ~x | = 10,

∠( ~x,~e3 )— гострий.

3.27. Довести, що вектори ~a = {2, 1, 2} i ~b = {−2, 2, 1} можуть бути

ребрами куба. Знайти вектор, який є третiм ребром куба.

3.28. Довести тотожностi:

а)
[
~a,
[
~b,~c
]]

= ~b(~a,~c ) − ~c(~a,~b ); б)
[[
~a,~b
]
,~c
]

= ~b(~a,~c ) − ~a(~b,~c ).

3.29. Знайти необхiдну i достатню умову того, що виконується рiвнiсть
[
~a,
[
~b,~c
]]

=
[[
~a,~b
]
,~c
]
.

3.30. Довести тотожностi:

а)
∣∣∣
[
~a,~b
]∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣
(~a,~a ) (~a,~b )

(~a,~b ) (~b,~b )

∣∣∣∣∣ ;

б) (
[
~a,~b
]
,
[
~c, ~d
]
) =

∣∣∣∣∣
(~a,~c ) (~a, ~d )

(~b,~c ) (~b, ~d )

∣∣∣∣∣ .
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3.31. Нехай AA1, BB1, CC1 — медiани трикутника ABC. Довести, що
площа трикутника A1B1C1 дорiвнює 3/4 площi трикутника ABC.

Мiшаний добуток

3.32. Знайти мiшаний добуток векторiв ~a,~b,~c, заданих координатами:

а) ~a = {1,−1, 1} , ~b = {7, 3,−5} , ~c = {−2, 2,−2} ;

б) ~a = {3, 5, 1} , ~b = {4, 0,−1} , ~c = {2, 1, 1} ;

в) ~a = 2~e1 + ~e2, ~b = 3~e1 + 5~e2 − ~e3, ~c = −~e1 − 3~e2 + ~e3;

г) ~a = ~e1 + 2~e2 + 3~e3, ~b = 5~e1 − 2~e2 + ~e3, ~c = 2~e1 + ~e2 + 2~e3.

3.33. Визначити, чи є компланарними вектори:

а) ~a = {2, 3, 5} , ~b = {7, 1,−1} , ~c = {3,−5,−11} ;

б) ~a = {2, 0, 1} , ~b = {5, 3,−3} , ~c = {3, 3,−4} ;

в) ~a = ~e1 + 2~e2 − ~e3, ~b = 9~e1 − 11~e2 + 13~e3, ~c = 2~e1 + 4~e2 − 2~e3;

г) ~a = 8~e1 − 3~e2 + 2~e3, ~b = 2~e2 − ~e3, ~c = ~e1 + 2~e2 + 3~e3.

3.34. Визначити, правою чи лiвою є трiйка векторiв:

а) ~a = {−4, 2, 3} , ~b = {−1, 2, 2} , ~c = {−7, 3, 3} ;

б) ~a = {−5,−2,−1} , ~b = {1, 3,−2} , ~c = {−2,−3, 2} ;

в) ~a = 2~e1 − 5~e2 + 3~e3, ~b = 3~e1 − ~e2 − 4~e3, ~c = 3~e1 − 5~e2 + ~e3;

г) ~a = 5~e1 + 2~e2 − 5~e3, ~b = −~e1 − 5~e2 − 5~e3, ~c = −4~e1 − 5~e2 − ~e3.

3.35. Визначити, при яких значеннях параметра λ вектори ~a,~b,~c є
компланарними, утворюють праву трiйку, утворюють лiву трiйку:
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а) ~a = {−1,−3,−5} , ~b = {−3,−1,−3} , ~c = {λ,−5,−7} ;

б) ~a = {1, λ,−3} , ~b = {4,−3,−2} , ~c = {−7, 5, 1} ;

в) ~a = −4~e1 + 4~e2 + ~e3, ~b = 5~e1 + ~e2 + λ~e3, ~c = −3~e1 + ~e2 + 2~e3;

г) ~a = 2~e1 + λ~e2 + 3~e3, ~b = 5~e1 + 2~e2 + 2~e3, ~c = −4~e1 − ~e2 + 5~e3.

3.36. Три некомпланарнi вектори~a,~b,~c вiдкладенi з однiєї точки. Знайти

а) об’єм трикутної призми, основа якої побудована на векторах ~a i ~b, а

бiчне ребро на векторi ~c;

б) об’єм тетраедра, побудованого на векторах ~a,~b,~c.

3.37. Знайти об’єм паралелепiпеда ABCDA1B1C1D1, якщо:

а) A (1, 2, 3) , B (2, 1, 2) , C (−1, 2,−1) , A1 (3,−4,−2) ;

б) A (−2, 5, 3) , B (8, 7, 3) , C (−9, 1, 4) , A1 (−5,−1, 5) ;

в) A (5, 6, 6) , B (8, 5, 1) , C (6, 5, 4) , A1 (−3, 5, 8) ;

г) A (−5, 8, 7) , B (−8, 9, 8) , C (−7, 7, 7) , A1 (−4, 6, 5) .

3.38. Знайти об’єм тетраедра ABCD, якщо:

а) A (−8, 3,−3) , B (−9, 1,−7) , C (−10, 4, 1) , D (−6, 4,−1) ;

б) A (−6, 1,−3) , B (−9, 8,−6) , C (1, 10,−4) , D (−6,−7, 0) ;

в) A (7,−2, 5) , B (3,−1, 1) , C (8, 0, 2) , D (2,−4, 4) ;

г) A (−5, 2, 6) , B (2, 4, 0) , C (−4,−3, 2) , D (−1, 9, 7) .

3.39. Чи лежать точки A, B, C i D в однiй площинi, якщо:

а) A (−2, 5, 3) , B (9, 7, 3) , C (−9, 1, 4) , D (−5,−1, 5) ;
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б) A (8, 1, 4) , B (6, 3, 8) , C (5, 2, 2) , D (3, 4, 6) ;

в) A (−8, 8, 3) , B (−6, 5, 4) , C (−10, 9, 5) , D (−7, 5, 6) ;

г) A (−8, 0, 1) , B (−11, 1, 3) , C (−14, 2, 5) , D (−5, 7, 9) .

3.40. Задано чотири точки A, B, C i D, якi не лежать в однiй площинi.

Нехай
−→
AB = ~a,

−→
AC = ~b,

−−→
AD = ~c. Знайти DH — довжину висоти

тетраедра ABCD, опущену з вершини D.

3.41. Знайти DH — довжину висоти тетраедра ABCD, опущену з
вершини D, якщо

а) A (5,−4,−5) , B (8,−6,−3) , C (7,−6,−4) , D (6,−4,−2) ;

б) A (−4, 2, 6) , B (−3, 0, 8) , C (−2, 1, 7) , D (−9, 1, 9) ;

в) A (5,−3, 6) , B (7,−4, 7) , C (4,−1, 7) , D (3,−2, 1) ;

г) A (6,−3,−5) , B (5,−2,−2) , C (9,−2,−6) , D (7, 1,−4) .

3.42. Чи є компланарними вектори ~a = 2~p+3~q, ~b = 3~q− 5~r, ~c = 2~p+5~r,

якщо вектори ~p, ~q, ~r некомпланарнi?

3.43. Задано три некомпланарних вектори ~a,~b i ~c. При яких значеннях

параметра λ вектори ~a+ 2~b+λ~c, 4~a+ 5~b+ 6~c, 7~a+ 8~b+λ2~c компланарнi?

3.44. Довести:

а) якщо
[
~a,~b
]

+
[
~b,~c
]

+
[
~c,~a
]

= ~0, то вектори ~a, ~b i ~c компланарнi;

б) якщо вектори
[
~a,~b
]
,
[
~b,~c
]

i
[
~c,~a
]

компланарнi, то вектори ~a, ~b i ~c

компланарнi;

в) якщо вектори
[
~a,~b
]
,
[
~b,~c
]

i
[
~c,~a
]

компланарнi, то вони колiнеарнi.
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3.45. З однiєї точки проведено три некомпланарних вектори ~a,~b i ~c.
Довести, що площина, яка проходить через кiнцi цих векторiв перпен-

дикулярна до вектора
[
~a,~b
]

+
[
~b,~c
]

+
[
~c,~a
]
.

3.46. Довести тотожностi:

а)
(
~a,~b,~c

)2

+
∣∣∣
[[
~a,~b
]
,~c
]∣∣∣

2

=
∣∣∣
[
~a,~b
]∣∣∣

2

|~c |2;

б)
[[
~a,~b
]
,
[
~c, ~d
]]

= ~c
(
~a,~b, ~d

)
− ~d

(
~a,~b,~c

)
= ~b

(
~a,~c, ~d

)
− ~a

(
~b,~c, ~d

)
;

в) ~d
(
~a,~b,~c

)
= ~a

(
~b,~c, ~d

)
+~b
(
~c,~a, ~d

)
+ ~c
(
~a,~b, ~d

)
;

г)
([
~a,~b
]
,
[
~b,~c
]
,
[
~c,~a
])

=
(
~a,~b,~c

)2

.

3.47. Довести тотожностi:

а)
(
~a,~b,~c

) [
~x, ~y
]

=

∣∣∣∣∣∣∣

~a ~b ~c

(~a, ~x ) (~b, ~x ) (~c, ~x )

(~a, ~y ) (~b, ~y ) (~c, ~y )

∣∣∣∣∣∣∣
;

б)
(
~a,~b,~c

)(
~x, ~y, ~z

)
=

∣∣∣∣∣∣∣

(~a, ~x ) (~b, ~x ) (~c, ~x )

(~a, ~y ) (~b, ~y ) (~c, ~y )

(~a, ~z ) (~b, ~z ) (~c, ~z )

∣∣∣∣∣∣∣
.

4 Рiвняння прямої на площинi, площини i прямої в
просторi у векторнiй формi

В цьому роздiлi використовуються такi поняття та результати.

1. Векторно-параметричне рiвняння прямої на площинi. Рiвняння прямої на
площинi, яка проходить через задану точку перпендикулярно до заданого вектора.
Нормальне рiвняння прямої на площинi. Напрямний вектор прямої. Вектор нормалi
до прямої.
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2. Векторно-параметричне рiвняння площини. Рiвняння площини у виглядi
мiшаного добутку. Рiвняння площини, яка проходить через задану точку
перпендикулярно до заданого вектора. Нормальне рiвняння площини. Вектор
нормалi до площини.

3. Векторно-параметричне рiвняння прямої в просторi. Рiвняння прямої у виглядi
векторного добутку. Загальне рiвняння прямої в просторi (як перетин двох площин).
Напрямний вектор прямої.

Приклади розв’язання задач

Приклад 4.1. Скласти нормальне рiвняння площини, яка проходить

через пряму γ : ~r = ~r0 + ~ut i точку M1(~r1), яка не лежить на цiй прямiй.

Розв’язання. Вектор ~u є напрямним вектором прямої γ, ~r0 — радiус-
вектор деякої точки (позначимо її M0), яка належить прямiй γ.

gu

r
0

M0

0

M1

a

r1

n

Для того, щоб скласти нормальне рiвняння площини (позначимо її

α), необхiдно вказати вектор нормалi до площини i радiус-вектор точки,
яка належить площинi. Така точка вiдома з умови задачi (точка M1(~r1)

або довiльна точка прямої γ).
Знайдемо вектор нормалi. Оскiльки точки M0 i M1 належать пло-

щинi α, то вектор
−−−→
M0M1 = ~r1 − ~r0 паралельний α. Оскiльки пряма γ

належить α, то вектор ~u паралельний площинi α. Це означає, що вектор

~n =
[−−−→
M0M1, ~u

]
=
[
~r1 − ~r0, ~u

]
перпендикулярний до α, тобто є вектором

нормалi до α.
Можемо скласти нормальне рiвняння площини α :

(
~r − ~r1,

[
~r1 − ~r0, ~u

])
= 0 або

(
~r − ~r1, ~r1 − ~r0, ~u

)
= 0.
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Розкриємо дужки.
(
~r − ~r1, ~r1 − ~r0, ~u

)
=
(
~r, ~r1 − ~r0, ~u

)
−
(
~r1, ~r1, ~u

)
+
(
~r1, ~r0, ~u

)
=

=
(
~r, ~r1 − ~r0, ~u

)
−
(
~r0, ~r1, ~u

)
.

В останнiй рiвностi ми скористалися тим, що мiшаний добуток дорiвнює
0, якщо хоча б два множники однаковi. Крiм того, ми в останньому
доданку помiняли мiсцями два множника, i знак змiнився на протилеж-

ний. Таким чином, нормальне рiвняння площини α :

α :
(
~r, ~r1 − ~r0, ~u

)
=
(
~r0, ~r1, ~u

)

Приклад 4.2. Знайти необхiдну i достатню умову того, що прямi

γ1 : ~r = ~r1 + ~u1t i γ2 : ~r = ~r2 + ~u2t

а) перетинаються в однiй точцi;

б) паралельнi, але не збiгаються;

в) збiгаються;

г) мимобiжнi.

Розв’язання. Вектор ~u1 є напрямним вектором прямої γ1, ~r1 — радiус-

вектор деякої точки (позначимо її M1), яка належить прямiй γ1. Ана-
логiчно для прямої γ2 : ~u2 — напрямний вектор γ2, ~r2 — радiус-вектор

деякої точки (позначимо її M2), яка належить прямiй γ2.
Запишемо умову того, що прямi γ1 i γ2 лежать в однiй площинi

(це може бути у випадку, коли прямi перетинаються, паралельнi або
збiгаються). Це виконується тодi i тiльки тодi, коли вектори ~u1, ~u2 i−−−→
M1M2 = ~r2 − ~r1 є компланарними, тобто коли мiшаний добуток цих
векторiв дорiвнює 0 : (

~u1, ~u2, ~r2 − ~r1

)
= 0.

а) прямi γ1 i γ2 перетинаються в однiй точцi тодi i тiльки тодi,
коли вони лежать в однiй площинi, але не є паралельними. Прямi

не є паралельними тодi i тiльки тодi, коли їх напрямнi вектори не
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O
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є колiнеарними (їх векторний добуток не дорiвнює ~0). Таким чином,
вiдповiдь: 




(
~u1, ~u2, ~r2 − ~r1

)
= 0,

[
~u1, ~u2

]
6= ~0;

б) прямi γ1 i γ2 паралельнi тодi i тiльки тодi, коли їх напрямнi вектори
колiнеарнi (їх векторний добуток дорiвнює ~0). Прямi не збiгаються
тодi i тiльки тодi, коли пряма, яку проведено через точки M1 i M2,

непаралельна прямим γ1 i γ2. Це виконується, якщо вектори
−−−→
M1M2 =

~r2−~r1 i ~u1 (або ~u2) не є колiнеарними (їх векторний добуток не дорiвнює
~0). Таким чином, вiдповiдь:





[
~u1, ~u2

]
= ~0,

[
~r2 − ~r1, ~u1

]
6= ~0;

в) прямi γ1 i γ2 збiгаються тодi i тiльки тодi, коли, по-перше, вони
паралельнi (напрямнi вектори колiнеарнi) i мають хоча б одну спiльну

точку. Друга умова буде виконуватися, якщо вектори
−−−→
M1M2 = ~r2 − ~r1 i
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~u1 (або ~u2) є колiнеарними. Таким чином, вiдповiдь:




[
~r2 − ~r1, ~u1

]
= ~0,

[
~u1, ~u2

]
= ~0.

г) прямi γ1 i γ2 є мимобiжними тодi i тiльки тодi, коли вони не лежать
в однiй площинi. Прямi не лежать в однiй площинi, коли вектори ~u1, ~u2

i
−−−→
M1M2 = ~r2 −~r1 не є компланарними, тобто, коли мiшаний добуток цих

векторiв не дорiвнює 0 :
(
~u1, ~u2, ~r2 − ~r1

)
6= 0.

Приклад 4.3. Знайти вiдстань вiд точки A(~r1) до прямої

γ :
[
~r, ~u
]

= ~a.

Розв’язання. Вектор ~u є напрямним вектором прямої γ, ~a — деякий
фiксований вектор. Нехай M0(~r0) — це деяка точка, яка належить γ.

Вважаємо, що початок вектора ~u збiгається з точкою M0.

gu

A

M

d

0 C

B
O

r

r
0

1

Вiдстань вiд точки A до прямої γ дорiвнює площi паралелограма

ABCM0 (побудованого на векторах
−−→
M0A = ~r1 − ~r0 i ~u), подiленiй на

довжину вiдрiзка M0C (вектора ~u):

d = dist (A, γ) =
SABCM0

|~u| =

∣∣∣
[−−→
M0A, ~u

]∣∣∣
|~u| =

=

∣∣∣
[
~r1 − ~r0, ~u

]∣∣∣
| ~u | =

∣∣∣
[
~r1, ~u

]
−
[
~r0, ~u

]∣∣∣
| ~u | .
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У другiй рiвностi скористалися тим, що площа паралелограма дорiвнює
довжинi векторного добутку векторiв, на яких побудовано цей паралело-

грам. Оскiльки точка M0(~r0) належить прямiй γ, то
[
~r0, ~u

]
= ~a. Таким

чином, вiдповiдь:

dist (A, γ) =

∣∣∣
[
~r1, ~u

]
− ~a
∣∣∣

| ~u | .

Приклад 4.4. Знайти вiдстань мiж двома мимобiжними прямими

γ1 : ~r = ~r1 + ~u1t i γ2 : ~r = ~r2 + ~u2t.

Розв’язання. Вектор ~u1 є напрямним вектором прямої γ1, ~r1 — радiус-
вектор деякої точки (позначимо її M1), яка належить прямiй γ1. Ана-

логiчно для прямої γ2 : ~u2 — напрямний вектор γ2, ~r2 — радiус-вектор
деякої точки (позначимо її M2), яка належить прямiй γ2.

n

g
u1

u2

1
M1

M2g
2

d

Вектор ~n =
[
~u1, ~u2

]
перпендикулярний кожнiй з прямих γ1 i γ2. Тодi

вiдстань мiж прямими дорiвнює модулю проекцiї на вектор ~n довiльного

вектора, початок якого лежить на однiй прямiй, а кiнець — на другiй
(вiзьмемо, наприклад, вектор

−−−→
M1M2 = ~r2 − ~r1):

d = dist (γ1, γ2) =
∣∣∣Πp~n

−−−→
M1M2

∣∣∣ =

∣∣∣(
−−−→
M1M2, ~n )

∣∣∣
|~n | =

=

∣∣∣
(
~r2 − ~r1, ~u1, ~u2

)∣∣∣
∣∣∣
[
~u1, ~u2

]∣∣∣
.

Зауважимо, що
∣∣∣
[
~u1, ~u2

]∣∣∣ 6= 0, оскiльки прямi мимобiжнi.
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Задачi для самостiйної роботи

Рiвняння прямої на площинi

4.1. Знайти необхiдну i достатню умову того, що прямi ~r = ~r1 + ~u1t i
~r = ~r2 + ~u2t

а) перетинаються в однiй точцi;

б) паралельнi, але не збiгаються;

в) збiгаються.

4.2. Знайти кут мiж прямими, якi заданi рiвняннями:

а) ~r = ~r1 + ~u1t i ~r = ~r2 + ~u2t; б) (~r, ~n1 ) = D1 i (~r, ~n2 ) = D2.

4.3. Двi прямi заданi рiвняннями (~r, ~n ) = D i ~r = ~r0 + ~ut, причому
( ~u, ~n ) 6= 0. Знайти радiус-вектор точки перетину прямих.

4.4. Задана точка M0 з радiус-вектором ~r0 i пряма γ : (~r, ~n ) = D.
Знайти радiус-вектори

а) проекцiї точки M0 на пряму γ;

б) точки M1, яка симетрична точцi M0 вiдносно γ.

4.5. Знайти вiдстань вiд точки M0 з радiус-вектором ~r0 до прямої, яка
задана рiвнянням

а) (~r, ~n ) = D; б) ~r = ~r1 + ~ut.

Рiвняння площини i прямої в просторi

4.6. Записати рiвняння
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а) площини ~r = ~r0 + ~au+~bv у виглядi (~r, ~n ) = D;

б) прямої ~r = ~r0 + ~ut у виглядi
[
~r, ~u
]

= ~a;

в) прямої
[
~r, ~u
]

= ~a у виглядi ~r = ~r0 + ~ut;

г) прямої (~r, ~ni ) = Di, i = 1, 2 у виглядi
[
~r, ~u
]

= ~a;

д) прямої (~r, ~ni ) = Di, i = 1, 2 у виглядi ~r = ~r0 + ~ut.

4.7. Знайти необхiдну i достатню умову того, що площини

(~r, ~n1 ) = D1 i (~r, ~n2 ) = D2

а) перетинаються по прямiй;

б) паралельнi, але не збiгаються;

в) збiгаються.

4.8. Знайти необхiдну i достатню умову того, що прямi
[
~r, ~u1

]
= ~a1 i

[
~r, ~u2

]
= ~a2

а) перетинаються в однiй точцi;

б) паралельнi, але не збiгаються;

в) збiгаються;

г) мимобiжнi.

4.9. Задана пряма ~r = ~r0 + ~ut i площина (~r, ~n ) = D. За якої необхiдної
i достатньої умови

а) вони перетинаються в однiй точцi;

б) паралельнi (не мають спiльних точок);

в) пряма лежить у площинi.
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4.10. Знайти радiус-вектор точки перетину прямої

а) ~r = ~r0 + ~ut, б)
[
~r, ~u
]

= ~a

з площиною (~r, ~n ) = D, якщо ( ~u, ~n ) 6= 0.

4.11. Точка M0 визначається радiус-вектором ~r0. Скласти рiвняння:

а) прямої, яка проходить через точку M0 перпендикулярно площинi
(~r, ~n ) = D;

б) площини, яка проходить через точку M0 перпендикулярно прямiй

~r = ~r0 + ~ut.

4.12. Скласти нормальне рiвняння площини, яка проходить через

пряму
[
~r, ~u
]

= ~a i точку M1(~r1), яка не лежить на цiй прямiй.

4.13. Задана точка M0(~r0) i площина α : (~r, ~n ) = D. Знайти радiус-
вектор

а) проекцiї точки M0 на площину α;

б) точки M1, яка симетрична точцi M0 вiдносно α.

4.14. Задана точка M0(~r0) i пряма γ : ~r = ~r1 + ~ut. Знайти радiус-вектор

а) проекцiї точки M0 на пряму γ;

б) точки M1, яка симетрична точцi M0 вiдносно γ.

4.15. Скласти рiвняння

а) проекцiї прямої ~r = ~r0+~ut на площину (~r, ~n ) = D, якщо ( ~u, ~n ) 6= 0;

б) прямої, яка перетинає пряму ~r = ~r1 + ~ut пiд прямим кутом i

проходить через точку M0(~r0), що не лежить на цiй прямiй (пер-
пендикуляра, який опущений з точки M0(~r0) на пряму ~r = ~r1 + ~ut);
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в) прямої, яка перетинає двi мимобiжнi прямi ~r = ~r1 +~u1t i ~r = ~r2 +~u2t
i проходить через точку M0(~r0), яка не лежить на жоднiй з цих

прямих;

г) прямої, яка перетинає двi мимобiжнi прямi ~r = ~r1 +~u1t i ~r = ~r2 +~u2t

пiд прямим кутом (спiльного перпендикуляра до цих прямих).

4.16. Знайти вiдстань:

а) вiд точки M0(~r0) до площини (~r, ~n ) = D;

б) мiж двома паралельними площинами ~r = ~r1+~au+~bv i ~r = ~r2+~au+~bv;

в) мiж двома паралельними площинами (~r, ~n ) = D1 i (~r, ~n ) = D2;

г) вiд точки M0(~r0) до прямої ~r = ~r0 + ~ut;

д) вiд точки M0(~r0) до прямої, яка є перетином площин (~r, ~n1 ) = D1 i
(~r, ~n2 ) = D2.

е) мiж двома паралельними прямими ~r = ~r1 + ~ut i ~r = ~r2 + ~ut;

є) мiж двома паралельними прямими
[
~r, ~u
]

= ~a1 i
[
~r, ~u
]

= ~a2;

ж) мiж двома мимобiжними прямими
[
~r, ~u1

]
= ~a1 i

[
~r, ~u2

]
= ~a2.

4.17. Задана пряма ~r = ~r0 + ~ut i площина (~r, ~n ) = D, якi не паралельнi
мiж собою. Точка M лежить на прямiй i вiддалена вiд площини на

вiдстань ρ. Знайти радiус-вектор точки M.

5 Загальне рiвняння прямої на площинi. Загальне
рiвняння площини в просторi.

В цьому роздiлi використовуються такi поняття та результати.

1. Загальне рiвняння прямої на площинi. Координати вектора нормалi до прямої
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i напрямного вектора прямої. Побудова рiвняння прямої на площинi за вiдомими
вектором нормалi (напрямним вектором) i точкою прямої.

2. Загальне рiвняння площини в просторi. Координати вектора нормалi до площи-
ни. Побудова рiвняння площини за вiдомими вектором нормалi i точкою площини.
Побудова рiвняння площини за вiдомими парою неколiнеарних векторiв, паралель-
них площинi, i точкою площини.

Приклади розв’язання задач

Приклад 5.1. На площинi задана пряма γ рiвнянням Ax+By+C = 0 i
точка M(x0, y0), яка не лежить на γ (тобто Ax0 +By0 +C 6= 0). Скласти

а) рiвняння прямої γ1, яка проходить через точку M i паралельна γ;

б) рiвняння прямої γ2, яка проходить через точку M i перпендикуляр-

на до γ.

Розв’язання. Вiдомо, що ~nγ — вектор нормалi до прямої γ, має коор-

динати ~nγ = {A,B}, ~uγ — напрямний вектор прямої γ, має координати
~uγ = {−B,A}. Позначимо через ~n1 i ~n2 вектори нормалi до прямих γ1 i

γ2 вiдповiдно.

M

g

g g

u

n

n

n

1

2
2

1

g

g

Тодi
~n1 = ~nγ = {A,B}, ~n2 = ~uγ = {−B,A}.

Складемо рiвняння прямої γ1, яка проходить через точку M(x0, y0) i має
вектор нормалi ~n1 = {A,B} :

A (x− x0) +B (y − y0) = 0,
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Ax+ By + C1 = 0, C1 = −Ax0 −By0.

Складемо рiвняння прямої γ2, яка проходить через точку M(x0, y0) i має

вектор нормалi ~n2 = {−B,A} :

−B (x− x0) +A (y − y0) = 0,

−Bx+Ay + C2 = 0, C2 = Bx0 −Ay0.

Приклад 5.2. Знайти точку Q, яка є проекцiю точки P (−1, 2) на пряму

γ, яка проходить через точки M1(−3,−1) i M2(−2, 1). Знайти точку R,
симетричну точцi P вiдносно γ.

Розв’язання. Складемо рiвняння прямої γ.

P
g

g

M
M

Q

R

u

2

1

1

n
g

g

Напрямний вектор прямої γ має координати ~uγ =
−−−→
M1M2 = {1, 2}.

Тодi ~nγ — вектор нормалi до γ має координати ~nγ = {−2, 1} i рiвняння

γ має вигляд

−2 (x+ 3) + (y + 1) = 0, −2x+ y − 5 = 0.

Зауважимо, що точка P не лежить на γ. Складемо рiвняння прямої γ1 —
прямої, яка проходить через точку P i перпендикулярна до γ. Для цього

скористаємося результатом задачi 5.1:

γ1 : x+ 2y − 3 = 0.

Точка Q є перетином прямих γ i γ1 : Q = γ∩γ1. Знайдемо її координати.
{
−2x+ y − 5 = 0,

x+ 2y − 3 = 0.

{
x = −7/5,

y = 11/5.
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Таким чином, Q (−7/5, 11/5) .
Знайдемо координати точки R (позначимо їх (x1, y1)). Зауважимо, що−→

PR = 2
−→
PQ. Запишемо цю рiвнiсть покоординатно

{x1 + 1, y1 − 2} = {−4/5, 2/5} ,

звiдки x1 = −9/5, y1 = 12/5. Таким чином, R (−9/5, 12/5) .

Приклад 5.3. Пряма γ задана рiвнянням Ax + By + C = 0. Скла-

сти рiвняння прямих, якi проходять через задану точку P (x1, y1) i
утворюють з γ кут α.

Розв’язання. Позначимо через ~nγ вектор нормалi до заданої прямої,
його координати дорiвнюють ~nγ = {A,B}.

Рiвняння шуканої прямої має вигляд

γα : Aα(x− x1) + Bα(y − y1) = 0,

де {Aα, Bα} — це координати вектора нормалi до γα, позначимо його ~nα.
Вектор ~nα утворює кут α з ~nγ.

P
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g

g

a

a
a
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n
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Знайдемо координати ~nα. Для цього перейдемо до полярної системи
координат.

Нехай полярнi координати ~nγ = {r, ϕ}, вони пов’язанi з координатами
вектора ~nγ в прямокутнiй декартовiй системi координат наступними

формулами A = r cosϕ,B = r sinϕ. Тодi в полярнiй системi координат
~nα = {r, ϕ+ α} або ~nα = {r, ϕ− α}.
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Таким чином, ~nα = {r, ϕ ± α} або в прямокутнiй декартовiй системi
координат

Aα = r cos(ϕ± α) = r cosϕ cosα∓ r sinϕ sinα =

= A cosα∓ B sinα,

Bα = r sin(ϕ± α) = ±r cosϕ sinα + r sinϕ cosα =

= ±A sinα +B cosα.

Рiвняння прямих γα буде таким:

(A cosα∓B sinα) (x− x1) + (±A sinα + B cosα) (y − y1) = 0.

Приклад 5.4. Скласти рiвняння площини, яка проходить через точки
M1(1, 1, 1), M2(3,−1, 1), M3(0, 1, 2).

Розв’язання. Задача має єдиний розв’язок тодi i тiльки тодi, коли
точки M1,M2,M3 не лежать на однiй прямiй. Ця умова виконується,

якщо вектори
−−−→
M1M2 = {2,−2, 0} i

−−−→
M1M3 {−1, 0, 1} не є колiнеарними. А

це дiйсно так, оскiльки координати цих векторiв непропорцiйнi.

Позначимо шукану площину α.

M2M
1

a M3

Вектори
−−−→
M1M2 i

−−−→
M1M3 паралельнi площинi α, точка M1 (або M2, або

M3) належить α. Складемо рiвняння площини α, яка проходить через
задану точку паралельно двом векторам у виглядi мiшаного добутку в
координатнiй формi:

α :

∣∣∣∣∣∣

x− 1 y − 1 z − 1
2 −2 0

−1 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Розкривши визначник, отримаємо рiвняння площини α :

α : x+ y + z − 3 = 0.
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Приклад 5.5. Скласти рiвняння площини, яка проходить через точку
M(1, 2, 1) i вiсь Oy.

Розв’язання. Позначимо шукану площину α.

O
a M

e2
y

Вектор ~e2 = {0, 1, 0} , який визначає напрям осi Oy, паралельний

площинi α. Вектор
−−→
OM = {1, 2, 1} паралельний площинi α, оскiльки

точки O,M належать шуканiй площинi. Складемо рiвняння площини
α, яка проходить через задану точку O(0, 0, 0)(можна взяти довiльну
точку осiOy або точкуM) паралельно двом векторам у виглядi мiшаного

добутку в координатнiй формi:

α :

∣∣∣∣∣∣

x y z
0 1 0

1 2 1

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Розкривши визначник, отримаємо рiвняння площини α :

α : x− z = 0.

Приклад 5.6. Скласти рiвняння площини, яка проходить через точку

M(2, 2, 1) перпендикулярно двом заданим площинам β1 : 2x−y+z−3 =
0, i β2 : −x+ 3z + 7 = 0.

Розв’язання. Позначимо шукану площину α.
Вектор нормалi до площини β1 (позначимо його ~n1) має координати

~n1 = {2,−1, 1} . Оскiльки площина β1 перпендикулярна площинi α, то
вектор нормалi до β1 буде паралельним α. Аналогiчно, вектор нормалi

до β2 (позначимо його ~n2 = {−1, 0, 3}) буде паралельним площинi α.
Складемо рiвняння площини α, яка проходить через задану точку

M(2, 2, 1) паралельно двом векторам (~n1 i ~n2) у виглядi мiшаного добут-
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ку в координатнiй формi:

α :

∣∣∣∣∣∣

x− 2 y − 2 z − 1
2 −1 1

−1 0 3

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Розкривши визначник, отримаємо рiвняння площини α :

α : 3x+ 7y + z − 21 = 0.

Задачi для самостiйної роботи

Рiвняння прямої на площинi

5.1. На площинi задана пряма γ i точка M. Скласти рiвняння прямої,

яка проходять через точку M i

(1) паралельна γ; (2) перпендикулярна до γ

у наступних випадках:

a) M(2,−3), γ : 2x− 3y + 5 = 0;

б) M(1,−2), γ : 5x− y + 3 = 0;

в) M(4,−1), γ : −3x+ y + 2 = 0.
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5.2. На площинi задана пряма γ i точка P. Знайти точку Q, яка є
проекцiєю точки P на γ, i точку R, яка симетрична P вiдносно γ

a) P (−6, 4), γ : 4x− 5y + 3 = 0;

б) P (−5, 13), γ : 2x− 3y − 3 = 0;

в) P (−8, 12), γ проходить через M1(2,−3),M2(−5, 1);

г) P (8,−9), γ проходить через M1(3,−4),M2(−1,−2).

5.3. Задано трикутник ABC : A(−2, 3), B(4, 1), C(6,−5). Написати

рiвняння медiани, яка проведена з вершини A.

5.4. Знаючи рiвняння двох сторiн паралелограма 2x + 5y + 6 = 0 i

x− 3y = 0, а також одну з його вершин C(4,−1), скласти рiвняння двох
iнших сторiн паралелограма.

5.5. Заданi середини M1(2, 3), M2(−1, 2) i M3(4, 5) сторiн трикутника.
Скласти рiвняння сторiн.

5.6. Заданi рiвняння двох сторiн паралелограма x − 2y − 10 = 0 i

x − y − 1 = 0, а також точка перетину його дiагоналей M(3,−1).
Скласти рiвняння двох iнших сторiн паралелограма.

5.7. Заданi рiвняння сторiн паралелограмаABCD : 3x+4y−12 = 0(AB)
i 5x − 12y − 6 = 0(AD), а також середина E (−2, 13/6) сторони BC.

Скласти рiвняння двох iнших сторiн паралелограма.

5.8. Скласти рiвняння прямої, якщо точка P (2, 3) є основою перпенди-
куляра, який опущений з початку координат на шукану пряму.

5.9. Задано трикутник ABC : A(1,−1), B(−2, 1), C(3, 5). Скласти
рiвняння перпендикуляра, який опущений з вершини A на медiану,
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проведену з вершини B.

5.10. Задано трикутник ABC : A(4, 6), B(−4, 0), C(−1,−4). Скласти
рiвняння висоти, яка опущена з вершини A на сторону BC.

5.11. Сторони трикутника ABC заданi рiвняннями 4x − y − 7 = 0,
x+ 3y − 31 = 0 та x+ 5y − 7 = 0. Знайти точку перетину його висот.

5.12. Заданi двi вершини трикутника A(−6, 2), B(2,−2) i точка H(1, 2)

перетину його висот. Обчислити координати третьої вершини C.

5.13. Знаючи вершину A(3,−4) трикутника ABC i рiвняння двох його

висот 7x− 2y − 1 = 0 i 2x− 7y − 6 = 0 скласти рiвняння сторони BC.

5.14. Знайти вершину трикутника ABC, якщо вiдомi сторона AB :
4x+y−12 = 0, висота BH : 5x−4y−15 = 0 i висота AK : 2x+2y−9 = 0.

5.15. Написати рiвняння сторiн трикутника, знаючи одну з його вершин
(1, 7) i рiвняння перпендикулярiв 2x + 3y − 10 = 0, x − 2y + 3 = 0,

побудованих у серединах сторiн, якi виходять з цiєї вершини.

5.16. Знайти необхiднi i достатнi умови того, що двi прямi, заданi

рiвняннями Aix+ Biy + Ci = 0, i = 1, 2 :

а) перетинаються; б) паралельнi; в) збiгаються.

5.17. Дослiдити взаємне розташування двох прямих в кожному з нас-
тупних випадкiв:

а) x− 3y − 2 = 0 i 2x+ y − 1 = 0;

б) x+ 3y − 1 = 0 i 2 − 2x− 6y = 0;

в) −x− y − 3 = 0 i 3x+ 3y + 1 = 0;
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г) 2x+ 4y − 5 = 0 i x− y − 3 = 0;

д) 3x− y − 1 = 0 i 7 + 2y − 6x = 0;

е) 4x− 2y − 6 = 0 i y − 2x+ 3 = 0.

5.18. Знайти необхiднi i достатнi умови того, що три прямi, заданi
рiвняннями Aix+ Biy + Ci = 0, i = 1, 3 :

а) утворюють трикутник; б) мають єдину спiльну точку.

5.19. Дослiдити взаємне розташування трьох прямих у кожному з нас-
тупних випадкiв:

а) x+ 2y + 3 = 0, 2x+ 3y + 5 = 0, x− y + 7 = 0;

б) 2x+ 5y − 4 = 0, 7x+ y − 20 = 0, 3x+ 2y − 8 = 0;

в) x− y − 2 = 0, 3x+ 5y + 4 = 0, 6x− 6y + 1 = 0;

г) 2x+ 3y − 1 = 0, 4x+ 6y + 5 = 0, 10x+ 15y − 7 = 0.

5.20. Дана пряма 2x + 3y + 4 = 0. Скласти рiвняння прямої, яка
проходить через точку M0(2, 1) пiд кутом π/4 до даної прямої.

5.21. Точка A(−4, 5) є вершиною квадрата, дiагональ якого лежить на

прямiй 7x− 3y+8 = 0. Скласти рiвняння сторiн i другої дiагоналi цього
квадрата.

5.22. Основою рiвнобедреного трикутника є пряма 2x + 3y = 0, його
вершина знаходиться в точцi (2, 6), тангенс кута при основi дорiвнює

3/2. Написати рiвняння бокових сторiн трикутника.

5.23. Задана вершина C(−3, 2) трикутника ABC, тангенси його внут-

рiшнiх кутiв tgA = 1/2, tgB = 4/3 i рiвняння 2x − y − 2 = 0 сторони
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AB. Скласти рiвняння двох iнших сторiн трикутника.

5.24. Промiнь свiтла спрямований вздовж прямої x − 2y + 5 = 0.
Дiйшовши до прямої 3x− 2y + 7 = 0, промiнь вiд неї вiдбився. Скласти

рiвняння прямої, на якiй лежить вiдбитий промiнь.

5.25. Заданi двi прямi x + 3y = 0, x − y + 8 = 0. Знайти третю пряму

так, щоб друга з даних прямих була бiсектрисою кута мiж першою з
даних прямих i шуканою прямою.

5.26. Знаючи рiвняння x + 7y − 6 = 0 сторони AB трикутника ABC i
рiвняння бiсектрис x + y − 2 = 0, x − 3y − 6 = 0, якi виходять з точок

A,B, знайти координати вершини C.

5.27. Скласти рiвняння трикутника, якщо вiдома його вершина B(2, 6),
а також рiвняння висоти x − 7y + 15 = 0 i бiсектриси 7x + y + 5 = 0,

проведених з однiєї вершини.

5.28. Скласти рiвняння трикутника, знаючи його вершину B(2,−1), а

також рiвняння висоти 3x − 4y + 27 = 0 i бiсектриси x + 2y − 5 = 0,
проведених з рiзних вершин.

Рiвняння площини в просторi

5.29. Скласти рiвняння площини, яка проходить через точку A(1,−1, 2)

паралельно площинi:

а) x− 3y + 2z + 1 = 0;

б) x = 5;

в) y = 4;

г) z = 3;
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д)





x = 4 − u+ v,

y = 2 + u+ 2v,

z = −1 + 7u+ 3v.

5.30. Три гранi паралелепiпеда лежать у площинах x − 3z + 18 = 0,

2x− 4y + 5z − 21 = 0, 6x+ y + z − 30 = 0, а одна з його вершин A має
координати (−1, 3, 1). Скласти рiвняння iнших граней паралелепiпеда.

5.31. Скласти рiвняння площини,

а) яка проходить через точку A(3, 2,−2) паралельно векторам
~l = {1,−2,−2} i ~m = {2,−1, 2};

б) яка проходить через точку A(2,−3, 3) паралельно векторам
~l = {0, 3,−1} i ~m = {1, 1, 0};

в) яка проходить через точку A(3,−2,−1) паралельно векторам
~l = {−1, 4, 2} i ~m = {1, 1, 1};

г) яка проходить через точки A(1,−1, 4) i B(−1, 1, 2) паралельно век-
тору ~l = {−2,−1, 3};

д) яка проходить через точки A(2, 2,−1) i B(1,−1, 2) паралельно век-
тору ~l = {1,−3, 4};

е) яка проходить через точки A(3,−1, 1) i B(2, 0, 2) паралельно век-
тору ~l = {2,−3, 1}.

5.32. Скласти рiвняння площин, якi проходять через точку A(1, 2, 3)

а) паралельно площинi Oxy;

б) паралельно площинi Oxz;

в) паралельно площинi Oyz;

г) i вiсь Ox;

д) i вiсь Oy;

е) i вiсь Oz.
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5.33. Скласти рiвняння площини, яка проходить:

а) через точку A1(2,−3, 3) паралельно площинi Oxy;

б) через точку A2(1,−2, 4) паралельно площинi Oxz;

в) через точку A3(−5, 2,−1) паралельно площинi Oyz;

г) через точку B1(4,−1, 2) i вiсь Ox;

д) через точку B2(1, 4,−3) i вiсь Oy;

е) через точку B3(2,−4, 7) i вiсь Oz;

є) через точки C1(7, 2,−3) i C2(5, 6,−4) паралельно осi Ox;

ж) через точки D1(2,−1, 1) i D2(3, 1, 2) паралельно осi Oy;

з) через точки E1(3,−2, 5) i E2(2, 3, 1) паралельно осi Oz.

5.34. Скласти рiвняння площини, яка проходить через три заданi точки
(якщо цi три точки визначають площину однозначно):

а) A(2, 1, 3), B(−1, 2, 5), C(3, 0, 1);

б) A(1,−1, 3), B(2, 3, 4), C(−1, 1, 2);

в) A(3, 0, 0), B(0,−1, 0), C(0, 0, 4);

г) A(2, 1, 1), B(2, 0,−1), C(2, 4, 3);

д) A(1, 1, 2), B(2, 3, 3), C(−1,−3, 0);

e) A(3,−1, 2), B(4,−1,−1), C(2, 0, 2).

5.35. Точки A(1, 0, 3) i B(−1, 2, 1) є вершинами тетраедра ABCD,

точка K(−1, 5, 2) – серединою ребра BC, точка M(0, 1, 4) – точкою
перетину медiан гранi BCD. Скласти рiвняння площин, в яких лежать

гранi тетраедра.
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5.36. Скласти рiвняння площини, яка проходить:

а) через початок координат перпендикулярно площинам 2x− y+ 3z−
1 = 0 i x+ 2y + z = 0;

б) через точку A(2,−1, 1) перпендикулярно площинам
2x− z + 1 = 0 i y = 0;

в) через точку A(2, 1,−1) перпендикулярно площинам
x− y + 5z + 1 = 0 i 2x+ y − 3 = 0;

г) через двi точки A(1,−1,−2) i B(3, 1, 1) перпендикулярно площинi

x− 2y + 3z − 5 = 0;

д) через лiнiю перетину площин 6x − y + z = 0 i
5x+ 3z − 10 = 0, паралельно осi Ox;

е) через лiнiю перетину площин 2x − z = 0 i x + y − z + 5 = 0,

паралельно вектору ~l = {7,−1, 4}.

6 Рiвняння прямої в просторi. Взаємне розташуван-
ня прямої i площини

В цьому роздiлi використовуються такi поняття та результати.

Канонiчне рiвняння прямої в просторi. Параметричне рiвняння прямої в просторi.
Напрямний вектор прямої. Рiвняння прямої в просторi як перетин двох площин.
Взаємозв’язок мiж рiзними типами рiвнянь прямої в просторi.

Приклади розв’язання задач

Приклад 6.1. Скласти канонiчне рiвняння прямої γ, яка проходить через

точку A(1, 2, 3) паралельно прямiй γ1, що задана рiвнянням
{

3x− y + 2z − 5 = 0,

−2x+ y + z + 9 = 0.
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Розв’язання. Для того, щоб скласти канонiчне рiвняння прямої γ, не-
обхiдно знати координати довiльної точки, яка належить прямiй (точка

A), i координати напрямного вектора ~uγ. З паралельностi прямих γ, γ1

випливає, що ~u1 (напрямний вектор γ1) дорiвнює напрямному вектору

прямої γ : ~u1 = ~uγ.
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Позначимо через α1 площину 3x − y + 2z − 5 = 0, її вектор нормалi
дорiвнює ~n1 = {3,−1, 2}, через α2 площину −2x+y+z+9 = 0, її вектор

нормалi дорiвнює ~n2 = {−2, 1, 1}.
Знайдемо ~u1. Оскiльки ~u1 ‖ α1, то ~u1 ⊥ ~n1. Аналогiчно, ~u1 ⊥ ~n2. Це

означає, що

~u1 =
[
~n1, ~n2

]
= {−3,−7, 1} = ~uγ.

Таким чином, канонiчне рiвняння прямої γ має вигляд

x− 1

−3
=
y − 2

−7
=
z − 3

1
.

Приклад 6.2. Знайти проекцiю точки A(2, 2, 3) на пряму γ, яка задана
рiвнянням 




x = −3 + t,

y = 1 + t,

z = 2t.

Знайти точку, яка симетрична точцi A вiдносно γ.

Розв’язання. Проведемо через точку A площину (позначимо її α), яка

перпендикулярна прямiй γ. Тодi проекцiєю точки A на пряму γ буде
точка (позначимо її A1), яка є перетином α i γ : A1 = Πpγ A = γ

⋂
α.
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Знайдемо рiвняння площини α. Оскiльки α перпендикулярна прямiй

γ, то напрямний вектор γ буде вектором нормалi до α : ~uγ = ~nα.
Напрямний вектор прямої γ має координати ~uγ = {1, 1, 2} = ~nα.

Складемо рiвняння площини, яка проходить через задану точку (точку
A) перпендикулярно заданому вектору (вектору ~nα):

(x− 2) + (y − 2) + 2 (z − 3) = 0.

Розкривши дужки, отримаємо рiвняння площини α :

α : x+ y + 2z − 10 = 0.

Для того, щоб знайти координати точки A1, необхiдно розв’язати

систему рiвнянь, яка складається з рiвняння прямої γ i площини α :




x = −3 + t,

y = 1 + t,

z = 2t,

x+ y + 2z − 10 = 0,

⇒





t = 2,

x = −1,

y = 2,

z = 4.

Точка A1 має координати A1 (−1, 2, 4) .

Позначимо через A2(x1, y1, z1) точку, симетричну точцi A вiдносно γ.

Зауважимо, що
−−→
AA2 = 2

−−→
AA1. Запишемо цю рiвнiсть покоординатно:

{x1 − 2, y1 − 2, z1 − 3} = {−6, 0, 2} ,
звiдки x1 = −4, y1 = 2, z1 = 5. Таким чином, точка A2 має координати
(−4, 2, 5) .

Приклад 6.3. Знайти проекцiю точки A(1,−3, 1) на площину α, яка

задана рiвнянням 2x − y + 3z − 1 = 0. Знайти точку, яка симетрична
точцi A вiдносно α.
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Розв’язання. Проведемо через точку A пряму (позначимо її γ),
перпендикулярну площинi α. Тодi проекцiєю точки A на площину α,

буде точка A1, яка є перетином α i γ : A1 = Πpγ A = γ
⋂
α.
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Знайдемо рiвняння прямої γ. Оскiльки γ перпендикулярна α, то

вектор нормалi до площини α буде напрямним вектором прямої γ :
~nα = ~uγ. Вектор нормалi до α має координати ~nα = {2,−1, 3} = ~uγ.

Складемо параметричне рiвняння прямої, яка проходить через задану
точку A паралельно заданому вектору ~uγ :

γ :





x = 1 + 2t,

y = −3 − t,

z = 1 + 3t.

Для того, щоб знайти координати точки A1, необхiдно розв’язати

систему рiвнянь, яка складається з рiвняння прямої γ i площини α :




x = 1 + 2t,

y = −3 − t,

z = 1 + 3t,

2x− y + 3z − 1 = 0,

⇒





t = −1/2,

x = 0,

y = −5/2,

z = −1/2.

Точка A1 має координати A1 (0,−5/2,−1/2) .

Позначимо через A2(x1, y1, z1) точку, симетричну точцi A вiдносно α.

Зауважимо, що
−−→
AA2 = 2

−−→
AA1. Запишемо цю рiвнiсть покоординатно:

{x1 − 1, y1 + 3, z1 − 1} = {−2, 1,−3} ,
звiдки x1 = −1, y1 = −2, z1 = −2. Таким чином, точка A2 має коорди-
нати (−1,−2,−2) .
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Приклад 6.4. Скласти рiвняння площини, яка проектує пряму

γ :
x− 1

−2
=
y + 2

0
=
z − 3

3

на площину α, задану рiвнянням −x− y+ 3z− 1 = 0. Скласти рiвняння

проекцiї прямої γ на площину α.

Розв’язання. Позначимо через β невiдому площину, яка проектує

пряму γ на α. Ця площина проходить через γ, перпендикулярно площинi
α. Складемо рiвняння β.

a

b

n

1
g

ug
a

g

Оскiльки γ належить β, то кожна точка прямої γ належить β
(наприклад, точка M0(1,−2, 3), координати вказано в канонiчному

рiвняння прямої). Крiм того, ~uγ = {−2, 0, 3} (напрямний вектор
прямої γ) паралельний β. Площини α i β перпендикулярнi, тому

~nα = {−1,−1, 3} (вектор нормалi до площини α) буде паралельним
площинi β. Зауважимо, що ~uγ i ~nα не колiнеарнi. Складемо рiвняння
площини, яка проходить через задану точку, паралельно двом векторам,

не колiнеарним мiж собою (рiвняння у виглядi мiшаного добутку в
координатнiй формi):

β :

∣∣∣∣∣∣

x− 1 y + 2 z − 3

−2 0 3
−1 −1 3

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Розкривши визначник, отримаємо рiвняння площини

β : 3x+ 3y + 2z − 3 = 0.
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Позначимо через γ1 пряму, яка є проекцiєю γ на α. У даному випадку,
найзручнiше буде скласти загальне рiвняння прямої γ1, тобто рiвняння

прямої γ1 як перетин двох площин α i β :

γ1 :

{
−x− y + 3z − 1 = 0,

3x+ 3y + 2z − 3 = 0.

Приклад 6.5. Скласти рiвняння прямої, яка проходить через точку
A(1, 1, 1) i перетинає двi заданi прямi

γ1 :
x+ 1

−1
=
y − 3

2
=
z − 2

1
i γ2 :

x+ 4

2
=
y − 3

1
=
z − 3

0
.

Розв’язання. Пряму, яка перетинає двi заданi прямi i проходить через

задану точку, можна провести єдиним способом у тому i тiльки у тому
випадку, коли заданi прямi є мимобiжними, а точка не належить жоднiй

iз заданих прямих. Пiдставивши координати точки A в рiвняння прямих,
пересвiдчуємося, що A 6∈ γ1, A 6∈ γ2. Перевiримо, що γ1 i γ2 є мимобiж-
ними. З канонiчного рiвняння прямої γ1 випливає, що точка M1(−1, 3, 2)

належить γ1, вектор ~u1 = {−1, 2, 1} паралельний γ1. Аналогiчно, точка
M2(−4, 3, 3) належить γ2, вектор ~u2 = {2, 1, 0} паралельний γ2. З прикла-

ду 4.2 випливає, що прямi γ1 i γ2 будуть мимобiжними тодi i тiльки тодi,
коли вектори

−−−→
M1M2, ~u1, ~u2 некомпланарнi. Тобто, коли мiшаний добуток(−−−→

M1M2, ~u1, ~u2

)
6= 0. Знайдемо

(−−−→
M1M2, ~u1, ~u2

)
=

∣∣∣∣∣∣

−3 0 1
−1 2 1

2 1 0

∣∣∣∣∣∣
= −2 6= 0.

Таким чином, ми перевiрили, що задача має єдиний розв’язок.
Проведемо через точку A i пряму γ1 площину (позначимо її α):

Складемо рiвняння площини α, яка проходить через задану точку
A, паралельно двом не колiнеарним мiж собою векторам ~u1 i

−−→
AM1 =

{−2, 2, 1} (рiвняння в виглядi мiшаного добутку в координатнiй формi):

β :

∣∣∣∣∣∣

x− 1 y − 1 z − 1

−1 2 1
−2 2 1

∣∣∣∣∣∣
= 0.
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Розкривши визначник, отримаємо рiвняння площини α : −y+2z−1 = 0.

Проведемо через точку A i пряму γ2 площину (позначимо її β).
Складемо рiвняння площини β, яка проходить через задану точку A,
паралельно двом не колiнеарним мiж собою векторам ~u2 i

−−→
AM2 =

{−5, 2, 2} (рiвняння в виглядi мiшаного добутку в координатнiй формi):

β :

∣∣∣∣∣∣

x− 1 y − 1 z − 1

2 1 0
−5 2 2

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Розкривши визначник, отримаємо рiвняння площини

β : 2x− 4y + 9z − 7 = 0.

Шукана пряма (позначимо її γ) буде перетином площин α i β :

γ1 :

{
−y + 2z − 1 = 0,

2x− 4y + 9z − 7 = 0.

Задачi для самостiйної роботи

6.1. Скласти канонiчне рiвняння прямої, яка проходить через точку

A(1, 3, 1) паралельно прямiй

а)

{
x+ y − z + 2 = 0,

2x+ 3y + z = 0;
б)

x+ 1

3
=
y − 2

4
=
z + 2

21
;
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в)
x− 4

5
=
y + 7

3
=
z − 6

15
;

г)

{
x = 2,

y = 3;

д)

{
x = 0,

z = 0;

e)

{
y = −1,

z = 2.

6.2. Скласти параметричне рiвняння прямої, яка проходить через двi
заданi точки

а) A(1, 3,−1) i B(4, 2, 1);

б) A(3, 2, 5) i B(4, 1, 5);

в) A(−1, 1, 2) i B(5, 1, 2);

г) A(2,−1,−2) i B(−3, 0,−4).

6.3. Скласти рiвняння прямої, яка проходить через точку A(1,−1, 2)
перпендикулярно площинi

а) x− 3y + 2z + 1 = 0;

б) x = 5;

в) y = 4;

г) z = 3;

д)





x = 4 − u + v,

y = 2 + u + 2v,

z = −1 + 7u+ 3v.

6.4. Скласти рiвняння площини, яка проходить через точку A(1, 3, 1)

перпендикулярно прямiй

а)

{
x+ y − z + 2 = 0,

2x+ 3y + z − 1 = 0;

б)
x+ 1

3
=
y − 2

4
=
z + 2

21
;

в)

{
x = 2,

y = 3;

г)

{
x = 0,

z = 0;

д)

{
y = −1,

z = 2.

6.5. Скласти рiвняння площини, яка проходить

74



а) через точку A(1, 1, 2) i пряму




x = −1 + 5t,

y = 2t,

z = 1 + 2t;

б) через точку A(−3, 10, 2) i пряму
{
x+ y − 5z + 7 = 0,

3x− y + 3z + 1 = 0;

в) через точку A(4, 1, 1) паралельно прямим

x− 8

3
=
y + 4

−3
=
z − 3

2
i

x+ 6

1
=
y − 2

−7
=
z + 10

2
;

г) через точку A(7,−1, 4) паралельно прямим
{
x− y − z + 5 = 0,

2x− y − 6z + 11 = 0
i

{
−x+ y + 3z − 9 = 0,

−5x+ y − z + 2 = 0.

д) через пряму
x− 2

1
=
y − 1

3
=
z + 5

7
паралельно прямiй

x+ 2

2
=
y − 2

5
=
z − 6

10
;

е) через пряму
x− 6

5
=
y + 3

2
=
z − 5

2
паралельно прямiй

{
−x+ 2y − z + 3 = 0,

−2x+ 7y − 8z − 5 = 0;
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є) через пряму
x− 1

−2
=
y − 9

6
=
z − 8

5

перпендикулiрно площинi 2x− y − z + 5 = 0;

ж) через пряму {
5x+ 9y + 6z − 9 = 0,

x+ 2y + z − 1 = 0

перпендикулярно площинi 6x− y + 2z + 2 = 0;

з) через двi паралельнi прямi

x− 5

2
=
y + 3

2
=
z − 5

1
i

x− 1

6
=
y + 1

6
=
z − 1

3
.

6.6. Пряма проектується на площину Oyz паралельно осi Ox. Скласти
параметричне рiвняння проекцiї, якщо пряма задана рiвняннями:

а)





x = 1 + 2t,

y = 3t,

z = 1 − t;

б)

{
x+ y + z − 1 = 0,

x+ 2y − 3z + 2 = 0.

6.7. Пряма проектується на площину x + 2y − 3z + 2 = 0 паралельно
вектору ~l = {2, 1,−1}. Скласти параметричне рiвняння проекцiї, якщо

пряма задана рiвняннями:

а)





x = 1 + 2t,

y = 3t,

z = −6 − t;

б)

{
x+ y + z − 1 = 0,

y − 3z + 4 = 0.

6.8. Скласти рiвняння прямої, яка проходить через точку A(−1, 2,−3)

перпендикулярно до вектора ~l = {6,−2,−3} i перетинає пряму

x− 1

3
=
y + 1

2
=
z − 3

−5
.
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6.9. Скласти рiвняння прямої, яка проходить через початок координат
i перетинає двi заданi прямi:

а)

{
x− y + z + 2 = 0,

x− 2y + 3z − 8 = 0
i

{
y − z + 1 = 0,

x+ y − 2z + 4 = 0;

б)





x = 1 + 2t,

y = 2 + 3t,

z = −t
i





x = 4t,

y = 5 − 5t,

z = 3 + 2t.

6.10. Скласти канонiчне рiвняння прямої, яка проходить через точку

A(3,−2,−4) паралельно площинi 3x− 2y− 3z− 7 = 0 i перетинає пряму

x− 2

3
=
y + 4

−2
=
z − 1

2
.

6.11. Скласти канонiчне рiвняння прямої, яка проходить паралельно
площинам 3x + 12y − 3z − 5 = 0 i 3x − 4y + 9z + 7 = 0 i перетинає

прямi
x+ 5

2
=
y − 3

−4
=
z + 1

3
i

x− 3

−2
=
y + 1

3
=
z − 2

4
.

6.12. Скласти рiвняння прямої, яка проходить через точку A(−1, 1,−1)
i перетинає двi заданi прямi:

а)

{
x− y + z + 2 = 0,

x− 2y + 3z − 8 = 0
i

{
y − z = 0,

x+ y − 2z + 4 = 0;

б)
x− 1

2
=
y − 2

3
=

z

−1
i

x

4
=
y + 5

−5
=
z − 3

2
.

6.13. Скласти рiвняння прямої, яка перетинає двi прямi

x + 3

2
=
y − 5

3
=
z

1
i

x− 10

5
=
y + 7

4
=
z

1

i паралельна третiй прямiй

x + 2

8
=
y − 1

7
=
z − 3

1
.
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6.14. Задана точка A(3,−1, 1). Знайти A1 — проекцiю точки A на
площину α i A2 — точку , яка симетрична точцi A вiдносно α, якщо:

а) α : x = 0;

б) α : y = 0;

в) α : z = 0;

г) α : x+ 2y + 2z + 6 = 0;

д) α : 2x+ 3y + 6z + 40 = 0;

е) α : 2x− y + 3z + 18 = 0.

6.15. Знайти A1 — проекцiю точки A на площину α i A2 — точку, яка
симетрична точцi A вiдносно α, якщо:

а) A(3,−4,−6), α проходить через точки

M1(−6, 1,−5), M2(7,−2,−1) i M3(10,−7, 1);

б) A(−3, 2, 5), α проходить через прямi
{
x− 2y + 3z − 5 = 0,

x− 2y − 4z + 3 = 0
i

{
3x+ y + 3z + 7 = 0,

5x− 3y + 2z + 5 = 0;

в) A(3,−4,−2), α проходить через прямi

x− 5

13
=
y − 6

1
=
z + 3

−4
i

x− 2

13
=
y − 3

1
=
z + 3

−4
.

6.16. Скласти рiвняння проекцiї на площину x+5y−z−25 = 0 наступних
прямих:

а)
x+ 1

4
=
y

2
=
z − 1

3
;

б)

{
x− y + 2z − 1 = 0,

3x− y + 2z + 2 = 0;

в)
x+ 1

1
=
y

5
=
z − 1

−1
.

6.17. Скласти рiвняння прямої, яка симетрична прямiй

x− 2

3
=
y + 1

1
=
z − 2

4
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вiдносно площини 5x− y + z − 4 = 0.

6.18. Знайти A1 — проекцiю заданої точки A на пряму γ i A2 — точку,
яка симетрична A вiдносно γ, якщо

а) A(2,−1, 3), γ :





x = 3t,

y = −7 + 5t,

z = 2 + 2t;

б) A(4, 1, 6), γ :

{
x− y − 4z + 12 = 0,

2x+ y − 2z + 3 = 0.

6.19. Задана точка A(2,−1, 0) i пряма γ. Знайти

(1) вiдстань вiд точки A до прямої γ,

(2) координати A1 — проекцiї точки A на пряму γ i A2 — точки,

симетричну точцi A вiдносно γ,

(3) рiвняння прямої, яка проходить через точку A i перетинає пряму γ

пiд прямим кутом,

якщо

а) γ :
x− 7

3
=
y − 1

4
=
z − 3

2
;

б) γ :






x = 1 + 2t,

y = 2 − 2t,

z = −3 + t;

в) γ :

{
2x+ y − z + 1 = 0,

x+ y + z + 2 = 0.

6.20. Знайти вiдстань мiж прямими

а)
x− 4

3
=
y + 1

6
=
z − 1

−2
i

x− 5

−6
=

y

−12
=
z

4
;
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б)





x = 3 + 2t,

y = 10 − 3t,

z = 3 + 4t

i





x = 1 + 3t,

y = 1 − 2t,

z = 1 + 3t;

в)

{
x+ y + z − 1 = 0,

x+ 3y − z + 2 = 0
i

{
x+ 3y + z + 2 = 0,

x+ 2y − z + 1 = 0.

6.21. Скласти рiвняння спiльного перпендикуляра двох прямих (тобто
прямої, яка перетинає заданi прямi пiд прямим кутом), знайти вiдстань

мiж прямими, якщо

а)
x− 6

1
=
y − 1

2
=
z − 10

−1
i

x+ 4

−7
=
y − 3

2
=
z − 4

3
;

б)





x = 5 + t,

y = 3 − t,

z = 13 + t

i





x = 6 + t,

y = 1 + 2t,

z = 10 − t;

в)

{
2x+ 7y − 13 = 0,

3y − 2z − 1 = 0
i

{
x+ y − 8 = 0,

2x+ y − z = 0.

6.22. Скласти рiвняння прямої, яка проходить через точку A(1, 3, 2)
паралельно площинi Oxy i утворює

а) кут π/4 з прямою

{
x = y,

z = 0;

б) кут arcsin
1√
10

з площиною x− y = 1.

6.23. Скласти рiвняння площини, яка

а) проходить через точку A(−1, 2, 1) паралельно прямiй

x

2
=

y

−3
=

z

−1
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i утворює кут π/3 з прямою

{
x = y,

z = 0;

б) проходить через пряму
{
x + 5y + z = 0,

x− z + 4 = 0

i утворює кут π/4 з площиною x− 4y − 8z + 1 = 0.

7 Нормальне рiвняння прямої на площинi. Нормаль-
не рiвняння площини в просторi

В цьому роздiлi використовуються такi поняття та результати.

1. Нормальне рiвняння прямої на площинi. Знаходження вiдхилення i вiдстанi вiд
точки до прямої. Положення точки вiдносно прямої на площинi.

2. Нормальне рiвняння площини в просторi. Знаходження вiдхилення i вiдстанi
вiд точки до площини. Положення точки вiдносно площини в просторi.

Приклади розв’язання задач

Приклад 7.1. Знайти вiдхилення δ i вiдстань d вiд точки M (2, 5) до
прямої γ : 8x − y + 2 = 0. В однiй чи в рiзних пiвплощинах вiдносно γ

лежать початок координат i точка M?

Розв’язання. Запишемо нормальне рiвняння прямої γ. Нагадаємо, для
того, щоб звести загальне рiвняння прямої Ax+By+C = 0 до нормаль-

ного, необхiдно це рiвняння домножити справа i злiва на нормуючий

множник µ =
− signC√
A2 + B2

(тут вважаємо, що sign 0 = 1):

µAx + µBy + µC = 0 або − signC
Ax+By + C√

A2 + B2
= 0.
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В нашiй ситуацiї µ =
−1√
65
, нормальне рiвняння прямої

γ : − 8√
65
x+

1√
65
y − 2√

65
= 0.

Для того, щоб знайти δ — вiдхилення вiд точки M до прямої γ,

необхiдно в нормальне рiвняння прямої замiсть змiнних x, y пiдставити
координати точки M :

δ =
−8√
65

· 2 +
1√
65

· 5 − 2√
65

= − 1√
5
.

Нагадаємо, що вiдхилення — це вiдстань вiд точки до прямої, взята

iз знаком ”+”, якщо дана точка i початок координат лежать в рiзних
пiвплощинах вiдносно заданої прямої, iз знаком ”–”, якщо в однiй.

Таким чином, вiдстань вiд точки M до γ дорiвнює d = |δ| =
1√
5
.

Точка M i початок координат лежать в однiй пiвплощинi вiдносно γ,
оскiльки δ < 0.

Приклад 7.2. Задана пряма γ : Ax + By + C = 0 i точки M (x1, y1) ,

N (x2, y2) , якi не належать γ, тобто Axi+Byi+C 6= 0, i = 1, 2. Визначити
необхiдну i достатню умову того, що

а) γ перетинає вiдрiзок MN ;

б) γ перетинає продовження вiдрiзку MN за точку M.

Розв’язання. Позначимо через δ1 i δ2 вiдхилення вiд точок M i N до
прямої γ, вiдповiдно. Нагадаємо, що

δi = − signC
Axi + Bxi + C√

A2 +B2
, i = 1, 2.
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Для того, щоб пряма γ перетинала вiдрiзок MN, необхiдно i достатньо,

щоб точки M i N лежали в рiзних пiвплощинах вiдносно γ. Нехай γ не
проходить через початок координат (C 6= 0). Тодi можливi двi ситуацiї:
або M i початок координат лежать в однiй пiвплощинi вiдносно γ, а

точка N — в iншiй (тобто δ1 < 0 i δ2 > 0), або, навпаки, N i початок
координат лежать в однiй пiвплощинi вiдносно γ, а точка M — в iншiй

(тобто δ1 > 0 i δ2 < 0). Таким чином, пряма γ перетинає вiдрiзок MN
тодi i тiльки тодi, коли числа δ1 i δ2 мають рiзнi знаки: δ1δ2 < 0. Маємо,

δ1δ2 =
(signC)2

A2 + B2
(Ax1 + By1 + C) (Ax2 + By2 + C) .

Оскiльки,
(signC)2

A2 +B2
> 0, то умова δ1δ2 < 0 еквiвалентна такiй:

(Ax1 + By1 + C) (Ax2 +By2 + C) < 0. (1)

Зауважимо, що така ж сама умова справедлива i в тому випадку,

коли пряма γ проходить через початок координат (тодi C = 0). Дiйсно,
в цiй ситуацiї, для того, щоб пряма γ перетинала вiдрiзок MN необхiдно

i достатньо, щоб проекцiї радiус-векторiв точок M i N (позначимо їх
~r1 i ~r2, вiдповiдно) на вектор нормалi до γ (позначимо його ~n) мали б

рiзнi знаки: Πp~n ~r1 Πp~n ~r2 < 0. Оскiльки, ~r1 = {x1, y1} , ~r2 = {x2, y2} ,

g

M

N

O

n

r1

r2

~n = {A,B} , тодi

Πp~n ~r1 · Πp~n ~r2 =
(~r1, ~n )

|~n | · (~r2, ~n )

|~n | =
Ax1 +By1√
A2 +B2

· Ax2 +By2√
A2 +B2

< 0.
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Враховуючи, що знаменник завжди додатний, маємо умову (1).
Таким чином, γ перетинає вiдрiзок MN, якщо виконується (1).

Для того, щоб пряма γ перетинала продовження вiдрiзку MN за
точку M необхiдно, по-перше, щоб γ не перетинала сам вiдрiзок, тобто,

щоб виконувалася умова, протилежна до умови (1) :

(Ax1 + By1 + C ) (Ax2 +By2 + C ) > 0.

По-друге, необхiдно, щоб точка M знаходилася ближче до прямої γ, нiж

g
M

N

O
d

d
1

2

точка N, тобто, щоб d1 — вiдстань вiд точки M до прямої γ була менше,
нiж d2 — вiдстань вiд точки N до γ:

d1 =
|Ax1 +Bx1 + C |√

A2 +B2
<

|Ax2 + Bx2 + C |√
A2 + B2

= d2,

спростивши цю нерiвнiсть, отримаємо другу умову:

|Ax1 +Bx1 + C | < |Ax2 + Bx2 + C | .

Таким чином, пряма γ перетинає продовження вiдрiзку MN за точку
M, якщо {

(Ax1 + By1 + C) (Ax2 +By2 + C) > 0,

|Ax1 + Bx1 + C | < |Ax2 +Bx2 + C | .
Приклад 7.3. Скласти рiвняння бiсектрис кутiв, утворених двома пере-
тинними прямими γ1 : 6x+ y − 3 = 0 i γ2 : 2x+ 12y + 9 = 0.

Розв’язання. Скористаємося фактом, що бiсектриси кутiв, утворених

двома перетинними прямими γ1 i γ2, — це геометричне мiсце точок,
рiвновiддалених вiд цих прямих. Iншими словами, деяка точка M (x, y)

належить однiй з бiсектрис тодi i тiльки тодi, коли d1 — вiдстань вiд
точки M до прямої γ1 дорiвнює d2 — вiдстанi вiд точки M до γ2 :
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1
M

d1 =
|6x+ y − 3|√

37
=

|2x+ 12y + 9|
2
√

37
= d2.

Ця рiвнiсть еквiвалентна такiй сукупностi:
[

12x+ 2y − 6 = 2x+ 12y + 9,

12x+ 2y − 6 = −2x− 12y − 9.

Спростивши кожне з рiвнянь, отримаємо рiвняння двох бiсектрис кутiв,
утворених прямими γ1 i γ2 :

[
2x− 2y − 3 = 0,

14x+ 14y + 3 = 0.

Приклад 7.4. Знайти вiдхилення δ i вiдстань d вiд точки M (2,−1, 4)
до площини α : 2x − 3y + z − 4 = 0. В однiй чи в рiзних пiвпросторах

вiдносно α лежать початок координат i точка M?

Розв’язання. Запишемо нормальне рiвняння площини α. Нагадаємо,
для того, щоб звести загальне рiвняння площини Ax + By + Cz + D =

0 до нормального, необхiдно це рiвняння домножити справа i злiва на

нормуючий множник µ =
− signD√

A2 +B2 + C2
(тут вважаємо, що sign 0 = 1):

µAx + µBy + µCz +D = 0

або

− signD
Ax +By + Cz +D√

A2 + B2 + C2
= 0
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В нашiй ситуацiї µ =
1√
14
, нормальне рiвняння

α :
2√
14
x− 3√

14
y +

1√
14
z − 4√

14
= 0.

Для того, щоб знайти δ — вiдхилення вiд точки M до площини α,
необхiдно в нормальне рiвняння площини замiсть змiнних x, y, z пiдста-
вити координати точки M :

δ =
2√
14

· 2 − 3√
14

· (−1) +
1√
14

· 4 − 4√
14

=

√
7

2
.

Нагадаємо, що вiдхилення вiд точки до площини — це вiдстань вiд
точки до площини, взята iз знаком ”+”, якщо дана точка i початок

координат лежать в рiзних пiвпросторах вiдносно заданої площини, iз
знаком ”–”, якщо в однiй.

Таким чином, вiдстань вiд точки M до α дорiвнює d = | δ | =

√
7

2
.

Точка M i початок координат лежать в рiзних пiвпросторах вiдносно α,

оскiльки δ > 0.

Приклад 7.5. Довести, що площини

α1 : x− 2y − 2z − 8 = 0 i α2 : −2x+ 4y + 4z + 1 = 0

паралельнi i знайти вiдстань мiж ними.

Розв’язання. Площини α1 i α2 паралельнi, оскiльки їх вектори нормалi
колiнеарнi. Дiйсно, ~n1 = {1,−2, 2} (вектор нормалi до α1) колiнеарен

вектору ~n2 = {−2, 4, 4} (вектор нормалi до α2): −2~n1 = ~n2.
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nd
n

1
2

M

Знайдемо d — вiдстань мiж площинами α1 i α2. Для цього вiзьмемо
довiльну точку, яка належить площинi α1, наприклад, M (8, 0, 0) , тодi d

дорiвнює вiдстанi вiд точки M до площини α2 :

d =
|−2 · 8 + 4 · 0 + 4 · 0 + 1|√

36
=

5

2
.

Приклад 7.6. Задано площину α : Ax + By + Cz + D = 0, позначимо

через D+ = {(x, y) : Ax+By + Cz +D > 0} один з пiвпросторiв, на
який площина α дiлить весь простiр. Довести, що вектор ~n = {A,B,C}
спрямований в бiк пiвпростору D+.

Розв’язання. Нехай M0 (x0, y0, z0) довiльна точка площини α, тобто

Ax0 +By0 + Cz0 +D = 0.
Вiзьмемо довiльну точку M1 (x1, y1, z1) , яка належить пiвпростору

D+ : Ax1 +By1 + Cz1 +D > 0. Ми доведемо, що вектор ~n спрямований
в бiк пiвпростору D+, якщо покажемо, що Πp~n

−−−→
M0M1 > 0.

M

D

M

n

0

+
1

a

Дiйсно,

Πp~n

−−−→
M0M1 =

(~n,
−−−→
M0M1 )

|~n | =

=
A (x1 − x0) + B (y1 − y0) + C (z1 − z0)

|~n | =

=
1

|~n | (Ax1 +By1 + Cz1 +D − (Ax0 + By0 + Cz0 +D)) =
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=
1

|~n | (Ax1 +By1 + Cz1 +D) > 0.

Приклад 7.7. Задано двi перетиннi площини αi : Aix+Biy+Ciz+Di = 0,
i = 1, 2, i точкa M0 (x0, y0, z0) , яка не належить жоднiй з цих площин.

Знайти необхiдну i достатню умову того, що M0 лежить всерединi
гострого двогранного кута, утвореного при перетинi площин α1 i α2.

Розв’язання. Кожна площина розбиває простiр на два пiдпростори, по-

значимо їх
D+

i = {Aix+ Biy + Ciz +Di > 0} ,
D−

i = {Aix+ Biy + Ciz +Di < 0} ,
де i = 1, 2. Можливi чотири ситуацiї: a) M0 ∈ D+

1

⋂
D+

2 ,
б) M0 ∈ D+

1

⋂
D−

2 , в) M0 ∈ D−
1

⋂
D+

2 або г) M0 ∈ D−
1

⋂
D−

2 . В

кожнiй з цих ситуацiй запишемо умову того, що двогранний кут, в якому
знаходиться точка M0 є гострим.

Розглянемо випадок a). Нехай M0 ∈ D+
1

⋂
D+

2 , тобто
{
A1x0 + B1y0 + C1z0 +D1 > 0,

A2x0 + B2y0 + C2z0 +D2 > 0.

Нагадаємо (див. задачу 7.6), що ~n1 = {A1, B1, C1} i ~n2 = {A2, B2, C2}
(вектори нормалi до площин α1 i α2, вiдповiдно) направленi в бiк дво-
гранного кута D+

1

⋂
D+

2 . Отже, двогранний кут D+
1

⋂
D+

2 буде гострим,

a

a

1

1 1

0
2

2
2 M

n

n

D

D

+

+

якщо кут мiж векторами ~n1 i ~n2 буде тупим, тобто скалярний добуток
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цих векторiв буде вiд’ємним: (~n1, ~n2 ) = A1A2 +B1B2 +C1C2 < 0. Таким
чином, у випадку а) буде така вiдповiдь:





A1x0 + B1y0 + C1z0 +D1 > 0,

A2x0 + B2y0 + C2z0 +D2 > 0,

A1A2 + B1B2 + C1C2 < 0.

Всi iншi випадки зводяться до розглянутого вище. Покажемо, як це
зробити, на прикладi випадку б). Нехай M0 ∈ D+

1

⋂
D−

2 , тобто
{
A1x0 + B1y0 + C1z0 +D1 > 0,

A2x0 + B2y0 + C2z0 +D2 < 0

або {
A1x0 +B1y0 + C1z0 +D1 > 0,

−A2x0 −B2y0 − C2z0 −D2 > 0.

Тодi, розглянувши замiсть вектора ~n2 = {A2, B2, C2} , вектор −~n2 =

{−A2,−B2,−C2} отримаємо умову того, що кут мiж векторами ~n1 i −~n2

є тупим:
(~n1,−~n2 ) = −A1A2 −B1B2 − C1C2 < 0

або
A1A2 + B1B2 + C1C2 > 0.

Це i буде означати, що двогранний кут D+
1

⋂
D−

2 буде гострим.

a

a

1

1 1

0
2

2
22

2 M

n

nn
D

D
D

+

-

-
+
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Таким чином, у випадку б) буде така вiдповiдь:




A1x0 + B1y0 + C1z0 +D1 > 0,

A2x0 + B2y0 + C2z0 +D2 < 0,

A1A2 + B1B2 + C1C2 > 0.

Скориставшись схожими мiркуваннями, запишемо вiдповiдi у випадках
в) i г) :

в)





A1x0 + B1y0 + C1z0 +D1 < 0,

A2x0 + B2y0 + C2z0 +D2 > 0,

A1A2 + B1B2 + C1C2 > 0.

г)





A1x0 + B1y0 + C1z0 +D1 < 0,

A2x0 + B2y0 + C2z0 +D2 < 0,

A1A2 + B1B2 + C1C2 < 0.

Всi чотири отриманi вiдповiдi можна об’єднати в одну:

(A1A2 +B1B2 + C1C2) (A1x0 +B1y0 + C1z0 +D1)×

× (A2x0 + B2y0 + C2z0 +D2) < 0.

Задачi для самостiйної роботи

Нормальне рiвняння прямої на площинi

7.1. Знайти вiдхилення δ i вiдстань d вiд точки M до прямої γ. В однiй
чи в рiзних пiвплощинах вiдносно γ лежать початок координат i точка
M?

а) M(1, 2), γ : x− 7 = 0;

б) M(2,−15), γ : y + 9 = 0;

в) M(3, 4), γ : 4x− 3y − 15 = 0;

г) M(9, 1), γ : −2x+ 6y + 7 = 0;
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д) M(−2, 3), γ : 3x+ 5y − 8 = 0;

е) M(4,−1), γ : 7x− 2y + 2 = 0.

7.2. Точка M є вершиною квадрату, одна iз сторiн якого лежить на

прямiй γ. Знайти площу квадрату, якщо:

а) M(−10, 2), γ : x+ 7y + 1 = 0;

б) M(8, 2), γ : x− 5y + 4 = 0.

7.3. Точка M є вершиною прямокутника, двi сторони якого лежать на

прямих γ1 i γ2. Знайти площу прямокутника, якщо:

а) M(−4,−7), γ1 : x− 3y − 12 = 0, γ2 : 3x+ y + 7 = 0;

б) M(3,−1), γ1 : 3x+ 5y − 1 = 0, γ2 : 5x− 3y − 20 = 0.

7.4. Знайти координати точки M, якщо вiдомо, що

а) M лежить на прямiй 2x − 3y + 4 = 0, причому вiдстань вiд точки

M до прямої 3x = 4y дорiвнює 2;

б) M лежить на прямiй x + y = 8 та рiвновiддалена вiд точки N(2, 8)

i вiд прямої x− 3y + 2 = 0.

7.5. Задано точки M, N i пряма γ. Визначити, чи перетинає пряма γ

вiдрiзок MN, його продовження за точку M або за точку N, якщо:

а) M(5, 4), N(−10,−3), γ : x + 4 = 0;

б) M(3, 3), N(−3,−5), γ : y − 12 = 0;

в) M(6, 1), N(5,−2), γ : −3x+ 4y + 11 = 0;

г) M(1, 5), N(−3,−4), γ : 6x+ y − 2 = 0;
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д) M(−4, 2), N(−2,−1), γ : −2x+ 7y − 4 = 0;

е) M(7,−4), N(2, 3), γ : −7x− 3y + 3 = 0;

є) M(−1, 4), N(4,−9), γ : 3x+ y − 3 = 0.

7.6. Двi паралельнi прямi γ1 : Ax+By+C1 = 0 i γ2 : Ax+By+C2 = 0

дiлять площину на три областi: смугу ∆, яка лежить мiж прямими, i
двi областi ззовнi цiєї смуги. Позначимо через ∆1 область, яка прилягає
до γ1, через ∆2, — яка прилягає до γ2. За якої умови точка M (x0, y0)

лежить в смузi ∆? в областi ∆1? в областi ∆2?

7.7. Визначити, якiй областi, ∆, ∆1 або ∆2 (див. позначення в задачi
7.6) належить точка M, якщо:

а) M(7,−2), γ1 : −x− 5y + 4 = 0, γ2 : 4x+ 20y − 5 = 0;

б) M(1, 1), γ1 : 3x+ 2y − 6 = 0, γ2 : −3x− 2y + 3 = 0;

в) M(1,−2), γ1 : 4x− y + 3 = 0, γ2 : 8x− 2y + 7 = 0.

7.8. Задано послiдовнi вершини чотирикутника ABCD. Установити, чи
є чотирикутник опуклим, якщо:

а) A(−3, 5), B(−1,−4), C(7,−1), D(2, 9);

б) A(−1, 6), B(1,−3), C(4, 10), D(9, 0).

7.9. Знайти вiдстань мiж паралельними прямими Ax + By + C1 = 0 та
Ax+ By + C2 = 0.

7.10. Довести, що заданi прямi паралельнi i знайти вiдстань мiж ними:

а) −x+ y + 4 = 0 i 2x− 2y + 3 = 0;

б) −5x+ y − 6 = 0 i −15x+ 3y + 12 = 0;
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в) −6x+ 2y + 8 = 0 i 3x− y + 5 = 0;

г) −12x+ 24y + 36 = 0 i 2x− 4y + 1 = 0;

д) 3x− 4y + 1 = 0 i

{
x = 1 + 4t,

y = 3t;

е)

{
x = 2 − t,

y = −3 + 2t;
i

{
x = 2t,

y = 5 − 4t.

7.11. Двi сторони квадрата лежать на прямих γ1 i γ2. Знайти площу

квадрата, якщо:

а) γ1 : −5x− 5y + 2 = 0, γ2 : 10x+ 10y + 1 = 0;

б) γ1 : x+ 3y + 2 = 0, γ2 : 3x+ 9y + 2 = 0.

7.12. Скласти рiвняння геометричного мiсця точок, вiдстань вiд яких
до прямої Ax+ By + C = 0 дорiвнює d.

7.13. Скласти рiвняння геометричного мiсця точок, вiдстань вiд яких
до прямої γ дорiвнює d, якщо:

а) d = 2
√

5, γ : −x− 2y + 7 = 0;

б) d =
√

10, γ : −3x+ 9y + 5 = 0.

7.14. Скласти рiвняння геометричного мiсця точок, вiдношення вiд-

станей вiд яких до двох паралельних прямих Ax + By + C1 = 0 i
Ax+ By + C2 = 0 дорiвнює k > 0.

7.15. Скласти рiвняння геометричного мiсця точок, рiвновiддаленого
вiд двох паралельних прямих γ1 i γ2, якщо:

а) γ1 : 5x− y + 6 = 0, γ2 : −15x+ 3y + 2 = 0;
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б) γ1 : 4x− 7y + 7 = 0, γ2 : 8x− 14y − 3 = 0.

7.16. Скласти рiвняння геометричного мiсця точок, вiдношення вiдста-

ней вiд яких до двох паралельних прямих γ1 i γ2 дорiвнює k, якщо:

а) k = 2, γ1 : 12x− 4y + 3 = 0, γ2 : −3x+ y − 1 = 0;

б) k = 3, γ1 : −2x+ 4y + 3 = 0, γ2 : 6x− 12y + 5 = 0.

7.17. Задано три паралельнi прямi γi : Ax+By+Ci = 0, i = 1, 2, 3. За
якої умови пряма γ2 лежить в смузi мiж прямими γ1 i γ3? Визначити, за

цiєї умови, в якому вiдношеннi γ2 дiлить вiдстань мiж γ1 i γ3?

7.18. Задано три паралельнi прямi γ1, γ2 i γ3. Визначити, яка з прямих

лежить мiж двома iншими i у якому вiдношеннi вона дiлить вiдстань
мiж ними, якщо:

а) γ1 : −2x+ 3y − 2 = 0, γ2 : 12x− 18y + 7 = 0,

γ3 : −6x+ 9y − 14 = 0;

б) γ1 : 8x− 2y + 3 = 0, γ2 : 4x− y − 8 = 0,
γ3 : −20x+ 5y + 9 = 0.

7.19. Визначити, за якої умови точки M (x1, y1) i N (x2, y2) лежать в

одному, в сумiжних чи у вертикальних кутах, утворених при перетинi
прямих A1x+B1y + C1 = 0 i A2x+B2y + C2 = 0.

7.20. Визначити, чи лежать точки M i N в одному, в сумiжних чи у
вертикальних кутах, утворених при перетинi прямих γ1 i γ2, якщо:

а) M (1,−6) , N (4, 6) γ1 : 2x+ 2y − 1 = 0, γ2 : 4x− y + 1 = 0;

б) M (−2, 6) , N (0, 5) γ1 : 8x− 3y + 8 = 0, γ2 : 5x− 6y + 7 = 0;

в) M (−1, 7) , N (2,−8) γ1 : x + 5y + 5 = 0, γ2 : 9x+ 9y − 1 = 0;
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г) M (1,−3) , N (8, 7) γ1 : 3x+ 5y − 1 = 0, γ2 : 2x− y + 6 = 0.

7.21. Задано двi перетиннi, не перпендикулярнi прямi A1x+B1y+C1 = 0

i A2x+B2y + C2 = 0, а також точка M(x0, y0), яка не належить жоднiй
з цих прямих. Знайти косинус того кута мiж даними прямими, в якому

лежить точка M.

7.22. Знайти кут мiж прямими γ1 i γ2, в якому лежить точка M, якщо:

а) M (1, 1) , γ1 : −x+ 2 = 0, γ2 : x− y + 3 = 0;

б) M (−1, 2) , γ1 : 9x+ 3y + 1 = 0, γ2 : 4y + 3 = 0;

в) M (1, 0) , γ1 : 5x− y − 8 = 0, γ2 : 7x+ y − 8 = 0.

7.23. Вказати умови необхiднi и достатнi для того, щоб точка M (x0, y0)
лежала всерединi трикутника, сторони якого лежать на прямих

Aix+Biy + Ci = 0, i = 1, 2, 3.

7.24. Визначити, чи лежить точка M всерединi трикутника, сторони

якого лежать на прямих γ1, γ2 i γ3, якщо:

а) M (−1, 0) , γ1 : 3y + 4 = 0, γ2 : 4x+ y + 2 = 0, γ3 : x+ 3 = 0;

б) M (1,−1) , γ1 : 2x+ 5 = 0, γ2 : x+ 2y = 0, γ3 : 3x+ 5y − 1 = 0;

в) M (1, 0) , γ1 : 7x+ y + 1 = 0, γ2 : −3x+ 8y − 4 = 0, γ3 : x+ y = 0;

г) M (0, 1) , γ1 : 2x−3y−1 = 0, γ2 : x−6y+8 = 0, γ3 : 5x−3y+9 = 0.

7.25. Скласти рiвняння бiсектрис кутiв, утворених двома перетинними
прямими A1x+B1y + C1 = 0 i A2x+B2y + C2 = 0.

7.26. Скласти рiвняння бiсектрис кутiв, утворених двома перетинними
прямими:
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а) x− 3y + 5 = 0 i 3x− y − 2 = 0;

б) 3x+ 4y − 1 = 0 i 5x+ 12y − 2 = 0;

в) 3x− 6y − 7 = 0 i 4x− 3y + 2 = 0;

г) 2x− 3y + 6 = 0 i 6x− 2y − 9 = 0.

7.27. Скласти рiвняння бiсектриси гострого кута, який утворений

двома перетинними прямими A1x+B1y + C1 = 0 i A2x+ B2y + C2 = 0.

7.28. Скласти рiвняння бiсектриси гострого кута, який утворений двома

перетинними прямими:

а) x− 7y − 3 = 0 i 4x+ 4y − 1 = 0;

б) 2x+ y − 2 = 0 i 3x+ 4y − 5 = 0.

7.29. Скласти рiвняння бiсектриси тупого кута, який утворений двома
перетинними прямими:

а) 3x− y + 5 = 0 i 2x− 6y + 3 = 0;

б) x− 8y + 2 = 0 i 2x+ 4y − 1 = 0.

7.30. Скласти рiвняння бiсектриси того кута, утвореного двома
перетинними прямими A1x+B1y+C1 = 0 i A2x+B2y+C2 = 0, в якому

лежить точка M (x0, y0) .

7.31. Скласти рiвняння бiсектриси того кута, утвореного двома
перетинними прямими γ1 i γ2, в якому лежит точка M, якщо:

а) M (1, 0) , γ1 : 3x+ 4y − 6 = 0, i γ2 : 5x− 12y + 8 = 0;

б) M (0, 1) , γ1 : x− 3y + 2 = 0, i γ2 : 15x− 5y + 1 = 0;
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в) M (1, 1) , γ1 : 6x− 3y + 2 = 0, i γ2 : x− 2y − 4 = 0;

г) M (−1,−2) , γ1 : 2x− 6y − 3 = 0, i γ2 : −4x+ 8y + 1 = 0.

Нормальне рiвняння площини в просторi

7.32. Знайти вiдхилення δ i вiдстань d вiд точки M до площини α. В
однiй чи в рiзних пiвпросторах вiдносно α лежать початок координат i

точка M?

а) M(3, 1, 1), α : x− 4 = 0;

б) M(−3,−1, 2), α : 2y + 3 = 0;

в) M(−6, 1, 2), α : 3z − 1 = 0;

г) M(−5,−8, 1), α : 2x+ 2y − z = 0;

д) M(2, 1,−1), α : 4x− 3z + 9 = 0;

е) M(−1, 1,−1), α : 10x− 4y + 3z − 4 = 0;

є) M(−8, 9,−9), α : 5x− y − 8z + 7 = 0;

ж) M(4,−1, 2), α : 3x− y − 5z − 2 = 0.

7.33. Точка M є вершиною куба, одна iз граней якого лежить на

площинi α. Знайти об’єм куба, якщо:

а) M(1, 9,−1), α : x− y − 5z − 6 = 0;

б) M(3, 1,−10), α : 4x+ 5y − 3z + 3 = 0.

7.34. Точка M є вершиною паралелепiпеда, три гранi якого лежать на
площинах α1, α2 i α3. Знайти об’єм паралелепiпеда, якщо:

а) M(2,−8, 1), α1 : x+ y + z − 4 = 0, α2 : −x+ 2y − z + 11 = 0,
α3 : 2x− 2z + 1 = 0;
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б) M(4, 1,−2), α1 : x− 2y + 3z − 3 = 0, α2 : 3x− z − 2 = 0,
α3 : x+ 5y + 3z + 1 = 0.

7.35. Задано точки M, N i площина α. Визначити, чи перетинає

площина α вiдрiзок MN, його продовження за точку M або за точку
N, якщо:

а) M(7,−3, 0), N(−3,−6, 3), α : 2x+ 7 = 0;

б) M(4,−1, 1), N(−3, 0,−2), α : 2y − 9z − 9 = 0;

в) M(1,−3, 3), N(2, 1, 3), α : x+ 5z − 15 = 0;

г) M(−4,−4, 0), N(−5, 5,−5), α : 2x− 2y − 3z + 2 = 0;

д) M(4, 3,−5), N(1, 3,−8), α : x− 4y + 4z + 9 = 0;

е) M(1,−2, 2), N(1, 1, 1), α : 3x+ 7y − 8z + 8 = 0;

є) M(5,−1, 2), N(3,−1,−1), α : 4x+ 5y + z + 1 = 0.

7.36. Двi паралельнi площини α1 : Ax + By + Cz + D1 = 0 i

α2 : Ax + By + Cz + D2 = 0 дiлять простiр на три областi: шар
∆, який лежить мiж заданими площинами, i двi областi ззовнi шару.

Позначимо через ∆1 область, яка прилягає до α1, через ∆2, — яка
прилягає до α2. За якої умови точка M (x0, y0, z0) лежить в шарi ∆? в
областi ∆1? в областi ∆2?

7.37. Визначити, якiй областi, ∆, ∆1 або ∆2 (див. позначення в задачi

7.36) належить точка M, якщо:

а) M(7,−1, 1), α1 : x− 4y + 4z − 5 = 0,

α2 : −2x+ 8y − 8z + 3 = 0;

б) M(1,−2, 1), α1 : −2x+ 3y + 10z + 4 = 0,
α2 : 2x− 3y − 10z + 5 = 0;
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в) M(−2, 3, 1), α1 : −3x+ 6y − 3z + 2 = 0,
α2 : x− 2y + z + 6 = 0.

7.38. Знайти вiдстань мiж паралельними площинами Ax + By + Cz +

D1 = 0 i Ax+ By + Cz +D2 = 0.

7.39. Довести, що заданi площини паралельнi i знайти вiдстань мiж

ними:

а) −4x+ 3y − 6 = 0 i 12x− 9y − 2 = 0;

б) 4y + 8z + 5 = 0 i −2y − 4z + 7 = 0;

в) −x− 7y + 2z − 7 = 0 i x+ 7y − 2z + 1 = 0;

г) 2x− y + 5z − 1 = 0 i −4x+ 2y − 10z − 13 = 0.

7.40. Двi гранi кубу лежать на площинах α1 i α2. Знайти об’єм кубу,
якщо ;

а) α1 : 5x− 12z + 4 = 0, α2 : −5x+ 12z + 9 = 0;

б) α1 : x− 5y − 8z − 6 = 0, α2 : −2x+ 10y + 16z + 3 = 0.

7.41. Скласти рiвняння геометричного мiсця точок, вiдстань вiд яких
до площини Ax+By + Cz +D = 0 дорiвнює d.

7.42. Скласти рiвняння геометричного мiсця точок, вiдстань вiд яких

до площини α дорiвнює d, якщо:

а) d = 2, α : 3x− 6y + 2z + 9 = 0;

б) d =
√

6, γ : −x+ 2y + z + 10 = 0.
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7.43. Скласти рiвняння геометричного мiсця точок, вiдношення вiд-
станей вiд яких до двох паралельних площин Ax + By + Cz +D1 = 0 i

Ax+ By + Cz +D2 = 0 дорiвнює k > 0.

7.44. Скласти рiвняння геометричного мiсця точок, рiвновiддаленого
вiд двох паралельних площин α1 i α2, якщо:

а) α1 : −x+ 4z + 1 = 0, α2 : 5x− 20z + 7 = 0;

б) α1 : 3x+ y + 8z − 2 = 0, α2 : 9x+ 3y + 24z − 8 = 0.

7.45. Скласти рiвняння геометричного мiсця точок, вiдношення вiдста-
ней вiд яких до двох паралельних площин α1 i α2 дорiвнює k, якщо:

а) k = 2, α1 : −x+ 3y + 9z − 4 = 0, α2 : 2x− 6y − 18z + 5 = 0;

б) k = 3, α1 : 8x− y + 4z − 8 = 0, α2 : −8x+ y − 4z + 4 = 0.

7.46. Задано три паралельнi площини αi : Ax + By + Cz + Di = 0,
i = 1, 2, 3. За якої умови площина α2 лежить в шарi мiж площинами α1

i α3? Визначити, за цiєї умови, в якому вiдношеннi α2 дiлить вiдстань
мiж α1 i α3?

7.47. Задано три паралельнi площини α1, α2 i α3. Визначити, яка з

площин лежить мiж двома iншими i у якому вiдношеннi вона дiлить
вiдстань мiж ними, якщо:

а) α1 : 12x+ 4y + 24z + 3 = 0, α2 : 3x+ y + 6z − 3 = 0,

α3 : −3x− y − 6z − 6 = 0;

б) α1 : 2x+ 5y − z − 7 = 0, α2 : −4x− 10y + 2z + 5 = 0,

α3 : 6x+ 15y − 3z + 5 = 0.
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7.48. Визначити, за якої умови точки M (x1, y1, z1) i N (x2, y2, z2) лежать
в одному, в сумiжних чи у вертикальних двогранних кутах, утворених

при перетинi площин A1x+B1y+C1z+D1 = 0 i A2x+B2y+C2z+D2 = 0.

7.49. Визначити, чи лежать точки M i N в одному, в сумiжних чи у
вертикальних двогранних кутах, утворених при перетинi площин α1 i
α2, якщо:

а) M (1, 0, 3) , N (1, 1, 1) , α1 : x+ 3y − 4z + 8 = 0,
α2 : 3x+ 5y − 6z + 4 = 0;

б) M (1,−3, 1) , N (3, 0, 7) , α1 : 7x− 4y − 4 = 0,
α2 : 2x+ 5y − z − 3 = 0;

в) M (1, 1,−3) , N (1,−5, 0) , α1 : −x+ y + 3z + 3 = 0,
α2 : 2x+ y + 4z − 8 = 0;

г) M (1,−1, 0) , N (0, 1, 1) , α1 : 6x− 4y + z + 4 = 0,
α2 : −5x+ 3y + 4z + 7 = 0.

7.50. Задано двi перетиннi, не перпендикулярнi площини A1x + B1y +
C1z + D1 = 0 i A2x + B2y + C2z + D2 = 0, а також точка M(x0, y0, z0),

яка не належить жоднiй з цих площин. Знайти косинус того кута мiж
даними прямими, в якому лежить точка M.

7.51. Знайти кут мiж площинами α1 i α2, в якому лежить точка M,
якщо:

а) M (1, 1,−1) , α1 : 3x− 4z + 2 = 0, α2 : 2x+ 2y − z − 3 = 0;

б) M (1,−3,−2) , α1 : 2x− y + 3z − 2 = 0,

α2 : 4x− 2y + 2z + 1 = 0;

в) M (0, 1, 0) , α1 : x− y + 5z − 4 = 0, α2 : 3x+ y + 5z + 1 = 0.
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7.52. Вказати необхiдну и достатню умову того, що точка M (x0, y0, z0)
лежить всерединi тетраедра, сторони якого лежать на площинах

Aix+Biy + Ciz +Di = 0, i = 1, 4.

7.53. Визначити, чи лежить точка M всерединi тетраедра, сторони
якого лежать на площинах α1, α2, α3 i α4, якщо:

а) M (1, 0, 0) , α1 : x− y + 2z − 4 = 0, α2 : x+ 7y + 1 = 0,

α3 : 2x+ y + z + 1 = 0, α4 : x+ 2y − 2 = 0;

б) M (0, 1,−3) , α1 : −x+ 5z − 1 = 0, α2 : y + z + 1 = 0,

α3 : x− 4z = 0, α4 : x+ y + 2z + 1 = 0;

в) M (1, 0, 1) , α1 : 2x− 1 = 0, α2 : 3x− y − 2z + 1 = 0,

α3 : 2y + 3z + 4 = 0, α4 : x + z − 3 = 0.

7.54. Скласти рiвняння бiсекторних площин двогранних кутiв, утво-
рених двома перетинними площинами A1x + B1y + C1z + D1 = 0 i
A2x+B2y + C2z +D2 = 0.

7.55. Скласти рiвняння бiсекторних площин двогранних кутiв, утворе-

них двома перетинними площинами:

а) x− 4y + 4z + 4 = 0 i 5x+ 2y + 2z + 10 = 0;

б) 2x− 5y − 5z − 4 = 0 i 7x− 2y + z + 2 = 0;

в) x+ y − 4z + 5 = 0 i 3x+ z − 2 = 0;

г) 5x− 3y − 4z + 1 = 0 i 6x+ 3y − 5z + 3 = 0.

7.56. Скласти рiвняння бiсекторної площини гострого двогранного кута,

утвореного двома перетинними площинами A1x + B1y + C1z +D1 = 0 i
A2x+B2y + C2z +D2 = 0.

102



7.57. Скласти рiвняння бiсекторної площини гострого двогранного кута,
утвореного двома перетинними площинами:

а) x− 2y + 5z + 6 = 0 i 4x− 10y + 2z + 7 = 0;

б) −3x+ y + z + 2 = 0 i 6x− 9y − 2z + 1 = 0.

7.58. Скласти рiвняння бiсекторної площини тупого двогранного кута,

утвореного двома перетинними площинами:

а) 2x− 2y + z + 1 = 0 i 3x− 6y + 2z + 2 = 0;

б) 5x− 3y + 6z − 2 = 0 i 2x− 3y − 8z − 4 = 0.

7.59. Скласти рiвняння бiсекторної площини того двогранного кута,

утвореного двома перетинними площинами A1x + B1y + C1z +D1 = 0 i
A2x+B2y + C2z +D2 = 0, в якому лежить точка M (x0, y0, z0) .

7.60. Скласти рiвняння бiсекторної площини того двогранного кута,
утвореного двома перетинними площинами α1 i α2, в якому лежит точка

M, якщо:

а) M (0, 1, 0) , α1 : 2x− 7y − 2z − 5 = 0, a2 : 7x+ 2y − 2z + 9 = 0;

б) M (1, 0, 0) , α1 : 3x− y − z + 2 = 0, a2 : 3x+ 9y − 3z + 7 = 0;

в) M (1, 1, 1) , α1 : 6x+ 9y + 2z − 3 = 0, a2 : 2x+ 6y + 3z − 2 = 0;

г) M (1, 0, 1) , α1 : y + 3z + 10 = 0, a2 : x+ y + 2z − 9 = 0.

8 Кривi другого порядку

В цьому роздiлi використовуються такi поняття та результати.

1. Коло. Рiвняння кола. Координати центра, радiус кола.
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2. Елiпс. Канонiчне рiвняння елiпса. Фокуси, їх координати. Довжини фокальних
радiусiв довiльної точки елiпса. Ексцентриситет елiпса, рiвняння директрис. Влас-
тивостi елiпса як геометричного мiсця точок. Рiвняння дотичної до елiпса.

3. Гiпербола. Канонiчне рiвняння гiперболи. Фокуси, їх координати. Довжини
фокальних радiусiв довiльної точки гiперболи. Асимптоти гiперболи,їх рiвняння.
Ексцентриситет гiперболи, рiвняння директрис. Властивостi гiперболи як геомет-
ричного мiсця точок. Рiвняння дотичної до гiперболи.

4. Парабола. Канонiчне рiвняння параболи. Фокус параболи, рiвняння дирек-
триси. Довжина фокального радiуса довiльної точки параболи. Ексцентриситет
параболи. Властивiсть параболи як геометричного мiсця точок. Рiвняння дотичної
до параболи.

5. Рiвняння кривих другого порядку в полярнiй системi координат.
6. Зведення загального рiвняння кривої другого порядку до канонiчного виду.

Приклади розв’язання задач

Приклад 8.1. Знайти велику, малу пiвосi, координати фокусiв, екс-
центриситет, рiвняння директрис наступних елiпсiв i зобразити їх на
рисунку, знайти фокальнi радiуси точки M , якщо

а) 36x2 + 100y2 = 3600, M
(
−5, 3

√
3
)
;

б) 100x2 + 36y2 = 3600, M
(
3
√

3, 5
)
.

Розв’язання. а) Запишемо рiвняння заданого елiпса в канонiчному видi

x2

100
+
y2

36
= 1,

звiдки a2 = 100, b2 = 36. Таким чином, a = 10 — велика пiввiсь елiпса,

b = 6 — мала пiввiсь елiпса.
Для знаходження координат фокусiв скористаємося спiввiдношенням

c2 = a2 − b2, звiдки c2 = 100− 36 = 64, c = 8. Фокуси елiпса мають такi
координати F1(8, 0), F2(−8, 0).

Ексцентриситет елiпса дорiвнює ε =
c

a
=

4

5
.

Рiвняння директрис: x = ±a
ε

= ±25

2
.
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Фокальнi радiуси точки M(x0, y0) (в нашiй ситуацiї x0 = −5, y0 =
3
√

3) дорiвнюють

r1 = F1M = a− εx0 = 10 − 4

5
· (−5) = 14,

r2 = F2M = a+ εx0 = 10 +
4

5
· (−5) = 6.

б) Запишемо рiвняння заданого елiпса в канонiчному видi

x2

36
+

y2

100
= 1,

звiдки a2 = 36, b2 = 100. Таким чином, a = 6 — мала пiввiсь елiпса,
b = 10 — велика пiввiсь елiпса.

Для знаходження координат фокусiв скористаємося спiввiдношенням
c2 = b2 − a2, звiдки c2 = 100− 36 = 64, c = 8. Фокуси елiпса мають такi
координати F1(0, 8), F2(0,−8).

Ексцентриситет елiпса дорiвнює ε =
c

b
=

4

5
.

Рiвняння директрис: y = ±b
ε

= ±25

2
.

Фокальнi радiуси точки M(x0, y0) (в нашiй ситуацiї x0 = 3
√

3, y0 = 5)

дорiвнюють

r1 = F1M = b− εy0 = 10 − 4

5
· 5 = 6,

r2 = F2M = b+ εy0 = 10 +
4

5
· 5 = 14.
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Приклад 8.2. Знайти дiйсну та уявну пiвосi, координати фокусiв, ексцен-

триситет, рiвняння асимптот i директрис наступних гiпербол i зобразити
їх на рисунку, знайти фокальнi радiуси точки M, якщо

а) 64x2 − 36y2 = 2304, M
(
9, 4

√
5
)
;

б) −64x2 + 36y2 = 2304, M
(
−3

√
5,−12

)
.

Розв’язання. а) Запишемо рiвняння заданої гiперболи в канонiчному
видi

x2

36
− y2

64
= 1,

звiдки a2 = 36, b2 = 64. Таким чином, a = 6 — дiйсна пiввiсь гiперболи,
b = 8 — уявна пiввiсь гiперболи.

Для знаходження координат фокусiв скористаємося спiввiдношенням
c2 = a2 + b2, звiдки c2 = 36 + 64 = 100, c = 10. Фокуси елiпса мають
такi координати F1(10, 0), F2(−10, 0).

Рiвняння асимптот гiперболи: y = ± b
a
x = ±4

3
x.

Ексцентриситет гiперболи дорiвнює ε =
c

a
=

5

3
.

Рiвняння директрис: x = ±a
ε

= ±18

5
.
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Фокальнi радiуси точки M(x0, y0) (в нашiй ситуацiї x0 = 9, y0 = 4
√

5)
дорiвнюють

r1 = F1M = εx0 − a =
5

3
· 9 − 6 = 9,

r2 = F2M = εx0 + a =
5

3
· 9 + 6 = 21.

б) Запишемо рiвняння заданої гiперболи в канонiчному видi

x2

36
− y2

64
= −1,

звiдки a2 = 36, b2 = 64. Таким чином, a = 6 — уявна пiввiсь гiперболи,
b = 8 — дiйсна пiввiсь гiперболи.

Для знаходження координат фокусiв скористаємося спiввiдношенням
c2 = a2 + b2, звiдки c2 = 36 + 64 = 100, c = 10. Фокуси елiпса мають

такi координати F1(0, 10), F2(0,−10).

Рiвняння асимптот гiперболи: y = ± b
a
x = ±4

3
x.

Ексцентриситет гiперболи дорiвнює ε =
c

b
=

5

4
.

Рiвняння директрис: y = ±b
ε

= ±32

5
.

Фокальнi радiуси точки M(x0, y0) (в нашiй ситуацiї x0 = −3
√

5, y0 =
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1
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r

−12) дорiвнюють

r1 = F1M = |εy0 − b| =

∣∣∣∣
5

4
· (−12)− 8

∣∣∣∣ = 23,

r2 = F2M = |εy0 + b| =

∣∣∣∣
5

4
· (−12) + 8

∣∣∣∣ = 7.

Приклад 8.3. Визначити величину параметра, координати фокуса, рiв-

няння директриси наступних парабол i зобразити їх на рисунку, знайти
фокальнi радiуси точки M, якщо

а) y2 = 12x, M
(
4,−4

√
3
)
; б) y2 = −12x, M

(
−4, 4

√
3
)
;

в) x2 = 12y, M
(
6
√

2, 6
)
;

г) x2 = −12y, M
(
−6

√
2,−6

)
.

Розв’язання. а) Канонiчне рiвняння параболи має вигляд y2 = 2px,
звiдки 2p = 12, p = 6 — параметр заданої параболи.

Фокус параболи має координати F
(p

2
, 0
)
, звiдки F (3, 0).
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y

xp p- 2 2
F

M

Рiвняння директриси: x = −p
2

= −3.

Фокальний радiус точки M(x0, y0) (в нашiй ситуацiї x0 = 4, y0 =
−4

√
3) дорiвнює

r = FM = MK = x0 +
p

2
= 4 + 3 = 7.

б) Канонiчне рiвняння параболи має вигляд y2 = −2px, звiдки 2p =
12, p = 6 — параметр заданої параболи.

y

xp p- 2 2
F

M

Фокус параболи має координати F
(
−p

2
, 0
)
, звiдки F (−3, 0).

Рiвняння директриси: x =
p

2
= 3.

Фокальний радiус точки M(x0, y0) (в нашiй ситуацiї x0 = −4, y0 =

4
√

3) дорiвнює

r = FM = MK =
∣∣∣x0 −

p

2

∣∣∣ = |−4 − 3| = 7.

в) Канонiчне рiвняння параболи має вигляд x2 = 2py, звiдки 2p = 12,
p = 6 — параметр заданої параболи.

Фокус параболи має координати F
(
0,
p

2

)
, звiдки F (0, 3).
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Рiвняння директриси: y = −p
2

= −3.

Фокальний радiус точки M(x0, y0) (в нашiй ситуацiї x0 = 6
√

2, y0 = 6)

дорiвнює

r = FM = MK = y0 +
p

2
= 6 + 3 = 9.

г) Канонiчне рiвняння параболи має вигляд x2 = −2py, звiдки 2p =
12, p = 6 — параметр заданої параболи.

y

x

p

p

- 2

2

F

M

Фокус параболи має координати F
(
0,−p

2

)
, звiдки F (0,−3).

Рiвняння директриси: y =
p

2
= 3.

Фокальний радiус точки M(x0, y0) (в нашiй ситуацiї x0 = −6
√

2, y0 =

−6) дорiвнює

r = FM = MK =
∣∣∣y0 −

p

2

∣∣∣ = |−6 − 3| = 9.

Приклад 8.4. а) Скласти рiвняння елiпса, фокуси якого знаходяться

на осi абсцис симетрично вiдносно початку координат, якщо сума
довжин осей дорiвнює 16, а вiдстань мiж фокусами дорiвнює 8;
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б) скласти рiвняння гiперболи, фокуси якої знаходяться на осi абсцис
симетрично вiдносно початку координат, якщо вiдомо, що точка

M
(
12, 3

√
3
)

належить гiперболi i рiвняння асимптот y = ±x
2
;

в) скласти рiвняння параболи, симетричної вiдносно осi Ox, яка про-
ходить через початок координат i точку M (1,−4) .

Розв’язання. а) Канонiчне рiвняння елiпса має вигляд

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

оскiльки фокуси елiпса F1 та F2 знаходяться на осi Ox симетрично

вiдносно початку координат.
За умовою 2a+2b = 16, звiдки a = 8−b.Також задано, що 2c = 8, тому

c = 4. Величини a, b i c пов’язанi мiж собою спiввiдношенням a2 = b2+c2,
тобто (8 − b)2 = b2 + 16. Розв’язавши рiвняння, отримаємо, що b = 3,

a = 8 − 3 = 5.
Таким чином, рiвняння елiпса має вигляд

x2

25
+
y2

9
= 1.

б) Канонiчне рiвняння гiперболи має вигляд

x2

a2
− y2

b2
= 1,

оскiльки фокуси елiпса F1 та F2 знаходяться на осi Ox симетрично

вiдносно початку координат. Точка M належить гiперболi, тому
144

a2
−

27

b2
= 1.

Вiдомо, що рiвняння асимптот гiперболи дорiвнюють y = ± b
a
x, звiдки

b

a
=

1

2
або a = 2b. Таким чином, для двох невiдомих параметрiв a i b

маємо систему рiвнянь: 



144

a2
− 27

b2
= 1,

a = 2b.
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Пiдставивши вираз для a з другого рiвняння в перше, отримаємо
144

4b2
−

27

b2
= 1, звiдки b2 = 9 або b = 3, a = 2b = 6

Таким чином, рiвняння гiперболи має вигляд

x2

36
− y2

9
= 1.

в) Канонiчне рiвняння параболи має вигляд y2 = 2px, оскiльки

парабола, симетрична вiдносно осi Ox i проходить через початок коор-
динат.

За умовою координати точки M (1,−4) задовольняють рiвняння
параболи, тобто 16 = 2p або p = 8. Таким чином, рiвняння параболи

має вигляд y2 = 16x.

Приклад 8.5. а) Скласти рiвняння геометричного мiсця точок, сума
вiдстаней вiд яких до точок F1 (1,−1) i F2 (−1, 1) є величина стала
i дорiвнює 4;

б) скласти рiвняння геометричного мiсця точок, для яких вiдношення
вiдстанi вiд точки F (1, 1) до вiдстанi до прямої d : x + y = 0 є

величина стала i дорiвнює 2;

в) скласти рiвняння геометричного мiсця точок, рiвновiддалених вiд

точки F (1, 0) i прямої d : x− y = 0.
В кожному з пунктiв а)-в) вказати тип геометричної фiгури.

Розв’язання. а) Нагадаємо, що елiпс — це геометричне мiсце точок,

сума вiдстаней вiд яких до двох фiксованих точок (фокусiв елiпса F1 i
F2) є величина стала i дорiвнює 2a = 4 (довжинi великої осi елiпса). Це
означає, що задане геометричне мiсце точок — елiпс. Крiм того, деяка

точка площини M (x, y) належить шуканому елiпсу тодi i тiльки тодi,
коли F1M + F2M = 4 або F1M = 4 − F2M.

Запишемо останню умову через координати точок M, F1 i F2 :
√

(1 − x)2 + (−1 − y)2 = 4 −
√

(−1 − x)2 + (1 − y)2.
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Пiднесемо обидвi частини рiвностi до квадрату i розкриємо дужки:

1 − 2x+ x2 + 1 + 2y + y2 =

= 16 − 8
√

2 + 2x− 2y + x2 + y2 + 1 + 2x+ x2 + 1 − 2y + y2.

Зведемо подiбнi доданки

8
√

2 + 2x− 2y + x2 + y2 = 16 + 4x− 4y.

Скоротимо обидвi частини рiвностi на 4, пiднесемо до квадрату i

розкриємо дужки:

4(2 + 2x− 2y + x2 + y2) = 16 + x2 + y2 + 8x− 8y − 2xy.

Звiвши подiбнi доданки, отримаємо шукане рiвняння:

3x2 + 2xy + 3y2 = 8.

б) Нагадаємо, що крива другого порядку (елiпс, гiпербола або парабо-

ла) — це геометричне мiсце точок, вiдношення вiдстанi вiд яких до деякої
точки (фокуса F кривої ) до вiдстанi до деякої прямої (директриси d,

яка вiдповiдає фокусу F ) є величина стала i дорiвнює ексцентриситету
кривої другого порядку. За умовою це вiдношення дорiвнює 2, тобто

ексцентриситет невiдомої кривої бiльше за 1. Це означає, що задане
геометричне мiсце точок — гiпербола.

Деяка точка площини M (x, y) належить шуканiй гiперболi тодi i

тiльки тодi, коли
FM

dist(M, d)
= 2 або FM = 2 dist(M, d). Запишемо
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останню умову через координати точок M i F :

√
(1 − x)2 + (1 − y)2 = 2

|x+ y|√
12 + 12

.

Пiднесемо обидвi частини рiвностi до квадрату i розкриємо дужки:

1 − 2x+ x2 + 1 − 2y + y2 =
x2 + 2xy + y2

2
.

Звiвши подiбнi доданки, отримаємо шукане рiвняння:

x2 + y2 + 4xy + 2x+ 2y − 2 = 0.

в) Нагадаємо, що парабола — це геометричне мiсце точок, рiвновiдда-
лених вiд заданої точки (фокуса параболи) i заданої прямої (директриси

параболи). Це означає, що задане геометричне мiсце точок — парабола.
Крiм того, деяка точка площини M (x, y) належить шуканiй параболi
тодi i тiльки тодi, коли FM = dist(M, d).

Запишемо останню умову через координати точок M i F :

√
(1 − x)2 + (0 − y)2 =

|x− y|√
12 + (−1)2

.
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Пiднесемо обидвi частини рiвностi до квадрату i розкриємо дужки:

1 − 2x+ x2 + y2 =
x2 − 2xy + y2

2
.

Звiвши подiбнi доданки, отримаємо шукане рiвняння:

x2 + y2 + 2xy − 4x+ 2 = 0.

Приклад 8.6. Скласти полярне рiвняння елiпса
x2

100
+
y2

36
= 1, вважаючи,

що напрям полярної осi збiгається з додатним напрямом осi абсцис, а
полюс знаходиться в

(а) лiвому фокусi елiпса; (б) правому фокусi елiпса.

Розв’язання. Нехай F — це фокус елiпса

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

в якому знаходиться полюс, d — директриса, яка вiдповiдає цьому
фокусу. Позначимо через p параметр елiпса, тобто p = dist(F, d).

Виразимо p через значення a i b :

p =
a

ε
− c =

a2

c
− c =

a2 − c2

c
=

b2√
a2 − b2

.

Деяка точка площини M(ρ, ϕ) належить елiпсу тодi i тiльки тодi, коли
FM

dist(M, d)
= ε або

FM = ε dist(M, d).
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Оскiльки FM = ρ,

dist(M, d) =

{
p+ ρ cosϕ, якщо F — лiвий фокус,

p− ρ cosϕ, якщо F — правий фокус,

тодi M належить елiпсу тодi i тiльки тодi, коли

ρ = ε (p± ρ cosϕ)

або

ρ =
p ε

1 ∓ ε cosϕ
,

причому знак ′−′ (′+′) береться в ситуацiї, коли полюс знаходиться в
лiвому (правому) фокусi елiпса.

Параметр елiпса
x2

100
+
y2

36
= 1 дорiвнює

p =
36√

100 − 36
=

9

2
,

його екцентриситет дорiвнює

ε =
c

a
=

√
a2 − b2

a
=

4

5
, p ε =

18

5
.

Тодi полярне рiвняння заданого елiпса має вигляд:

а) ρ =
pε

1 − ε cosϕ
або ρ =

18/5

1 − (4/5) cosϕ
.
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Спростивши, отримаємо шукане рiвняння ρ =
18

5 − 4 cosϕ
.

б) ρ =
pε

1 + ε cosϕ
або ρ =

18/5

1 + (4/5) cosϕ
.

Спростивши, отримаємо шукане рiвняння ρ =
18

5 + 4 cosϕ
.

Приклад 8.7. Скласти полярне рiвняння кожної гiлки гiперболи

x2

64
− y2

36
= 1, вважаючи, що напрям полярної осi збiгається з додатним

напрямом осi абсцис, а полюс знаходиться в

а) правому фокусi гiперболи; б) лiвому фокусi гiперболи.

Розв’язання. Нехай F — це фокус гiперболи

x2

a2
− y2

b2
= 1,

в якому знаходиться полюс, d — директриса, яка вiдповiдає цьому
фокусу. Позначимо через p параметр гiперболи, тобто p = dist(F, d).

Виразимо p через значення a i b :

p = c− a

ε
= c− a2

c
=
c2 − a2

c
=

b2√
a2 + b2

.

Деяка точка площиниM(ρ, ϕ) належить гiперболi тодi i тiльки тодi, коли
FM

dist(M, d)
= ε або FM = ε dist(M, d).

Оскiльки FM = ρ, а вираз для dist(M, d) має рiзний вигляд для
кожної гiлки гiперболи, а саме, для правої гiлки гiперболи

dist(M, d) =

{
ρ cosϕ+ p, якщо F — правий фокус,

ρ cosϕ− p, якщо F — лiвий фокус,

для лiвої гiлки гiперболи

dist(M, d) =

{
−p− ρ cosϕ, якщо F — правий фокус,

p− ρ cosϕ, якщо F — лiвий фокус.
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Тодi точка M належить правiй гiлцi гiперболи тодi i тiльки тодi, коли
ρ = ε (ρ cosϕ± p) або

ρ = ∓ p ε

ε cosϕ− 1
.

Точка M належить лiвiй гiлцi гiперболи тодi i тiльки тодi, коли ρ =

ε (−ρ cosϕ∓ p) або

ρ = ∓ p ε

ε cosϕ+ 1
.

В кожному випадку знак ′−′ (′+′) береться в ситуацiї, коли полюс
знаходиться в правому (лiвому) фокусi гiперболи.

Параметр гiперболи
x2

64
− y2

36
= 1 дорiвнює

p =
36√

64 + 36
=

18

5
,

її екцентриситет дорiвнює

ε =
c

a
=

√
a2 + b2

a
=

5

4
, p ε =

9

2
.

Тодi полярне рiвняння заданої гiперболи має вигляд:

а) для правої гiлки:

ρ = − p ε

ε cosϕ− 1
або ρ = − 9/2

(5/4) cosϕ− 1
.
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Спростивши, отримаємо шукане рiвняння ρ =
18

4 − 5 cosϕ
.

Для лiвої гiлки:

ρ = − p ε

ε cosϕ+ 1
або ρ = − 9/2

(5/4) cosϕ+ 1
.

Спростивши, отримаємо шукане рiвняння ρ = − 18

4 + 5 cosϕ
.

б) для правої гiлки:

ρ =
p ε

ε cosϕ− 1
або ρ =

9/2

(5/4) cosϕ− 1
.

Спростивши, отримаємо шукане рiвняння ρ =
18

5 cosϕ− 4
.

Для лiвої гiлки:

ρ =
p ε

ε cosϕ+ 1
або ρ =

9/2

(5/4) cosϕ+ 1
.

Спростивши, отримаємо шукане рiвняння ρ =
18

5 cosϕ+ 4
.

Приклад 8.8. Скласти полярне рiвняння параболи y2 = 12x, вважаючи,
що напрям полярної осi збiгається з додатним напрямом осi абсцис, а
полюс знаходиться в фокусi параболи.

Розв’язання. Нехай F — це фокус параболи y2 = 2px, в якому

знаходиться полюс, d — директриса параболи. Деяка точка площини
M(ρ, ϕ) належить параболi тодi i тiльки тодi, коли FM = dist(M, d).

F

M

p

r
j
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Оскiльки FM = ρ, dist(M, d) = p+ρ cosϕ, тодi M належить параболi
тодi i тiльки тодi, коли ρ = p+ ρ cosϕ або

ρ =
p

1 − cosϕ
.

Параметр параболи y2 = 12x дорiвнює p = 6, тодi полярне рiвняння
заданої параболи має вигляд

ρ =
6

1 − cosϕ
.

Приклад 8.9. Кожне з наступних рiвнянь звести до канонiчного виду,

визначити який геометричний образ вони визначають. В кожному ви-
падку зобразити на рисунку осi старої i нової систем координат, а та-

кож геометричний образ (якщо це можливо), який визначається цим
рiвнянням:

а) 5x2 − 2xy + 5y2 − 4x+ 20y + 8 = 0;

б) 4xy + 3y2 + 16x+ 12y − 36 = 0;

в) 9x2 − 6xy + y2 − 10x+ 10y − 10 = 0.

Розв’язання. a) Для того, щоб визначити тип заданої кривої (позначи-
мо її γ), скористаємось результатом задачi 8.100. Знайдемо

δ =

∣∣∣∣
A B
B C

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
5 −1

−1 5

∣∣∣∣ = 24 > 0.

Оскiльки δ > 0, то робимо висновок, що крива γ є кривою елiптичного
типу (елiпсом, виродженим елiпсом або уявним елiпсом).

Знайдемо координати центра γ, для цього скористаємось результатом
задачi 8.97, з якої випливає, що координати центра кривої другого

порядку задовольняють таку систему лiнiйних рiвнянь:
{
Ax0 + By0 +D = 0,

Bx0 + Cy0 + E = 0
⇒

{
5x0 − y0 − 2 = 0,

−x0 + 5y0 + 10 = 0.
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Ця система має єдиний розв’язок x0 = 0, y0 = −2. Перенесемо по-
чаток координат в центр кривої (x0, y0) (точку O′(0,−2)) за допомогою

перетворення {
x = x̂+ x0,

y = ŷ + y0

⇒
{
x = x̂,

y = ŷ − 2.

Пiдставимо вирази для x, y в рiвняння кривої:

5x̂2 − 2x̂ (ŷ − 2) + 5 (ŷ − 2)2 − 4x̂+ 20 (ŷ − 2) + 8 = 0.

Розкривши дужки i звiвши подiбнi доданки, отримаємо рiвняння γ в
новiй системi координат x̂O′ŷ :

5x̂2 − 2x̂ŷ + 5ŷ2 − 12 = 0. (1)

Зауважимо, що отримане рiвняння не мiстить лiнiйних доданкiв, а
коефiцiєнти при доданках в других степенях не змiнилися. Подальшого
спрощення рiвняння (а саме, позбавлення вiд доданку вигляду x̂ŷ) можна

досягти, зробивши поворот системи координат на деякий кут α :
{
x̂ = x̃ cosα− ỹ sinα,

ŷ = x̃ sinα + ỹ cosα.

Пiдставимо вирази для x̂, ŷ в рiвняння (1) :

5 (x̃ cosα− ỹ sinα)2 − 2 (x̃ cosα− ỹ sinα) (x̃ sinα + ỹ cosα) +

+5 (x̃ sinα + ỹ cosα)2 − 12 = 0. (2)

Розкривши дужки, знайдемо коефiцiєнт при

x̃ỹ : −2
(
cos2 α− sin2 α

)

i виберемо кут α так, щоб цей коефiцiєнт дорiвнював 0 :

−2
(
cos2 α− sin2 α

)
= 0.
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Наприклад, кут α = π/4 задовольняє це рiвняння. Враховуючи, що

cos
π

4
= sin

π

4
=

1√
2
, спростимо (2) :

5

2
(x̃− ỹ)2 − (x̃− ỹ) (x̃ + ỹ) +

5

2
(x̃+ ỹ)2 − 12 = 0.

Розкривши дужки i звiвши рiвняння до канонiчного виду, отримаємо

x̃2

3
+
ỹ2

2
= 1.

Це рiвняння кривої γ в системi координат x̃O′ỹ, яка пов’язана з xOy
такими спiввiдношеннями:





x =
x̃− ỹ√

2
,

y =
x̃+ ỹ√

2
− 2.

З вигляду канонiчного рiвняння робимо висновок, що крива γ є елiпсом.
б) Для того, щоб визначити тип заданої кривої (позначимо її γ),

скористаємось результатом задачi 8.100. Знайдемо

δ =

∣∣∣∣
A B

B C

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
0 2

2 3

∣∣∣∣ = −4 < 0.
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Так як δ < 0, то робимо висновок, що крива γ є кривою гiперболiчного
типу (гiперболою або парою перетинних прямих).

Знайдемо координати центра γ, для цього скористаємось результатом
задачi 8.97, з якої випливає, що координати центра кривої другого

порядку задовольняють таку систему лiнiйних рiвнянь:
{
Ax0 +By0 +D = 0,

Bx0 + Cy0 + E = 0
⇒

{
2y0 + 8 = 0,

2x0 + 3y0 + 6 = 0.

Ця система має єдиний розв’язок x0 = 3, y0 = −4. Перенесемо по-

чаток координат в центр кривої (x0, y0) (точку O′(3,−4)) за допомогою
перетворення {

x = x̂+ x0,

y = ŷ + y0

⇒
{
x = x̂+ 3,

y = ŷ − 4.

Пiдставимо вирази для x, y в рiвняння кривої:

4 (x̂+ 3) (ŷ − 4) + 3 (ŷ − 4)2 + 16 (x̂ + 3) + 12 (ŷ − 4) − 36 = 0.

Розкривши дужки i звiвши подiбнi доданки, отримаємо рiвняння γ в

новiй системi координат x̂O′ŷ :

4x̂ŷ + 3ŷ2 − 36 = 0. (3)

Зауважимо, що отримане рiвняння не мiстить лiнiйних доданкiв, а
коефiцiєнти при доданках в других степенях не змiнилися. Подальшого

спрощення рiвняння (а саме, позбавлення вiд доданку вигляду x̂ŷ) можна
досягти, зробивши поворот системи координат на деякий кут α :

{
x̂ = x̃ cosα− ỹ sinα,

ŷ = x̃ sinα + ỹ cosα.

Пiдставимо вирази для x̂, ŷ в рiвняння (3) :

4 (x̃ cosα− ỹ sinα) (x̃ sinα+ ỹ cosα)+3 (x̃ sinα + ỹ cosα)2−36 = 0. (4)

Розкривши дужки, знайдемо коефiцiєнт при

x̃ỹ : 4
(
cos2 α− sin2 α

)
+ 6 sinα cosα
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i виберемо кут α так, щоб цей коефiцiєнт дорiвнював 0 :

4
(
cos2 α− sin2 α

)
+ 6 sinα cosα = 0.

Подiлимо праву i лiву частину цього рiвняння на 2 cos2 α :

2 tg2 α− 3 tgα− 2 = 0.

Отримане квадратне рiвняння має два розв’язки tgα = −1/2 або

tgα = 2. Виберемо другий розв’язок (виключно з мiркувань простiшого
значення) i, скориставшись тригонометричними формулами, знайдемо

cosα =
1√

1 + tg2 α
=

1√
5
, sinα =

tgα√
1 + tg2 α

=
2√
5
,

вважаючи, що α ∈
(
−π

2
,
π

2

)
. Пiдставимо отриманi вирази в (4) i

спростимо рiвняння:

4

5
(x̃− 2ỹ) (2x̃+ ỹ) +

3

5
(2x̃+ ỹ)2 − 36 = 0.

y

x

F

F1

2

O
x̂

ŷ x~

y~

a

Розкривши дужки i звiвши рiвняння до канонiчного виду, отримаємо

x̃2

9
− ỹ2

36
= 1.
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Це рiвняння кривої γ в системi координат x̃O′ỹ, яка пов’язана з xOy
такими спiввiдношеннями:





x =
x̃− 2ỹ√

5
+ 3,

y =
2x̃+ ỹ√

5
− 4.

З вигляду канонiчного рiвняння робимо висновок, що крива γ є гiпербо-

лою.
в) Для того, щоб визначити тип заданої кривої (позначимо її γ),

скористаємось результатом задачi 8.100. Знайдемо

δ =

∣∣∣∣
A B

B C

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
9 −3

−3 1

∣∣∣∣ = 0.

Так як δ = 0, то робимо висновок, що крива γ є кривою парабо-

лiчного типу (параболою, парою паралельних прямих, парою уявних
паралельних прямих або парою паралельних прямих, якi збiгаються).

В даному випадку крива γ не має центра, тому спрощення рiвняння (а
саме, позбавлення вiд доданку вигляду x̂ŷ) почнемо з повороту системи

координат на деякий кут α :
{
x = x̂ cosα− ŷ sinα,

y = x̂ sinα + ŷ cosα.

Пiдставимо вирази для x̂, ŷ в задане рiвняння γ :

9 (x̂ cosα− ŷ sinα)2 − 6 (x̂ cosα− ŷ sinα) (x̂ sinα + ŷ cosα) +

+ (x̂ sinα + ŷ cosα)2−10 (x̂ cosα− ŷ sinα)+10 (x̂ sinα + ŷ cosα)−10 = 0

(5)
Розкривши дужки, знайдемо коефiцiєнт при

x̃ỹ : −16 cosα sinα− 6
(
cos2 α− sin2 α

)

i виберемо кут α так, щоб цей коефiцiєнт дорiвнював 0 :

−16 sinα cosα− 6
(
cos2 α− sin2 α

)
= 0.
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Подiлимо праву i лiву частину цього рiвняння на 2 cos2 α :

3 tg2 α− 8 tgα− 3 = 0.

Отримане квадратне рiвняння має два розв’язки tgα = −1/3 або
tgα = 3. Виберемо другий розв’язок (виключно з мiркувань простiшого
значення) i, скориставшись тригонометричними формулами, знайдемо

cosα =
1√

1 + tg2 α
=

1√
10
, sinα =

tgα√
1 + tg2 α

=
3√
10
,

вважаючи, що α ∈
(
−π

2
,
π

2

)
. Пiдставимо отриманi вирази в (5) i

спростимо рiвняння:

9

10
(x̂− 3ŷ)2 − 6

10
(x̂− 3ŷ) (3x̂+ ŷ) +

1

10
(3x̂+ ŷ)2 − 10√

10
(x̂− 3ŷ) +

+
10√
10

(3x̂+ ŷ) − 10 = 0.

Розкривши дужки i звiвши подiбнi доданки, отримаємо

ŷ2 +
2√
10
x̂+

4√
10
ŷ = 1.

Видiлимо повний квадрат вiдносно ŷ i зведемо отримане рiвняння до
канонiчного виду:

(
ŷ +

2√
10

)2

= − 2√
10

(
x̂− 7√

10

)
.

Перенесемо початок координат в точку O′
(

7√
10
,− 2√

10

)
(це

координати в x̂Oŷ) за допомогою перетворення




x̃ = x̂− 7√
10
,

ỹ = ŷ +
2√
10
.
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y

x

F

ŷ

y~ x x^
~

O

a

В системi координат x̃O′ỹ крива γ має канонiчне рiвняння

ỹ2 = − 2√
10
x̃.

З вигляду канонiчного рiвняння робимо висновок, що γ є параболою.
Системи координат x̃O′ỹ i xOy пов’язанi мiж собою такими спiввiдно-

шеннями: 




x =
x̃− 3ỹ√

10
+

13

10
,

y =
3x̃+ ỹ√

10
+

19

10
.

Задачi для самостiйної роботи

Коло

8.1. Скласти рiвняння кола, якщо

а) центр кола збiгається з початком координат, а його радiус дорiвнює
3;

б) центр кола знаходиться в точцi C(2,−3), а його радiус дорiвнює 7;

в) коло проходить через початок координат, а його центр знаходиться
в точцi C(6,−8);

г) коло проходить через точку M(2, 6), а його центр знаходиться в
точцi C(−1, 2);
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д) точки M1(3, 2) i M2(−1, 6) є кiнцями одного з дiаметрiв кола;

е) центр кола збiгається з початком координат, а пряма 3x−4y+20 = 0

є дотичною до кола;

є) центр кола знаходиться в точцi C(1,−1), а пряма 5x− 12y + 9 = 0

є дотичною до кола;

ж) коло проходить через точки M1(3, 1) i M2(−1, 3), а його центр

лежить на прямiй 3x− y − 2 = 0;

з) коло проходить через три точки M1(1, 1), M2(1,−1) i M3(2, 0);

и) коло проходить через три точки M1(−1, 5), M2(−2,−2) i M3(5, 5);

i) центр кола знаходиться в точцi C(3,−1), а також вiдомо, що коло
вiдсiкає на прямiй 2x− 5y+18 = 0 хорду, довжина якої дорiвнює 6.

8.2. За якої необхiдної i достатньої умови рiвняння

Ax2 + Ay2 + 2Bx+ 2Cy +D = 0, A 6= 0

визначає коло? вироджене коло? уявне коло? У першому випадку

виразити радiус и координати центра кола через коефiцiєнти рiвняння.

8.3. Якi з наступних рiвнянь визначають коло? вироджене коло? уявне
коло? У першому i другому випадку знайти координати центра C i радiус

R кола:

а) (x− 5)2 + (y + 2)2 = 25;

б) (x+ 2)2 + y2 = 64;

в) (x− 5)2 + (y + 2)2 = 0;

г) x2 + (y − 5)2 = 5;

д) x2 + y2 − 2x+ 4y − 20 = 0;

е) x2 + y2 − 2x+ 4y + 14 = 0;

є) x2 + y2 − 2x+ 4y + 5 = 0;

ж) x2 + y2 + x = 0;

з) x2 + y2 + 6x− 4y + 14 = 0;

128



и) x2 + y2 + y = 0;

i) 2x2 + 2y2 − 12x+ y + 3 = 0;

ї) 7x2 + 7y2 − 2x− 7y − 1 = 0.

8.4. Скласти рiвняння кола радiуса R, яке дотикається осей координат.

8.5. Скласти рiвняння кола, якщо точки M1 (x1, y1) i M2 (x2, y2) є

кiнцями одного з його дiаметрiв.

8.6. Скласти рiвняння кола, що проходить через три точки (xi, yi),
i = 1, 2, 3, якi не лежать на однiй прямiй.

8.7. Скласти рiвняння кола, яке проходить через двi точки M1(x1, y1) i
M2 (x2, y2) знаючи, що його центр лежить на прямiй Ax+ By + C = 0.

8.8. Знайти необхiднi i достатнi умови того, що пряма

Ax+ By + C = 0

а) перетинає коло (x− a)2 + (y − b)2 = R2;

б) не перетинає це коло;

в) дотикається цього кола.

Елiпс

8.9. Знайти велику, малу пiвосi, координати фокусiв, ексцентриситет,
рiвняння директрис наступних елiпсiв i зобразити їх на рисунку:

а) 9x2 + 25y2 = 225;

б) 25x2 + 9y2 = 225;

в) 5x2 + 16y2 = 80;

г) 16x2 + 5y2 = 80.

8.10. Знайти довжини фокальних радiусiв точки M для кожного з
елiпсiв задачi 8.9, якщо:
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а) M

(
−5

3
, 2
√

5

)
;

б) M

(
12

5
, 3

)
;

в) M

(
2,−

√
15

2

)
;

г) M

(
−
√

265

8
,−

√
11

2

)
.

8.11. Скласти рiвняння елiпса, фокуси якого знаходяться на осi абсцис
симетрично вiдносно початку координат, якщо:

а) його осi дорiвнюють 12 та 4;

б) велика вiсь дорiвнює 10, а вiдстань мiж фокусами 8;

в) мала вiсь дорiвнює 24, а вiдстань мiж фокусами 10;

г) вiдстань мiж фокусами дорiвнює 6, а ексцентриситет 3/5;

д) велика вiсь дорiвнює 20, а ексцентриситет 3/5;

е) мала вiсь дорiвнює 10, а ексцентриситет 12/13;

є) вiдстань мiж директрисами дорiвнює 5, а вiдстань мiж фокусами 4;

ж) велика вiсь дорiвнює 8, а вiдстань мiж директрисами 16;

з) мала вiсь дорiвнює 6, а вiдстань мiж директрисами 13;

и) вiдстань мiж директрисами дорiвнює 32, а ексцентриситет 1/2.

8.12. Скласти рiвняння елiпса, фокуси якого знаходяться на осi ординат
симетрично вiдносно початку координат, якщо:

а) осi дорiвнюють 14 i 6;

б) велика вiсь дорiвнює 10, а вiдстань мiж фокусами 6;

в) мала вiсь дорiвнює 6, а вiдстань мiж фокусами 16;

г) вiдстань мiж фокусами дорiвнює 24, а ексцентриситет 12/13;
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д) велика вiсь дорiвнює 26, а ексцентриситет 5/13;

е) мала вiсь дорiвнює 16, а ексцентриситет 3/5;

є) вiдстань мiж директрисами дорiвнює 50/3, а вiдстань мiж фокусами

6;

ж) велика вiсь дорiвнює 12, а вiдстань мiж директрисами 18;

з) мала вiсь дорiвнює 4, а вiдстань мiж директрисами 10;

и) вiдстань мiж директрисами дорiвнює 32/3, а ексцентриситет 3/4.

8.13. Скласти рiвняння елiпса, фокуси якого знаходяться на осi абсцис

симетрично вiдносно початку координат, якщо:

а) мала вiсь дорiвнює 6 i точка M1

(
−2

√
5, 2
)

належить елiпсу;

б) велика вiсь дорiвнює 8 i точка M1 (2,−2) належить елiпсу;

в) точки M1

(
4,−

√
3
)

i M2

(
2
√

2, 3
)

належать елiпсу;

г) вiдстань мiж фокусами дорiвнює 8 i точка M1

(√
15,−1

)
належить

елiпсу;

д) ексцентриситет дорiвнює 2/3 i точка M1 (2,−5/3) належить елiпсу;

е) точка M1 (8, 12) належить елiпсу i вiдстань вiд неї до лiвого фокуса
дорiвнює 20;

є) вiдстань мiж директрисами дорiвнює 10 i точка M1

(
−
√

5, 2
)

належить елiпсу.

8.14. В данiй системi координат рiвняння елiпса має канонiчний вигляд.

Записати це рiвняння, якщо:

а) хорда, яка з’єднує двi вершини елiпса має довжину 5 i нахилена до
великої осi пiд кутом arcsin 3/5;
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б) фокусами елiпса є точки (±1, 0) i точка M1

(
√

3,

√
3

2

)
належить

елiпсу;

в) вiдстань вiд директриси до найближчої вершини дорiвнює 4, а до

вершини, яка знаходиться на осi Oy дорiвнює 8;

г) трикутник з вершинами в фокусах та в кiнцi малої осi є правильним,

а дiаметр кола, яке проходить через центр та двi вершини елiпса,
дорiвнює 7;

д) вiдрiзок осi Ox мiж фокусом F1 i бiльш вiддаленою вершиною A2

великої осi дiлиться iншим фокусом F2 навпiл, а вiдстань вiд F2 до

прямої, яка проходить через A2 i вершину малої осi дорiвнює
1√
17

;

е) директрисами елiпса є прямi x = ±4, а чотирикутник з вершинами
в фокусах i кiнцях малої осi є квадратом;

є) ексцентриситет елiпса дорiвнює

√
7

4
, а чотирикутник, вершинами

якого є вершини елiпса, описаний навколо кола радiуса 24/5.

8.15. Знайти ексцентриситет елiпса, якщо:

а) вiдстань мiж фокусами дорiвнює середньому арифметичному

довжин осей;

б) вiдрiзок мiж фокусом i бiльш вiддаленою вершиною великої осi

подiляється iншим фокусом у спiввiдношеннi 2 : 1;

в) вiдстань вiд фокуса до бiльш вiддаленої вершини великої осi у 1, 5

рази бiльша за вiдстань до вершини малої осi;

г) вiдрiзок мiж фокусами видно з вершин малої осi пiд прямим кутом;

д) бiльшу вiсь видно з вершин малої осi пiд кутом 2π/3;

132



е) вiдрiзок мiж фокусом i бiльш вiддаленою вершиною великої осi
видно з вершин малої осi пiд прямим кутом;

є) сторони квадрата, вписаного в елiпс, проходять через фокуси елiпса

ж) в нього можна вписати рiвностороннiй трикутник, одна з вершин

якого збiгається з вершиною елiпса, яка належить фокальнiй осi, а
протилежна їй сторона трикутника проходить через фокус елiпса.

8.16. На елiпсi x2 + 4y2 = 4 знайти точки, з яких вiдрiзок, який з’єднує
фокуси видно:

а) пiд кутом π/2; б) пiд кутом 2π/3; в) пiд кутом 5π/6.

8.17. Скласти рiвняння елiпса, якщо:

а) велика вiсь елiпса дорiвнює 26, а фокусами є точки F1(−10, 0) i
F2(14, 0);

б) мала вiсь елiпса дорiвнює 2, а фокусами є точки F1(−1,−1) i
F2(1, 1);

в) ексцентриситет елiпса дорiвнює

√
2

2
, а фокусами є точки F1 (−2, 3/2)

i F2 (2,−3/2) ;

г) вiдстань мiж директрисами елiпса дорiвнює 12
√

2, а фокусами є

точки F1(1, 3) i F2(3, 1);

д) точки F1(5, 1) i F2(−1, 1) є фокусами, а пряма 3x = 31 — однiєю з
директрис;

е) точка F (−6, 2) є одним з фокусiв, а точка A(2, 2) — кiнцем великої
осi, ексцентриситет дорiвнює 2/3;
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є) осi елiпса паралельнi координатним осям, точки A(4, 0) та B(0, 4)

належать елiпсу, а точка B знаходиться на вiдстанi
3√
2

вiд одного

з фокусiв та на вiдстанi 6 вiд вiдповiдної директриси.

8.18. Скласти рiвняння елiпса, якщо задано:

а) ексцентриситет 2/3,фокус F (2, 1) i рiвняння вiдповiдної директриси
x− 5 = 0;

б) ексцентриситет 1/2, фокус F (−4, 1) i рiвняння вiдповiдної дирек-
триси y + 3 = 0;

в) ексцентриситет 1/2,фокус F (3, 0) i рiвняння вiдповiдної директриси
x+ y − 1 = 0;

г) фокус F (−1,−4), рiвняння вiдповiдної директриси x = 2, а також
вiдомо, що точка M1 (−3,−5) належить елiпсу;

д) фокус F (1, 0), рiвняння вiдповiдної директриси

2x − y − 10 = 0, а також вiдомо, що точка M1 (2,−1) належить
елiпсу;

е) ексцентриситет

√
2

2
, точка M1(3,−1) є кiнцем малої осi, а також

вiдомо, що фокуси лежать на прямiй y + 6 = 0.

8.19. Скласти рiвняння геометричного мiсця точок сума вiдстаней вiд

яких до точок F1 i F2 є величина стала i дорiвнює 2a, якщо:

а) F1 (0, 0) , F2 (6, 0) , a = 5;

б) F1 (0, 20) , F2 (0,−7) , a = 13;

в) F1 (6, 1) , F2 (−10, 1) , a = 10;

г) F1 (2, 1) , F2 (2,−7) , a = 5;
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д) F1 (1, 1) , F2 (−1,−1) , a = 2;

е) F1 (−1, 2) , F2 (1,−2) , a = 3;

є) F1 (1, 0) , F2 (3, 2) , a = 2;

ж) F1 (0, 0) , F2 (2,−6) , a = 4.

8.20. Скласти рiвняння геометричного мiсця точок вiдношення вiдстанi

вiд яких до точки F до вiдстанi до прямої γ є величина стала i дорiвнює
ε, якщо:

а) F (−1, 1) , γ : 4x− 5 = 0, ε = 4/5;

б) F (2, 4) , γ : 3y + 20 = 0, ε = 3/5;

в) F (1,−1) , γ : x− y − 8 = 0, ε = 1/2;

г) F (1, 1) , γ : x+ y − 3 = 0, ε = 2/3.

8.21. Скласти рiвняння сторiн квадрата, який вписаний в елiпс

x2

a2
+
y2

b2
= 1 (a > b > 0).

Яку частину площi, обмеженої елiпсом складає площа цього квадрату?

8.22. Скласти рiвняння сiмей елiпсiв i зобразити їх на рисунку

a) зi спiльними фокусами (±c, 0);

б) зi спiльними директрисами x = ±d i спiльним центром в початку

координат.

8.23. Нехай O — центр елiпса, a, b — його пiвосi, A i B такi точки елiпса,
що прямi OA i OB взаємно перпендикулярнi.
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a) Довести, що величина
1

|OA|2
+

1

|OB|2
є константою для всiх

можливих пар точок A i B.

б) Знайти найбiльше i найменше значення довжини вiдрiзка AB.

8.24. В елiпс вписано рiвностороннiй трикутник так, що двi вершини

трикутника з координатами (±a, 0) збiгаються з вершинами елiпса, якi
лежать на однiй осi. Скласти рiвняння елiпса.

8.25. Розглядаються всi можливi пари взаємно перпендикулярних
дiаметрiв елiпса та хорди, якi з’єднують кiнцi цих дiаметрiв. Знайти

геометричне мiсце основ перпендикулярiв, опущених з центра елiпса на
цi хорди.

Гiпербола

8.26. Знайти велику, малу пiвосi, координати фокусiв, ексцентриситет,
рiвняння асимптот i директрис наступних гiпербол i зобразити їх на

рисунку:

а) 16x2 − 9y2 = 144;

б) −16x2 + 9y2 = 144;

в) 5x2 − 16y2 = 80;

г) −5x2 + 16y2 = 80.

8.27. Знайти довжини фокальних радiусiв точки M для кожної з
гiпербол задачi 8.26, якщо:

а) M
(
−6, 4

√
3
)
;

б) M
(
6
√

2, 12
)
;

в) M
(
8,−

√
15
)
;

г) M (−8,−5) .
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8.28. Знайти координати фокусiв, ексцентриситет, рiвняння асимптот i
директрис рiвнобiчної гiперболи x2 − y2 = a2 i зобразити їх на рисунку.

8.29. Скласти рiвняння гiперболи, фокуси якої знаходяться на осi

абсцис симетрично вiдносно початку координат, якщо:

а) її дiйсна вiсь дорiвнює 10, а уявна вiсь 8;

б) уявна вiсь дорiвнює 8, а вiдстань мiж фокусами 10;

в) дiйсна вiсь дорiвнює 16, а ексцентриситет 5/4;

г) уявна вiсь дорiвнює 16, а ексцентриситет 17/15;

д) уявна вiсь дорiвнює 12, а рiвняння асимптот y = ±3x;

е) вiдстань мiж фокусами дорiвнює 20, а рiвняння асимптот 3y = ±4x;

є) уявна вiсь дорiвнює 6, а вiдстань мiж директрисами 32/5;

ж) вiдстань мiж фокусами дорiвнює 26, а вiдстань мiж директрисами

288/13;

з) ексцентриситет дорiвнює 3/2, а вiдстань мiж директрисами 8/3;

и) вiдстань мiж директрисами дорiвнює 64/5, а рiвняння асимптот
4y = ±3x.

8.30. Скласти рiвняння гiперболи, фокуси якої знаходяться на осi
ординат симетрично вiдносно початку координат, якщо:

а) її дiйсна вiсь дорiвнює 18, а уявна вiсь 4;

б) дiйсна вiсь дорiвнює 16, а вiдстань мiж фокусами 20;

в) уявна вiсь дорiвнює 8, а ексцентриситет 3/2;

г) вiдстань мiж фокусами дорiвнює 10, а ексцентриситет 5/3;
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д) дiйсна вiсь дорiвнює 48, а рiвняння асимптот 5y = ±12x;

е) вiдстань мiж фокусами дорiвнює 30, а рiвняння асимптот 4y = ±3x;

є) дiйсна вiсь дорiвнює 24, а вiдстань мiж директрисами 72/5;

ж) уявна вiсь дорiвнює 12, а вiдстань мiж директрисами 10;

з) ексцентриситет дорiвнює 7/5, а вiдстань мiж директрисами 50/7;

и) вiдстань мiж директрисами дорiвнює 32/5, а рiвняння асимптот
3y = ±4x.

8.31. Скласти рiвняння гiперболи, фокуси якої знаходяться на осi

абсцис симетрично вiдносно початку координат, якщо:

а) дiйсна вiсь дорiвнює 1 i точка M1 (1, 3) належить гiперболi;

б) уявна вiсь дорiвнює 4 i точка M1

(
−7, 2

√
6
)

належить гiперболi;

в) точки M1 (6,−1) i M2

(
−8, 2

√
2
)

належать гiперболi;

г) вiдстань мiж фокусами дорiвнює 2
√

5 i точка M1

(
2
√

5, 2
)

належить

гiперболi;

д) ексцентриситет дорiвнює
√

2 i точка M1 (−5, 3) належить гiперболi;

е) точка M1 (9/2, 3) належить гiперболi, а рiвняння асимптот 3y =
±2x;

є) точка M1

(
7,−2

√
3
)

належить гiперболi i вiдстань вiд неї до лiвого

фокуса дорiвнює 4
√

7;

ж) вiдстань мiж директрисами дорiвнює 8/3 i точка M1 (−3, 5/2)
належить гiперболi.

8.32. В данiй системi координат рiвняння гiперболи має канонiчний
вигляд. Записати це рiвняння, якщо:
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а) довжина уявної пiвосi рiвна 1, а вершина гiперболи подiляє вiдстань
мiж фокусами у спiввiдношеннi 4 : 1;

б) кут мiж асимптотами, який мiстить фокус, дорiвнює π/3, а вiдстань

вiд директриси до найближчої вершини дорiвнює 3 − 3
√

3

2
;

в) ексцентриситет гiперболи дорiвнює 2, а фокуси збiгаються з

фокусами елiпса 9x2 + 25y2 = 225;

г) фокуси гiперболи збiгаються з вершинами елiпса 16x2+25y2 = 1600,

а директриси проходять через фокуси цього елiпса;

д) гiпербола має спiльнi фокальнi хорди з елiпсом 3x2 + 5y2 = 15.

8.33. Знайти ексцентриситет гiперболи, якщо:

а) її осi рiвнi (рiвнобiчна гiпербола: x2 − y2 = a2);

б) її асимтотами є прямi y = ±kx, k > 0;

в) кут мiж асимптотами, який мiстить фокус, рiвний 2π/3;

г) вiдношення вiдстаней вiд точки M(5,−4), яка належить гiперболi,
до директрис дорiвнює 2 : 1;

д) сума вiдстаней вiд точки N(−5,−4) до асимптот гiперболи дорiвнює
20/3.

8.34. На гiперболi 4x2 − y2 = 4 знайти точки, з яких вiдрiзок, який
з’єднує фокуси видно:

а) пiд кутом π/2; б) пiд кутом π/3.

8.35. Скласти рiвняння гiперболи, якщо:
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а) дiйсна вiсь гiперболи дорiвнює 24, а фокусами є точки F1(−10, 2) i
F2(16, 2);

б) уявна вiсь гiперболи дорiвнює
√

2, а фокусами є точки F1(−1,−1) i
F2(1, 1);

в) ексцентриситет гiперболи дорiвнює 5/4, а фокусами є точки F1 (1, 2)
i F2 (1,−8) ;

г) вiдстань мiж директрисами гiперболи дорiвнює 18/5, а фокусами є
точки F1(3, 4) i F2(−3,−4);

д) точки F1(4,−4) i F2(−2, 2) є фокусами, а асимптоти перетинаються

пiд прямим кутом;

е) точки F1(3,−2) i F2(5,−2) є фокусами, а пряма 2x = 7 — однiєю з

директрис;

є) точка F (1, 3) є одним з фокусiв, а точка A(−4, 3) — вершиною, а

ексцентриситет дорiвнює 3/2;

ж) точка F (0, 0) є одним з фокусiв, а прямi x±y+2 = 0 — асимптотами.

8.36. Скласти рiвняння гiперболи, якщо задано:

а) ексцентриситет 5/4,фокус F (0, 1) i рiвняння вiдповiдної директриси
5x+ 9 = 0;

б) ексцентриситет 13/12, фокус F (−1, 1) i рiвняння вiдповiдної

директриси 13y + 12 = 0;

в) ексцентриситет
√

5, фокус F (2,−3) i рiвняння вiдповiдної

директриси 3x− y + 3 = 0;

г) фокус F (−2,−3), рiвняння вiдповiдної директриси

x+1 = 0, а також вiдомо, що точка M1 (−2,−3) належить гiперболi;
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д) фокус F (−2, 2), рiвняння вiдповiдної директриси 2x− y − 1 = 0, а
також вiдомо, що точка M1 (1,−2) належить гiперболi.

8.37. Скласти рiвняння геометричного мiсця точок модуль рiзницi
вiдстаней вiд яких до точок F1 i F2 є величина стала i дорiвнює 2a,

якщо:

а) F1 (0, 0) , F2 (10, 0) , a = 3;

б) F1 (0, 6) , F2 (0,−20) , a = 12;

в) F1 (15,−3) , F2 (−5,−3) , a = 6;

г) F1 (2, 0) , F2 (2,−10) , a = 4;

д) F1 (1, 1) , F2 (−1,−1) , a = 1;

е) F1 (−1, 2) , F2 (1,−2) , a = 2;

є) F1 (1, 0) , F2 (−1, 2) , a = 1;

ж) F1 (0, 0) , F2 (2, 6) , a = 3.

8.38. Скласти рiвняння геометричного мiсця точок вiдношення вiдстанi
вiд яких до точки F до вiдстанi до прямої γ є величина стала i дорiвнює
ε, якщо:

а) F (−6, 1) , γ : 5x− 2 = 0, ε = 5/3;

б) F (2, 2) , γ : 5y − 1 = 0, ε = 5/4;

в) F (2,−2) , γ : x− y − 1 = 0, ε = 2;

г) F (1, 0) , γ : x+ 2y − 1 = 0, ε = 5/2.

8.39. Знаючи ексцентриситет елiпса ε, знайти ексцентриситет гiперболи

ε′, яка має з цим елiпсом спiльнi фокальнi хорди.
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8.40. Задана рiвнобiчна гiпербола x2 − y2 = a2. Скласти рiвняння
елiпса, який має з цiєю гiперболою спiльнi фокальнi хорди.

8.41. Скласти рiвняння сiмей гiпербол i зобразити їх на рисунку

a) зi спiльними фокусами (±c, 0);

б) зi спiльними директрисами x = ±d i спiльним центром в початку
координат;

в) зi спiльними асимптотами y = ±kx.

8.42. Довести, що для гiперболи наступнi величини є константами,
виразити їх через довжини пiвосей a i b гiперболи:

a) добуток вiдстаней вiд довiльної точки гiперболи до її асимптот;

б) площа паралелограма, одна з вершин якого лежить на гiперболi, а

двi сторони лежать на асимптотах.

8.43. Довести, що вершини гiперболи i чотири точки перетину її ди-
ректрис з асимптотами лежать на одному колi. Виразити радiус i центр
цього кола через довжини пiвосей a i b гiперболи.

8.44. Нехай двi гiперболи мають спiльнi асимптоти. Довести, що

а) якщо цi гiперболи лежать в однiй i тiй самiй парi вертикальних
кутiв, утворених їх асимптотами, то їх ексцентриситети рiвнi мiж

собою;

б) якщо цi гiперболи лежать в рiзних парах вертикальних кутiв,
утворених їх асимптотами, то добуток їх ексцентриситетiв бiльше

або дорiвнює 2, причому цей добуток дорiвнює 2 тiльки для рiвно-
стороннiх гiпербол.
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8.45. a) Обчислити довжину вiдрiзка асимптоти гiперболи

x2

a2
− y2

b2
= 1,

який з’єднує центр гiперболи з директрисою.

б) Знайти вiдстань вiд фокуса цiєї гiперболи до її асимптоти.

в) Довести, що основа перпендикуляра, який опущений з фокуса

гiперболи на її асимптоту, лежить на директрисi, яка вiдповiдає
цьому фокусу.

8.46. Довести, що вiдстань вiд довiльної точки M гiперболи до фокуса
F дорiвнює вiдрiзку прямої (яка проходить через цю точку паралельно

асимптотi), який з’єднує точку M з директрисою, яка вiдповiдає фокусу
F.

8.47. Знайти геометричне мiсце центрiв кiл, вiдсiкаючих на осях Ox i
Oy хорди довжиною 2a i 2b вiдповiдно.

8.48. Знайти геометричне мiсце точок, добуток вiдстаней вiд яких до

двох протилежних сторiн прямокутника дорiвнює добутку вiдстаней до
двох iнших протилежних сторiн.

8.49. Двi протилежнi вершини паралелограма лежать на гiперболi, а
сторони паралельнi асимптотам цiєї гiперболи. Довести, що пряма, яка

з’єднує двi iншi протилежнi вершини паралелограма, проходить через
центр гiперболи.

8.50. Двi вершини трикутника закрiпленi в фокусах гiперболи, а третя
змiщується вздовж її гiлки. Яку лiнiю описують точки дотику кола, яке

вписане в цей трикутник, з його сторонами?
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8.51. Двi вершини трикутника закрiпленi в фокусах гiперболи, а третя
змiщується вздовж її гiлки. Яку лiнiю описує при цьому центр кола, яке

вписане в цей трикутник?

Парабола

8.52. Визначити величину параметра, координати фокуса, рiвняння

директриси наступних парабол i зобразити їх на рисунку:

а) y2 = 8x;

б) y2 = −8x;

в) x2 = 8y;

г) x2 = −8y;

д) y2 = 6x;

е) y2 = −6x;

є) x2 = 6y;

ж) x2 = −6y.

8.53. Знайти довжину фокального радiуса точки M для кожної з

парабол задачi 8.52, якщо:

а) M (8,−8) ;

б) M (−8, 8) ;

в) M (12, 18) ;

г) M (−12,−18) ;

д) M
(
4,−2

√
6
)
;

е) M
(
−2, 2

√
3
)
;

є) M
(
3
√

2, 3
)
;

ж) M (6,−6) .

8.54. Скласти рiвняння параболи, вершина якої знаходиться в початку
координат, якщо вона розмiщена симетрично вiдносно осi

а) Ox i проходить через точку M (9, 6) ;

б) Ox i проходить через точку M (−1, 3) ;

в) Oy i проходить через точку M (10, 20) ;

г) Oy i проходить через точку M (4,−8) ;

д) Ox i має фокус F (−5, 0) ;
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е) Ox i має фокус F (3, 0) ;

є) Oy i має фокус F (0, 1) ;

ж) Oy i має фокус F (0,−4) ;

з) Ox i директрисою є пряма x = −5;

и) Ox i директрисою є пряма x = 3;

i) Oy i директрисою є пряма y = 1.

ї) Oy i директрисою є пряма y = −4;

8.55. В данiй системi координат рiвняння параболи має канонiчний
вигляд. Записати це рiвняння, якщо:

а) вiдстань вiд фокуса до директриси дорiвнює 12;

б) довжина хорди, яка проходить через фокус пiд кутом π/4 до осi

параболи, дорiвнює 18.

8.56. На параболi y2 = 10x знайти точку M таку, що

а) пряма, яка проходить через точку M i фокус параболи, утворює з
вiссю Ox кут π/3;

б) площа трикутника з вершинами в точцi M, фокусi параболи i точцi
перетину осi параболи з директрисою дорiвнює 5;

в) вiдстань вiд точки M до вершини параболи дорiвнює вiдстанi вiд M

до фокуса;

г) вiдстань вiд точки M до вершини параболи i до фокуса вiдносяться

як 8 : 7.

8.57. Скласти рiвняння параболи з параметром p, вершина якої має
координати (a, b), а напрям осi збiгається
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а) з додатним напрямом осi Ox;

б) з вiд’ємним напрямом осi Ox;

в) з додатним напрямом осi Oy;

г) з вiд’ємним напрямом осi Oy.

8.58. Скласти рiвняння параболи, якщо

а) точка F (7, 2) є фокусом, а пряма x = 5 — директрисою;

б) точка F (4, 3) є фокусом, а пряма y = −1 — директрисою;

в) точка F (2,−1) є фокусом, а пряма x− y = 1 — директрисою;

г) точка A(−2,−1) є фокусом, а пряма x+ 2y = 1 — директрисою;

д) точка F (0, 1) є фокусом, парабола симетрична вiдносно осi Oy i
дотикається осi Ox;

е) вiсь параболи паралельна осi Oy, фокус лежить на осi Ox, парабола
проходить через початок координат i вiдсiкає на осi Ox вiдрiзок

довжини 6.

8.59. Скласти рiвняння геометричного мiсця точок, рiвновiддалених вiд
точки F i прямої γ, якщо

а) F (−2, 2), γ : y + 2 = 0;

б) F (1, 2), γ : y + 1 = 0;

в) F (1, 0), γ : x+ y − 2 = 0;

г) F (−1, 2), γ : 2x− y + 5 = 0.

8.60. Скласти рiвняння сiм’ї парабол, якi:

а) мають спiльний фокус (0, 0) i симетричнi вiдносно осi Ox;

б) мають спiльну директрису x = 0 i симетричнi вiдносно осi Ox.
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8.61. Задано параболу i деяку пряму, непаралельну осi параболи.
Проведено всi можливi хорди параболи, паралельнi заданiй прямiй.

Довести, що середини побудованих хорд лежать на прямiй, паралельнiй
осi параболи.

8.62. Через фiксовану точку A0 осi параболи проведено всi можливi
хорди. Довести, що добуток вiдстаней вiд кiнцiв хорди до осi параболи

не залежить вiд напряму хорди.

8.63. Знайти довжину сторони рiвностороннього трикутника, вписа-
ного в параболу y2 = 2px таким чином, що одна з вершин трикутника

збiгається з вершиною параболи.

8.64. Знайти множину значень, якi може приймати вiдношення вiдстанi

вiд точки параболи до її вершини до вiдстанi вiд цiєї точки до фокуса.

8.65. Знайти геометричне мiсце точок, сума вiдстаней вiд яких до даної
точки i даної прямої є величина стала.

8.66. Знайти геометричне мiсце центрiв кiл, якi дотикаються заданого
кола i прямої, що не перетинає задане коло.

8.67. Двi параболи, осi яких взаємно перпендикулярнi, мають чотири
точки перетину. Довести, що цi чотири точки лежать на одному колi.

Дотичнi до кривих другого порядку

8.68. Скласти рiвняння дотичної до кривої Γ в точцi (x0, y0) , яка
належить Γ, якщо:

а) Γ : x2 + y2 = R2;

б) Γ : (x− a)2 + (y − b)2 = R2;

в) Γ :
x2

a2
+
y2

b2
= 1;
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г) Γ :
x2

a2
− y2

b2
= 1;

д) Γ : −x
2

a2
+
y2

b2
= 1;

е) Γ : y2 = 2px;

є) Γ : y2 = −2px;

ж) Γ : x2 = 2py;

з) Γ : x2 = −2py.

8.69. Скласти рiвняння дотичної до кривої:

а) x2 + y2 = 5 в точцi (−1, 2) ;

б) (x+ 2)2 + (y − 3)2 = 25 в точцi (−5, 7) ;

в)
x2

12
+
y2

4
= 1 в точцi (3, 1) ;

г)
x2

36
+
y2

12
= 1 в точцi (3,−3) ;

д)
x2

6
− y2

5
= 1 в точцi (6,−5) ;

е)
x2

36
− y2

16
= 1 в точцi (−15/2, 3) ;

є) −x
2

2
+
y2

4
= 1 в точцi (4, 6) ;

ж) −x
2

7
+
y2

2
= 1 в точцi (−7, 4) ;

з) y2 = 6x в точцi (3/2,−3) ;

и) y2 = −10x в точцi (−2/5, 2) ;

i) x2 = 12y в точцi (6, 3) ;

ї) x2 = −4y в точцi (−4,−4) .

8.70. За якої необхiдної i достатньої умови пряма
Ax+ By + C = 0 дотикається:
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а) x2 + y2 = R2;

б) (x− a)2 + (y − b)2 = R2;

в)
x2

a2
+
y2

b2
= 1;

г)
x2

a2
− y2

b2
= 1;

д) −x
2

a2
+
y2

b2
= 1;

е) y2 = 2px;

є) y2 = −2px;

ж) x2 = 2py;

з) x2 = −2py.

8.71. Довести, що пряма γ дотикається кривої Γ i знайти координати

точки дотику, якщо:

а) Γ :
x2

48
+
y2

36
= 1, γ : 3x− 2y − 24 = 0;

б) Γ :
x2

20
− y2

36
= 1, γ : 3x− y − 12 = 0;

в) Γ : y2 = 4x, γ : x+ y + 1 = 0.

8.72. Оптичнi властивостi кривих другого порядку. Довести, що:

а) пряма, яка дотикається елiпса в деякiй точцi M утворює рiвнi кути
з фокальними радiусами F1M i F2M i проходить ззовнi кута F1MF2;

б) пряма, яка дотикається гiперболи в деякiй точцi M утворює рiвнi
кути з фокальними радiусами F1M i F2M i проходить всерединi

кута F1MF2;

в) пряма, яка дотикається параболи в деякiй точцi M утворює рiвнi

кути з фокальним радiусам точки M i променем, який починається
в точцiM i йде паралельно осi параболи в той бiк, в який направленi
гiлки параболи.
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8.73. Скласти рiвняння кола з центром в точцi (x0, y0), яке ортогональ-
но перетинає коло x2 +y2 = r2, за умови, що точка (x0, y0) лежить ззовнi

даного кола.

8.74. Знайти необхiдну i достатню умову того, що кола

x2 + y2 + 2aix+ 2biy + ci = 0, i = 1, 2

є ортогональними.

8.75. Коло задано рiвнянням x2 + y2 = r2. Задана точка M0(x0, y0), яка

лежить ззовнi цього кола. З точки M0 до кола проведено двi дотичнi
M0T1 i M0T2, (T1 i T2 — точки дотику). Скласти рiвняння прямої T1T2.

8.76. Знайти кут мiж дотичними до двох рiвностороннiх гiпербол в їх

спiльнiй точцi, якщо осi однiєї гiперболи є асимптотами iншої.

8.77. Довести, що вiдрiзок дотичної до гiперболи, який з’єднує її асим-

птоти, дiлиться точкою дотику навпiл.

8.78. Довести, що всi трикутники, утворенi асимптотами гiперболи i
довiльною дотичною до неї, мають одну i ту самi площу s. Виразити цю
площу через пiвосi гiперболи.

8.79. Скласти рiвняння дотичної до параболи y2 = 2px, яка вiдсiкає на

осях координат рiвнi вiдрiзки.

8.80. Знайти геометричне мiсце середин вiдрiзкiв дотичних до параболи

y2 = 2px, з’єднуючих осi координат.

8.81. Знайти радiус найбiльшого кола, яке лежить всерединi лiнiї
другого порядку (елiпса, гiперболи, параболи) i дотикається цiєї лiнiї в

150



її вершинi, що належить фокальнiй осi.

8.82. Елiпс при русi вздовж площини дотикається двох взаємно пер-
пендикулярних прямих. Яку лiнiю описує центр елiпса?

8.83. Знайти геометричне мiсце точок, добуток вiдстаней вiд яких до
бiчних сторiн рiвнобедреного трикутника дорiвнює квадрату вiдстанi до

його основи.

8.84. Довести, що добуток вiдстанi вiд фокуса лiнiї другого порядку
до двох паралельних дотичних до неї дорiвнює квадрату малої пiввiсi у
випадку елiпса i квадрату уявної пiвосi у випадку гiперболи.

8.85. Довести, що пряма, яка з’єднує фокус F параболи з точкою

перетину дотичних до параболи в двох довiльних її точках M1 i M2

дiлить навпiл кут M1FM2.

8.86. Знайти геометричне мiсце точок проекцiй фокусу

а) елiпса; б) гiперболи; в) параболи

на всi прямi, якi дотикаються вiдповiдної кривої.

Полярнi рiвняння кривих другого порядку

8.87. Скласти полярне рiвняння елiпса, вважаючи, що напрям полярної

осi збiгається з додатним напрямом осi абсцис, а полюс знаходиться в

(1) лiвому фокусi елiпса; (2) правому фокусi елiпса,

якщо
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а)
x2

25
+
y2

9
= 1;

б)
x2

169
+
y2

25
= 1;

в)
x2

225
+
y2

81
= 1;

г)
x2

400
+

y2

144
= 1.

8.88. Скласти полярне рiвняння кожної гiлки гiперболи, вважаючи, що
напрям полярної осi збiгається з додатним напрямом осi абсцис, а полюс

знаходиться в

(1) правому фокусi (2) лiвому фокусi

гiперболи, якщо

а)
x2

16
− y2

9
= 1;

б)
x2

144
− y2

25
= 1;

в)
x2

36
− y2

64
= 1;

г)
x2

576
− y2

49
= 1.

8.89. Скласти полярне рiвняння параболи, вважаючи, що напрям поляр-
ної осi збiгається з додатним напрямом осi абсцис, а полюс знаходиться

в фокусi параболи, якщо

а) y2 = x; б) y2 = 4x; в) y2 = 5x; г) y2 = 10x.

8.90. Визначити, якi лiнiї заданi наступними рiвняннями. Якщо крива
є елiпсом або гiперболою, знайти її пiвосi, якщо параболою - знайти її

параметр:

а) ρ =
16

3 − 5 cosϕ
;

б) ρ =
1

1 − cosϕ
;

в) ρ =
16

5 − 3 cosϕ
;

г) ρ = − 27

4 + 5 cosϕ
;
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д) ρ =
18

5 + 4 cosϕ
;

е) ρ =
36

5 cosϕ− 4
;

є) ρ =
4

1 − cosϕ
;

ж) ρ =
50

13 − 12 cosϕ
;

з) ρ =
3

2 − 2 cosϕ
;

и) ρ =
64

15 + 17 cosϕ
.

8.91. Через фокус параболи проведено всi можливi хорди. На кожнiй з
них вiд фокуса в напрямку бiльш вiддаленого кiнця хорди вiдкладається

вiдрiзок, який дорiвнює рiзницi вiдрiзкiв, на якi фокус дiлить хорду.
Знайти геометричне мiсце кiнцiв цих вiдрiзкiв.

8.92. Довести, що сума обернених величин вiдрiзкiв, на якi фокус
лiнiї другого порядку дiлить хорду, що проходить через цей фокус, є

величина стала.

Зведення загального рiвняння кривої другого
порядку до канонiчного виду

8.93. Довести, що криву другого порядку, яка в деякiй системi коорди-

нат задається рiвнянням

Ax2 + By2 + 2Cx+ 2Dy +E = 0, A2 +B2 6= 0

за допомогою паралельного переносу можна звести до канонiчного виду.

Вказати зв’язок мiж старою i новою системами координат. Дослiдити
тип кривої в залежностi вiд значень параметрiв A,B,C,D,E.

8.94. Кожне з наступних рiвнянь звести до канонiчного виду, визначити

який геометричний образ вони визначають, в кожному випадку зобрази-
ти на рисунку осi старої i нової систем координат, а також геометричний
образ (якщо це можливо), який визначається цим рiвнянням:
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а) 7x2 + 7y2 + 6x− 2y = 10;

б) 9x2 − 16y2 − 6x+ 8y = 144;

в) 9x2 + 4y2 + 6x− 4y = 2;

г) 12x2 − 12x− 32y = 29;

д) 9y2 − 7y = 16;

е) 2x2 + y2 + 4x− 6y + 11 = 0;

є) 2x2 + y2 + 4x− 6y + 12 = 0;

ж) x2 − 5x+ 11 = 0;

з) 25x2 − 30x+ 9 = 0;

и) 45x2−36y2−90x−24y+41 = 0.

8.95. Довести, що криву другого порядку, яка в деякiй системi коорди-

нат задається рiвнянням

Ax2 + 2Bxy + Cy2 +D = 0, A2 +B2 + C2 6= 0

за допомогою повороту системи координат можна звести до канонiчного
виду. Вказати зв’язок мiж старою i новою системами координат. Дослi-

дити тип кривої в залежностi вiд значень параметрiв A,B,C,D,E.

8.96. Кожне з наступних рiвнянь звести до канонiчного виду, визначити
який геометричний образ вони визначають, в кожному випадку зобрази-

ти на рисунку осi старої i нової систем координат, а також геометричний
образ (якщо це можливо), який визначається цим рiвнянням:

а) 2x2 + 6xy + 10y2 − 121 = 0;

б) 9xy + 4 = 0;

в) 2x2 − 2
√

3xy + 9 = 0;

г) 18x2 + 24xy + 11y2 − 3 = 0;

д) x2 − 2xy + y2 + 2x+ 2y = 0;

е) 9x2 − 6xy + y2 − 10 = 0;

є) 81x2 − 36xy + 4y2 = 0;

ж) 3x2 − 4
√

5xy + 4y2 = 0.

8.97. Довести, що крива другого порядку, яка в деякiй системi коорди-

нат задається рiвнянням

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0, A2 + B2 + C2 6= 0
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має центр симетрiї тодi i тiльки тодi, коли AC − B2 6= 0, причому
координати центра симетрiї (x0, y0) задовольняють наступну систему

лiнiйних рiвнянь {
Ax0 + By0 +D = 0,

Bx0 + Cy0 +E = 0.

8.98. Кожне з наступних рiвнянь звести до канонiчного виду, визначити
який геометричний образ вони визначають, в кожному випадку зобрази-

ти на рисунку осi старої i нової систем координат, а також геометричний
образ (якщо це можливо), який визначається цим рiвнянням:

а) 2x2 − 4xy + 5y2 + 8x− 2y + 9 = 0;

б) 4xy − 3y2 − 4x+ 10y − 6 = 0;

в) 9x2 − 24xy + 16y2 − 8x+ 19y + 4 = 0;

г) x2 − xy + y2 + x+ y = 0;

д) xy + 2x+ y = 0;

е) x2 − 2xy + y2 − 10x− 6y + 25 = 0;

є) 5x2 + 12xy + 10y2 − 6x+ 4y − 1 = 0;

ж) 8x2 + 34xy + 8y2 + 18x− 18y − 17 = 0;

з) 25x2 − 30xy + 9y2 + 68x+ 19 = 0;

и) 8x2 + 6xy + 6x+ 3y + 1 = 0;

i) 4x2 + 12xy + 9y2 − 8x− 12y − 5 = 0;

ї) 225x2 − 240xy + 64y2 + 30x− 16y + 1 = 0;

к) x2 + 2xy + y2 − 5x− 5y + 4 = 0;

л) 5x2 − 6xy + 5y2 + 2x− 14y + 13 = 0;

м) x2 − 2xy + y2 + 8x− 8y + 22 = 0;

155



н) 5x2 + 8xy + 5y2 − 10x− 8y + 41 = 0;

о) 15x2 − 16xy − 15y2 − 62x− 44y − 13 = 0.

8.99. Задано криву другого порядку γ, рiвняння якої в деякiй системi

координат має вигляд

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0, A2 +B2 + C2 6= 0.

Нехай
Ãx̃2 + 2B̃x̃ỹ + C̃ỹ2 + 2D̃x̃+ 2Ẽỹ + F̃ = 0

рiвняння γ в деякiй iншiй системi координат. Довести, що мають мiсце
рiвностi

A+ C = Ã+ C̃, δ =

∣∣∣∣
A B

B C

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
Ã B̃

B̃ C̃

∣∣∣∣∣ ,

∆ =

∣∣∣∣∣∣

A B D
B C E

D E F

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

Ã B̃ D̃

B̃ C̃ Ẽ

D̃ Ẽ F̃

∣∣∣∣∣∣∣

(тобто величини S = A + C, δ =

∣∣∣∣
A B

B C

∣∣∣∣ , ∆ =

∣∣∣∣∣∣

A B D
B C E
D E F

∣∣∣∣∣∣
є ортого-

нальними iнварiантами кривої другого порядку — вони не змiнюються

при переходi вiд одної прямокутної декартової системи координат до
iншої).

8.100. Довести, що крива другого порядку, яка в деякiй системi коор-
динат задається рiвнянням

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0, A2 +B2 + C2 6= 0,

а) є кривою елiптичного типу (елiпсом, виродженим елiпсом або уяв-
ним елiпсом), якщо δ > 0 (див. позначення δ в задачi 8.99);
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б) є кривою гiперболiчного типу (гiперболою або парою перетинних
прямих), якщо δ < 0;

в) є кривою параболiчного типу (параболою, парою паралельних
прямих, парою уявних паралельних прямих або парою паралельних

прямих, якi збiгаються), якщо δ = 0.

8.101. Задано криву другого порядку γ, рiвняння якої в деякiй системi

координат має вигляд

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0, A2 +B2 + C2 6= 0.

Довести, що

а) коренi λ1 i λ2 характеристичного рiвняння λ2−Sλ+δ = 0 є дiйсними
i одночасно не обертаються в нуль (див. позначення S, δ в задачi

8.99);

б) нехай K = λ1 −A, тодi за допомогою замiни змiнних





x =
Bx̃−Kỹ√
B2 +K2

,

y =
Kx̃+ Bỹ√
B2 +K2

,

тобто повороту системи координат на кут α, де

α =






arctg
K

B
, якщо B > 0

π − arctg
K

B
, якщо B < 0,

рiвняння γ може бути зведено до вигляду

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + 2D̃x̃+ 2Ẽỹ + F = 0,

де

D̃ =
BD +EK√
B2 +K2

, Ẽ =
−BK + BE√
B2 +K2

.
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8.102. Звести рiвняння задачi 8.98 до канонiчного виду, використовуючи
результат задачi 8.101.

9 Поверхнi другого порядку

В цьому роздiлi використовуються такi поняття та результати.

1. Сфера. Рiвняння сфери. Координати центра, радiус сфери.
2. Цилiндричнi поверхнi. Рiвняння цилiндричної поверхнi. Напрямна, твiрна

цилiндричної поверхнi. Цилiндричнi поверхнi другого порядку. Конiчнi поверхнi.
Рiвняння конiчної поверхнi. Напрямна, вершина конiчної поверхнi. Конiчнi поверхнi
другого порядку.

3. Поверхня обертання. Рiвняння поверхнi обертання. Твiрна обертання, вiсь
обертання. Приклади поверхонь обертання другого порядку: елiпсоїд обертання,
однопорожнинний i двопорожнинний гiперболоїди обертання, елiптичний параболоїд
обертання.

4. Елiпсоїд, однопорожнинний гiперболоїд, двопорожнинний гiперболоїд, елiптич-
ний параболоїд, гiперболiчний параболоїд: канонiчнi рiвняння. Прямолiнiйнi твiрнi
однопорожнинного гiперболоїда, гiперболiчного параболоїда.

Приклади розв’язання задач

Приклад 9.1. Скласти рiвняння поверхнi, яка утворена обертанням
навколо осi Oz кривої γ, яка лежить в площинi xOz, i задана рiвнянням:

а) F (x, z) = 0;

б)
x2

a2
+
z2

c2
= 1;

в)
x2

a2
− z2

c2
= 1; г)

x2

a2
− z2

c2
= −1;

д) x2 = 2pz, p > 0.

Розв’язання. a) Точка M (x, y, z) належить шуканiй поверхнi обертан-
ня тодi i тiльки тодi, коли знайдеться точка M0 (x0, 0, z0) заданої кривої
γ така, що точки M i M0 лежать на колi (позначимо його γ1), причому

• центр γ1 лежить на осi Oz,
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g

g
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0
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• γ1 лежить в площинi, паралельнiй xOy (з цiєї умови випливає, що
z = z0).

Оскiльки точка M0 належить γ, то F (x0, z0) = 0.
Знайдемо вiдстань r вiд точки M до осi Oz : r =

√
x2 + y2. Ця

вiдстань дорiвнює радiусу кола γ1. Аналогiчно, знайдемо вiдстань r0 вiд
точки M0 до осi Oz : r0 = |x0|. Ця вiдстань так само дорiвнює радiусу
кола γ1, тобто r0 = r або x0 = ±

√
x2 + y2.

Об’єднаємо всi знайденi умови в одну систему рiвнянь i вилучимо з
неї параметри x0, z0 :





F (x0, z0) = 0,

z = z0,

x0 = ±
√
x2 + y2

⇒ F (±
√
x2 + y2, z) = 0.

Отримане рiвняння i є рiвнянням шуканої поверхнi обертання.

Таким чином, якщо в площинi xOz крива γ задана рiвнянням
F (x, z) = 0, то для того, щоб отримати рiвняння поверхнi обертання γ

навколо осi Oz, достатньо в цьому рiвняннi замiнити змiнну x на вираз
±
√
x2 + y2.

б) Скористаємось результатом пункту а) i замiнимо в рiвняннi кривої
γ змiнну x на вираз ±

√
x2 + y2. В результатi ми отримаємо рiвняння
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поверхнi обертання елiпса
x2

a2
+
z2

c2
= 1 навколо осi Oz :

x2

a2
+
y2

a2
+
z2

c2
= 1.

Отримана поверхня називається елiпсоїдом обертання.

z

O x

yg
a

a

c

-c

-a

-a

в) Скористаємось результатом пункту а) i замiнимо в рiвняннi кривої

γ змiнну x на вираз ±
√
x2 + y2. В результатi ми отримаємо рiвняння

поверхнi обертання гiперболи
x2

a2
− z2

c2
= 1 навколо осi Oz :

x2

a2
+
y2

a2
− z2

c2
= 1.

Отримана поверхня називається однопорожнинним гiперболоїдом
обертання.

г) Скористаємось результатом пункту а) i замiнимо в рiвняннi кривої
γ змiнну x на вираз ±

√
x2 + y2. В результатi ми отримаємо рiвняння

поверхнi обертання гiперболи
x2

a2
− z2

c2
= −1 навколо осi Oz :

x2

a2
+
y2

a2
− z2

c2
= −1.

Отримана поверхня називається двопорожнинним гiперболоїдом
обертання.

д) Скористаємось результатом пункту а) i замiнимо в рiвняннi кривої
γ змiнну x на вираз ±

√
x2 + y2. В результатi ми отримаємо рiвняння
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поверхнi обертання параболи x2 = 2pz навколо осi Oz :

x2 + y2 = 2pz, p > 0.

Отримана поверхня називається елiптичним параболоїдом обертання.

Приклад 9.2. Скласти рiвняння цилiндра, напрямною якого є коло

γ :

{
x2 + y2 = 1,

z = 0,

а твiрнi утворюють з осями координат рiвнi кути.

Розв’язання. Вектор ~u = {1, 1, 1} (а також довiльний вектор, колiне-

арний ~u) утворює рiвнi кути з осями координат.
Точка M (x, y, z) належить шуканiй цилiндричнiй поверхнi тодi i

тiльки тодi, коли знайдеться точка M0 (x0, y0, z0) заданого кола γ така,

що вектор
−−−→
M0M = {x− x0, y − y0, z − z0} колiнеарний ~u. Iншими слова-

ми, знайдеться число t ∈ R таке, що
−−−→
M0M = t~u. Запишемо цю умову

покоординатно: x− x0 = t, y − y0 = t, z − z0 = t.
Оскiльки точка M0 належить γ, то z0 = 0, x2

0 + y2
0 = 1.

Об’єднаємо всi знайденi умови в одну систему рiвнянь i вилучимо з
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неї параметри x0, y0, z0, t :




x− x0 = t,

y − y0 = t,

z − z0 = t,

z0 = 0,

x2
0 + y2

0 = 1.

⇒ (x− z)2 + (y − z)2 = 1.

Отримане рiвняння i є рiвнянням шуканої цилiндричної поверхнi.

Приклад 9.3. Скласти рiвняння конiчної поверхнi, вершина якого
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M

знаходиться в точцi A(0, 0, a), а напрямною є гiпербола

γ :

{
2xy = a2,

z = 0.

Розв’язання. Точка M (x, y, z) належить шуканiй конiчнiй поверхнi
тодi i тiльки тодi, коли знайдеться точка M0 (x0, y0, z0) заданої гiперболи

γ така, що вектор
−−→
AM0 = {x0, y0, z0 − a} колiнеарний вектору

−−→
AM =

{x, y, z − a} . Iншими словами, знайдеться число t ∈ R таке, що
−−→
AM0 =

t
−−→
AM. Запишемо цю умову покоординатно: x0 = tx, y0 = ty, z0 − a =

t(z − a).

z

O

x

y

g

A

M

M

0

Оскiльки точка M0 належить γ, то z0 = 0, 2x0y0 = a2.
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Об’єднаємо всi знайденi умови в одну систему рiвнянь i вилучимо з
неї параметри x0, y0, z0, t :





x0 = tx,

y0 = ty,

z0 − a = t(z − a),

z0 = 0,

2x0y0 = a2.

⇒ 2xy = (a− z)2.

Отримане рiвняння i є рiвнянням шуканої конiчної поверхнi.

Приклад 9.4. Знайти проекцiю на площину xOy лiнiї перетину елiпсоїда

x2

16
+
y2

4
+ z2 = 1 i площини x+ 4z − 4 = 0.

Розв’язання. Перерiз елiпсоїда i площини (позначимо його γ) задається
системою рiвнянь: 





x2

16
+
y2

4
+ z2 = 1,

x+ 4z − 4 = 0.

z

O

x

y

g

4

-1

1

2-2

-4

Для того, щоб знайти проекцiю на площину xOy кривої γ, необхiдно
вилучити з цiєї системи змiнну z. Для цього виразимо z з другого

рiвняння z =
4 − x

4
i пiдставимо в перше:

x2

16
+
y2

4
+

(4 − x)2

16
= 1.
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Розкривши дужки i видiливши повний квадрат вiдносно змiнної x,
отримаємо рiвняння:

(x− 2)2

4
+
y2

2
= 1.

Це рiвняння цилiндричної поверхнi з напрямною, яка паралельна осi Oz
i твiрною γ. Проекцiю на площину xOy кривої γ буде елiпс:





(x− 2)2

4
+
y2

2
= 1,

z = 0.

Приклад 9.5. По якiй лiнiї площина x+ y + z + 1 = 0 перетинає

а) елiптичний параболоїд x2 + y2 = 2z;

б) гiперболiчний параболоїд x2 − y2 = 2z.

Розв’язання. а) Перерiз елiптичного параболоїда i площини (позначимо
його γ) задається системою рiвнянь:

{
x2 + y2 = 2z,

x + y + z + 1 = 0.

Виразимо змiнну z з другого рiвняння z = 1 − x − y i пiдставимо в
перше:

x2 + y2 = 2(1 − x− y).

Розкривши дужки i видiливши повнi квадрати вiдносно x, y,

отримаємо
(x+ 1)2 + (y + 1)2 = 4.

Це рiвняння кругового цилiндра з напрямною, яка паралельна осi Oz i
твiрною γ. Перерiзом цього цилiндра i заданої площини буде елiпс

{
(x+ 1)2 + (y + 1)2 = 4,

x+ y + z + 1 = 0.
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б) Перерiз гiперболiчного параболоїда i площини (позначимо його γ)
задається системою рiвнянь:

{
x2 − y2 = 2z,

x + y + z + 1 = 0.

Виразимо змiнну z з другого рiвняння z = 1 − x − y i пiдставимо в
перше:

x2 − y2 = 2(1 − x− y).

Розкривши дужки i видiливши повнi квадрати вiдносно x, y,
отримаємо

(x+ 1)2 − (y − 1)2 = 2.

Це рiвняння цилiндричної поверхнi з напрямною, яка паралельна осi Oz

i твiрною γ. Перерiзом цього цилiндра i заданої площини буде гiпербола
{

(x+ 1)2 − (y − 1)2 = 2,

x+ y + z + 1 = 0.

Приклад 9.6. По якiй лiнiї перетинаються гiперболiчний параболоїд
x2

9
−

y2

4
= 2z i площина 2x+ 3y − 6 = 0.
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Розв’язання. Перерiз гiперболiчного параболоїда i площини

(позначимо його γ) задається системою рiвнянь:




x2

9
− y2

4
= 2z,

2x+ 3y − 6 = 0.

Виразимо x з другого рiвняння x =
6 − 3y

2
i пiдставимо в перше:

(2 − y)2

4
− y2

4
= 2z.

Розкривши дужки i звiвши подiбнi доданки, отримаємо рiвняння

площини y + 2z− 1 = 0. Таким чином, шуканим перерiзом буде перетин
двох площин, тобто пряма — твiрна заданого гiперболiчного параболоїда:

{
2x+ 3y − 6 = 0,

y + 2z − 1 = 0.
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Задачi для самостiйної роботи

Сфера

9.1. Скласти рiвняння сфери, якщо

а) центр сфери збiгається з початком координат, а її радiус дорiвнює
9;

б) центр сфери знаходиться в точцi C(5,−3, 7), а її радiус дорiвнює 2;

в) сфера проходить через початок координат, а її центр знаходиться в

точцi C(4,−4,−2);

г) сфера проходить через точку M(2,−1,−3), а її центр знаходиться
в точцi C(3,−2, 1);

д) точки M1(2,−3, 5) iM2(4, 1,−3) є кiнцями одного з дiаметрiв сфери;
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е) центр сфери збiгається з початком координат, а площина 16x−15y−
12z + 75 = 0 є дотичною до сфери;

є) центр сфери знаходиться в точцi C(3,−5,−2), а площина 2x− y −
3z + 11 = 0 є дотичною до сфери;

ж) сфера проходить через точкиM1(3, 1,−3),M2(−2, 4, 1) iM3(−5, 0, 0)

а її центр лежить на площинi 2x+ y − z + 3 = 0;

з) сфера проходить через чотири точки M1(1,−2,−1), M2(−5, 10,−1),
M3(4, 1, 11) i M4(−8,−2, 2);

и) сфера описана навколо тетраедра, одна з вершин якого збiгається

з початком координат, а три iншi знаходяться в точках M1(2, 0, 0),
M2(0, 5, 0) i M3(0, 0, 3);

i) центр сфери знаходиться в точцi C(2, 3,−1), а також вiдомо, що

сфера вiдсiкає на прямiй
{

5x− 4y + 3z + 20 = 0,

3x− 4y + z − 8 = 0

хорду, довжина якої дорiвнює 16;

ї) сфера проходить через початок координат i коло
{

x2 + y2 + z2 = 25,

2x− 3y + 5z − 5 = 0;

к) сфера проходить через точку M(2,−1, 1) i коло
{
x2 + y2 + z2 − 2x+ 3y − 6z = 5,

5x+ 2y − z − 3 = 0;

л) сфера проходить через два кола
{
x2 + z2 = 25,

y − 2 = 0
i

{
x2 + z2 = 16,

y − 3 = 0.
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9.2. За якої необхiдної i достатньої умови рiвняння

Ax2 +Ay2 +Az2 + 2Bx+ 2Cy + 2Dz + E = 0

задає сферу? вироджену сферу? уявну сферу? У першому випадку

виразити радiус и координати центра сфери через коефiцiєнти рiвняння.

9.3. Якi з наступних рiвнянь визначають сферу? вироджену сферу?
уявну сферу? У першому i другому випадку знайти координати центра

C i радiус R сфери:

а) (x− 3)2 + (y + 2)2 + (z − 5)2 = 25;

б) (x+ 1)2 + (y + 3)2 + z2 = 5;

в) x2 + y2 + z2 + 2x− 6y + 8z + 10 = 0;

г) x2 + y2 + z2 − 2x+ 6y − 8z + 26 = 0;

д) x2 + y2 + z2 − 12x− 6y + 37 = 0;

е) x2 + y2 + z2 − 2x− 6z + 11 = 0;

є) x2 + y2 + z2 + 4y − 10z + 10 = 0.

9.4. Скласти рiвняння сфери радiуса R, яка дотикається

а) трьох координатних площин;

б) трьох координатних осей.

9.5. Знайти координати центра C i радiус R кола:

а)

{
(x− 3)2 + (y + 2)2 + (z − 1)2 = 100,

2x− 2y − z + 9 = 0;
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б)

{
(x− 4)2 + (y − 7)2 + (z + 1)2 = 36,

3x+ y − z − 9 = 0;

в)

{
x2 + y2 + z2 − 12x+ 4y − 6z + 24 = 0,

2x+ 2y + z + 1 = 0.

9.6. Задано рiвняння сфери S : x2 + y2 + z2 = R2 i рiвняння площини
α : Ax+ By + Cz +D = 0. За якої необхiдної i достатньої умови

а) площина α перетинає сферу S? В цьому випадку знайти центр i
радiус кола, по якому перетинаються сфера S i площина α;

б) площина α дотикається сфери S? В цьому випадку знайти коорди-

нати точки дотику;

в) площина α i сфера S не мають жодної спiльної точки?

9.7. Площина Ax+By+Cz+D = 0 перетинає сферу x2 + y2 + z2 = R2,

але не проходить через її центр. За якої необхiдної i достатньої умови
точка (x0, y0, z0) лежить всерединi кульового сегмента, обмеженого

сферою i площиною, який не мiстить центр сфери?

Рiзнi типи поверхонь другого порядку

9.8. Визначити тип поверхнi при всiх можливих значеннях параметра
λ :

а) x2 + y2 + z2 = λ;

б) λx2 + y2 + z2 = 1;

в) λx2 + y2 + z2 = λ;

г) x2 + y2 − z2 = λ;

д) x2 − y2 − z2 = λ;

е) x2 + λ
(
y2 + z2

)
= 1;

є) x2 + λ
(
y2 + z2

)
= λ;
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ж) x2 + y2 = λz;

з) λx2 + y2 = z;

и) λ
(
x2 + y2

)
= z;

i) x2 + λy2 = λz;

ї) x2 + λy2 = λz + 1;

к) x2 + y2 = λ;

л) x2 + y2 = λ.

9.9. а) Пояснити, що представляє собою алгебраїчна поверхня першо-
го порядку;

б) навести приклад алгебраїчної поверхнi третього порядку i зобразити
її в прямокутнiй декартовiй системi координат;

в) чи може алгебраїчна поверхня другого порядку представляти собою

пряму? площину? пусту множину? Навести приклади;

г) назвати типи i виписати канонiчнi рiвняння поверхонь обертання,

якi є алгебраїчними поверхнями другого порядку, зобразити їх в
прямокутнiй декартовiй системi координат;

д) навести приклад поверхонь обертання, якi є алгебраїчними повер-
хнями третього, четвертого порядку i зобразити їх в прямокутнiй

декартовiй системi координат;

е) назвати типи i виписати канонiчнi рiвняння цилiндричних повер-

хонь, якi є алгебраїчними поверхнями другого порядку, зобразити
їх в прямокутнiй декартовiй системi координат;

є) навести приклад цилiндричних поверхонь, якi є алгебраїчними по-

верхнями третього, четвертого порядку i зобразити їх в прямокутнiй
декартовiй системi координат;

ж) назвати типи i виписати канонiчнi рiвняння конiчних поверхонь,
якi є алгебраїчними поверхнями другого порядку, зобразити їх в

прямокутнiй декартовiй системi координат;
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з) навести приклад конiчних поверхонь, якi є алгебраїчними поверх-
нями третього, четвертого порядку i зобразити їх в прямокутнiй

декартовiй системi координат;

и) навести приклади цилiндричних, конiчних поверхонь, якi не є по-

верхнями обертання;

i) навести приклад поверхнi обертання, цилiндричної i конiчної повер-

хнi, якi не є алгебраїчними поверхнями;

ї) чи можна розглядати площину як частинний випадок конiчної
поверхнi? цилiндричної поверхнi? поверхнi обертання?

Поверхнi обертання

9.10. Скласти рiвняння поверхнi, яка утворена обертанням кривої γ
навколо осi Ox i зобразити отриману поверхню в прямокутнiй декартовiй

системi координат. Крива γ в площинi Oxz задається рiвнянням:

а)
x2

a2
+
z2

c2
= 1; б)

x2

a2
− z2

c2
= 1; в) −x

2

a2
+
z2

c2
= 1.

9.11. Скласти рiвняння поверхнi, яка утворена обертанням кривої γ

навколо

(1) осi Oz, (2) осi Oy;

зобразити отриману поверхню в прямокутнiй декартовiй системi коорди-

нат. Крива γ в площинi Oyz задається рiвнянням:

а)
y2

b2
+
z2

c2
= 1; б)

y2

b2
− z2

c2
= 1; в) −y

2

b2
+
z2

c2
= 1.

9.12. Скласти рiвняння поверхнi, яка утворена обертанням кривої γ

навколо
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(1) осi Ox, (2) осi Oy;

зобразити отриману поверхню в прямокутнiй декартовiй системi коорди-

нат. Крива γ в площинi Oxy задається рiвнянням:

а)
x2

a2
+
y2

b2
= 1; б)

x2

a2
− y2

b2
= 1; в) −x

2

a2
+
y2

b2
= 1.

9.13. Скласти рiвняння поверхнi, яка утворена обертанням кривої

а)

{
z2 = 2py,

x = 0
навколо осi Oy; б)

{
y2 = 2px,

z = 0
навколо осi Ox.

9.14. Довести, що проекцiя елiпса, отриманого при перетинi площиною

параболоїда обертання, на площину, яка перпендикулярна осi параболо-
їда, є коло.

9.15. Знайти умову необхiдну i достатню для того, щоб площина
z = ax+by+c перетинала елiптичний параболоїд обертання x2+y2 = 2pz

(p > 0) по дiйсному елiпсу.

9.16. Скласти рiвняння поверхнi, яка утворена обертанням прямої

а)

{
z − 2 = 0,

y = 0
навколо осi Ox;

б)

{
x− 2y = 0,

z = 0
навколо осi Ox;

в)

{
x− 2y = 0,

z = 0
навколо осi Oy.

9.17. Скласти рiвняння поверхнi, яка утворена обертанням прямої
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а)





x = 1 + t,

y = 3 + t,

z = 3 + t

навколо осi Oz;

б)

{
y − z + 1 = 0,

x = 0
навколо осi Oz;

в)





x = −t,
y = 2t,

z = 2t

навколо прямої

{
x = y,

y = z.

9.18. Скласти параметричне рiвняння поверхнi, яка утворена обертан-
ням навколо осi Oz кривої

а) z = f(x), x > 0.

б)






x = ϕ(t),

y = ψ(t),

z = χ(t).

9.19. а) Скласти рiвняння поверхнi, яка утворена обертанням кола
x2 + y2 − 4x+ 3 = 0 навколо осi Oy;

б) скласти рiвняння поверхнi, яка утворена обертанням гiперболи
xy = 1 навколо її асимптот.

Цилiндричнi, конiчнi поверхнi

9.20. Скласти рiвняння прямого кругового цилiндра радiуса r, вiссю
якого є пряма

x− x0

a
=
y − y0

b
=
z − z0

c
.

9.21. Скласти рiвняння прямого кругового цилiндра, який
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а) проходить через точку M(2, 0, 1), якщо його вiссю є пряма




x = 5 + 2t,

y = 1 − t,

z = 3 + 2t;

б) проходить через точку M(2,−1, 1), якщо його вiссю є пряма




x = 3t+ 1,

y = −2t− 2,

z = t+ 2;

в) має радiус
√

2, якщо його вiссю є пряма




x = 1 + t,

y = 2 + t,

z = 3 + t.

9.22. Довести, що рiвняння цилiндричної поверхнi з напрямною





x = ϕ(t),

y = ψ(t),

z = χ(t)

i твiрною, паралельною вектору ~u {a, b, c} , визначається рiвнянням




x = ϕ(u) + av,

y = ψ(u) + bv,

z = χ(u) + cv.

9.23. Скласти рiвняння цилiндричної поверхнi з напрямною γ, якщо

а) γ :

{
x2 + y2 = 9,

z = 1,
а твiрнi паралельнi вектору ~u(2,−3, 4);
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б) γ :

{
9x2 + 4y2 − 18x− 16y = 11,

z = 0,
а твiрнi паралельнi вектору

~u(1, 0, 1);

в) γ :

{
2z − y2 + 4y = 6,

x = 0,
а твiрнi паралельнi осi Ox;

г) γ :

{
x2 − y2 = 25,

z = 0,
а твiрнi паралельнi бiсектрисi кута мiж векто-

рами ~e2 i ~e3;

д) γ :

{
x2 − y2 = z,

x+ y + z = 0,
а твiрнi перпендикулярнi площинi напрямної;

е) γ :





x = −1 + 2 cos t,

y = −1 + 2 sin t,

z = 3 − 2 cos t− 2 sin t

а твiрнi паралельнi вектору ~u(1, 1, 1).

9.24. Скласти рiвняння цилiндричної поверхнi, описаної навколо сфери
x2 + y2 + z2 = r2, якщо напрямний вектор твiрних дорiвнює {a, b, c} .

9.25. Скласти рiвняння цилiндричної поверхнi

а) описаної навколо сфери x2 + y2 + z2 = 1, якщо його твiрнi перпен-

дикулярнi площинi x+ y − 2z − 5 = 0;

б) описаної навколо сфери x2 + y2 + z2 − 2x+ 4y + 2z = 3, якщо його

твiрнi паралельнi прямiй





x = 2t− 3,

y = −t+ 7,

z = −2t+ 5;

в) описаного навколо двох сфер (x − 2)2 + (y − 1)2 + z2 = 25 i
x2 + y2 + z2 = 25.
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9.26. Скласти рiвняння конiчної поверхнi з вершиною в початку коор-
динат, якщо її напрямна визначається рiвняннями:

а)





x2

a2
+
y2

b2
= 1,

z = c;

б)






x2

a2
+
z2

c2
= 1,

y = b;

в)





y2

b2
+
z2

c2
= 1,

x = a;

г)





x2

a2
− y2

b2
= 1,

z = c;

д)






z2

c2
− x2

a2
= 1,

y = b;

е)





y2

b2
− z2

c2
= 1,

x = a;

є)

{
y2 = 2px,

z = c;

ж)

{
x2 = 2pz,

y = b;

з)

{
z2 = 2py,

x = a.

9.27. Скласти рiвняння круглого конуса з вершиною в початку коорди-
нат, якщо

а) вiсь Oz є вiссю симетрiї конуса, а точка M (3,−4, 7) лежить на його
поверхнi;

б) вiсь Oy є вiссю симетрiї конуса, а його твiрнi нахиленi до осi Oy пiд
кутом π/3;

в) його вiсь паралельна вектору ~u = {1, 1, 1} , а твiрнi утворюють з

вiссю кут arccos
1√
3
;

г) його твiрнi дотикаються сфери (x+ 2)2 + (y − 1)2 + (z − 3)2 = 9;

д) його напрямна задана рiвнянням

{
x2 − 2z + 1 = 0,

y − z + 1 = 0;

9.28. Скласти рiвняння конуса з вершиною в точцi S, якщо

а) S (0, 0, c) , а напрямна визначається рiвнянням





x2

a2
+
y2

b2
= 1,

z = 0;
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б) S (3,−1,−2) , а напрямна визначається рiвнянням
{
x2 + y2 − z2 = 1,

x− y + z = 0;

в) S (5, 0, 0) , а твiрнi дотикаються сфери x2 + y2 + z2 = 9;

г) S (1, 1, 1) , а твiрнi дотикаються сфери x2 + y2 + z2 = 2;

д) S (3, 0,−1) , а твiрнi дотикаються елiпсоїда
x2

6
+
y2

2
+
z2

3
= 1.

9.29. Довести, що рiвняння конiчної поверхнi з напрямною




x = ϕ(t),

y = ψ(t),

z = χ(t)

i вершиною в початку координат визначається рiвнянням




x = vϕ(u),

y = vψ(u),

z = vχ(u).

Елiпсоїди, гiперболоїди, параболоїди

9.30. Визначити, якi поверхнi заданi рiвняннями, зобразити їх в прямо-

кутнiй декартовiй системi координат:

а) 36x2 − 16y2 + 9z2 = 144;

б) x2 + 4y2 + 4z2 = 16;

в) x2 + 4y2 + 8z = 0;

г) 36x2 − 9y2 − 4z2 = 36;

д) 9x2 + 72y − 4z2 = 0;

е) (x+ 1)2 + 4y2 + 32z − 32 = 0;

є) 3x2 − 9(y − 1)2 + 4z2 + 36 = 0;
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ж) 4x2 − y2 + 8z + 8 = 0;

з) 9(x−1)2+36y2+4(z−2)2 = 36;

и) 3(x+3)2+9(y+1)2−4z2−36 = 0.

9.31. Визначити, якi поверхнi заданi рiвняннями, зобразити їх в прямо-
кутнiй декартовiй системi координат:

а) x2 + 2y2 − 4z2 − 6x+ 4y + 32z − 49 = 0;

б) x2 + 2y2 + 6x− 8y + 6z + 1 = 0;

в) 4x2 + 9y2 + 36z2 + 8x+ 36y − 72z + 40 = 0;

г) 2x2 + y2 − z2 + 16x− 2y + 4z + 17 = 0;

д) x2 − 2y2 + 6x+ 4y − 8z + 47 = 0;

е) 3x2 + 4y2 + 6z2 − 6x+ 16y − 36z + 49 = 0;

є) x2 + 2y2 − z2 + 2x− 4y + 2z + 1 = 0;

ж) 2x2 − 3y2 + 12x+ 12y − 12z − 42 = 0;

з) 4x2 + 16y2 − z2 − 8x+ 32y + 6z + 27 = 0;

и) 2x2 + 3y2 + 6x− 18y − 2z + 47 = 0.

9.32. Скласти рiвняння елiпсоїда, осi якого збiгаються з осями коорди-
нат, за умови, що елiпсоїд проходить через

а) елiпси





y2

16
+
z2

9
= 1,

x = 0
та





x2

4
+
y2

16
= 1,

z = 0;

б) елiпс






x2

8
+
y2

1
= 1,

z = 0
та точку M(2, 0, 1);
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в) елiпс





y2

25
+
z2

2
= 1,

x = 0
та коло

{
x2 + y2 = 25,

z = 0;

г) три точки M1(2, 2, 4),M2(2,−4,−2) i M3(0, 6, 0).

9.33. Скласти канонiчне рiвняння однопорожнинного гiперболоїда, який
проходить через

а) точку M(
√

5, 3, 2) i гiперболу





x2

5
− z2

4
= 1,

y = 0;

б) коло

{
x2 + y2 = 9,

z = 0
та гiперболу





x2

9
− z2

10
= 1,

y = 0.

9.34. Скласти канонiчне рiвняння двопорожнинного гiперболоїда, який
проходить через

а) точки M1(3, 1, 2), M2(2,
√

11, 3) та M3(6, 2,
√

15);

б) гiперболи





x2

4
− y2

9
= −1,

z = 0
та





y2

9
− z2

16
= 1,

x = 0.

9.35. Скласти канонiчне рiвняння елiптичного параболоїда, вершина

якого знаходиться в початку координат i який проходить через точки

а) M1(1,−2, 1) iM2(−3,−3, 2), за умови, що його вiсь збiгається з вiссю
Oy;

б) M1(1, 2, 1) i M2(2, 4, 0) за умови, що його вiсь збiгається з вiссю Ox.

9.36. Дослiдити перерiзи площинами, паралельними осям координат

(площинами вигляду x = α, y = β, z = γ), наступних поверхонь
другого порядку:
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а)
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1;

б)
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1;

в)
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1;

г)
x2

a2
+
y2

b2
= 2z;

д)
x2

a2
− y2

b2
= 2z.

9.37. а) Перерiзи поверхнi x2 + 2y2 − 3z2 = 1 площинами x = 0, x = 1
i x = 2 спроектовано на площину Oyz, зобразити проекцiї;

б) перерiзи поверхнi x2 + 2y2 − 3z2 = 0 площинами x = −1, x = 0 i

x = 1 спроектовано на площину Oyz, зобразити проекцiї;

в) перерiзи поверхнi 2x2 − y2 = 2z площинами x = −1, x = 0 i x = 1

спроектовано на площину Oyz, зобразити проекцiї;

г) перерiзи поверхнi 2x2 − y2 = 2z площинами y = −1, y = 0 i y = 1

спроектовано на площину Oxz, зобразити проекцiї;

д) перерiзи поверхнi 2x2 − y2 = 2z площинами z = −1, z = 0 i z = 1
спроектовано на площину Oxy, зобразити проекцiї.

9.38. а) Перерiзи поверхонь x2 + 2y2 − 3z2 = 1, x2 + 2y2 − 3z2 = 0,
x2 +2y2−3z2 = −1 площиною x = 0 спроектовано на площину Oyz,

зобразити проекцiї;

б) перерiзи тих самих поверхонь площиною z = 0 спроектовано на

площину Oxy, зобразити проекцiї.

9.39. Визначити, яка крива є перетином площини α i поверхнi другого
порядку Γ. Якщо перетином є елiпс або гiпербола, визначити пiвосi i

координати вершин, якщо парабола - параметр i координати вершини
параболи.

а) α : x− 2 = 0, Γ :
x2

16
+
y2

12
+
z2

4
= 1;
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б) α : z + 1 = 0, Γ :
x2

32
− y2

18
+
z2

2
= 1;

в) α : y + 6 = 0, Γ :
x2

5
− y2

4
= 6z.

9.40. Довести, що лiнiя перетину поверхнi другого порядку з площиною
є алгебраїчна лiнiя не вище другого порядку. Навести приклади, коли

це лiнiя першого порядку.

9.41. Визначити, при яких значеннях параметра λ площина x+ λz = 1
перетинає двопорожнинний гiперболоїд x2 + y2 − z2 = −1

а) по елiпсу; б) по гiперболi.

9.42. Визначити, при яких значеннях параметра λ площина x+ λy = 2
перетинає елiптичний параболоїд 3x2 + 2z2 = 6y

а) по елiпсу; б) по параболi.

9.43. Визначити, якi лiнiї заданi рiвняннями:

а)





x2

4
+
y2

9
− z2

36
= 1,

9x− 6y + 2z − 28 = 0;

б)






x2

12
+
y2

4
+
z2

3
= 1,

2x− 3y + 4z − 11 = 0;

в)





x2

2
− z2

3
= y,

3x− 3y + 4z + 2 = 0;

г)





x2

3
+
y2

6
= 2z,

3x− y + 6z − 14 = 0;

д)






x2

4
− y2

3
= 2z,

x− 2y + 2 = 0;

е)





x2

4
+
y2

9
− z2

36
= 1,

9x− 6y + 2z − 28 = 0;
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є)





x2

25
+
y2

16
− z2

4
= 1,

4x− 5y − 10z − 20 = 0;

ж)





x2

16
+
y2

16
− z2

4
= 1,

x = 2z;

з)





x2

9
− y2

4
= 2,

2x+ 3y − 6 = 0;

и)

{
x2 − 4y2 = z,

x+ 2y − 3 = 0;

i)




x2 +

y2

9
= 2z,

z − 4 = 0;

ї)

{
x2 + z2 = 2y,

z + 1 = 0.

9.44. а) Назвати типи поверхонь другого порядку, якi мають прямо-

лiнiйнi твiрнi;

б) чи може число прямолiнiйних твiрних, якi проходять через одну
точку поверхнi другого порядку дорiвнювати 0? 1? 2? 3?...Чи може

воно бути нескiнченним? Навести приклади.

9.45. Скласти рiвняння прямолiнiйних твiрних поверхнi другого поряд-

ку Γ, якi проходять через точку M, якщо

а) Γ : 4x2 − z2 = y, M (1, 3,−1) ;

б) Γ :
x2

9
+
y2

4
− z2

16
= 1, M (6, 2, 8) ;

в) Γ : 4x2 − y2 = 16z, M (2, 0, 1) .

9.46. Скласти рiвняння прямолiнiйних твiрних поверхнi другого поряд-

ку Γ, паралельних площинi α, якщо

а) Γ :
x2

4
+
y2

9
− z2

16
= 1, α : 6x+ 4y + 3z − 17 = 0;

б) Γ : x2 − 4y2 = 16z, α : 3x+ 2y + 4z = 0.
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9.47. Довести, що площина α перетинає поверхню другого порядку по
прямолiнiйним твiрним. Скласти рiвняння цих прямолiнiйних твiрних,

якщо

а) Γ : x2 − 4y2 = 2z, α : 2x− 12y − z + 16 = 0;

б) Γ :
x2

25
+
y2

16
− z2

4
= 1, α : 4x− 5y − 10z − 20 = 0.

9.48. Скласти рiвняння площини, яка

а) перетинає гiперболiчний параболоїд x2 − y2 = 2z по парi прямих i

проходить через точки M1 (1, 1, 1) i M2 (2, 0, 2) ;

б) перетинає однопорожнинний гiперболоїд
x2

36
+
y2

9
− z2

4
= 1 по парi

прямих i проходить через точку M (6,−3, 2) ;

в) перетинає гiперболiчний параболоїд x2 − y2 = 2z по парi прямих i

паралельна площинi x+ y + z − 1 = 0.

9.49. Визначити кут мiж прямолiнiйними твiрними гiперболiчного
параболоїда 9x2 − 4y2 = 36z, якi проходять через точку M (−2, 0, 1) .

9.50. Визначити кут мiж прямолiнiйними твiрними однопорожнинного
гiперболоїда x2 + y2 − z2 = 1, якi перетинаються в точцi, що належить

площинi z = λ, якщо

а) λ = 0; б) λ = 1; в) для довiльного λ.

9.51. Знайти множину точок поверхнi Γ, в яких перетинаються її
взаємно перпендикулярнi прямолiнiйнi твiрнi, якщо

а) Γ : x2 + y2 − z2 = 1; б) Γ : x2 − y2 = 2z; в) Γ : x2 − 4y2 = 2z.
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9.52. Довести, що прямолiнiйнi твiрнi однопорожнинного гiперболоїда

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1

проектуються на координатнi площини в дотичнi до вiдповiдних голов-

них перерiзiв.

9.53. Дослiдити, як розташованi (в координатних площинах) по вiдно-

шенню до головних перерiзiв проекцiї прямолiнiйних твiрних гiперболiч-
ного параболоїда

x2

a2
− y2

b2
= 2z.

9.54. Довести, що

а) проекцiї прямолiнiйних твiрних однопорожнинного гiперболоїда

x2 + y2 − z2 = 1 на площину Oxy дотикаються кола x2 + y2 = 1;

б) проекцiї прямолiнiйних твiрних гiперболiчного параболоїда

x2 − y2 = 2z на площину Oxz дотикаються параболи x2 = 2z.

9.55. Довести, що однопорожнинний гiперболоїд обертання може бути

описаний прямою, яка обертається навколо осi, що не лежить з нею в
однiй площинi.

9.56. Знайти геометричне мiсце точок, вiдношення вiдстаней вiд яких
до двох мимобiжних прямих є величина стала i дорiвнює λ.

9.57. Знайти геометричне мiсце фокусiв гiпербол, отриманих при пере-

тинi гiперболiчного параболоїда

x2

a2
− y2

b2
= 2z

площинами, паралельними площинi Oxy.
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9.58. По якiй лiнiї перетинаються однопорожнинний гiперболоїд

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1, a > b,

i сфера x2 + y2 + z2 = a2?

9.59. По якiй лiнiї перетинаються однопорожнинний гiперболоїд обер-

тання x2 + y2 − z2 = a2 i гiперболiчний параболоїд x2 − y2 = 2az?

9.60. По якiй лiнiї перетинаються елiптичний параболоїд
x2

a2
+
y2

b2
= 2z,

a > b > 0, i сфера x2 + y2 + z2 = 2a2z?

9.61. По якiй лiнiї перетинаються два елiпсоїда
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 i

x2

b2
+
y2

a2
+
z2

c2
= 1, де a > b?

9.62. Написати рiвняння поверхнi, яка складається з прямих, по яких
перетинаються взаємно перпендикулярнi площини, якi проходять через

двi заданi прямi.
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Вiдповiдi.
1.1. a) 26; б) −38; в) 7; г) 1; д) 0; е) −8 + 2i; є) 2α; ж) 0;

з) sin(α+ β) sin(α− β).
1.2. a) 1; б) 4; в) 0; г) −10; д) −2α; е) 4α.

1.3. a) adf ; б) −2abd; в) −2a2.
1.4. a) 144; б) 72; в) 10; г) −4α3; д) 1; е) sin(β − α); є)

4 sinα sin2 (α/2) ; ж) αmn; з) (x − y)(y − z)(x − z); и) α(x − z)(y −
z)(y − x); i) 0; ї) 0.

1.6. a) λ1,2 = −1, λ3 = 3; б) λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = 2; в) x1 =

2, x2 = 3; г) x1 = 0, x2 = −2.
1.8. 1,−1, 0.

1.9. 4.
1.10. 2.

1.11. Знак визначника змiниться на протилежний.
1.12. Змiниться на комплексно спряжене число.
1.13. a) не змiниться; б) не змiниться.

1.14. a) f(λ) = λ2 − Aλ + B, де A = a1 + b2, B =

∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ ; б)

f(λ) = −
(
λ3 − Aλ2 + Bλ− C

)
, де A = a1 + b2 + c3, B =

∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
b2 b3
c2 c3

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
a1 a3

c1 c3

∣∣∣∣ , C =

∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
.

1.15. a) 21; б) −5; в) 0; г) 8; д) 0; е) 20.

1.17. 0.
1.18. a) 1; б) −4; в) −12.
1.19. a) x = 2, y = −3; б) x = −20/7, y = −11/7; в)

x = −17/9, y = 8/3; г) система має безлiч розв’язкiв: x = t, y =
5t− 7

2
, t ∈ R; д) система несумiсна; е) система має безлiч розв’язкiв:

x = −3t, y = t, t ∈ R.
1.20. a) x = 1, y = −2, z = 4; б) x = −3, y = −1, z = 5; в)

x = 2, y = 1, z = −1; г) x = −1, y = 6, z = 2; д) система має безлiч
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розв’язкiв: x =
3 − t

2
, y = t, z =

3t− 1

2
t ∈ R; е) система несумiсна;

є) система несумiсна; ж) система має безлiч розв’язкiв: x = −13

12
− 2t,

y = t, z = − 5

12
t ∈ R.

1.21. a) якщо a 6= −2, тодi система має єдиний розв’язок: x = −2,

y = −1; якщо a = −2, тодi система має безлiч розв’язкiв: x =
1 + 5t

2
,

y = t, t ∈ R; б) якщо a 6= −7, тодi система має єдиний розв’язок:

x =
14b− 13

a+ 7
, y =

1 + 2a− 2ab

a+ 7
; якщо a = −7, b =

13

14
, тодi система має

безлiч розв’язкiв: x = t − 1

7
, y = t, t ∈ R; якщо a = −7, b 6= 13

14
, тодi

система несумiсна; в) якщо a 6= ±4, тодi система має єдиний розв’язок:

x =
3a− 16b+ 8

a2 − 16
, y =

2ab− a+ 6

a2 − 16
; якщо a = 4, b = −1

4
, тодi система

має безлiч розв’язкiв: x = 2t +
3

4
, y = t, t ∈ R; якщо a = −4, b =

5

4
,

тодi система має безлiч розв’язкiв: x = −2t − 3

4
, y = t, t ∈ R; якщо

a = 4, b 6= −1

4
або a = −4, b 6= 5

4
тодi система несумiсна; г) якщо

a 6= 0 i b 6= −5, тодi система має єдиний розв’язок: x =
5 − 2ab− 5b

a (5 + b)
,

y = −2a+ 6

5 + b
; якщо a = 0, b = 1, тодi система має безлiч розв’язкiв: x = t,

y = −1, t ∈ R; якщо a = −3, b = −5, тодi система має безлiч розв’язкiв:

x =
5t− 1

3
, y = t, t ∈ R; якщо a = 0, b 6= 1 або a 6= −3, b = −5, тодi

система несумiсна;д) якщо a 6= −11, тодi система має єдиний розв’язок:

x =
138 − 2a+ 4ab+ 12b

44 + 4a
, y =

b− 5

11 + a
, z =

3a− 4ab− 10b− 137

44 + 4a
; якщо

a = −11, b = 5, тодi система має безлiч розв’язкiв: x =
9

2
− 8t, y = t,

z =
34t− 17

4
, t ∈ R; якщо a = −11, b 6= 5, тодi система несумiсна;

е) якщо a 6= −1, тодi система має єдиний розв’язок: x =
−3b− 10

1 + a
,
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y =
12a+ 4ab− 5b− 6

5 + 5a
, z =

4a+ 3ab+ 15b+ 28

10 + 10a
; якщо a = −1, b = −2,

тодi система має безлiч розв’язкiв: x = −5t+ 1

2
, y =

1 − 3t

2
, z = t, t ∈ R;

якщо a = −1, b 6= −2, тодi система несумiсна; є) якщо a 6= 1 i a 6= −2,

тодi система має єдиний розв’язок: x = y = z =
1

a+ 2
; якщо a = 1, тодi

система має безлiч розв’язкiв: x = 1 − t1 − t2, y = t1, z = t2, t1, t2 ∈ R;
якщо a = −2, тодi система несумiсна; ж) якщо a 6= 0 i a 6= −3, тодi

система має єдиний розв’язок: x = 2−a2, y = 2a−1, z = a3 +2a2−a−1;
якщо a = 0, тодi система має безлiч розв’язкiв: x = −t1 − t2, y = t1,

z = t2, t1, t2 ∈ R; якщо a = −3, тодi система має безлiч розв’язкiв: x =
y = z = t, t ∈ R; з) якщо a 6= b i b 6= c i a 6= c тодi система має єдиний

розв’язок: x =
(b− d) (c− d)

(b− a) (c− a)
, y =

(d− a) (d− c)

(b− a) (b− c)
, z =

(d− a) (d− b)

(c− a) (c− b)
;

якщо a = d 6= b = c, тодi система має безлiч розв’язкiв: x = 1, y = −t,
z = t, t ∈ R; якщо a = c 6= b = d, тодi система має безлiч розв’язкiв:

x = −t, y = 1, z = t, t ∈ R; якщо a = b 6= c = d, тодi система має безлiч
розв’язкiв: x = −t, y = t, z = 1, t ∈ R; якщо a = b = c = d, тодi система

має безлiч розв’язкiв: x = 1 − t1 − t2, y = t1, z = t2, t1, t2 ∈ R; якщо
a = b = c 6= d або серед параметрiв a, b, c два рiзнi, а d не дорiвнює

жодному з них, тодi система несумiсна.
1.22. наприклад, a) x = y = z = 0; б) x = y = 0, z = 1.
2.1. a) {4, 3, 4}; б) {9, 3, 1}; в) {0, 0, 2}; г) {15, 7,−1}.
2.2. {

√
2, 1, 1}; {

√
2,−1, 1}.

2.3. {1, 1, 1}, {−1,−1,−1}.
2.5. a) ~a,~b,~c лiнiйно незалежнi; б) ~a,~b,~c лiнiйно залежнi, ~c =

1

2
~a+

2

3
~b; в) ~a,~b,~c лiнiйно залежнi, але ~c не може бути представлений як

лiнiйна комбiнацiя векторiв ~a i ~b.
2.6. α = 2, β = 3, γ = 5.

2.7. ~l = {1, 1, 1}; ~m = {0, 2, 0};~n = {0, 1, 1}.
2.8. β/α.

2.9. ~r3 = (n~r1 +m~r2)/(m+ n); ~r4 = (n~r1 −m~r2)/(n−m);
2.10. а) {−3, 16}; б) {9,−20}.
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2.11. D(x1 − x2 + x3, y1 − y2 + y3).
2.12. ~rC = ~r2 + ~r3 − ~r1; ~rB1

= ~r2 + ~r4 − ~r1; ~rD1
= ~r3 + ~r4 − ~r1; ~rC1

=

~r2 + ~r3 + ~r4 − 2~r1
2.14. Точка перетину медiан трикутника, ззовнi площини

трикутника таких точок немає.
2.15.

−−→
BD = {−1, 1}, −→CO = {−1/2,−1/2}, −−→KD = {−1, 1/2},

2.17.
−−→
BC = {1, 1}, −−→CD = {0, 1}, −−→DE = {−1, 0}, −→EF = {−1,−1},−−→

BD = {1, 2}, −→CF = {−2, 0}, −−→CE = {−1, 1},
2.18. a)

−→
AB = {−1, 1, 0}, −−→BC = {0,−1, 1}, −→AC = {−1, 0, 1}; б)−−→

KL = {−1/2, 1/2, 0}, −→
PQ = {−1/2, 1/2, 0}, −−→

NC = {1/2, 1/2,−1},−−→
MP = {1/2, 0, 0}, −−→KQ = {−1/2, 1/2, 1/2}; в)

−→
OS = {1/3, 1/3, 1/3},−−→

KS = {−1/6, 1/3, 1/3}.
2.19. C(1, 1, 0), B1(1, 0, 1), C1(1, 1, 1), K(1/2, 0, 1), L(1, 1, 1/2),

M(1/2, 1/2, 1), N(1/2, 0, 1/2), O(1/2, 1/2, 1/2).

3.1. a) 9; б) 8; в) {7,−5,−5} ; г) {−13, 7,−1} ; д) −1; е) −56;

є) π/2; ж) arccos
1√
7
; з)

√
19; и)

1√
3
; i)

√
7√
3
; ї)

2

7
.

3.2. a) −4; б) 5; в) {−19, 9, 5} ; г) {−13, 12,−7} ; д) 38; е)

−36; є) π−arccos
3√
110

; ж)arccos
13

7
√

51
; з) − 2√

3
; и) − 6√

29
; i)

12√
17

;

ї) −39

7
.

3.4. −3/2.

3.5. α−1

{
|~c|2 −

(
~b,~c
)
,
∣∣∣~b
∣∣∣
2

−
(
~b,~c
)}

, де α = |~b|2 + |~c|2 − 2
(
~b,~c
)
.

3.6. {2/3,−11/15,−2/15}.
3.7. α~a, де α =

(
~a,~b
)
/
(
~a,~a
)
.

3.8. а) {2,−2, 4} i {0, 0, 0}; б) {2/3,−2/3, 4/3} i {1/3, 5/3, 2/3}; в)

{0, 0, 0} i {4, 0,−2}
3.9. ~x = α~a, ~y = ~b− α~a, де α =

(
~a,~b
)
/
(
~a,~a
)
.

3.10. ~b = ~a− α~n, де α = (~a, ~n) / (~n, ~n) .
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3.11. ~x =
(
α~a+ β~b

)
/δ, де α =

∣∣∣∣∣∣

(~a,~c)
(
~a,~b
)

(
~b,~c
) (

~b,~b
)

∣∣∣∣∣∣
, β =

∣∣∣∣∣
(~a,~a) (~a,~c)(
~a,~b
) (

~b,~c
)
∣∣∣∣∣ ,

δ =

∣∣∣∣∣∣

(~a,~a)
(
~a,~b
)

(
~a,~b
) (

~b,~b
)

∣∣∣∣∣∣
.

3.12.
3

2
~a.

3.13. ~x =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~a
(
~a,~b
)

(~a,~c)

~b
(
~b,~b
) (

~b,~c
)

~c
(
~c,~b
)

(~c,~c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(~a,~c)
(
~a,~b
)

(~a,~c)(
~b,~c
) (

~b,~b
) (

~b,~c
)

(~c,~c)
(
~c,~b
)

(~c,~c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1

.

3.14. |AB| = 6, |AC| = 4
√

3, |BC| = 2
√

3,∠A =
π

6
,∠B =

π

2
,∠C =

π

3
.

3.15. Довжини сторiн 3 i 5, гострий кут arccos (4/5) .

3.16. |AC1|2 = |~a|2 +
∣∣∣~b
∣∣∣
2

+ |~c|2 + 2 |~a|
∣∣∣~b
∣∣∣ cos γ + 2

∣∣∣~b
∣∣∣ |~c| cosα +

2 |~c| |~a| cosβ.
3.17. а) [~e1, ~e2] = ~e3, [~e2, ~e3] = ~e1, [~e3, ~e1] = ~e2; б)[~e1, ~e2] = −~e3,

[~e2, ~e3] = −~e1, [~e3, ~e1] = −~e2; в) [~e1, ~e2] =
|~e1| · |~e2|

|~e3|
~e3, [~e2, ~e3] =

|~e2| · |~e3|
|~e1|

~e1, [~e3, ~e1] =
|~e3| · |~e1|

|~e2|
~e2.

3.18. а) {5, 9,−16} ; б){−6, 1, 2} ; в) {−16, 14,−13} ;
г){22, 15,−3} ; д) {20, 11,−3} ; е){6, 21, 19} .

3.19. а)
√

3/2 кв.од.; б)
√

30 кв.од.; в)
√

11 кв.од.; г)
√

35/2
кв.од.

3.20. а) 25
√

2; б) 30; в) 36
√

3.

3.21. BH =

∣∣∣
[
~a,~b
]∣∣∣

∣∣∣~b
∣∣∣

.

3.22. а)
√

6; б)
√

2; в)
√

3; г) 13/
√

10.

3.23. ~a i ~b колiнеарнi.
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3.24. Або ~a = ~b = ~c = ~0 або ~a,~b,~c є правим ортонормованим
базисом.

3.26. а) {3, 2, 0} ; б){−3, 3, 6} ; в) {25, 10,−15} ; г){6,−3, 6} ;
д)
{
−4

√
2, 3

√
2, 5

√
2
}
.

3.27. {±1,±2,∓2} .
3.29. Або ~b ⊥ ~a i ~b ⊥ ~c або ~a i ~c колiнеарнi.

3.32. а) 0; б) −23; в) 2; г) 6.
3.33. а) так; б) так; в) так; г) нi.

3.34. а) права; б) лiва; в) лiва; г) права.
3.35. а) компланарнi, коли λ = 1; права трiйка, коли λ > 1; лiва

трiйка, коли λ < 1; б) компланарнi, коли λ = −1; права трiйка, коли

λ > −1; лiва трiйка, коли λ < −1; в) компланарнi, коли λ = −5; права
трiйка, коли λ < −5; лiва трiйка, коли λ > −5; г) компланарнi, коли

λ = 1; права трiйка, коли λ < 1; лiва трiйка, коли λ > 1.

3.36. а)
(
~a,~b,~c

)
/2; б)

(
~a,~b,~c

)
/6.

3.37. а) 18 куб.од.; б) 2 куб.од.; в) 19 куб.од.; г) 5 куб.од.

3.38. а) 1 куб.од.; б) 6 куб.од.; в) 8/3 куб.од.; г) 35/6 куб.од.
3.39. а) так; б) так; в) нi; г) так.

3.40. DH =

∣∣∣
(
~a,~b,~c

)∣∣∣
∣∣∣
[
~a,~b
]∣∣∣

.

3.41. а) 4/3; б)
√

2; в) 4/
√

3; г)
√

6.
3.42. так.

3.43. λ = 3 або λ = −4.
4.1. a) ~u1 6 ‖ ~u2; б) ~u1‖ ~u2 i ~r1 −~r2 6 ‖ ~u1 (або ~u2); в) ~u1‖ ~u2‖ ~r1 −~r2.
4.2. a) arccos

|(~u1, ~u2)|
|~u1| |~u2|

; б) arccos
|(~n1, ~n2)|
|~n1| |~n2|

.

4.3. ~r0 +
D − (~r0, ~n)

(~u, ~n)
~u.

4.4. a) ~r0 +
D − (~r0, ~n)

|~n|2
~n; б) ~r0 + 2

D − (~r0, ~n)

|~n|2
~n.

4.5. a)
|(~r0, ~n) −D|

|~n| ; б)
|(~r0 − ~r1, ~u)|

|~u| .
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4.6. a)
(
~r,~a,~b

)
=
(
~r0,~a,~b

)
; б) [~r, ~u] = [~r0, ~u] ; в) ~r =

[~u,~a]

|~u|2
+ ~ut;

г) [~r, [~n1, ~n2]] = D2~n1 − D1~n2; д) ~r =
[~u,D2~n1 −D1~n2]

|~u|2
+ ~ut, де ~u =

[~n1, ~n2] .

4.7. a) [~n1, ~n2] 6= ~0; б) [~n1, ~n2] = ~0 i D2~n1 6= D1~n2; в) [~n1, ~n2] = ~0 i
D2~n1 = D1~n2.

4.8. a)
(
~u1, ~u2,~b

)
= 0 i [~u1, ~u2] 6= ~0; б) [~u1, ~u2] = ~0 i

[
~u1,~b

]
6= 0;

в) [~u1, ~u2] = ~0 i
[
~u1,~b

]
= 0; г)

(
~u1, ~u2,~b

)
6= 0, де ~b = [~u2,~a2] |~u1|2 −

[~u1,~a1] |~u2|2 .
4.9. a) (~u, ~n) 6= 0; б) (~u, ~n) = 0 i (~r0, ~n) 6= D; в) (~u, ~n) = 0 i

(~r0, ~n) = D.

4.10. a) ~r0 +
D − (~r0, ~n)

(~u, ~n)
~u; б)

[~u,~a]

|~u|2
+
D |~u|2 − (~u,~a, ~n)

|~u|2 (~u, ~n)
~u.

4.11. a) ~r = ~r0 + ~nt; б) (~r − ~r0, ~u) = 0.

4.12.
(
~r, ~r1 |~u|2 − [~u,~a] , ~u

)
= ([~u,~a] , ~r1, ~u) .

4.13. a) ~r0 +
D − (~r0, ~n)

|~n|2
~n; б) ~r0 + 2

D − (~r0, ~n)

|~n|2
~n.

4.14. a) ~r1 +
(~r0 − ~r1, ~u)

|~u|2
~u; б) 2~r1 − ~r0 + 2

(~r0 − ~r1, ~u)

|~u|2
~u.

4.15.

a)

{
(~r, ~n) = D,

(~r − ~r0, ~u, ~n) = 0;

б)

{
(~r − ~r0, ~r1 − ~r0, ~u) = 0,

(~r − ~r0, ~u) = 0;

в)

{
(~r − ~r0, ~r1 − ~r0, ~u1) = 0,

(~r − ~r0, ~r2 − ~r0, ~u2) = 0;

г)

{
(~r − ~r1, ~u1, [~u1, ~u2]) = 0,

(~r − ~r2, ~u2, [~u1, ~u2]) = 0.

4.16. a)
|(~r0, ~n) −D|

|~n| ; б)

∣∣∣
(
~r1 − ~r2,~a,~b

)∣∣∣
∣∣∣
[
~a,~b
]∣∣∣

; в)
|D1 −D2|

|~n| ; г)

|[~r0 − ~r1, ~u]|
|~u| ; д)

|D2~n1 −D1~n2 − [~r1, [~n1, ~n2]]|
|[~n1, ~n2]|

; е)
|[~r1 − ~r2, ~u]|

|~u| ; є)
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|~a1 − ~a2|
|~u| ; ж)

|(~u1,~a2) + (~u2,~a1)|
|[~u1, ~u2]|

.

4.17. ~r0 +
D − (~r0, ~n) ± ρ |~n|

(~u, ~n)
~u.

5.1. a) (1) : 2x−3y−13 = 0, (2) : 3x+2y = 0; б) (1) : 5x−y−7 = 0,

(2) : x+ 5y + 9 = 0; в) (1) : −3x+ y + 13 = 0, (2) : x+ 3y − 1 = 0.
5.2. a) Q (−2,−1) , R (2,−6) ; б) Q (3, 1) , R (11,−11) ; в)

Q (−12, 5) , R (−16,−2) ; г) Q (9,−7) , R (10,−5) ;
5.3. 5x+ 7y − 11 = 0.

5.4. x− 3y − 7 = 0; 2x+ 5y − 3 = 0.
5.5. 3x− 5y + 9 = 0; x− y + 3 = 0; x− 3y + 11 = 0.
5.6. x− y − 7 = 0; x− 2y = 0.

5.7. 5x− 12y + 36 = 0(BC); 9x+ 12y + 20 = 0(CD).
5.8. 2x+ 3y − 13 = 0.

5.9. 4x+ y − 3 = 0.
5.10. 3x− 4y + 12 = 0.

5.11. (3, 4) .
5.12. (2, 4) .

5.13. x− y + 2 = 0.
5.14. (35/9, 8/9) .
5.15. 3x− 2y + 11 = 0; 2x+ y − 9 = 0; x+ 4y − 1 = 0.

5.16. a) δ =

∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ 6= 0; б) δ = 0 i один з визначникiв δ1 =
∣∣∣∣
A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣ або δ2 =

∣∣∣∣
B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣ не дорiвнюють 0; в) δ = δ1 = δ2 = 0.

5.17. a) перетинаються в точцi (5/7,−3/7) ; б) збiгаються; в)
паралельнi; г) перетинаються в точцi (5,−1) ; д) паралельнi; е)

збiгаються.

5.18. a) чотири визначника δ1 =

∣∣∣∣
A2 B2

A3 B3

∣∣∣∣ , δ2 =

∣∣∣∣
A3 B3

A1 B1

∣∣∣∣ , δ3 =

∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ i ∆ =

∣∣∣∣∣∣

A1 B1 C1

A2 B2 C2

A3 B3 C3

∣∣∣∣∣∣
не дорiвнюють 0; б) ∆ = 0 i хоча б
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один з визначникiв δ1, δ2 або δ3 не дорiвнює 0.
5.19. a) прямi утворюють трикутник; б) прямi мають одну спiльну

точку (−32/11, 4/11) ; в) перша i третя прямi паралельнi, третя їх
перетинає; г) прямi попарно паралельнi.

5.20. x− 5y + 3 = 0; 5x+ y − 11 = 0.
5.21. Сторони квадрата: 4x+3y+1 = 0; 3x−4y+32 = 0; 4x+3y−24 =

0; 3x− 4y + 7 = 0. Iнша дiагональ: x+ 7y − 31 = 0.

5.22. 5x− 12y + 62 = 0; x− 2 = 0.
5.23. x+3 = 0(AC); 2x−11y+28 = 0(BC) або 3x−4y+17 = 0(AC);

2x+ y + 4 = 0(BC).
5.24. 29x− 2y + 33 = 0.

5.25. 3x+ y + 16 = 0.
5.26. (2,−4) .

5.27. 4x− 3y + 10 = 0; 7x+ y − 20 = 0; 3x+ 4y − 5 = 0.
5.28. 4x+ 7y − 1 = 0; y − 3 = 0; 4x+ 3y − 5 = 0.
5.29. a) x − 3y + 2z − 8 = 0; б) x − 1 = 0; в) y + 1 = 0; г)

z − 2 = 0; д) x = 1 − u+ v, y = −1 + u+ 2v, z = 2 + 7u+ 3v.
5.30. x− 3z + 4 = 0; 2x− 4y + 5z + 9 = 0; 6x+ y + z + 2 = 0.

5.31. a) 2x + 2y − z − 12 = 0; б) x − y − 3z + 4 = 0; в) 2x +
3y − 5z − 5 = 0; г) 2x + 5y + 3z − 9 = 0; д) 3x − 7y − 6z + 2 = 0; е)

4x+ 3y + z − 10 = 0.
5.32. a) z− 3 = 0; б) y− 2 = 0; в) x− 1 = 0; г) 3y− 2z = 0; д)

3x− z = 0; е) 2x− y = 0.
5.33. a) z − 3 = 0; б) y + 2 = 0; в) x + 5 = 0; г) 2y + z = 0; д)

3x+ z = 0; е) 4x+ 3y = 0; є) y + 4z + 10 = 0; ж) x− z − 1 = 0; з)

5x+ y − 13 = 0.
5.34. a) 2y−z+1 = 0; б) 6x+y−10z+25 = 0; в) 4x−12y+3z−12 =

0; г) x− 2 = 0; д) три точки лежать на однiй прямiй i не визначають
однозначно площину; е) 3x+ 3y + z − 8 = 0.

5.35. 4x+y−3z+5 = 0; 10x+y−3z+11 = 0; 20x+5y+3z−29 = 0;
x− 2y − 3z + 8 = 0.

5.36. a) 7x−y−5z = 0; б) x+2z−4 = 0; в) 5x−10y−3z−3 = 0;

г) 4x− y − 2z− 9 = 0; д) 5y+ 13z− 60 = 0; е) 3x+ 5y− 4z + 25 = 0.
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6.1. a)
x− 1

4
=

y − 3

−3
=

z − 1

1
; б)

x− 1

3
=

y − 3

4
=

z − 1

21
; в)

x− 1

5
=
y − 3

3
=
z − 1

15
; г)

x− 1

0
=
y − 3

0
=
z − 1

1
; д)

x− 1

0
=
y − 3

−1
=

z − 1

0
; e)

x− 1

1
=
y − 3

0
=
z − 1

0
.

6.2. a)






x = 1 + 3t,

y = 3 − t,

z = −1 + 2t;

б)






x = 3 + t,

y = 2 − t,

z = 5;

в)





x = −1 + 6t,

y = 1,

z = 2;

г)





x = 2 − 5t,

y = −1 + t,

z = −2 − 2t.

6.3. a)
x− 1

1
=

y + 1

−3
=

z − 2

2
; б)

x− 1

1
=

y + 1

0
=

z − 2

0
; в)

x− 1

0
=
y + 1

1
=
z − 2

0
; г)

x− 1

0
=
y + 1

0
=
z − 2

1
; д)

x− 1

11
=
y + 1

−10
=

z − 2

3
.

6.4. a) 4x−3y+z+4 = 0; б) 3x+4y+21z−36 = 0; в) z−1 = 0;
г) y − 3 = 0; д) x− 1 = 0.

6.5. a) y−z+1 = 0; б) 3x+y−6z+11 = 0; в) 4x−2y−9z−5 = 0;
г) 4x−3y−8z+1 = 0; д) −5x+4y−z+1 = 0; e) −2x+y+4z−5 = 0;

є) −x+8y−10z+9 = 0; ж) x+4y−z+4 = 0; з) −5x+2y+6z+1 = 0.

6.6. a)





x = 0,

y = 3t,

z = 1 − t;

б)





x = 0,

y = −3 + 4t,

z = t.

6.7. a)





x = −5 − 4t,

y = −3 + 5t,

z = −3 + 2t;

б)





x = −10

3
− 13t,

y =
14

3
+ 11t,

z = 3t.

6.8.
x+ 1

2
=
y − 2

−3
=
z + 3

6
.
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6.9. a)

{
5x− 6y + 7z = 0,

x− 3y + 2z = 0;
б)

{
2x− y + z = 0,

25x+ 12y − 20z = 0.

6.10.
x− 3

5
=
y + 2

−6
=
z + 4

9
.

6.11.
x+ 3

8
=
y + 1

−3
=
z − 2

−4
.

6.12. a)

{
13x− 12y + 11z + 36 = 0,

x− 2y + z + 4 = 0;

б)

{
x− y − z + 1 = 0,

8x+ 14y + 19z + 13 = 0.

6.13.

{
2x− 3y + 5z + 21 = 0,

x− y − z − 17 = 0.

6.14. a) A1 (0,−1, 1) , A2 (−3,−1, 1) ; б) A1 (3, 0, 1) , A2 (3, 1, 1) ; в)

A1 (3,−1, 0) , A2 (3,−1,−1) ;
г) A1 (2,−3,−1) , A2 (1,−5,−3) ; д) A1 (1,−4,−5) , A2 (−1,−7,−11) ;
e) A1 (−1, 1,−5) , A2 (−5, 3,−11) .

6.15. a) A1 (2,−3,−2) , A2 (1,−2, 2) ; б) A1 (−1,−2, 4) ,
A2 (1,−6, 3) ; в) A1 (2,−3,−5) , A2 (1,−2,−8) .

6.16. a)

{
x+ 5y − z − 25 = 0,

17x− 7y − 18z + 35 = 0;

б)

{
x + 5y − z − 25 = 0,

7x− y + 2z + 8 = 0;
в) єдина точка (0, 5, 0) .

6.17.
x+ 5

−11
=
y − 2

7
=
z − 4

8
.

6.18. a) A1 (3,−2, 4) , A2 (4,−3, 5) ; б) A1 (3,−1, 4) , A2 (2,−3, 2) .

6.19. a) (1) : 3, (2) : A1 (4,−3, 1) , A2 (6,−5, 2) ,
x− 2

2
=

y + 1

−2
=

z

1
; б) (1) :

5

3

√
2, (2) : A1 (31/9,−4/9,−16/9) , A2 (44/9,−1/9,−32/9) ,

x− 2

13
=

y + 1

5
=

z

−16
; в) (1) :

3
√

3√
7
, (2) : A1 (3/7,−15/7,−2/7) ,
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A2 (−8/7,−23/7,−4/7) ,
x− 2

11
=
y + 1

8
=
z

2
.

6.20. a)

√
26

7
; б)

√
62; в)

1√
59
.

6.21. a)

{
5x+ 4y − z − 24 = 0,

4x− y + 2z − 43 = 0,

√
14;

б)

{
2x− 5y + 8z − 9 = 0,

x− z + 8 = 0,
3
√

6;

в)

{
3x− 2y − z − 6 = 0,

5x+ 34y − 11z − 38 = 0,
2
√

21.

6.22. a)

{
y − 3 = 0,

z − 2 = 0
або

{
x− 1 = 0,

z − 2 = 0;

б)

{
2x− y + 1 = 0,

z − 2 = 0
або

{
x− 2y + 5 = 0,

z − 2 = 0.

6.23. a) 2x+y+z−1 = 0 або 14x+13y−11z−1 = 0; б) x−z+4 = 0
або x+ 20y + 7z − 12 = 0.

7.1. a) δ = −6, d = 6, в однiй; б) δ = d = 6, в рiзних; в) δ =

−3, d = 3, в однiй; г) δ = d =

√
5

2
√

2
, в рiзних; д) δ = d =

1√
34
, в

рiзних; е) δ = −5
√

5√
13
, d =

5
√

5√
13
, в однiй.

7.2. a) 1/2 кв. од.; б) 2/13 кв. од.
7.3. a) 6 кв. од.; б) 3/17 кв. од.

7.4. a) (7, 6) , (−3,−2/3) ; б) (3, 5) , (−37, 45) .
7.5. a) перетинає; б) перетинає за точку A; в) перетинає за точку

A; г) перетинає; д) перетинає; е) перетинає за точку B; є) точка B
належить γ.

7.6. точка лежить в ∆, якщо (Ax0 + By0 + C1) (Ax0 +By0 + C2) <
0; точка лежить в ∆1, якщо (C1 − C2) (Ax0 + By0 + C1) < 0; точка
лежить в ∆2, якщо (C2 − C1) (Ax0 +By0 + C2) < 0.

7.7. a) A ∈ ∆2; б) A ∈ ∆; в) A ∈ ∆1.
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7.8. a) є опуклим; б) не є опуклим.

7.9.
|C2 − C1|√
A2 + B2

.

7.10. a)
11

2
√

2
; б)

10√
26

; в)
9√
10

; г)
7

2
√

5
; д)

4

5
; е)

4√
5
.

7.11. a) 5/2 кв. од.; б) 8/45 кв. од.
7.12. Двi паралельнi прямi Ax+By ± d

√
A2 + B2 = 0.

7.13. Двi прямi, паралельнi γ : a)

[
x+ 2y + 3 = 0,

x+ 2y − 17 = 0;

б)

[
3x− 9y + 25 = 0,

3x− 9y − 35 = 0.

7.14. Якщо k 6= 1, чотири паралельнi прямiAx+By+C̃i = 0, i = 1, 4,

де C̃1,2 =
C1 ± kC2

1 ± k
, C̃3,4 =

kC1 ± C2

1 ± k
; якщо k = 1, пряма Ax + By +

C1 + C2

2
= 0.

7.15. Пряма, паралельна γ1, γ2 : a) 15x−3y+8 = 0; б) 16x−28y+
11 = 0.

7.16. Чотири прямi, паралельнi γ1, γ2 :

a)




6x− 2y + 1 = 0,

12x− 4y − 5 = 0,

18x− 6y + 5 = 0,

36x− 12y + 11 = 0;

б)




x− 2y + 2 = 0,

3x− 6y − 8 = 0,

4x− 8y + 1 = 0,

12x− 24y − 11 = 0.
7.17. (C2 − C1) (C2 − C3) < 0. За цiєї умови γ2 дiлить вiдстань мiж

γ1 i γ3 у вiдношеннi
C2 − C1

C3 − C2
.

7.18. a) γ1 лежить мiж γ2 i γ3 i дiлить вiдстань мiж ними у

вiдношеннi 5/8; б) γ3 лежить мiж γ1 i γ2 i дiлить вiдстань мiж ними
у вiдношеннi 33/62.

7.19. в одному, якщо k1 > 0 i k2 > 0, в протилежних, якщо

k1 < 0 i k2 < 0, в сумiжних, якщо k1k2 < 0, де ki =
(Aix1 + Biy1 + Ci) (Aix2 +Biy2 + Ci) , i = 1, 2.

7.20. a) в сумiжних; б) в одному; в) в протилежних; г) в
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сумiжних.

7.21. cosϕ = k
A1A2 +B1B2√

A2
1 + B2

1

√
A2

2 + B2
2

, де k =

− sign (A1x0 + B1y0 + C1) (A2x0 +B2y0 + C2) .

7.22. a) ϕ =
π

4
; б) ϕ = arccos

1√
10

; в) ϕ = π − arccos
17

5
√

13
.

7.23. Кожне з чисел δi (Aix0 + Biy0 + Ci) , i = 1, 3 має той самий
знак, що i ∆ (позначення δ1, δ2, δ3,∆ див. у вiдповiдi до задачi 5.18).

7.24. a) всерединi трикутника; б) ззовнi трикутника; в) ззовнi

трикутника; г) всерединi трикутника.

7.25.
A1x+ B1y + C1√

A2
1 + B2

1

= ±A2x+ B2y + C2√
A2

2 + B2
2

.

7.26. a) 4x − 4y + 3 = 0, 2x + 2y − 7 = 0; б) 14x − 8y − 3 =
0, 64x+ 112y − 23 = 0; в) 3

(√
5 ± 4

)
x− 3

(
2
√

5 ± 3
)
y − 7

√
5 ± 6 = 0;

г)
(
4
√

10 ± 6
√

13
)
x−

(
6
√

10 ± 2
√

13
)
y + 12

√
10 ∓ 9

√
13 = 0.

7.27.
A1x+ B1y + C1√

A2
1 + B2

1

= k
A2x+ B2y + C2√

A2
2 + B2

2

,

де k = − sign (A1A2 + B1B2) .

7.28. a) 16x+48y+7 = 0; б)
(
2
√

5 + 3
)
x+
(√

5 + 4
)
y−2

√
5−5 = 0.

7.29. a) 4x+4y+7 = 0; б) 2
(√

13 + 2
)
x+4

(√
13 − 8

)
y−

√
13+8 =

0.

7.30.
A1x+ B1y + C1√

A2
1 + B2

1

= k
A2x+ B2y + C2√

A2
2 + B2

2

,

де k = sign (A1x0 + B1y0 + C1) (A2x0 +B2y0 + C2) .
7.31. a) 16x−7y+8 = 0; б) 10x+10y−9 = 0; в) 9x−9y−10 = 0;

г) 2
(√

2 − 2
)
x− 2

(
3
√

2 − 4
)
y − 3

√
2 + 1 = 0.

7.32. a) δ = −1, d = 1, в однiй; б) δ = −1

2
, d =

1

2
, в однiй; в)

δ = d =
5

3
, в рiзних; г) δ = d = 9, початок координат належить α; д)

δ = −4, d = 4, в однiй; е) δ = d =
3√
5
, в рiзних; є) δ = −

√
10, d =

√
10,

в однiй; ж) δ = d =
1√
35
, в рiзних.
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7.33. a) 3
√

3 куб. од.; б) 50
√

50 куб. од.
7.34. a) 18 куб. од.; б) 24/5 куб. од.

7.35. a) перетинає за точку B; б) перетинає; в) перетинає за
точку A; г) перетинає; д) перетинає за точку A; е) перетинає; є)
перетинає за точку B.

7.36. точка лежить в ∆, якщо (Ax0 + By0 + Cz0 +D1)×
× (Ax0 + By0 + Cz0 +D2) < 0; точка лежить в ∆1, якщо

(D1 −D2) (Ax0 + By0 + Cz0 +D1) < 0; точка лежить в ∆2, якщо
(D2 −D1) (Ax0 + By0 + Cz0 +D2) < 0.

7.37. a) A ∈ ∆1; б) A ∈ ∆; в) A ∈ ∆2.

7.38.
|D2 −D1|√
A2 + B2 + C2

.

7.39. a)
4

3
; б)

9

2
√

20
; в)

√
2√
3
; г)

√
15

2
√

2
.

7.40. a) 1 куб. од.; б)
27

80
√

10
куб. од.

7.41. Двi паралельнi площини Ax+By+Cz+D±d
√
A2 + B2 + C2 =

0.
7.42. Двi площини, паралельнi α : a) 3x− 6y+ 2z+ 7 = 0, 3x− 6y+

2z + 11 = 0; б) −x+ 2y + z + 4 = 0, −x+ 2y + z + 16 = 0.
7.43. Якщо k 6= 1, чотири паралельнi площини Ax+By+Cz+D̃i =

0, i =
−→
1, 4, де D̃1,2 =

D1 ± kD2

1 ± k
, D̃3,4 =

kD1 ±D2

1 ± k
; якщо k = 1, площина

Ax+ By + Cz +
D1 +D2

2
= 0.

7.44. Площина, паралельна α1, α2 : a) 5x − 20z + 1 = 0; б) 9x +

3y + 24z − 7 = 0.
7.45. Чотири площини, паралельнi α1, α2 : a) 2x− 6y − 18z + 2 = 0,

2x − 6y − 18z + 6 = 0, 2x − 6y − 18z + 7 = 0, 2x − 6y − 18z − 11 = 0;
б) 8x − y + 4z − 2 = 0, 8x − y + 4z − 5 = 0, 8x − y + 4z − 7 = 0,

8x− y + 4z + 10 = 0.
7.46. (D2 −D1) (D2 −D3) < 0. За цiєї умови α2 дiлить вiдстань мiж

α1 i α3 у вiдношеннi
D2 −D1

D3 −D2
.
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7.47. a) α1 лежить мiж α2 i α3 i дiлить вiдстань мiж ними у
вiдношеннi 5/7; б) α2 лежить мiж α1 i α2 i дiлить вiдстань мiж ними у

вiдношеннi 27/25.
7.48. в одному, якщо k1 > 0 i k2 > 0, в протилежних, якщо

k1 < 0 i k2 < 0, в сумiжних, якщо k1k2 < 0, де ki =
(Aix1 + Biy1 + Ciz1 +Di) (Aix2 + Biy2 + Ciz2 +Di) , i = 1, 2.

7.49. a) в протилежних; б) в сумiжних; в) в одному; г) в

сумiжних.

7.50. cosϕ = k
A1A2 + B1B2 + C1C2√

A2
1 +B2

1 + C2
1

√
A2

2 +B2
2 + C2

2

, де k =

− sign (A1x0 + B1y0 + C1z0 +D1) (A2x0 +B2y0 + C2z0 +D2) .

7.51. a) ϕ = arccos
2

3
; б) ϕ = π − arccos

4√
21

; в) ϕ = π −

arccos

√
27√
35
.

7.52. Числа δi (Aix0 + Biy0 + Ciz +Di) , i = 1, 4 мають той самий

знак, що i ∆, де δ1 = −

∣∣∣∣∣∣

A2 B2 C2

A3 B3 C3

A4 B4 C4

∣∣∣∣∣∣
, δ2 =

∣∣∣∣∣∣

A1 B1 C1

A3 B3 C3

A4 B4 C4

∣∣∣∣∣∣
, δ3 =

−

∣∣∣∣∣∣

A1 B1 C1

A2 B2 C2

A4 B4 C4

∣∣∣∣∣∣
, δ4 =

∣∣∣∣∣∣

A1 B1 C1

A2 B2 C2

A3 B3 C3

∣∣∣∣∣∣
, ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

A1 B1 C1 D1

A2 B2 C2 D2

A3 B3 C3 D3

A4 B4 C4 D4

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

7.53. a) всерединi тетраедра; б) ззовнi тетраедра; в) всерединi
тетраедра.

7.54.
A1x+ B1y + C1z +D1√

A2
1 + B2

1 + C2
1

= ±A2x+B2y + C2z +D2√
A2

2 + B2
2 + C2

2

.

7.55. a) 3x−y+3z+7 = 0, 2x+3y−z+3 = 0; б) 9x−7y−4z−2 =

0, 5x+3y+6z+6 = 0; в)
(√

5 ± 9
)
x+

√
5y−

(
4
√

5 ∓ 3
)
z+5

√
5∓6 = 0;

г)
(
5
√

7 ± 6
√

5
)
x− 3

(√
7 ∓

√
5
)
y −

(
4
√

7 ± 5
√

5
)
z +

√
7 ± 3

√
5 = 0.

7.56.
A1x+ B1y + C1z +D1√

A2
1 + B2

1 + C2
1

= k
A2x+B2y + C2z +D2√

A2
2 + B2

2 + C2
2

, де k =

− sign (A1A2 + B1B2 + C1C2) .
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7.57. a) 6x − 14y + 12z − 1 = 0; б) 3
(
2 +

√
11
)
x −

(
9 +

√
11
)
y −

z
(
2 +

√
11
)

+ 1 − 2
√

11 = 0.

7.58. a) 5x+4y+z+1 = 0; б)
(
5
√

11 + 2
√

10
)
x−3

(√
11 +

√
10
)
y+

2
(
3
√

11 − 4
√

10
)
z − 2

(√
11 + 2

√
10
)

= 0.

7.59.
A1x+ B1y + C1z +D1√

A2
1 + B2

1 + C2
1

= k
A2x+B2y + C2z +D2√

A2
2 + B2

2 + C2
2

, де k =

sign (A1x0 + B1y0 + C1z0 +D1) (A2x0 +B2y0 + C2z0+ +D2) .

7.60. a) 9x− 5y − 4z + 4 = 0; б) 6x− 12y − 1 = 0; в) 20x− 3y −
19z + 1 = 0; г)

√
5x+

(√
3 + 1

)
y +

(
3
√

3 + 2
√

5
)
z + 10

√
3 − 9

√
5 = 0.

8.1. a) x2+y2 = 9; б) (x−2)2+(y+3)2 = 49; в) (x−6)2+(y+8)2 =
100; г) (x+1)2+(y−2)2 = 25; д) (x−1)2+(y−4)2 = 8; е) x2+y2 = 16;
є) (x−1)2+(y+1)2 = 4; ж) (x−2)2+(y−4)2 = 10; з) (x−1)2+y2 = 1;

и) (x− 2)2 + (y − 1)2 = 25; i) (x− 3)2 + (y + 1)2 = 38.
8.2. Рiвняння визначає коло, якщо B2 + C2 > AD. Радiус дорiвнює√
B2 + C2 − AD

|A| , координати центра (−B/A,−C/A) . Рiвняння визначає

вироджене коло, якщо B2 + C2 = AD. Рiвняння визначає уявне коло,
якщо B2 + C2 < AD.

8.3. a) коло, C (5,−2) , R = 5; б) коло, C (−2, 0) , R = 8; в)
вироджене коло C (5,−2) , R = 0; г) коло, C (0, 5) , R =

√
5; д) коло,

C (1,−2) , R = 5; е) уявне коло; є) вироджене коло C (−2, 1) , R = 0;
ж) коло, C (−1/2, 0) , R = 1/2; з) уявне коло; и) коло, C (0,−1/2) ,
R = 1/2; i) коло, C (3,−1/4) , R = 11/4; ї) коло, C (1/7, 1/2) , R =

9/14.
8.4. Чотири кола: x2 + y2 ± 2Rx± 2Ry = 0.

8.5. x2 + y2 − (x1 + x2) x− (y1 + y2) y + x1x2 + y1y2 = 0.

8.6.

∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 + y2 x y 1
x2

1 + y2
1 x1 y1 1

x2
2 + y2

2 x2 y2 1

x2
3 + y2

3 x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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8.7.

∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 + y2 2x 2y 1
x2

1 + y2
1 2x1 2y1 1

x2
2 + y2

2 2x2 2y2 1
C −A −B 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

8.8. a) |Aa+ Bb+ C| < R
√
A2 + B2; б) |Aa+ Bb+ C| >

R
√
A2 +B2; в) |Aa+ Bb+ C| = R

√
A2 +B2.

8.9. a) велика пiввiсь 5, мала пiввiсь 3, фокуси F1(4, 0), F2(−4, 0),
ексцентриситет ε = 4/5, рiвняння директрис x = ±25/4; б) велика
пiввiсь 5, мала пiввiсь 3, фокуси F1(0, 4), F2(0,−4), ексцентриситет

ε = 4/5, рiвняння директрис y = ±25/4; в) велика пiввiсь 4, мала

пiввiсь
√

5, фокуси F1

(√
11, 0

)
, F2

(
−
√

11, 0
)
, ексцентриситет ε =

√
11

4
,

рiвняння директрис x = ± 16√
11

; г) велика пiввiсь 4, мала пiввiсь
√

5,

фокуси F1

(
0,
√

11
)
, F2

(
0,−

√
11
)
, ексцентриситет ε =

√
11

4
, рiвняння

директрис y = ± 16√
11
.

8.10. a) F1M = 19/3, F2M = 11/3; б) F1M = 13/5, F2M = 37/5;
в) F1M = 19/3, F2M = 11/3; г) F1M = 19/3, F2M = 11/3.

8.11. a)
x2

36
+
y2

4
= 1; б)

x2

25
+
y2

9
= 1; в)

x2

169
+

y2

144
= 1; г)

x2

25
+
y2

16
= 1; д)

x2

100
+
y2

64
= 1; е)

x2

169
+
y2

25
= 1; є)

x2

5
+ y2 = 1; ж)

x2

16
+
y2

12
= 1; з)

x2

13
+
y2

9
= 1 або

x2

117/4
+
y2

9
= 1; и)

x2

64
+
y2

48
= 1.

8.12. a)
x2

3
+
y2

49
= 1; б)

x2

16
+
y2

25
= 1; в)

x2

9
+
y2

25
= 1; г)

x2

25
+
y2

169
=

1; д)
x2

144
+
y2

169
= 1; е)

x2

64
+
y2

100
= 1; є)

x2

16
+
y2

25
= 1; ж)

x2

20
+
y2

36
= 1;

з)
x2

4
+
y2

5
= 1 або

x2

4
+
y2

20
= 1; и)

x2

7
+
y2

16
= 1.

8.13. a)
x2

36
+
y2

9
= 1; б)

x2

16
+

y2

16/3
= 1; в)

x2

20
+
y2

15
= 1; г)
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x2

20
+
y2

4
= 1; д)

x2

9
+
y2

5
= 1; е)

x2

256
+

y2

192
= 1; є)

x2

15
+
y2

6
= 1.

8.14. a)
x2

16
+
y2

9
= 1; б)

x2

4
+
y2

3
= 1; в)

x2

16
+
y2

12
= 1; г)

x2

28
+
y2

21
=

1; д)
x2

9/32
+

y2

1/4
= 1; е)

x2

8
+
y2

4
= 1; є)

x2

64
+
y2

36
= 1.

8.15. a) 4/5; б) 1/2; в) 1/2; г)
1√
2
; д)

√
2

3
; е)

√
5 − 1

2
; є)

√
5 − 1

2
; ж)

√
3 − 1√

3
.

8.16. a) 4 точки

(
±
√

8

3
,± 1√

3

)
; б) 2 точки (0,±1) ; в) таких

точок немає.

8.17. a)
(x− 2)2

169
+
y2

25
= 1; б) 2x2 − 2xy + 2y2 − 3 = 0; в) 68x2 +

48xy + 82y2 − 625 = 0; г) 11x2 + 2xy + 11y2 − 48x − 48y − 24 = 0;

д)
(x− 2)2

25
+

(y − 1)2

16
= 1; е)

(x+ 14/5)2

576/25
+

(y − 2)2

64/5
= 1,

(x+ 22)2

576
+

(y − 2)2

320
= 1, є)

x2

18
+

(y − 1)2

9
= 1,

(x− 12)2

162
+

(y − 7)2

81
= 1,

(x− 3)2

9
+

(y − 4)2

18
= 1,

(x+ 3)2

81
+

(y + 8)2

162
= 1.

8.18. a) 5x2+9y2+4x−18y−55 = 0; б) 4x2+3y2+32x−14y+59 = 0;
в) 7x2− 2xy+7y2 − 46x+2y+71 = 0; г) 4x2 +5y2 +14x+40y+81 = 0;

д) 17x2+8xy+23y2+30x−40y−175 = 0; е) x2+2y2−6x+24y+31 = 0.

8.19. a)
(x+ 3)2

25
+
y2

16
= 1; б)

x2

25
+

(y + 8)2

169
= 1; в)

(x+ 2)2

100
+

(y − 1)2

36
= 1; г)

(x− 2)2

9
+

(y + 3)2

25
= 1; д) 3x2 − 2xy + 3y2 − 8 = 0;

е) 8x2 + 4xy + 5y2 − 36 = 0; є) 3x2 − 2xy + 3y2 − 10x− 2y + 3 = 0; ж)
15x2 + 6xy + 7y2 − 12x+ 36y − 36 = 0.

8.20. a)
(x+ 5)2

25
+

(y − 1)2

9
= 1; б)

(x+ 2)2

144
+

(y − 10)2

225
= 1; в)

7x2 + 2xy + 7y2 − 48 = 0; г) 7x2 − 4xy + 7y2 − 6x− 6y = 0.
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8.21. x = ± ab√
a2 + b2

, y = ± ab√
a2 + b2

, частину площi
4ab

π
√
a2 + b2

.

8.22. a)
x2

a2
+

y2

a2 − c2
= 1, де a > |c| ; б)

x2

a2
+

d2y2

a2 (d2 − a2)
= 1, де

0 < a < |d| .
8.23. a)

1

|OA|2
+

1

|OB|2
=
a2 + b2

a2b2
; б) max |AB| =

√
a2 + b2.

8.24.
x2

a2
+

y2

3a2
= 1.

8.25. Коло.

8.26. a) дiйсна пiввiсь 3, уявна пiввiсь 4, фокуси F1(5, 0), F2(−5, 0),

рiвняння асимптот y = ±4

3
x, ексцентриситет ε = 5/3, рiвняння

директрис x = ±9/5; б) дiйсна пiввiсь 4, уявна пiввiсь 3, фокуси

F1(0, 5), F2(0,−5), рiвняння асимптот y = ±4

3
x, ексцентриситет ε = 5/4,

рiвняння директрис x = ±16/5; в) дiйсна пiввiсь 4, уявна пiввiсь
√

5, фокуси F1(
√

21, 0), F2(−
√

21, 0), рiвняння асимптот y = ±
√

5

4
x,

ексцентриситет ε =

√
21

4
, рiвняння директрис x = ± 16√

21
; г) дiйсна

пiввiсь
√

5, уявна пiввiсь 4, фокуси F1(0,
√

21), F2(−
√

21, 0), рiвняння

асимптот y = ±
√

5

4
x, ексцентриситет ε =

√
21√
5
, рiвняння директрис

x = ± 5√
21
.

8.27. a) F1M = 13, F2M = 7; б) F1M = 11, F2M = 19; в) F1M =
2
√

21 − 4, F2M = 2
√

21 + 4; г) F1M =
√

105 + 4, F2M =
√

105 − 4.

8.28. Фокуси F1(a
√

2, 0), F2(−a
√

2, 0), рiвняння асимптот y = ±x,
ексцентриситет ε =

√
2, рiвняння директрис x = ± a√

2
.

8.29. a)
x2

25
−y

2

16
= 1; б)

x2

9
−y

2

16
= 1; в)

x2

64
−y

2

36
= 1; г)

x2

225
−y

2

16
=

1; д)
x2

4
− y2

36
= 1; е)

x2

36
− y2

64
= 1; є)

x2

16
− y2

9
= 1; ж)

x2

144
− y2

25
= 1;
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з)
x2

4
− y2

5
= 1; и)

x2

64
− y2

36
= 1.

8.30. a) −x
2

4
+
y2

81
= 1; б) −x

2

36
+
y2

64
= 1; в) −x

2

20
+
y2

16
= 1; г)

−x
2

16
+
y2

9
= 1; д) − x2

100
+

y2

576
= 1; е) − x2

144
+
y2

81
= 1; є) − x2

256
+

y2

144
= 1; ж) −x

2

36
+
y2

20
= 1 або −x

2

36
+
y2

45
= 1; з) −x

2

24
+
y2

25
= 1; и)

−x
2

9
+
y2

16
= 1.

8.31. a)
x2

1/4
− y2

3
= 1; б)

x2

7
− y2

4
= 1; в)

x2

32
− y2

8
= 1; г)

x2

4
−y2 =

1; д)
x2

16
− y2

16
= 1; е)

x2

18
− y2

8
= 1; є)

x2

7
− y2

2
= 1; ж)

x2

4
− y2

5
= 1

або
x2

61/9
− y2

305/16
= 1.

8.32. a)
x2

9/64
− y2

1/4
= 1; б)

x2

9
− y2

3
= 1; в)

x2

4
− y2

12
= 1; г)

x2

60
− y2

40
= 1; д)

x2

4/5
− y2

6/5
= 1.

8.33. a)
√

2; б)
√

1 + k2 або

√
1 + k2

k
; в) 2; г)

3√
5

або

√
41

5
; д)

3√
5

або
6

5
.

8.34. a) 4 точки

(
± 3√

5
,± 4√

5

)
; б) 4 точки

(
±
√

17

5
,±4

√
3

5

)
.

8.35. a)
(x− 3)2

144
− (y − 2)2

25
= 1; б) 4xy − 3 = 0; в) −(x− 1)2

9
+

(y + 3)2

16
= 1; г) 24xy + 7y2 − 144 = 0; д) 2xy + 2x − 2y + 7 = 0;

е)
(x− 4)2

1/2
− (y + 2)2

1/2
= 1; є)

(x+ 2)2

4
− (y − 3)2

5
= 1 або

(x+ 14)2

100
−

(y − 3)2

125
= 1; ж)

(x+ 2)2

2
− y2

2
= 1.
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8.36. a)
(x+ 5)2

16
− (y − 1)2

9
= 1; б) −(x+ 1)2

25
+

(y + 12)2

144
= 1; в)

7x2 − 6xy − y2 + 26x − 18y − 17 = 0; г) x2 − 4y2 − 6x − 24y − 47 = 0;

д) 91x2 − 100xy + 16y2 − 136x+ 86y − 47 = 0.

8.37. a)
(x− 5)2

9
− y2

16
= 1; б) − x2

144
+

(y + 7)2

25
= 1; в)

(x− 5)2

36
−

(y + 3)2

64
= 1; г) −(x− 2)2

16
+

(y + 5)2

9
= 1; д) 2xy − 1 = 0; е) 3x2 +

4xy + 4 = 0; є) 2xy − 2x+ 1 = 0; ж) 8x2 − 6xy + 2x+ 6y − 1 = 0.

8.38. a)
(x− 4)2

36
− (y − 1)2

64
= 1; б) −(x− 2)2

9
+

(y + 3)2

16
= 1; в)

x2 − 4xy + y2 − 6 = 0; г) x2 + 20xy + 16x2 − 2x− 20y + 1 = 0.

8.39. ε′ =
1

ε
.

8.40.
x2

4a2
+

y2

2a2
= 1.

8.41. a)
x2

a2
− y2

c2 − a2
= 1, де 0 < a < |c| ; б)

x2

a2
− d2y2

a2 (a2 − d2)
= 1,

де a > |d| ; в)
x2

a2
− y2

k2a2
= ±1, де a > |d| .

8.42. a)
a2b2

a2 + b2
; б)

ab

2
.

8.43. Коло з центром в початку координат, радiуса a.

8.45. a) a; б) b.
8.47. Рiвнобiчна гiпербола x2−y2 = a2−b2, якщо a 6= b; пара прямих

y = ±x, якщо a = b.

8.48. Коло i рiвнобiчна гiпербола, описанi навколо прямокутника,
якщо сторони прямокутника не рiвнi мiж собою.

Вказiвка: взяти за осi координат прямi, якi з’єднують середини
протилежних сторiн прямокутника.

8.50. Кола з центрами в фокусах гiперболи.
Вказiвка: взяти за осi координат прямi, якi з’єднують середини

протилежних сторiн прямокутника.
8.51. Вiдкритий вiдрiзок дотичної в вершинi гiлки гiперболи, яка

розглядається, який мiститься мiж її асимптотами.
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Вказiвка: взяти за осi координат прямi, якi з’єднують середини
протилежних сторiн прямокутника.

8.52. a) параметр параболи p = 4, фокус F (2, 0), рiвняння
директриси x = −2; б) параметр параболи p = 4, фокус F (−2, 0),

рiвняння директриси x = 2; в) параметр параболи p = 4, фокус F (0, 2),
рiвняння директриси y = −2; г) параметр параболи p = 4, фокус
F (0,−2), рiвняння директриси y = 2; д) параметр параболи p = 3,

фокус F (3/2, 0), рiвняння директриси x = −3/2; е) параметр параболи
p = 3, фокус F (−3/2, 0), рiвняння директриси x = 3/2; є) параметр

параболи p = 3, фокус F (0, 3/2), рiвняння директриси y = −3/2;
ж) параметр параболи p = 3, фокус F (0,−3/2), рiвняння директриси

y = 3/2.
8.53. a) 10; б) 10; в) 20; г) 20; д) 11/2; е) 7/2; є) 9/2; ж)

15/2.
8.54. a) y2 = 4x; б) y2 = −9x; в) x2 = 5y; г) x2 = −2y; д)

y2 = −20x; е) y2 = 12x; є) x2 = 4y; ж) x2 = −16y; з) y2 = 20x; и)

y2 = −12x; i) x2 = −4y; ї) x2 = 16y.
8.55. a) y2 = 24x; б) y2 = 9x.

8.56. a)
(
15/2, 5

√
3
)

i
(
15/2,−5

√
3
)
; б) (2/5, 2) i (2/5,−2) ;

в)

(
5

4
,

5√
2

)
i

(
5

4
,− 5√

2

)
; г)

(
8, 4

√
5
)
,
(
8,−4

√
5
)
,

(
10

3
,

10√
3

)
i

(
10

3
,− 10√

3

)
.

8.57. a) (y−b)2 = 2p(x−a); б) (y−b)2 = −2p(x−a); в) (x−a)2 =

2p(y − b); г) (x− a)2 = −2p(y − b).
8.58. a) 4x = y2 − 4y+28; б) 8y = x2 − 8x+24; в) x2 +2xy+ y2 −

6x+ 2y + 9 = 0; г) 4x2 − 4xy+ y2 + 32x+ 34y + 89 = 0; д) x2 = 4y; е)
4 параболи: ±6y = x (x± 6) .

8.59. a) (x + 2)2 = 8y; б) (y − 2)2 = −2

(
x− 3

2

)
; в) x2 − 2xy +

y2 + 4y − 2 = 0; г) x2 + 4xy + 4y2 − 10x− 10y = 0.

8.60. a) y2 = p2 + 2px, p 6= 0; б) y2 = −p2 + 2px, p 6= 0.
8.63. 4p

√
3.
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8.64. На вiдрiзку

[
0,

2√
3

]
.

8.65. Парабола.

8.66. Двi параболи зi спiльним фокусом в центрi даного кола
i директрисами, паралельними данiй прямiй. У випадку зовнiшнього

дотику кола параметр параболи дорiвнює a+ r, у випадку внутрiшнього
дотику параметр дорiвнює a− r, де r — це радiус кола, a — вiдстань вiд

центра кола до до заданої прямої.
8.68. a) xx0 + yy0 = R2; б) (x − a)(x0 − a) + (y − b)(y0 − b) =

R2; в)
xx0

a2
+
yy0

b2
= 1; г)

xx0

a2
− yy0

b2
= 1; д) −xx0

a2
+
yy0

b2
= 1; е)

yy0 = p (x+ x0) ; є) yy0 = −p (x+ x0) ; ж) xx0 = p (y + y0) ; з) xx0 =
−p (y + y0) .

8.69. a) x− 2y + 5 = 0; б) 3x− 4y + 43 = 0; в) x+ y − 4 = 0; г)

x−3y−12 = 0; д) x+y−1 = 0; е) 10x+9y+48 = 0; є) 4x−3y+2 = 0;
ж) x+2y−1 = 0; з) 2x+2y+3 = 0; и) 5x+2y−2 = 0; i) x−y−3 = 0;

ї) 2x− y + 4 = 0.

8.70. a)
|C|√

A2 + B2
= R; б)

|Aa+ Bb+ C|√
A2 +B2

= R; в) a2A2 + b2B2 =

C2; г) a2A2 − b2B2 = C2, C 6= 0; д) −a2A2 + b2B2 = C2, C 6= 0; е)
pB2 = 2AC; є) pB2 = −2AC; ж) pA2 = 2BC; з) pA2 = −2BC.

8.71. a) (6,−3) ; б) (5, 3) ; в) (1,−2) .
8.73. x2 + y2 − 2x0x− 2y0y + r2 = 0.

8.74. 2a1a2 + 2b1b2 = c1 + c2.
8.75. x0x+ y0y = r2.
Вказiвка: Нехай Ti(xi, yi), i = 1, 2. Рiвняння дотичних в точках Ti :

xix+yiy = r2, i = 1, 2. Цим рiвнянням задовольняють координати точки
M0, тобто xix0 + yiy0 = r2, i = 1, 2, звiдки випливає, що точки дотику

лежать на прямiй xx0 + yy0 = r2

8.76.
π

2
.

8.77. Вказiвка: Прийняти за осi координат асимптоти гiперболи.
8.78. s = ab.

8.79. x+ y +
p

2
= 0.
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8.80. y2 = −p
4
x.

8.81. Половина фокальної хорди кривої.
Вказiвка: Прийняти за початок координат вершину кривої, а за вiсь

абсцис — її фокальну вiсь, представити рiвняння кривої у виглядi y2 =
2px+ qx2.

8.82. x2 + y2 = a2 + b2.
8.83. Коло i гiпербола, якi дотикаються бiчних сторiн трикутника в

кiнцях його основи.
8.86. a) коло, яке побудовано на великiй осi елiпса, як на дiаметрi;

б) коло, яке побудовано на великiй осi гiперболи, як на дiаметрi; в)

дотична до параболи i її вершинi.

8.87. a) (1) : ρ =
9

5 − 4 cosϕ
, (2) : ρ =

9

5 + 4 cosϕ
; б) (1) : ρ =

25

13 − 12 cosϕ
, (2) : ρ =

25

13 + 12 cosϕ
; в) (1) : ρ =

27

5 − 4 cosϕ
, (2) : ρ =

27

5 + 4 cosϕ
; г) (1) : ρ =

36

5 − 4 cosϕ
, (2) : ρ =

36

5 + 4 cosϕ
.

8.88. a) (1) : права гiлка: ρ =
9

4 − 5 cosϕ
, лiва гiлка: ρ =

− 9

4 + 5 cosϕ
, (2) : лiва гiлка: ρ =

9

4 + 5 cosϕ
, права гiлка: ρ =

9

5 cosϕ− 4
;

б) (1) : права гiлка: ρ =
25

12 − 13 cosϕ
, лiва гiлка: ρ = − 25

12 + 13 cosϕ
,

(2) : лiва гiлка: ρ =
25

12 + 13 cosϕ
, права гiлка: ρ =

25

13 cosϕ− 12
; в)

(1) : права гiлка: ρ =
32

3 − 5 cosϕ
, лiва гiлка: ρ = − 32

3 + 5 cosϕ
, (2) :

лiва гiлка: ρ =
32

3 + 5 cosϕ
, права гiлка: ρ =

32

5 cosϕ− 3
; г) (1) : права

гiлка: ρ =
49

24 − 25 cosϕ
, лiва гiлка: ρ = − 49

24 + 25 cosϕ
, (2) : лiва гiлка:

ρ =
49

24 + 25 cosϕ
, права гiлка: ρ =

49

25 cosϕ− 24
.

8.89. a) ρ =
1

2 − 2 cosϕ
; б) ρ =

2

1 − cosϕ
; в) ρ =

5

2 − 2 cosϕ
;
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г) ρ =
5

1 − cosϕ
.

8.90. a) права гiлка гiперболи, a = 3, b = 4; б) парабола, p = 1;

в) елiпс, a = 5, b = 4; г) лiва гiлка гiперболи, a = 12, b = 9; д) елiпс,
a = 10, b = 6; е) права гiлка гiперболи, a = 16, b = 12; є) парабола,

p = 4; ж) елiпс, a = 26, b = 10; з) парабола, p = 3/2; и) лiва гiлка
гiперболи, a = 15, b = 17.

8.91. Парабола, отримана з заданої параболи з допомогою

паралельного переносу на вектор з початком в вершинi параболи i кiнцем
в її фокусi.

8.93. Якщо AC 6= 0, тодi за допомогою паралельного переносу на
вектор {−C/A,−D/B} задане рiвняння зводиться до Ax̃2+Bỹ2 = Ẽ (1),

де x̃ = x+
C

A
, ỹ = y +

D

B
, Ẽ =

C2

A
+
D2

B
− E. Якщо AB > 0 i AẼ > 0,

тодi (1) є рiвнянням елiпса, якщо AB > 0 i AẼ < 0, тодi (1) є рiвнянням
уявного елiпса, якщо AB > 0 i Ẽ = 0, тодi (1) є рiвнянням виродженого

елiпса. Якщо AB < 0 i Ẽ 6= 0, тодi (1) є рiвнянням гiперболи, якщо AB <
0 i Ẽ = 0, тодi (1) є рiвнянням пари перетинних прямих. Якщо A = 0

(B 6= 0) i C 6= 0, тодi за допомогою паралельного переносу на вектор{
D2 − BE

2BC
,−D

B

}
рiвняння зводиться до ỹ2 = 2px̃ (рiвняння параболи),

де x̃ = x − D2 −BE

2BC
, ỹ = y +

D

B
, p = −C

B
. Якщо A = = 0 (B 6= 0),

тодi за допомогою паралельного переносу на вектор

{
0,−D

B

}
рiвняння

зводиться до ỹ2 = Ẽ(2), де ỹ = y +
D

B
, Ẽ =

D2 −BE

B2
. Якщо Ẽ > 0,

тодi (2) є рiвнянням пари паралельних прямих, якщо Ẽ < 0, тодi (2)

є рiвнянням пари уявних паралельних прямих, якщо Ẽ = 0, тодi (2)
є рiвнянням пари паралельних прямих, якi збiгаються. Якщо B = 0

(A 6= 0) i D 6= 0, тодi за допомогою паралельного переносу на вектор{
C2 − AE

2AD
,−C

A

}
рiвняння зводиться до x̃2 = 2pỹ (рiвняння параболи),
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де x̃ = x +
C

A
, ỹ = y − C2 −AE

2AD
, p = −D

A
. Якщо B = D = 0 (A 6= 0),

тодi за допомогою паралельного переносу на вектор

{
−C
A
, 0

}
рiвняння

зводиться до x̃2 = Ẽ(3), де x̃ = x +
C

A
, Ẽ =

C2 − AE

A2
. Якщо Ẽ > 0,

тодi (3) є рiвнянням пари паралельних прямих, якщо Ẽ < 0, тодi (3)

є рiвнянням пари уявних паралельних прямих, якщо Ẽ = 0, тодi (3)
є рiвнянням пари паралельних прямих, якi збiгаються. 8.94. a) коло

x̃2 + ỹ2 =
49

80
, де x = x̃ − 3

7
, y = ỹ +

1

7
; б) гiпербола

x̃2

16
− ỹ2

9
= 1, де

x = x̃+
1

3
, y = ỹ+

1

4
; в) елiпс x̃2 +

ỹ2

4/9
= 1, де x = x̃− 1

3
, y = ỹ+

1

2
; г)

парабола ỹ2 =
8

3
x̃, де x = x̃+

1

2
, y = ỹ−1; д) пара паралельних прямих

ỹ2 =

(
25

18

)2

, де x = x̃, y = ỹ +
7

18
; е) вироджений елiпс x̃2 +

ỹ2

2
= 0, де

x = x̃−1, y = ỹ+3; є) уявний елiпс x̃2+
ỹ2

2
= −1, де x = x̃−1, y = ỹ+3;

ж) пара уявних паралельних прямих x̃2 = −19

4
, де x = x̃+

5

2
, y = ỹ; з)

пара паралельних прямих, якi збiгаються, x̃2 = 0, де x = x̃ +
3

5
, y = ỹ;

и) пара перетинних прямих
x̃2

1/5
− ỹ2

1/4
= 0, де x = x̃ + 1, y = ỹ − 1

3
.

8.95. За допомогою повороту системи координат на кут α, де

ctg 2α =
A− C

2B
, задане рiвняння зводиться до Ãx̃2 + C̃ỹ2 = D̃, де

x = x̃ cosα− ỹ sinα, y = x̃ sinα+ ỹ cosα, Ã =
A+ C

2
+
A− C

2
cos 2α+

B sin 2α, C̃ = A+ C − Ã, D̃ = −D. Якщо ÃC̃ > 0 i ÃD̃ > 0, тодi (1) є

рiвнянням елiпса, якщо ÃC̃ > 0 i ÃD̃ < 0, тодi (1) є рiвнянням уявного
елiпса, якщо ÃC̃ > 0 i D̃ = 0, тодi (1) є рiвнянням виродженого елiпса.
Якщо ÃC̃ < 0 i D̃ 6= 0, тодi (1) є рiвнянням гiперболи, якщо ÃC̃ < 0

i D̃ = 0, тодi (1) є рiвнянням пари перетинних прямих. Якщо Ã = 0 i

214



C̃D̃ > 0 або C̃ = 0 i ÃD̃ > 0, тодi (1) є рiвнянням пари паралельних
прямих, якщо Ã = 0 i C̃D̃ < 0 або C̃ = 0 i ÃD̃ < 0, тодi (1) є рiвнянням

пари уявних паралельних прямих, якщо Ã = D̃ = 0 або C̃ = D̃ = 0, тодi
(1) є рiвнянням пари паралельних прямих, якi збiгаються.

8.96. a) елiпс
x̃2

11
+
ỹ2

121
= 1, де x =

x̃− 3ỹ√
10

, y =
3x̃+ ỹ√

10
; б) гiпербола

− x̃2

8/9
+

ỹ2

8/9
= 1, де x =

x̃− ỹ√
2
, y =

x̃+ ỹ√
2

; в) гiпербола − x̃2

1/9
+

ỹ2

1/3
=

1, де x =
x̃−

√
3ỹ

2
, y =

√
3x̃+ ỹ

2
; г) елiпс

x̃2

1/9
+

ỹ2

3/2
= 1, де x =

4x̃− 3ỹ

5
, y =

3x̃+ 4ỹ

5
; д) парабола ỹ2 =

√
2 x̃, де x =

x̃− ỹ√
2
, y =

x̃+ ỹ√
2

;

е) пара паралельних прямих ỹ2 = 1, де x =
x̃− 3ỹ√

10
, y =

3x̃+ ỹ√
10

; є)

пара паралельних прямих, якi збiгаються, ỹ2 = 0, де x =
2x̃− 9ỹ√

85
, y =

9x̃+ 2ỹ√
85

; ж) пара перетинних прямих x̃2 − 8ỹ2 = 0, де x =

√
5x̃− 2ỹ

3
,

y =
2x̃+

√
5ỹ

3
.

8.98. a) елiпс
x̃2

2
+

ỹ2

1/3
= 1, де x = −3 +

2x̃− ỹ√
5

, y = −1 +
x̃+ 2ỹ√

5
;

б) гiпербола −x̃2 +
ỹ2

1/4
= 1, де x = −1 +

2x̃− ỹ√
5

, y = 1 +
x̃+ 2ỹ√

5
; в)

парабола ỹ2 = −1

5
x̃, де x =

4x̂− 3ŷ

5
, y =

3x̂+ 4ŷ

5
, x̃ = x̂− 4, ỹ = ŷ +

4

5
;

г) елiпс
x̃2

2
+

ỹ2

2/3
= 1, де x = −1 +

x̃− ỹ√
2
, y = −1 +

x̃+ ỹ√
2

; д) гiпербола

x̃2

4
− ỹ2

4
= 1, де x = −1+

x̃− ỹ√
2
, y = −2+

x̃+ ỹ√
2

; е) парабола ỹ2 = 4
√

2 x̃,

де x =
x̂− ŷ√

2
, y =

x̂+ ŷ√
2
, x̃ = x̂− 3√

2
, ỹ = ŷ+

1√
2
; є) елiпс x̃2+

ỹ2

14
= 1, де
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x = 3+
2x̃− 3ỹ√

13
, y = −2+

3x̃+ 2ỹ√
13

; ж) гiпербола − x̃2

1/25
+
ỹ2

1/9
= 1, де x =

1 +
x̃− ỹ√

2
, y = −1 +

x̃+ ỹ√
2

; з) парабола ỹ2 = − 6√
34

x̃, де x =
3x̂− 5ŷ√

34
,

y =
5x̂+ 3ŷ√

34
, x̃ = x̂ − 1√

34
, ỹ = ŷ − 5√

34
; и) пара перетинних прямих

x̃2 − ỹ2

9
= 0, де x = −1

2
+

3x̃− ỹ√
10

, y =
1

3
+
x̃+ 3ỹ√

10
; i) пара паралельних

прямих x̃2 =
9

13
, де x =

2x̂− 3ŷ√
13

, y =
3x̂+ 2ŷ√

13
, x̃ = x̂ − 2√

13
, ỹ = ŷ;

ї) пара паралельних прямих, якi збiгаються, ỹ2 = 0, де x =
8x̂− 15ŷ

17
,

y =
15x̂+ 8ŷ

17
, x̃ = x̂, ỹ = ŷ − 1

17
; к) пара паралельних прямих x̃2 =

9

8
,

де x =
x̂− ŷ√

2
, y =

x̂+ ŷ√
2
, x̃ = x̂ − 5

2
√

2
, ỹ = ŷ; л) вироджений елiпс

x̃2

4
+ỹ2 = 0, де x = 1+

x̃− ỹ√
2
, y = 2+

x̃+ ỹ√
2

; м) пара уявних паралельних

прямих ỹ2 = −3, де x =
x̂− ŷ√

2
, y =

x̂+ ŷ√
2
, x̃ = x̂, ỹ = ŷ−2

√
2; н) уявний

елiпс
x̃2

4
+
ỹ2

36
= −1, де x = 1 +

x̃− ỹ√
2
, y =

x̃+ ỹ√
2

; o) пара перетинних

прямих x̃2 − ỹ2 = 0, де x = 1 +
x̃− 4ỹ√

17
, y = −2 +

4x̃+ ỹ√
17

.

8.100. Вказiвка: Скористатись iнварiантнiстю δ (див. 8.99).
9.1. a) x2 + y2 + z2 = 81; б) (x− 5)2 + (y + 3)2 + (z − 7)2 = 4; в)

(x − 4)2 + (y + 4)2 + (z + 2)2 = 36; г) (x − 3)2 + (y + 2)2 + (z − 1)2 =
18; д) (x − 3)2 + (y + 1)2 + (z − 1)2 = 21; е) x2 + y2 + z2 = 9; є)

(x−3)2+(y+5)2+(z+2)2 = 56; ж) (x−1)2+(y+2)2+(z−3)2 = 49; з)
(x+2)2+(y−4)2+(z−5)2 = 81; и) (x−1)2+(y−5/2)2+(z−3/2)2 = 38/4;
i) (x − 2)2 + (y − 3)2 + (z + 1)2 = 289; ї) (x − 5)2 + (y + 15/2)2 + (z −
25/2)2 = 475/2; к) (x + 13/2)2 + (y + 9/2)2 + (z − 9/2)2 = 387/4; л)
x2 + (y + 2)2 + z2 = 41.

9.2. Рiвняння визначає сферу, якщо B2 + C2 + D2 > AE. Радiус
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дорiвнює

√
B2 + C2 +D2 − AE

|A| , координати центра

(
−B
A
,−C

A
,−D

A

)
.

Рiвняння визначає вироджену сферу, якщо B2+C2+D2 = AE. Рiвняння
визначає уявну сферу, якщо B2 + C2 +D2 < AE.

9.3. a) сфера, C(3,−2, 5), R = 5; б) сфера, C(−1,−3, 0), R =
√

5;
в) сфера, C(−1, 3,−4), R = 4; г) вироджена сфера, C(1,−3, 4), R = 0;

д) сфера C(6, 3, 0), R = 2; д) уявна сфера; є) C(0,−2, 5), R =
√

19.
9.4. a) вiсiм сфер x2 + y2 + z2 ± 2Rx ± 2Ry ± 2Rz + 2R2 = 0; б)

вiсiм сфер x2 + y2 + z2 ±
√

2Rx±
√

2Ry ±
√

2Rz +
R2

2
= 0.

9.5. a) C(−1, 2, 3), R = 8; б) C(1, 6, 0), R = 5; в)
C(10/3,−14/3, 5/3), R = 3.

9.6. Позначимо δ2 = A2 + B2 + C2. a) δ2R2 > D2. Центр

кола

(
−AD
δ2

,−BD
δ2

,−CD
δ2

)
, радiус кола

√
δ2R2 −D2

δ
; б) δ2R2 = D2.

Координати точки дотику

(
−AR

2

D
,−BR

2

D
,−CR

2

D

)
; в) δ2R2 < D2.

9.7.

{
x2

0 + y2
0 + z2

0 < R2,

D (Ax0 + By0 + Cz0 +D) < 0.

9.8. a) елiпсоїд, коли λ > 0; точка, коли λ = 0; не визначає
геометричного образу, коли λ < 0; б) елiпсоїд, коли λ > 0; круговий

цилiндр, коли λ = 0; однопорожнинний гiперболоїд, коли λ < 0; в)
елiпсоїд, коли λ > 0; пряма, коли λ = 0; двопорожнинний гiперболоїд,

коли λ < 0; г) однопорожнинний гiперболоїд, коли λ > 0; круговий
конус, коли λ = 0; двопорожнинний гiперболоїд, коли λ < 0; д)
двопорожнинний гiперболоїд, коли λ > 0; круговий конус, коли λ = 0;

однопорожнинний гiперболоїд, коли λ < 0; е) елiпсоїд, коли λ > 0; пара
паралельних площин, коли λ = 0; двопорожнинний гiперболоїд, коли

λ < 0; є) елiпсоїд, коли λ > 0; площина, коли λ = 0; однопорожнинний
гiперболоїд, коли λ < 0; ж) елiптичний параболоїд, коли λ 6= 0; пряма,

коли λ = 0; з) елiптичний параболоїд, коли λ > 0; параболiчний
цiлiндр, коли λ = 0; гiперболiчний параболоїд, коли λ < 0; и)
елiптичний параболоїд, коли λ 6= 0; площина, коли λ = 0; i) елiптичний
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параболоїд, коли λ > 0; площина, коли λ = 0; гiперболiчний параболоїд,
коли λ < 0; ї) елiптичний параболоїд, коли λ > 0; пара паралельних

площин, коли λ = 0; гiперболiчний параболоїд, коли λ < 0; к) круговий
цилiндр, коли λ > 0; пряма, коли λ = 0; не визначає геометричного

образу, коли λ < 0; л) гiперболiчний цилiндр, коли λ 6= 0; пара
перетинних площин, коли λ = 0.

9.10. a) елiпсоїд обертання:
x2

a2
+
y2

c2
+
z2

c2
= 1; б) двопорожнинний

гiперболоїд обертання:
x2

a2
− y2

c2
− z2

c2
= 1; в) однопорожнинний

гiперболоїд обертання: −x
2

a2
+
y2

c2
+
z2

c2
= 1.

9.11. a) (1), a) (2) : елiпсоїд обертання, б) (1), в) (2) :

однопорожнинний гiперболоїд обертання, б) (2), в) (1) :

двопорожнинний гiперболоїд обертання: a) (1) :
x2

b2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1,

(2) :
x2

c2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1; б) (1) :

x2

b2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1, (2) :

x2

c2
− y2

b2
− z2

c2
= 1;

в) (1) : −x
2

b2
− y2

b2
+
z2

c2
= 1, (2) : −x

2

c2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.

9.12. a) (1), a) (2) : елiпсоїд обертання, б) (2), в) (1) :
однопорожнинний гiперболоїд обертання, б) (1), в) (2) :

двопорожнинний гiперболоїд обертання: a) (1) :
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

b2
= 1,

(2) :
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

a2
= 1; б) (1) :

x2

a2
+
y2

b2
− z2

b2
= 1, (2) :

x2

a2
− y2

b2
− z2

a2
= 1;

в) (1) : −x
2

a2
− y2

b2
+
z2

b2
= 1, (2) : −x

2

a2
+
y2

b2
+
z2

a2
= 1.

9.13. елiптичнi параболоїди обертання: a) x2 + z2 = 2py; б) y2 +
z2 = 2px.

9.15. p
(
a2 + b2

)
+ 2c > 0.

9.16. a) круговий цилiндр y2 + z2 − 4 = 0; б) круговий конус x2 −
4y2 − 4z2 = 0; в) круговий конус x2 − 4y2 + z2 = 0.

9.17. a) однопорожнинний гiперболоїд x2 + y2 − 2z2 + 4z − 4 = 0;
б) конус x2 + y2 − (z − 1)2 = 0; в) конус xy + xz + yz = 0.
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9.18. a)





x = u cos v,

y = u sin v,

z = f(u),

(u ≥ 0, 0 ≤ v < 2π); б)





x = ϕ(u) cos v,

y = ψ(u) sin v,

z = χ(u),
(0 ≤ v < 2π).

9.19. a) тор
(
x2 + y2 + z2 + 3

)2
= 16

(
x2 + z2

)
; б) x2

(
y2 + z2

)
= 1

i y2
(
x2 + z2

)
= 1.

9.20.

∣∣∣∣
y − y0 z − z0

b c

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
z − z0 x− x0

c a

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
x− x0 y − y0

a b

∣∣∣∣
2

=

r2
(
a2 + b2 + c2

)
. Вказiвка: Скористатись формулою вiдстанi вiд точки

до прямої.
9.21. a) 5x2 + 8y2 + 5z2 + 4xy− 8xz+ 4yz− 30x− 48y+ 6z+ 45 = 0;

б) 5x2 + 10y2 + 13z2 + 12xy − 6xz + 4yz + 26x+ 20y − 38z + 3 = 0; в)
x2 + y2 + z2 − xy − xz + 3x− 3z = 0.

9.23. a) 16x2+16y2 +13z2−16xz+24yz+16x−24y−26z = 131; б)
9x2 +4y2 +9z2−18xz−18x+18z−16y−11 = 0; в) 2z−y2 +4y−6 = 0;
г) x2 − y2 − z2 + 2yz − 25 = 0; д) x2 − y2 − 2xz + 2yz + x+ y − 2z = 0;

е)





x = −1 + 2 cosu+ v,

y = −1 + 2 sinu+ v,

z = 3 − 2 cosu− 2 sinu+ v.

9.24.

∣∣∣∣
y z

b c

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
z x

c a

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
x y

a b

∣∣∣∣
2

= r2
(
a2 + b2 + c2

)
. Вказiвка:

Скористатись результатом задачi 9.20.

9.25. a) 5x2+5y2+2z2−2xy+4xz+4yz−6 = 0; б) 5x2+8y2+5z2+
4xy+8xz−4yz+6x+24y−6z−63 = 0; в) x2+4y2+5z2−4xy−125 = 0.

9.26. a), д)
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0; б), е)

x2

a2
− y2

b2
+
z2

c2
= 0; в), г)

−x
2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 0; є) cy2 = 2pxz; ж) bx2 = 2pyz; з) az2 = 2pxy.

9.27. a)
x2

25
+
y2

25
− z2

49
= 0; б) x2−3y2+z2 = 0; в) xy+xz+yz = 0;

г) x2 + 4y2 − 4z2 + 4xy + 12xz − 6yz = 0; д) x2 + y2 − z2 = 0.

9.28. a)
x2

a2
+
y2

b2
− (z − c)2

c2
= 0; б) 3x2 − 5y2 + 7z2 − 6xy + 10xz −
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2yz − 4x + 4y − 4z + 4 = 0; в) 9x2 − 16y2 − 16z2 − 90x + 225 = 0; г)
xy+ xz + yz − 2x− 2y− 2z + 3 = 0; д) 4x2 − 15y2 − 6z2 − 12xz− 36x+

24z + 66 = 0.

9.30. a) однопорожнинний гiперболоїд
x2

4
− y2

9
+
z2

16
= 1; б) елiпсоїд

x2

16
+
y2

4
+
z2

4
= 1; в) елiптичний параболоїд

x2

4
+ y2 = −2z; г)

двопорожнинний гiперболоїд x2 − y2

4
− z2

9
= 1; д) гiперболiчний

параболоїд
z2

9
− x2

4
= 2y; е) елiптичний параболоїд

(x+ 1)2

16
+
y2

4
=

−2(z − 1); є) двопорожнинний гiперболоїд
x2

12
− (y − 1)2

4
+
z2

9
= −1;

ж) гiперболiчний параболоїд x2− y2

4
= −2(z+1); з) елiпсоїд

(x− 1)2

4
+

y2+
(z − 2)2

9
= 1; и) однопорожнинний гiперболоїд

(x+ 3)2

12
+

(y + 1)2

4
−

z2

9
= 1.

9.31. a) двопорожнинний гiперболоїд
(x− 3)2

4
+

(y + 1)2

2
− (z −

4)2 = −1; б) елiптичний параболоїд
(x+ 3)2

3
+

(y − 2)2

3/2
= −2(z − 2);

в) елiпсоїд
(x+ 1)2

9
+

(y + 2)2

4
+ (z − 1)2 = 1; г) однопорожнинний

гiперболоїд
(x+ 4)2

6
+

(y − 1)2

12
− (z − 2)2

12
= 1; д) гiперболiчний

параболоїд
(x+ 3)2

4
− (y − 1)2

2
= 2(z − 5); е) елiпсоїд

(x− 1)2

8
+

(y + 2)2

6
+

(z − 3)2

4
= 1; є) однопорожнинний гiперболоїд (x + 1)2 +

(y − 1)2

1/2
− (z − 1)2 = 1; ж) гiперболiчний параболоїд

(x+ 3)2

3
−

(y − 2)2

2
= 2(z+4); з) двопорожнинний гiперболоїд

(x− 1)2

4
+(y+1)2−
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(z − 3)2

16
= −1; и) елiптичний параболоїд

(x+ 3)2

1/2
+

(y − 3)2

1/3
= 2(z−1).

9.32. a)
x2

4
+
y2

16
+
z2

9
= 1; б)

x2

8
+
y2

1
+
z2

2
= 1; в)

x2

25
+
y2

25
+
z2

2
= 1;

г)
x2

9
+
y2

36
+
z2

36
= 1.

9.33. a)
x2

5
+
y2

9
− z2

4
= 1; б)

x2 + y2

9
− z2

10
= 1.

9.34. a) x2 +
y2

1/2
− z2

1/3
= −1; б)

x2

4
− y2

9
+
z2

16
= −1.

9.35. a) x2 − 3z2 = y; б)
y2

4
+ z2 = 2x.

9.36. a) елiпс, коли |α| < a, |β| < b або |γ| < c; вироджений елiпс,

коли α = ±a (точки (±a, 0, 0)), β = ±b (точки (0,±b, 0)), γ = ±c (точки
(0, 0,±c)); площина не перетинає елiпсоїд, коли |α| > a, |β| > b або |γ| >
c; б) гiпербола, коли α 6= ±a або β 6= ±b; пара перетинних прямих, коли

α = ±a або β = ±b; елiпс при всiх γ ∈ R; в) гiпербола, при всiх α, β ∈
R; елiпс, коли |γ| > c; вироджений елiпс, коли γ = ±c (точки (0, 0,±c));
площина не перетинає двопорожнинний гiперболоїд, коли |γ| < c; г)
парабола, при всiх α, β ∈ R; елiпс, коли γ > 0; вироджений елiпс, коли

γ = 0 (точка (0, 0, 0)); площина не перетинає елiптичний параболоїд,
коли γ < 0; д) парабола, при всiх α, β ∈ R; гiпербола, коли γ 6= 0;

пара перетинних прямих, коли γ = 0.
9.39. a) елiпс з пiвосями 3,

√
3, вершинами в точках (2,±3, 0) ,(

2, 0,±
√

3
)
; б) гiпербола з пiвосями 4, 3, вершинами в точках

(±4, 0,−1) ; в) парабола з параметром 15, вершиною в точцi
(0,−6,−3/2) .

9.41. a) 1 < |λ| <
√

2; б) |λ| < 1.
9.42. a) λ 6= 0 i λ ≥ −1/4 (у випадку λ = −1/4 - вироджений елiпс);

б) λ = 0.
9.43. a) гiпербола; б) елiпс; в) гiпербола; г) елiпс; д)

парабола; е) гiпербола; є) пара прямих; ж) пара прямих; з)

пряма; и) пряма; i) елiпс; ї) парабола.
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9.45. a)
x

1
=

y + 1

4
=

z − 1

−2
,
x

1
=

y + 9

12
=

z + 3

2
; б)

x− 6

3
=

y − 2

0
=
z − 8

4
,
x− 6

9
=
y − 2

8
=
z − 8

20
; в)

x

1
=
y + 4

2
=
z + 1

1
,
x

1
=

y − 4

−2
=
z + 1

1
.

9.46. a)
x

1
=
y − 3

0
=

z

−2
,
x− 2

0
=
y

3
=

z

−4
; б)

x− 2

2
=
y − 1

−1
=
z

1
,

x− 4

2
=
y + 2

1
=
z

2
.

9.47. a)
x− 2

2
=
y

1
=

z

−8
,
x+ 2

2
=

y

−1
=

z

16
; б)

x− 5

0
=
y

2
=

z

−1
,

x

5
=
y + 4

0
=
z

2
.

9.48. a) 3x+y−2z−2 = 0; б) x−2y−3z−6 = 0; в) x+y+z = 0.

9.49. arccos 1/17.

9.50. a) π/2; б) π/3; в) arccos
λ2

λ2 + 1
.

9.51. a) коло

{
x2 + y2 = 1,

z = 0;
б) пара прямих

{
y ± x = 0,

z = 0;
в)

гiпербола

{
4x2 − 16y2 = −3,

8z + 3 = 0.

9.52. Вказiвка: Написати рiвняння проекцiй i скористатися умовами
того, що пряма є дотичною до вiдповiдної кривої другого порядку.

9.53. Проекцiї прямолiнiйних твiрних дотикаються параболiчних
перерiзiв в площинах Oxz i Oyz, а в площинi Oxy вони складають в’язки
прямих, паралельнi тим двум прямим, на якi розпадається лiнiя перетину

поверхнi i площини Oxy.
9.55. Вказiвка: Для доведення достатньо показати, що всi

прямолiнiйнi твiрнi однопорожнинного гiперболоїда обертання
утворюють однаковi кути з вiссю обертання (осi Oz), що найкоротша

вiдстань вiд довiльної прямолiнiйної твiрної до осi Oz вимiрюється по
вiдповiдному радiусу горлового круга (x2 + y2 = a2, z = 0) i дорiвнює

цьому радiусу. Можна i беспосередньо вивести рiвняння поверхнi,
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отриманої при обертаннi прямої навколо осi, яка не лежить з нею в
однiй площинi.

9.56. Однопорожнинний гiперболоїд, коли λ 6= 1, гiперболiчний
параболоїд, коли λ = 1. Вказiвка: Взяти за початок координат середину

O спiльного перпендикуляра до заданих прямих, за вiсь Oz — цей
спiльний перпендикуляр, а за осi Ox i Oy — прямi, якi лежать в площинi
паралельнiй до даних прямих, i є бiсектрисами кутiв мiж проекцiями

даних прямих на цю площину.

9.57. Двi параболи (без вершин):

{
x2 = 2pz, z 6= 0,

y = 0
i

{
y2 = −2pz, z 6= 0,

x = 0,
де p = a2 + b2.

9.58. По двом колам радiуса a.

9.59. По чотирьом прямим





x = ±z + a√
2
,

y = ±z − a√
2
.

9.60. По двох колах, якi лежать в площинах bz = ±y
√
a2 − b2.

9.61. По двом елiпсам.

9.62. Круглий цилiндр, якщо прямi паралельнi; конус другого
порядку, якщо прямi перетинаються, але не перпендикулярнi;
однопорожнинний гiперболоїд, якщо прямi мимобiжнi i не

перпендикулярнi; пара взаємно перпендикулярних площин, якщо
прямi перпеникулярнi.
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