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ВСТУП 

 

 

Підвищення ефективності систем підтримки прийняття рішень та управління в 

реальному часі в умовах невизначеності пов’язане з розробкою нових методів для обробки 

нечіткої інформації та великих масивів даних, приймаючи до уваги динамічну природу 

сигналів від реальних об’єктів. Нині існує ряд математичних методів, алгоритмів і підходів, 

розроблених на основі теорії обчислювального інтелекту, машинного навчання, м’яких 

обчислень та останніх досягнень у когнітивних обчисленнях. Спеціальної уваги  приділяють 

застосуванню теорії нечітких множин, нечіткої логіки та нечіткої оптимізації як потужного 

інструментарію для аналізу і обробки даних при розв’язанні реальних проблем в умовах 

невизначеності. 

Уперше теоретичні засади нечітких множин та нечіткої логіки були опубліковані 

професором Лотфі Заде (Каліфорнійський університет, Берклі) у 1965 р. в журналі «Informa-

tion and Control» [Zadeh, L.: Fuzzy sets. Information and Control 8 (3), 338–353 (1965)]. У 

подальшому, вчені з різних країн світу внесли значний внесок у теорію нечіткої логіки та її 

застосування в управлінні, прийнятті рішень і обробці сигналів для дослідження різних 

комплексних систем у техніці, економіці, менеджменті та ін. 

Використання сучасних комп’ютерних технологій суттєво розширює можливості 

дослідження методів теорії нечітких множин та нечіткої логіки,  зокрема обчислювальні 

середовища FuzzyTECH та MATLAB забезпечують можливість використання блочно-

структурних моделей для дослідження різних типів систем прийняття рішень та управління в 

умовах невизначеності. 

Методичні рекомендації містять основні теоретичні відомості та вказівки для 

виконання 8-ми лабораторних робіт для закріплення студентами знань під час вивчення 

дисципліни  «Нечіткі множини та нечітка логіка» за розділами: 

 інтервали довіри та арифметичні операції над ними; 

 нечіткі множини та нечіткі числа, їх моделі, характеристики та властивості; 

 арифметичні операції над нечіткими числами на основі моделей альфа-перерізів; 

 типові функції належності нечітких множин та їх математичні моделі; 

 принцип узагальнення Заде, MAX-MIN згортка нечітких чисел; 

 порівняння нечітких чисел на основі обчислення відстаней між ними за Евклідовою 

та Хемінговою метриками; 

 індекси нечіткості нечітких множин та чисел; 

 прикладні аспекти застосування нечіткої логіки. 

Крім того, в методичних рекомендаціях наведені приклади виконання завдань з кожної 

лабораторної роботи, програмно-алгоритмічні рішення, вимоги до оформлення звітів та 

контрольні запитання. 
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Лабораторні роботи № 1–2 

ОПЕРАЦІЇ НАД ІНТЕРВАЛАМИ ДОВІРИ 

 

 

Мета: Розробка програмного забезпечення для виконання операцій над інтервалами 

довіри. 

Теоретичні відомості 

Якщо х належить до множини дійсних чисел ( х R ), то інтервалом довіри нази-

вається такий інтервал 
1 2

a a , в якому х має обов’язково знаходитись: 

1 2
a x a  . (1) 

Інтервал позначається великою латинською літерою 
1 2

[  , ].A a a  Квадратні дужки 

означають, що інтервал є закритим (тобто x може приймати і граничні значення інтервалу). 

Над інтервалами довіри можна виконувати наступні операції    1 2 1 2
  ,  ,      ,  :A a a B b b      

1. Додавання інтервалів довіри 

   1 1 2 2
  ,     ,    ,A B a b a b A B R      . (2) 

2. Віднімання інтервалів довіри 

   1 2 2 1
  ,     ,    ,A B a b a b A B R      . (3) 

3. Представлення чіткого числа у вигляді інтервалу довіри 
Нехай L – чітке число, у вигляді інтервалу довіри число L можна представити так: 

 ,L l l . (4) 

4. Відображення інтервалу довіри 

 2 1
,   ,    A a a A R      . (5) 

 

5. Множення інтервалів довіри 

     1 1 1 2 2 1 2 2 1 1 1 2 2 1 2 2
min   , , ,   ,max   ,   ,   , ,

,

A B a b a b a b a b a b a b a b a b

A B R

   



       




. (6) 

Якщо перемножуються декілька інтервалів довіри, то нижня границя дорівнюватиме 

найменшому значенню, а верхня границя – найбільшому значенню з усіх можливих 

комбінацій добутків границь інтервалів довіри. 

6. Ділення інтервалів довіри 

1 2

2 1

(:) , ,    ,
a a

A A BB
b b

R 
  


 


. (7) 

Під час розробки програмного забезпечення необхідно також перевірити гіпотезу для 

операції ділення: 

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

(:) min , , , ,max , ,,    , ,
a a a a a a a a

A B
b b b b

R
b b

B
b b

A
    

     
 


 




. (7’) 

7. Інверсія інтервалу довіри 

1

2 1

,    
1 1

, R
a

AA
a

  
   
 

. (8) 

8. Множення (ділення) інтервалу довіри на невід’ємне число 

Об’єднуючи формули (4) та (6), та враховуючи, що операцію ділення на чітке число k 

завжди можна замінити операцією множення на число 
1

k
, отримуємо: 
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   1 2
, ,    ,    0A k k a k a A R k      . (9) 

9. Знаходження максимуму двох інтервалів 

   1 1 2 2
  ,   ,    ,A B a b a b A B R     . (10) 

10. Знаходження мінімуму двох інтервалів 

   1 1 2 2
, ,    ,A B a b a b A B R     . (11) 

Завдання 

1. Розробити програмне забезпечення (програмну реалізацію) з графічним інтер-

фейсом для виконання операцій над інтервалами довіри А, В, С (для перевірки праце-

здатності програми границі інтервалів довіри задані в таблиці 1): 

 для лабораторної роботи № l: операції (2) – (6); 

 для лабораторної роботи № 2: операції (7) – (11), а також гіпотеза (7’). 

Мова програмування – на вибір студента. 

Таблиця 1. 

Завдання по варіантах для лабораторних робіт № 1–2 
 

Варіант 
Інтервали довіри Чітке число 

А В С k 

1 [1, 3] [–2, 6] [7, 10] 5 

2 [–2, 5] [3, 4] [–5, 1] 7 

3 [0, 4] [–3, 6] [1, 7] –4 

4 [–5, 9] [–1, 6] [7, 8] 2 

5 [3, 10] [–8, 2] [2, 6] –5 

6 [–4, 1] [1, 4] [7, 9] –3 

7 [1, 7] [2, 4] [–6, –1] 3 

8 [-8, 2] [–1, 1] [4, 10] –6 

9 [0, 3] [–2, 2] [–5, 7] –1 

10 [–5, 5] [–4, –2] [3, 4] 8 
 

2. Перевірити роботу програми на прикладах: 

для лабораторної роботи № 1: 

1)     A B C  ; 

2)     A B C  ; 

3)  C k  ; 

4)   k B . 

для лабораторної роботи № 2: 

1)  A C ; 

2)  :B A ; 

3)   1A B ; 

4)  C A . 
 

Приклад виконання роботи 

Головне вікно розробленого програмного забезпечення для виконання операцій над 

інтервалами довіри показано на рис. 1. 
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Рис. 1. Головне вікно програми для виконання операцій над інтервалами довіри 

Послідовність дій для проведення розрахунків: 

1. Введіть границі інтервалів у поля «Інтервал А», «Інтервал В». 

2.  Оберіть необхідну операцію зі списку операцій. Для деяких операцій необхідно 

буде ввести додаткові дані (наприклад, при додаванні до А, необхідно ввести чітке число, 

яке додаватиметься до інтервалу А). 

3. Натисніть кнопку «Обрахувати». Якщо ви обрали операцію «Множення 

декількох інтервалів», то з’являться додаткові вікна, в яких необхідно буде ввести 

кількість інтервалів, що перемножуються і значення границь для кожного інтервалу (рис. 2). 

 
Рис. 2. Вікна для вводу інформації при множенні декількох інтервалів 

 

4. Результат розрахунків буде показано в полі «Результат», також, якщо не було 

обрано операцію множення декількох інтервалів, буде показано графічне представлення 

результату (у цьому випадку графічне представлення показується не в масштабі, а лише 

відносне розташування границь) (рис. 3). 

 

 

Рис. 3. Результат роботи програми:    1 2 1 2
, , ,А a a В b b   – інтервали довіри;  

 1 2
,R r r  – результат операції 

5. Якщо над інтервалами необхідно виконувати послідовність із декількох операцій, 

то можна скористатися кнопками «Результат в А» і «Результат в В», завдяки яким 

результат виконання попередньої операції можна зробити першим або другим операндом для 

наступної операції. 

 

Вимоги до оформлення звітів 

У звіті необхідно відобразити: 

 назву та мету виконання лабораторної роботи; 

 теоретичні відомості щодо інтервалів довіри та операцій над ними; 
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 результати роботи програмного забезпечення під час виконання усіх операцій над 

інтервалами довіри (2)–(11), включно з операцією «Множення декількох інтервалів» (рис. 2); 

 висновки. 

Файли проекту програми зберігати до захисту лабораторної роботи, щоб за 

необхідності мати можливість продемонструвати чи додатково проаналізувати результати 

роботи програми. 

 

Контрольні запитання 

1. Визначення інтервалу довіри. 

2. Операція віднімання інтервалів довіри. 

3. Основні властивості операцій над інтервалами довіри. 

4. Операція множення інтервалів довіри. 

5. Операції відображення та інверсії над інтервалами довіри. 
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Лабораторна робота № 3 
ПРЯМІ ТА ІНВЕРСНІ МОДЕЛІ ДЛЯ ДОДАВАННЯ НЕЧІТКИХ МНОЖИН 

НА ОСНОВІ  -ПЕРЕРІЗІВ 
 
 

Мета: Розробка програмного забезпечення для реалізації прямих та інверсних моделей 

при додаванні нечітких множин на основі α-перерізів. 
 

Теоретичні відомості 

Нечіткою множиною A , що задана на універсальній множині Е, називають сукупність 

пар чисел   ,  , 
A

x x  де    0,1
A

x  , а x E , і при цьому функцію  A
x  називають 

функцією належності, що відповідає ступеню належності (істинності) елемента   до 

множини A . 

Універсальна множина Е – множина всіх дійсних чисел   1
E

x  . 

Множину A  називають опуклою, якщо кожна підмножина A


 для α-перерізу 

відповідає умові: 

   ( ) , 0,1
A

A x x


    ∣ , (12) 

де   – ступінь належності до нечіткої множини A . 

Для опуклої нечіткої множини має виконуватись наступне співвідношення: 

        1 2 1 2 1 2 1 21 ,0,1 ; ; ,A A Ax x x x x x R x x A            . (13) 

Множину A  називають нормальною, за умови: максимальне значення серед функцій 

належності для всіх значень   дорівнює 1. 

Нечітким числом називають нечітку множину A , якщо її функція належності є 

опуклою і нормальною. 
Нечітке трикутне число – нечітке число, яке має трикутну форму функції належності. 

Нечітке число A  трикутної форми записують наступним чином: 

 1 0 2
, ,A a a a ,  (14) 

де 
1

a  та 
2

a  відповідно нижня і верхня границі інтервалу, на якому задана нечітка множина 

(тобто    1 2
0, 0

A A
a a   ); 

0
a  – елемент множини A , для якого функція належності 

 0
1

A
a  . 

Додавання нечітких чисел 
Усі алгоритми операцій над нечіткими числами базуються на операціях над 

інтервалами довіри, які являють собою перерізи для усіх значень  0,1 . 

         1 1 2 2
    ,   ,A B a b a b

 
          (15) 

де        1 2 1 2
  , ,    ,    ,    ,A a a B b b A B R

 
             . 

Математичний вираз функції належності для трикутного числа має наступний вигляд 

(пряма модель  A x  ): 

 

   1 2

1
1 0

0 1

2
0 2

2 0

0,  при

, при

, при

A

x a x a

x a
x a x a

a a

a x
a x a

a a




   

 

  


 
 



. (16) 
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Від прямої моделі (16) можна перейти до запису моделі нечіткого числа у вигляді α-

перерізів (інверсна модель  , 0,1A

  ): 

 для лівої гілки: 

   1 1
1 1 0 1

0 1

( )
;

a a
a a a a

a a


  


     


 (17) 

 для правої гілки: 

 
   2 2

2 2 2 0

2 0

.
a a

a a a a
a a


  


     


  (18) 

Таким чином, з (15), (17) та (18) отримуємо: 

 
     

     

1 0 1 1 0 1

2 2 0 2 2 0

,
.

a a a b b b
A B

a a a b b b
 

 

 

       
  
        

 (19) 

Звідси маємо: 

 
 

 

1 1 0 1 0 1

2 2 2 0 2 0

,
.

a b a a b b
A B

a b a a b b
 





      
   

       

 (20) 

 

Завдання 
1. Розробити програмне забезпечення прямих та інверсних моделей для додавання 

нечітких множин на основі  -перерізів. Мова програмування – на вибір студента. 

2. Результати операції додавання представити у вигляді (14), (16), у вигляді α- 

перерізів (згідно з (17) і (18)) та графічно (у масштабі). 

3. Передбачити можливість розрахунку значення функції належності для кожного із 

нечітких чисел при будь-якому значенні координати  . 

4. Забезпечити можливість розрахунку параметрів інверсних моделей 

 1 2( ), ( )A a a   ,  1 2( ), ( )B b b   ,  1 2( ), ( )C c c    при будь-якому значенні  

 -перерізу,  0,1 . 

5. Перевірити роботу програми на нечітких числах з таблиці 2. 

Таблиця 2. 

Завдання по варіантах для лабораторної роботи № 3 
 

Варіант 1
A  

1
B  

2
A  

2
B  

1 (–1, 4, 7) (4, 7, 8) (–5, –2, 0) (–3, 4, 7) 

2 (–3, –2, 3) (2, 4, 6) (0, 1, 6) (–2, –1, 4) 

3 (–5, 3, 8) (–1, 3, 7) (–6, 2, 7) (4, 5, 8) 

4 (7, 8, 9) (–2, 0, 4) (1, 3, 5) (–4, –2, –1) 

5 (2, 6, 8) (–3, 5, 6) (–2, 4, 8) (–7, –4, 0) 

6 (–3, 5, 10) (2, 4, 7) (–1, 7, 8) (0, 2, 6) 

7 (4, 9, 10) (–6, 2, 5) (4, 6, 9) (–8, –5, 3) 

8 (–6, –3, –1) (3, 5, 7) (–6, 0, 4) (4, 7, 9) 

9 (3, 5, 8) (–2, –1, 0) (–6, –4, 2) (–2, 0, 5) 

10 (–3, 7, 9) (1, 3, 5) (1, 2, 6) (–3, –2, 0) 

 

Приклад виконання роботи 

Головне вікно розробленого програмного забезпечення має вигляд, як показано на рис. 4. 

Послідовність дій для проведення розрахунків:  
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1. Введіть значення  1 0 2, ,a a a  та  1 0 2, ,b b b  у поля «Нечітке число А» та «Нечітке 

число В». 

 

 
Рис. 4. Головне вікно програмного забезпечення для розрахунку додавання 

двох нечітких множин з трикутною формою функції належності 

 

2. Натисніть кнопку «Обрахувати». Якщо значення були введені невірно, то про це 

вас повідомить програма. 

3. Результат розрахунків буде показано в полі «Результат». Також для всіх трьох 

чисел буде показано математичний вираз функцій належності (пряма модель), представлення 

у вигляді  -перерізів – інверсна модель (рис. 5) і графічний результат (рис. 6). 

 

 
Рис. 5. Прямі та інверсні моделі нечітких трикутних чисел ,A B  та С  

 

 
Рис. 6. Графічне представлення результату додавання двох трикутних чисел ,A B  



Ю. П. Кондратенко, Г. В. Кондратенко, Є. В. Сіденко 

 

12 

4. Для кожного нечіткого числа можна розрахувати значення функції належності, що 

відповідає координаті х. Значення x необхідно ввести в поле «Введіть значення Х» і 

натиснути кнопку «Знайти». Результат буде представлено для кожного нечіткого числа у 

чисельному вигляді (рис. 7) і графічно (рис. 6, бузковий колір) 

 

 
Рис. 7. Розраховані значення функції належності для кожного із нечітких чисел 

відповідно до введеного значення x  

Вимоги до оформлення звітів 

У звіті необхідно відобразити: 

 назву та мету виконання лабораторної роботи; 

 теоретичні відомості щодо нечітких множин, нечітких трикутних чисел, їх прямих 

та інверсних моделей, операцій додавання; 

 результати роботи програмної реалізації під час виконання операції додавання, 

прямі та інверсні моделі нечітких трикутних чисел ,A B  та С , графічне представлення 

нечітких чисел; 

 висновки. 

Файли проекту програми зберігати до захисту лабораторної роботи, щоб при 

необхідності мати можливість продемонструвати чи додатково проаналізувати результати 

роботи програми. 

 

Контрольні запитання 

1. Поняття нечітких множин та нечітких чисел. 

2. Опуклість нечіткої множини. 

3. Нормальність нечіткої множини. 

4. Властивості нечітких множин. 

5. Пряма та інверсна моделі нечітких трикутних чисел. 

6. Операція додавання нечітких трикутних чисел. 
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Лабораторна робота № 4 
ДОСЛІДЖЕННЯ ПРОЦЕСІВ БУНКЕРУВАННЯ СУДЕН 

В УМОВАХ НЕВИЗНАЧЕНОСТІ НА ОСНОВІ ОПЕРАЦІЙ 

З НЕЧІТКИМИ ТРИКУТНИМИ ЧИСЛАМИ 
 
 

Мета: Розробка програмного забезпечення для дослідження процесів бункерування 
суден в умовах невизначеності на основі операцій з нечіткими трикутними числами. При 
цьому, замовлення портів мають нечіткий характер і задаються нечіткими числами з 
трикутною формою функції належності. 

 

Теоретичні відомості 
Теоретичні відомості з нечітких множин і нечітких чисел представлені у теоретичній 

частині лабораторної роботи № 3. 

Віднімання нечітких чисел 
Представимо операцію віднімання нечітких чисел через операцію віднімання інтервалів 

довіри (оскільки інтервали довіри являють собою перерізи для всіх значень  0,1 ). 

       1 2 2 1
  ,   ( )  ,A B a b a b

 
          (21) 

де        1 2 1 2
, ,    ,  ,     ,A a a B b b A B R

 
             . 

На основі (21), враховуючи (17) і (18), отримуємо: 

 
    

     

1 0 1 2 2 0

2 2 0 1 0 1

( ) ,
.

a a a b b b
A B

a a a b b b
 

 

 

       
  

        

 (22) 

У результаті перегрупування складових у (22) маємо: 

 
 

 

1 2 0 1 2 0

2 1 2 0 0 1

,
.

a b a a b b
A B

a b a a b b
 





      
   

       
 (23) 

Принцип організації процесів бункерування суден 
На початковому етапі на танкері знаходиться визначена кількість палива (чітке число), 

що відповідає вантажомісткості танкера 
0

Q . 

Замовлення портів 
i

A  мають нечіткий характер. Для визначення кількості палива, що 

залишилось на танкері після обслуговування 1-го порту, необхідно від чіткого числа (зага-
льна кількість палива на танкері) відняти нечітке число (замовлення порту). Після цього 
залишок палива на танкері також стає нечітким числом. Танкер може здійснювати 
обслуговування портів до того моменту, поки залишок палива перевищуватиме замовлення 
порту. Коли відповідна умова не виконується, то виникає конфліктна ситуація, і обслу-
говування портів означеним танкером припиняється. Останнє замовлення (на якому виникла 
конфліктна ситуація) не враховується у загальній кількості виконаних замовлень. Процес 
бункерування суден проілюстровано на рис. 8. 

 

 
Рис. 8. Ілюстрація процесу бункерування 
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Завдання 
Розробити програмне забезпечення для моделювання процесу бункерування суден в 

умовах невизначеності. Мова програмування – на вибір студента. Передбачити можливість 

введення вантажомісткості 
0

Q  танкера користувачем. Замовлення портів 
i

A  визначаються за 

допомогою генератора випадкових чисел (замовлення порту не може бути меншим за 50 тон 

і не має перевищувати вантажомісткість танкера). 

 

Приклад виконання роботи 

Головне вікно розробленого програмного забезпечення має вигляд, як показано на рис. 9. 

Послідовність дій для проведення розрахунків: 

1. Введіть значення кількості палива на танкері в поле «Кількість палива на танкері» 

і натисніть кнопку «Обрахувати». 
 

 
Рис. 9. Головне вікно програми для реалізації процесів 

бункерування суден в умовах невизначеності  
 

Оскільки замовлення портів мають нечіткий характер, то на початковому етапі в полі 

«Замовлення порту» відображається згенероване замовлення у вигляді нечіткого трикутно-

го числа (наприклад,  1
97,100,173A  ), а в полі «Залишок палива в танкері» – поча-

ткова кількість палива на танкері (згідно рис. 8) у вигляді нечіткого трикутного числа 

(наприклад,  0
500,500,500Q  , рис. 10). 

 

 
Рис. 10. Генерація замовлення першого порту 

1
A  
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2. На наступному кроці, під час повторного натиснення кнопки «Обрахувати», 

розрахується залишок палива при обслуговуванні першого порту на основі операції 

віднімання нечітких чисел (наприклад,    1
500 166,500 145,500 69 334,355,431Q      , 

а також згенерується замовлення другого порту (наприклад,  2
204,208,232A  , рис. 11). 

 

 
Рис. 11. Розрахунок залишку палива під час обслуговування 

першого порту 
1

Q  та генерація замовлення другого порту 
2

A  

 

3. Натиснення кнопки «Обрахувати» призведе до розрахунку залишку палива при 

обслуговуванні другого порту (наприклад,    2
334 232,355 208,431 204 102,147,227Q      ), а 

також згенерується замовлення третього порту (наприклад,  3
202,210,230A  , рис. 12). З рис. 12 

видно, що виникає конфліктна ситуація, оскільки обслуговування третього порту неможливе. 

Це пояснюється тим, що залишок палива під час обслуговування третього порту має 

від’ємну складову (наприклад,    3
102 230,147 210,227 202 128, 63,25Q        ). 

 
Рис. 12. Виникнення конфліктної ситуації під час обслуговування третього порту 
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У загальній кількості виконаних замовлень останнє (на якому виникла конфліктна 

ситуація) не враховується. Таким чином, було виконано 2 замовлення. 

 

Вимоги до оформлення звітів 

У звіті необхідно відобразити: 

 назву та мету виконання лабораторної роботи; 

 теоретичні відомості щодо нечітких множин, нечітких трикутних чисел, їх прямих 

та інверсних моделей, операцій віднімання; 

 опис послідовності процесу бункерування суден танкером; 

 результати роботи програмного забезпечення під час моделювання процесу 

бункерування суден в умовах невизначеності. 

 висновки. 

Файли проекту програми зберігати до захисту лабораторної роботи, щоб за необхід-

ності мати можливість продемонструвати чи додатково проаналізувати результати роботи 

програми. 

 

Контрольні запитання 

1. Поняття нечітких множин та нечітких чисел. 

2. Пряма та інверсна моделі нечітких трикутних чисел. 

3. Операція віднімання нечітких трикутних чисел. 

4. Принцип організації бункерування суден. 

5. Умова виникнення конфліктної ситуації в процесі бункерування суден в умовах 

невизначеності. 
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Лабораторна робота № 5 

МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ ФУНКЦІЙ НАЛЕЖНОСТІ НЕЧІТКИХ ЧИСЕЛ: 

ДОСЛІДЖЕННЯ ВПЛИВУ ПАРАМЕТРІВ НА ГЕОМЕТРИЧНУ ФОРМУ 
 
 

Мета: Розробка програмного забезпечення для моделювання нечітких чисел з різними 

функціями належності та дослідження впливу параметрів на їх геометричну форму. 

 

Теоретичні відомості 

Функція належності – це функція, яка дозволяє обчислити ступінь належності будь-

якого елемента x  до нечіткої множини A  . Існує ряд стандартних функцій належності для 

представлення нечітких чисел, їх перелік наведений у таблиці 3. 

Таблиця 3. 

Стандартні функції належності нечітких чисел 
 

№ (1) 
Опис 

(2) 

Аналітична формула 

(3) 

Вигляд функції 

належності (4) 

1 

Трикутна 

функція 

належності 

 

0,при  або

, при

, при

x a x c

x a
x a x b

b a

c x
b x c

c b




  



  


 

 


 

де a b c    

2 

Трапеційна 

функція 

належності 

 

0,при  або

, при

1, при

, при

x a x d

x a
a x b

b a
x

b x c

d x
c x d

d c



 



  


 

 
 

 


 

де a b c d     

Продо3 

Симетрична 

гаусівська 

функція 

належності 
 

 
2

22

x b

cx e




  

 

4 

Двобічна 

гаусівська 

функція 

належності 

якщо 
1 2

c c , то 

 

 

 

2

1

2
1

2

2

2
2

2

1

1 2

2

2

,при

1, при

, при

x c

a

x c

a

e x c

x c x c

e x c













  





 

якщо 
1 2

c c , то 

 

 

   

 

2

1

2
1

2 2

1 2

2 2
1 2

2

2

2
2

2

2

2 2

2 1

2

1

,  при

, при

, при

x c

a

x c x c

a a

x c

a

e x c

x e e c x c

e x c






 
 










   






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Закінчення таблиці 3 
 

5 

Узагальнена 

дзвоно-подібна 

функція 

належності 

  2

1

1

b
x

x c

a

 




 

де 

   

 

0; ; ; ;

; ;

a b

c

    

  
 

 

6 

Сигмоїдна 

функція 

належності 
   

1

1
a x c

x
e


 




 

 

7 

Добуток 

сигмоїдних 

функцій 

належності 

     1 1 2 2

1 1

1 1
a x c a x c

x
e e


   

 
 

 

 

8 

Різниця між 

сигмоїдними 

функціями 

належності 

     1 1 2 2

1 1

1 1
a x c a x c

x
e e


   

 
 

 

 

9 

Z-подібна 

функція 

належності 

 

1,при

нелінійна, апроксимація, при

0, при

x a

x a x b

x b






  
 

 

 

10 

S-подібна 

функція 

належності 

 

0,при

нелінійна, апроксимація, при

1, при

x a

x a x b

x b






  
 

 

 

11 

Лапласівська 

функція 

належності 
  ,   де 0

x b

dx e d




   

 

12 

Квадратична 

функція 

належності 

 

2 2

1 , якщо 1

0, інакше

x a x a

x b b

     
          



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Завдання 
Розробити програмне забезпечення, в якому промоделювати (графічно показати) 

функції належності згідно із варіантом. У програмі передбачити можливість налаштування 

параметрів функцій належності користувачем. Мова програмування – на вибір студента. 

 

Таблиця 4. 

Завдання по варіантах для лабораторної роботи № 5 
 

Варіант Функції належності (№ із таблиці 3) 

1 1, 3, 5 

2 2, 3, 8 

3 6, 8, 12 

4 1, 3, 11 

5 2, 6, 12 

6 3, 5, 8 

7 1, 6, 11 

8 2, 5, 7 

9 2, 6, 12 

10 7, 8, 11 

 

Приклад виконання роботи 

Під час завантаження програми зі списку необхідно обрати функцію належності, після 

чого з’являються параметри, які впливають на її геометричну форму. При виборі, наприклад, 

симетричної гаусівської функції належності з’являються параметри b  і c  з полями для 

введення їх значень. Під час натиснення кнопки «Побудувати» буде графічно представлено 

відповідну функцію належності із заданими параметрами (рис. 13). 

Так, наприклад, при виборі узагальненої дзвоноподібної функції належності 

з’являється додатковий параметр a  з полем для введення його значення. Графічне 

відображення узагальненої дзвоноподібної функції належності представлено на рис. 14. 
 

 
Рис. 13. Графічне відображення симетричної гаусівської функції належності  

із заданими параметрами 7b   та  2c   
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Рис. 14. Графічне відображення узагальненої дзвоноподібної функції належності із 

заданими параметрами 2b  , 8c    та 3a   
 

Вимоги до оформлення звітів 

У звіті необхідно відобразити: 

 назву та мету виконання лабораторної роботи; 

 теоретичні відомості щодо математичних моделей функцій належності нечітких 

чисел; 

 результати роботи програмного забезпечення з вибором функцій належності; 

 дослідження впливу параметрів на геометричну форму функцій належності нечітких 

чисел; 

 висновки. 

Файли проекту програми зберігати до захисту лабораторної роботи, щоб за необхід-

ності мати можливість продемонструвати чи додатково проаналізувати результати роботи 

програми. 

 

Контрольні запитання 

1. Поняття функції належності. 

2. Типи функцій належності. 

3. Математичні моделі функцій належності нечітких чисел. 

4. Вплив параметрів на геометричну форму функцій належності нечітких чисел. 

5. Порівняльна характеристика функцій належності нечітких чисел. 
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Лабораторна робота № 6 

ПРИНЦИП УЗАГАЛЬНЕННЯ ЗАДЕ: АРИФМЕТИЧНІ ОПЕРАЦІЇ 

НА ОСНОВІ ЗГОРТКИ НЕЧІТКИХ ЧИСЕЛ 

 
 

Мета: Розробка програмного забезпечення для реалізації арифметичних операцій над 

нечіткими числами з різною формою функцій належності на основі принципу узагальнення 

Заде (MAX-MIN згортка). 

 

Теоретичні відомості 
Будь-яку нечітку множину можна представити у вигляді: 

       1 2

1 2

... ... ,
A A A i A n

i n

x x x x
A

x x x x

   
       (24) 

або у скороченому записі: 

 
1

.
n

A i

i
i

x
A

x





  (25) 

У виразах (23) та (24) позначення «+» та «
1

n

i

 » означають не операцію додавання, а 

операцію об’єднання. Кожен елемент 
 A i

i

x

x


 називається сінглтоном. 

Будь-яке нечітке число можна представити у вигляді (25). Для цього необхідно обрати 

кількість кроків m, визначити розмір кроку: 

,
m

x x
x

m


   (26) 

і для кожного 
1i i m

x x x


    за виглядом функції належності знайти значення  , 1,2,...,
A i

x i m  . 

 

Операції над нечіткими множинами на основі MAX-MIN згортки: 

Якщо виконуються умови, що ,x y R  і ,A B R то будь-яку операцію над 

нечіткими множинами A  та B  у загальному вигляді можна представити наступним чином: 

   
    

OP
A BA OP B z x y

x y  


   , (27) 

де OP – будь-яка арифметична операція. 

Спираючись на (27) запишемо формули для стандартних операцій: 

1. Додавання нечітких множин 

      A BA B z x y
x y  

  
   . (28) 

2. Віднімання нечітких множин 

      A BA B z x y
x y  

  
   . (29) 

3. Множення нечітких множин 

      A BA B z x y
x y  

  
   . (30) 

4. Ділення нечітких множин 

      : :
A BA B z x y

x y  


   . (31) 
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5. Максимум нечітких множин 

      A BA B z x y
x y  

  
   . (32) 

6. Мінімум нечітких множин 

      A BA B z x y
x y  

  
   . (33) 

Крім того, у теорії нечітких множин розглядають також MIN-MAX згортку: 

   
    

OP
A BA OP B z x y

x y  


   , (34) 

але MIN-MAX згортка використовується вкрай рідко, оскільки вона може привести до 

формування неопуклої і субнормальної нечіткої множини. 

Ілюстрація алгоритму MAX-MIN згортки 

Вхідні дані 

‒ кількість кроків 5m   (задається користувачем); 

‒ нечіткі трикутні числа (16)  1 0 2
, ,A a a a ,  1 0 2

, ,B b b b : 

   0,3,5 , 1,4,6 ;A B   

‒ операція – додавання. 

1. Знаходження кількості та розміру кроків 

Відстань d , між нижньою та верхньої границями носіїв нечітких чисел: 

 для числа A :  
2 1

5 0 5
A

d a a     ; 

 для числа B :  
2 1

6 1 5
B

d b b     . 

Для отримання розміру кроку найменше з цих двох чисел ділимо на мінімальну 

кількість кроків m , вказану користувачем: 

 min , 5
1

5

A B

m

d d
x

m
     

Визначаємо кількість кроків (для кожного з нечітких чисел ,A B  відстань між 

границями ,
A B

d d  ділимо на розмір кроку 
m

x ): 

кількість кроків для числа A : 5 1 5
A A m

m d x     

кількість кроків для числа B : 5 1 5
A A m

m d x     

2. Формування носіїв нечітких множин A  та B  

Кількість елементів у носіях нечітких множин A  та B  – 6 елементів:  0,1,2,3,4,5A , 

 1,2,3,4,5,6B . 

Кількість елементів для формування носія результуючої нечіткої множини C  дорівнює 

добутку розмірностей множин (операндів) A  та B : 6 x 6 = 36. 

3. Формування значень функцій належності нечітких множин значеннями A  та B  

За прямою моделлю функції належності трикутного числа (16) знаходимо ступінь 

належності ( ), ( )
i j

x y   для кожного значення координат ,
i j

x y  (таблиця 5) відповідних 

нечітких чисел    0,3,5 , 1,4,6A B  . 
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Таблиця 5. 

Нечіткі множини A  та B  

 

Таблиця 6. 

36 сінглтонів: формування результуючої нечіткої множини С  

( )
jC i

z  min(0,0)=0 min(0,0.33)=0 min(0,0.67)=0 min(0,1)=0 min(0,0.5)=0 min(0,0)=0 

ij
z  0 + 1 = 1 0 + 2 = 2 0 + 3 = 3 0 + 4 = 4 0 + 5 = 5 0 + 6 = 6 

( )
jC i

z  
min(0.33,0) 

= 0 

min(0.33,0.33) 

= 0.33 

min(0.33,0.67) 

= 0.33 

min(0.33,1) 

= 0.33 

min(0.33,0.5

) = 0.33 

min(0.33,0) 

= 0 

ij
z  1 + 1 = 2 1 + 2 = 3 1 + 3 = 4 1 + 4 = 5 1 + 5 = 6 1 + 6 = 7 

( )
jC i

z  min(0.67,0) 

= 0 

min(0.67,0.33) 

= 0.33 

min(0.67,0.67)  

= 0.67 

min(0.67,1) 

= 0.67 

min(0.67,0.5) 

= 0.5 

min(0.67,0) 

= 0 

ij
z  2 + 1 = 3 2 + 2 = 4 2 + 3 = 5 2 + 4 = 6 2 + 5 = 7 2 + 6 = 8 

( )
jC i

z  min(1,0)=0 
min(1,0.33) 

=0.33 

min(1,0.67)       

= 0.67 
min(1,1)=1 

min(1,0.5)     

= 0.5 
min(1,0)=0 

ij
z  3 + 1 = 4 3 + 2 = 5 3 + 3 = 6 3 + 4 = 7 3 + 5 = 8 3 + 6 = 9 

( )
jC i

z  min(0.5,0)   

= 0 

min(0.5,0.33)   

= 0.33 

min(0.5,0.67)   

= 0.5 

min(0.5,1)   

= 0,5 

min(0.5,0.5)   

= 0.5 

min(0.5,0)   

= 0 

ij
z  4 + 1 = 5 4 + 2 = 6 4 + 3 = 7 4 + 4 = 8 4 + 5 = 9 4 + 6 = 10 

( )
jC i

z  min(0,0)=0 min(0,0.33)=0 min(0,0.67)=0 min(0,1)=0 min(0,0.5)=0 min(0,0)=0 

ij
z  5 + 1 = 6 5 + 2 = 7 5 + 3 = 8 5 + 4 = 9 5 + 5 = 10 5 + 6 = 11 
 

Під час формування сінглтонів (таблиця 6) для знаходження елементів 
ij

z  множини C , 

що відповідають додаванню відповідних координат, розраховуємо суму координат операндів 

 , , 1,2,...,6
ij i j

z x y i j   . Для знаходження відповідного значення ступеню належності, 

( )
jC i

z  (таблиця 6) визначаємо мінімальне значення ступеню належності для відповідних 

координат операндів  ( ) min ( ), ( )
i A i B jC j

z x y   . 

4. Сортування елементів носія множини C  за значенням координат 
ij

z  

Таблиця 7. 

36 відсортованих сінглтонів для формування результуючої нечіткої множини С  

( )
jC i

z  0 0 0 0 0.33 0 0 0.33 0.33 0 0 0.33 0.67 0.33 0 0 0.33 

ij
z  1 2 2 3 3 3 4 4 4 4 5 5 5 5 5 6 6 

( )
jC i

z  0.67 0.67 0.33 0 0 0.5 1 0.5 0 0 0.5 0.5 0 0 0.5 0 0 0 0 

ij
z  6 6 6 6 7 7 7 7 7 8 8 8 8 9 9 9 10 10 11 

Нечітка 

множина

A  

( )
iA

x  0 
1 0

0.33
3 0





 

2 0
0.67

3 0





 

3 0
1

3 0





 

5 4
0.5

5 3





 0 

i
x  0 1 2 3 4 5 

Нечітка 

множина

B  

( )
jB

y  0 
2 1

0.33
4 1





 

3 1
0.67

4 1





 

4 1
1

4 1





 

6 5
0.5

6 4





 0 

j
y  1 2 3 4 5 6 
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У таблиці 3 для однакових значень координат 
ij

z  множини C  знаходимо максимальні 

значення функції належності ( )
jC i

z . У таблиці 7 відповідні сінглтони підкреслені та 

виділені жирним шрифтом. 

5. Формування результуючої множини C  

Для формування результуючої нечіткої множини С  (таблиця 8) залишаємо тільки 

сінглтони, що виділені жирним шрифтом і підкреслені в таблиці 7. 

Таблиця 8. 

Результуюча нечітка множина С  

Нечітка 

множина

C  

( )
jC i

z  0 0 0.33 0.33 0.67 0.67 1 0.5 0.5 0 0 

ij
z  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

 

Завдання 
Розробити програмне забезпечення для реалізації усіх вищенаведених операцій (дода-

вання, віднімання, множення, ділення, мінімум, максимум) на основі принципу узагальнення 

Заде (MAX-MIN згортка) над нечіткими числами з різними формами функцій належності 

(функції належності взяти згідно з відповідним варіантом лабораторної роботи № 5). 

Мова програмування – на вибір студента. Програмний продукт має забезпечити графічне 

представлення нечітких чисел A , B  та  C A OP B . 

 

Приклад виконання роботи (для нечітких трикутних чисел) 

Головне вікно розробленого програмного забезпечення показано на рис. 15. 

Послідовність дій для проведення розрахунків: 

1. Введіть значення  1 0 2
, ,a a a  та  1 0 2

, ,b b b  у поля «Нечітке число А» та «Нечітке 

число В». 

 
Рис. 15. Головне вікно програмного забезпечення для виконання MAX-MI 

згортки нечітких трикутних чисел 

 

2. Введіть мінімальну кількість кроків для дискретизації нечітких чисел (за замовчува-

нням 20) у поле «Кількість кроків для побудови графіків». Чим більше значення кількості 

кроків, тим більш гладкими будуть графіки нечітких чисел. 

3. Оберіть операцію, яку необхідно виконати над нечіткими числами у випадаючому 

списку «Операції з нечіткими числами» і натисніть кнопку «Обрахувати». 
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4. Результат виконання операції буде представлено у вигляді сінглтонів і графічно, як 

показано на рис. 16. Для нечітких чисел можна побудувати огинаючу (це особливо корисно 

для операцій множення та ділення). Для цього оберіть відповідний перемикач «Огинаюча 

результату», у цьому випадку графічне представлення матиме вигляд, як на рис. 17. 

 

 
Рис. 16. Числовий та графічний результати виконання операції додавання двох 

нечітких трикутних чисел на основі MAX-MIN згортки  

 

 
Рис. 17. Графічний результат (огинаюча) виконання операції додавання 

двох нечітких трикутних чисел на основі MAX-MIN згортки 
 

Вимоги до оформлення звітів 

У звіті необхідно відобразити: 

 назву та мету виконання лабораторної роботи; 

 теоретичні відомості щодо принципу узагальнення Заде на основі MAX-MIN 

згортки; 

 результати (числові і графічні) роботи програмного забезпечення з обраними 

функціями належності та всіма операціями над нечіткими числами; 

 висновки. 

Файли проекту програми зберігати до захисту лабораторної роботи, щоб за необхід-

ності мати можливість продемонструвати чи додатково проаналізувати результати роботи 

програми. 
 

Контрольні запитання 

1. Поняття сінглтону. 

2. Принцип узагальнення Заде. 

3. Приклади застосування принципу узагальнення Заде. 

4. Операції над нечіткими множинами на основі MAX-MIN згортки. 

5. MIN-MAX згортка нечітких чисел та її особливості.  
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Лабораторна робота № 7 

МЕТОДИ І ПОКАЗНИКИ ДЛЯ ПОРІВНЯННЯ НЕЧІТКИХ МНОЖИН 

 

 

Мета: Розробка програмного забезпечення для порівняння нечітких множин з різною 

формою функцій належності, зокрема для визначення їхньої міри подібності. 

 

Теоретичні відомості 

Лінійна Хемінгова відстань визначається для лінійної оцінки відстані між двома 

нечіткими множинами A  та B  і розраховується наступним чином: 

     
1

, .
A

n

i B i
i

A B x x  


   (35) 

Квадратична Евклідова відстань визначається для квадратичної оцінки відстані між 

двома нечіткими множинами A  та B  і розраховується наступним чином: 

      
2

1

, .
A

n

i i
i

B
A B x x  



   (36) 

Відстань Мінковського являє собою параметричну метрику на Евклідовому просторі, 

яку можна розглядати як узагальнення Евклідової відстані та відстані «міських кварталів». 

Відстань Мінковського порядку p  між двома нечіткими множинами A  та B  визначається як: 

     
1

1

,
n p

A B
i

p

i i
m A B x x 



   
 
 . (37) 

Для 1p   відстань Мінковського є метрикою внаслідок «нерівності Мінковського». 

Для 1p   відстань не є метрикою, оскільки порушується «нерівність трикутника». При 

p   метрика перетворюється у відстань Чебишева. Частіше всього відстань Мінковського 

використовують з параметром 1p   (відстань «міських кварталів») та 2p   (Евклідова 

відстань). 

Відстань Чебишева являє собою метрику для порівняння n  – вимірних числових 

векторів. Відстань Чебишева між двома нечіткими множинами A  та B  визначається 

наступним чином: 

     
1,2,...,

, max
A i iB

i n
сh A B x x 


  . (38) 

 

Завдання 

1. Розробити програмне забезпечення для знаходження лінійної Хемінгової (35) та 

квадратичної Евклідової (36) відстаней між нечіткими числами з різною формою функцій 

належності (функції належності взяти згідно з відповідним варіантом лабораторної 

роботи № 5). Обрати кількість кроків дискретизації 64n  . Мова програмування – на вибір 

студента. 

2. При представленні результатів лабораторної роботи графічно показати нечіткі числа 

,A B  та графіки залежностей: 

       е ;, д
A i iB

x xl i l i    (39) 

        
2

., де
A i B i

xQ xi Q i    (40) 
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Приклад виконання роботи (для нечітких трикутних чисел) 

Головне вікно розробленого програмного забезпечення показано на рис. 18. 
 

 
 

Рис. 18. Головне вікно програмного забезпечення 

для розрахунку відстаней між нечіткими числами  

 

Послідовність дій для проведення розрахунків: 

1. Введіть значення  1 0 2
, ,a a a  та  1 0 2

, ,b b b  у поля «Нечітке число А» та «Нечітке 

число В». 

2. Введіть кількість кроків (за замовчуванням 70) у поле «Кількість кроків для 

розрахунку відстані». Рекомендується брати кількість кроків більше 64. 

3. Натисніть кнопку «Обрахувати». Розраховані відстані буде представлено у число-

вій формі. На рис. 19 графічно показані нечіткі числа ,A B , графіки залежностей (39)–(40) та 

розраховані значення лінійної Хемінгової та квадратичної Евклідової відстаней (35)–(36). 
 

 
Рис. 19. Розраховані відстані між нечіткими числами ,A B  та графіки 
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лінійної Хемінгової та квадратичної Евклідової відстаней 

Вимоги до оформлення звітів 

У звіті необхідно відобразити: 

 назву та мету виконання лабораторної роботи; 

 теоретичні відомості щодо методів і показників порівняння нечітких множин; 

 результати роботи програмного продукту з обраними функціями належності, 

графічним представленням нечітких чисел ,A B , графіками поточних значень (39)–(40) та 

значеннями лінійної Хемінгової та квадратичної Евклідової відстаней (35)–(36); 

 висновки. 

Файли проекту програми зберігати до захисту лабораторної роботи, щоб за необхід-

ності мати можливість продемонструвати чи додатково проаналізувати результати роботи 

програми. 

 

Контрольні запитання 

1. Поняття відстані між нечіткими множинами. 

2. Лінійна Хемінгова відстань між нечіткими множинами. 

3. Квадратична Евклідова відстань між нечіткими множинами. 

4. Відстані Мінковського та Чебишева. 

5. Спільне та відмінне між Хемінговою та Евклідовою відстанями. 

6. Порівняльний аналіз алгоритмів оцінки подібності нечітких множин. 
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Лабораторна робота № 8 

ДОСЛІДЖЕННЯ ОБЧИСЛЮВАЛЬНИХ ПРОЦЕДУР 

ДЛЯ ВИЗНАЧЕННЯ ІНДЕКСІВ НЕЧІТКОСТІ 

 
 

Мета: Розробка програмного забезпечення для розрахунку та дослідження індексів 

нечіткості нечітких чисел з різною формою функцій належності. 

 

Теоретичні відомості 
Індекси нечіткості призначені для того, щоб з’ясувати, наскільки нечітке число з 

відповідною формою функції належності наближене (подібне) до нечіткого числа з 

прямокутною формою функції належності. 

У подальшому визначимо нечітку множину A E  з прямокутною формою функції на-

лежності, що є найближчою до заданої нечіткої множини  1 2 3
, ,A a a a . 

Функція належності нечіткої множини A E  з прямокутною формою функції нале-

жності визначається наступним чином: 

 

 

 

 

0,при 0,5

1,при 0,5

0 або1,при 0,5

A i

A i A i

A i

x

x x

x



 



 


 




 (41) 

Як правило, при 0,5
A

   визначають ліву і праву границі нечіткої множини A E  з 

прямокутною формою функції належності, де 1
A

  . 

Лінійний індекс нечіткості визначається за формулою: 

   
2

, ,
l

d A A A
n

   (42) 

де  ,A A  – лінійна Хемінгова відстань (35); n  – кількість кроків. 

Множник 
2

n
 забезпечує виконання умови  0 1

l
d A  . 

Квадратичний індекс нечіткості визначається за формулою: 

   
2

, ,
q

d A A A
n

   (43) 

де  ,A A  – квадратична Евклідова відстань (36). 

Для квадратичного індексу нечіткості також виконується умова  0 1
q

d A  . 

Завдання 
1. Розробити програмне забезпечення для знаходження лінійного та квадратичного 

індексів нечіткості нечітких чисел з різною формою функцій належності (функції 

належності взяти згідно з відповідним варіантом лабораторної роботи № 5). Обрати 

кількість кроків 64n  . Мова програмування – на вибір студента. 

2. У програмі графічно показати задану нечітку множину A  та найближчу до неї 

нечітку множину A E  з прямокутною формою функції належності. 

 

Приклад виконання роботи (для нечітких трикутних чисел) 

Головне вікно розробленого програмного забезпечення показано на рис. 20. 

Послідовність дій для проведення розрахунків: 

1. Введіть значення  1 0 2
, ,a a a  у поле «Нечітке число А». 
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2. Введіть кількість кроків (за замовчуванням 70) у поле «Кількість кроків для 

розрахунку відстані». Рекомендується брати кількість кроків більше за 64. 

3. Натисніть кнопку «Обрахувати». Розраховані індекси нечіткості буде представ-

лено у числовій формі (42)–(43). Графічно показано задану нечітку множину A  та найближчу 

до неї нечітку множину A E  з прямокутною формою функції належності (41) (рис. 21). 

 

 
 

Рис. 20. Інтерфейс програми для розрахунку індексів нечіткості нечітких трикутних чисел 

 

 
 

Рис. 21. Розраховані індекси нечіткості нечіткого трикутного числа 

та  графічне представлення нечіткого і найближчого до нього чіткого чисел  
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Вимоги до оформлення звітів 

У звіті необхідно відобразити: 

 назву та мету виконання лабораторної роботи; 

 теоретичні відомості щодо процедури для визначення індексів нечіткості; 

 результати роботи програмного забезпечення з обраними функціями належності, 

графічним представленням нечітких множин ,A A , графіками та розрахованими значеннями 

індексів нечіткості; 

 висновки. 

Файли проекту програми зберігати до захисту лабораторної роботи, щоб за необхі-

дності мати можливість продемонструвати чи додатково проаналізувати результати роботи 

програми. 

 

Контрольні запитання 

1. Поняття індексу нечіткості. 

2. Лінійний індекс нечіткості. 

3. Квадратичний індекс нечіткості. 

4. Спільне та відмінне між лінійним та квадратичним індексами нечіткості. 

5. Порівняльний аналіз індексів нечіткості. 
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