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Математичний опис різних процесів і явищ матеріального світу приводить в багатьох випадках до рівнянь, що містять шукану функцію під знаком похідної або диференціала. Такі рівняння називаються диференціальними. Розглянемо приклад, що приводить до диференціального рівняння.
Приклад.  З висоти 
[image: image1.wmf]H

 без початкової швидкості кинуто тіло. Знайти закон його руху, якщо на тіло окрім сили тяжіння діє сила опору середовища пропорційна швидкості.
Розв’язок. Позначимо закон руху тіла через 
[image: image2.wmf](
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, а коефіцієнт опору середовища через 
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. Тоді, згідно другого закону Ньютона, будемо мати:
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де 
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 – маса тіла, 
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 – прискорення тіла, 
[image: image7.wmf]F

 – сил, що діють на тіло. Тоді, згідно фізичного змісту швидкості і прискорення, використовуючи умову задачі будемо мати:
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Отримали диференціальне рівняння. Його розв’язок має вигляд:
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в чому можна впевнитися безпосередньою підстановкою розв’язку в диференціальне рівняння.

Для відшукання констант 
[image: image10.wmf]1
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 і 
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 залучимо додаткові умови, які фігурують в умові задачі:
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Задовольняючи цим умовам, отримаємо систему рівнянь:
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Підставляючи знайдені 
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 і 
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 в формулу для 
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, отримаємо розв’язок задачі:
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Введемо декілька означень.

Означення 1. Диференціальним рівнянням є математичний вираз (структура), що містить незалежну змінну 
[image: image21.wmf]x

, шукану функцію 
[image: image22.wmf]y

 і її похідні, тобто має вигляд:
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Означення 2. Якщо в диференціальному рівнянні шукана функція є функцією однієї змінної, то диференціальне рівняння називається звичайним. 
Означенні 3. Якщо невідома функція є функцією декількох незалежних змінних, то диференціальне рівняння називається рівнянням у частинних похідних.

Означення 4. Порядок диференціального рівняння встановлюється за максимальним порядком похідної функції, що входить у рівняння.

Означення 5. Загальним розв’язком диференціального рівняння є будь-як функція, що будучи підставлена в диференціальне рівняння обертає його на тотожність і містить стільки довільних сталих, який порядок рівняння, тобто яка має вигляд:
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Означення 6. Частковим розв’язком диференціального рівняння називається функція, що утворюється із загального розв’язку при яких-небудь визначених значеннях констант 
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Означення 7. Процес знаходження розв’язку диференціального рівняння  називається інтегруванням диференціального рівняння.
КОНТРОЛЬНА РОБОТА № 1
1.1. Диференціальні рівняння зі змінними, що поділяються
Загальний вигляд диференціального рівняння із змінними, що поділяються:
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Поділити змінні – це значить алгебраїчно перетворити диференціальне рівняння таким чином, щоб по різні сторони рівності знаходилися вирази тільки від однієї змінної.

Шляхом поділу на 
[image: image27.wmf](
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 одержимо диференціальне рівняння з поділеними змінними
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Інтегруючи останній вираз, одержимо загальний розв’язок:
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Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння:
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Розв’язок. Поділимо змінні
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 Інтегруємо 
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Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння:
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Розв’язок. Поділимо обидві частини рівняння на 
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тобто
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Рівняння вигляду 
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приводяться до рівнянь із змінними, що поділяються шляхом введення заміни 
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 або, якщо підставимо у вихідне рівняння, то одержимо: 
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Інтегруючи, маємо: 

[image: image48.wmf](

)

C

x

z

bf

a

dz

+

=

+

ò

.

Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння 
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Розв’язок. Зробимо заміну 
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Підставивши у вихідне рівняння, будемо мати 
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Завдання № 1. Знайти загальний розв'язок рівняння:
1. 
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1.2. Однорідні диференціальні рівняння

Диференціальне рівняння першого порядку називається однорідним, якщо його можна привести до виду
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За допомогою заміни 
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 його можна перетворити на рівняння із змінними, що поділяються. Використовуючи заміну, будемо мати: 
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Підставимо у вихідне рівняння:


[image: image94.wmf](

)

z

f

dx

dz

x

z

=

+

,

[image: image95.wmf](

)

z

z

f

dx

xdz

-

=

,

[image: image96.wmf](

)

x

dx

z

z

f

dz

=

-

.


[image: image97.wmf](

)

ò

-

=

-

z

z

f

dz

C

ln

x

ln

 
Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння 
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Розв’язок.  Введемо заміну
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Також до однорідних рівнянь приводяться рівняння виду:

[image: image111.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

+

=

2

2

2

1

1

1

c

y

b

x

a

c

y

b

x

a

f

dx

dy

.

Введемо заміну змінних:
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Тоді рівняння перетвориться  до вигляду
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і далі розв’язується як однорідне.

Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння 
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Розв’язок. Введемо заміну
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Тоді рівняння прийме вигляд:
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Завдання № 2. Знайти загальний розв'язок рівняння:
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1.3. Лінійні рівняння першого порядку. Рівняння 
Бернуллі і Рікатті.

Рівняння виду 
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 неперервні функції у всій області інтегрування рівняння, називаються лінійними.
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Розв’язок диференціального рівняння  виконується в два етапи. На першому шукається розв’язок однорідного диференціального рівняння: 
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Розв’язок неоднорідного диференціального рівняння шукаємо методом варіації довільної сталої, тобто у вигляді:
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Підставивши у вихідне рівняння, будемо мати:
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Існує другий спосіб розв’язку неоднорідного диференціального рівняння.
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Одержимо два диференціальних рівняння:
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Знайдемо розв’язок першого рівняння:
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Тоді 
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Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння:
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Розв’язок. Зробимо заміну  
[image: image202.wmf]uv

y

=

. Тоді:

[image: image203.wmf]2

1

x

uv

x

u

v

v

u

=

-

¢

+

¢

;

[image: image204.wmf]2

1

x

u

v

u

x

u

v

=

¢

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

¢


1. 
[image: image205.wmf]0

1

=

-

¢

u

x

u

 ( 
[image: image206.wmf]0

1

=

-

u

x

dx

du

 ( 
[image: image207.wmf]x

dx

u

du

-

 ( 
[image: image208.wmf]Cx

u

=


2. 
[image: image209.wmf]2

x

u

v

=

¢

 ( 
[image: image210.wmf]x

C

cx

x

x

u

dx

dv

1

1

2

2

=

=

=

 ( 
[image: image211.wmf]xdx

C

dv

1

=

 ( 
[image: image212.wmf]1

2

2

1

C

x

C

v

+

=

. 


[image: image213.wmf](

)

x

C

x

C

x

C

Cx

uv

x

y

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

=

3

1

2

2

1

2

1

.

Рівняння Бернуллі.

Загальний вид 
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Його розв’язок шукається так же, як і розв’язок лінійного рівняння, тобто за допомогою заміни 
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Рівняння Ріккаті
Загальний вид 


[image: image218.wmf](

)

(

)

(

)

x

f

y

x

g

y

x

p

dx

dy

=

+

+

2

.

Рівняння Ріккаті в загальному вигляді не інтегрується, однак якщо яким-небудь способом може бути отримано один частковий розв’язок 
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Вводимо заміну 
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Залишається рівняння виду 
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Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння
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Завдання № 3. Знайти загальний розв'язок рівняння:
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1.4. Рівняння в повних диференціалах. Інтегруючий 
множник. 
Розглянемо рівняння виду
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Отже, умовою того, що ліва частина рівняння

[image: image284.wmf](

)

(

)

0

=

+

dy

y

,

x

N

dx

y

,

x

M


є повним диференціалом деякої шуканої функції 
[image: image285.wmf](

)

y

,

x

U

 буде:


[image: image286.wmf](

)

(

)

x

y

,

x

N

y

y

,

x

M

¶

¶

=

¶

¶

.


Якщо ця умова виконується, то розв’язок шукається у формі:
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Оскільки 
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Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння:
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Розв’язок. Перевіримо виконання умови 
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Розв’язок рівняння має структуру (загальний розв’язок)
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Якщо ліва частина рівняння
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[image: image309.wmf](

)

y

,

x

m

, названу інтегруючим множником.

Отже

[image: image310.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

0

=

+

dy

y

,

x

N

y

,

x

dx

y

,

x

M

y

,

x

m

m

,

тоді 
[image: image311.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

x

y

x

N

y

x

y

y

x

M

y

x

¶

¶

=

¶

¶

,

,

,

,

m

m

 – умова для визначення інтегруючого множника 
[image: image312.wmf](

)

y

,

x

m

. Одержимо:


[image: image313.wmf]x

N

N

x

y

M

M

y

¶

¶

+

¶

¶

=

¶

¶

+

¶

¶

m

m

m

m

,
або, поділивши на 
[image: image314.wmf]m

, будемо мати:

[image: image315.wmf]y

M

x

N

N

x

M

y

¶

¶

-

¶

¶

=

¶

¶

-

¶

¶

m

m

m

m

1

1


Розв’язок такої структури диференціальних рівнянь є непростою задачею, тому всього-на-всього розглядаються випадки, коли 
[image: image316.wmf](

)

(

)

x

y

,

x

m

m

=

, або коли 
[image: image317.wmf](

)

(

)

y

y

,

x

m

m

=

.


Приклад. Розв’язати диференціальне рівняння:
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Тобто вихідне диференціальне рівняння не є рівнянням у повних диференціалах. Нехай інтегруючий множник 
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Помножимо диференціальне рівняння на інтегруючий множник 
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Завдання № 4. Знайти загальний розв'язок рівняння:
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1.5. Рівняння, що не розв'язані відносно похідної.

Найпростіше рівняння першого порядку, не розв’язане відносно похідній, має вигляд:


[image: image379.wmf](

)

0

=

¢

y

,

y

,

x

F

.
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Далі інтегруючи 
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Приклад. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
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Розв’язок. Розглянемо дане рівняння як квадратне відносно 
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Інтегруємо ці два рівняння.
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Окремі випадки рівняння 
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1. Диференціальне рівняння має вигляд 

[image: image400.wmf](

)

0

=

¢

y

F

.

Розв’язуючи 
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Тоді розв’язком рівняння 
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Приклад. Розв’язати рівняння 
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Розв’язок: Тут 
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Метод введення параметра.
2. Диференціальне рівняння має вигляд 
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Тепер маємо:
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Інтегруючи, одержимо:
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Розв’язок рівняння 
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Якщо 
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Розв’язок рівняння запишеться в  наступному параметричному вигляді:
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Приклад. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння
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Розв’язок: Введемо заміну 
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Розв’язок рівняння має вигляд:
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3. Диференціальне рівняння має вигляд :
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Введемо заміну: 
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Оскільки 
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Інтегруючи, одержимо:
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Розв’язок буде мати вигляд:
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Загальний випадок.
Диференціальне рівняння має вигляд 
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Розв'яжемо відносно 
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Інтегруючи останнє рівняння, знаходимо 
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Рівняння Лагранжа:
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Вводимо параметр 
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або, оскільки 
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звідси
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розділимо на 
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змінюючи знак у другому доданку, одержимо
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Це лінійне диференціальне рівняння першого порядку, яке інтегрується шляхом введення заміни 
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Розв’язок подається у вигляді 
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Повернемося до рівняння
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Оскільки права частина представляє добуток двох виразів, необхідно мати на увазі, що при 
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Тоді 
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, то рівняння Лагранжа в частковому випадку переходить у рівняння Клеро, тобто 
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Приклад. Розв’язати рівняння Лагранжа: 
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Завдання № 5. Розв’язати диференціальне рівняння:
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1.6. Різні диференціальні рівняння першого порядкові.


Усі рівняння, що зустрічаються в цьому розділі, інтегруються викладеними вище способами.


Завдання № 6. Визначити тип диференціального рівняння та знайти його загальний розв'язок:
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КОНТРОЛЬНІ ПИТАННЯ
1. Які рівняння називаються диференціальними?
2. Як визначається порядок диференціального рівняння?
3. Що називається загальним розв’язком диференціального рівняння?
4. Які рівняння називаються рівняннями із змінними, що поділяються?
5. Які рівняння зводяться до рівнянь із змінними, що поділяються?
6. Які рівняння називаються однорідними?
7. За допомогою якої заміни однорідні рівняння приводяться до рівнянь із змінними, що поділяються?
8. Які рівняння і за допомогою якої заміни приводяться до однорідних?
9. Які диференціальні рівняння називаються лінійними?
10. Якими методами розв’язуються лінійні рівняння?
11. Яке диференціальне рівняння називається рівнянням у повних диференціалах?
12. При виконанні якої умови диференціальне рівняння є рівнянням у повних диференціалах?
13. Якими методами інтегруються рівняння, що не розв’язані відносно похідній?
14. Який вигляд мають рівняння Клеро і Лагранжа?
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