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КОНТРОЛЬНА РОБОТА № 2
2.1. Рівняння, що дозволяють зниження порядку

Наведемо декілька класів рівнянь, що найбільш часто зустрічаються і допускають зниження порядку.

1. Рівняння не містить шуканої функції 
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, та її похідних до порядку 
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Порядок такого рівняння може бути знижено до 
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Розв’язуючи останнє рівняння, знаходимо функцію 
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 знаходимо із співвідношення 
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шляхом 
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 - кратного інтегрування.


Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння
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Розв’язок. Зробимо заміну 
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Проінтегрувавши, будемо мати: 
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Повертаємося до заміни:
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Двічі проінтегрувавши, отримаємо загальний розв'язок початкового рівняння:
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2. Рівняння не містить незалежної змінної 
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У цьому випадку порядок рівняння можна знизити на одиницю підстановкою 
[image: image22.wmf](
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. Похідні при цьому виразяться наступним чином (за правилом диференціювання складної функції):
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Приклад. Знайти загальний розв'язок рівняння:
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Розв’язок. Зробимо заміну 
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Інтегруючи, отримаємо:
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Повертаємося до заміни:
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3. Ліва частина рівняння 
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є похідною деякого диференціального виразу 
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У цьому випадку легко знаходиться так звань перший інтеграл, тобто диференціальне рівняння 
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 - го порядку, що містить одну довільну сталу і еквівалентне початковому рівнянню 
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-го порядку, тім самим знижується порядок початкового рівняння на одиницю.


Приклад. Знайти загальний розв'язок рівняння:
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Розв’язок. Поділивши обидві частини рівняння на 
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Останнє рівняння можна записати в наступному вигляді:
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Отже легко визначити перший інтеграл
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Отримали диференціальне рівняння першого порядку, інтегруючи яке знаходимо загальний розв'язок початкового рівняння
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4. Рівняння 
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є однорідним відносно аргументів 
[image: image55.wmf](

)

n

y

y

y

,...,

,

¢

. 

Порядок однорідного відносно 
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 рівняння, тобто рівняння, для якого має місце тотожність
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може бути знижений на одиницю підстановкою 
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Підставляючи вирази для 
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 в початкове рівняння, отримаємо нове диференціальне рівняння відносно функції 
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Приклад. Знайти загальний розв'язок рівняння:
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Розв’язок. Легко бачити, що це рівняння однорідне відносно 
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Проінтегрувавши останній вираз, отримаємо:
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Тоді загальний розв'язок початкового рівняння прийме вигляд:
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Завдання № 1. Знайти загальний розв'язок рівняння:
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2.2. Задача Коші. 


Задача про знаходження часткового розв'язку диференціального рівняння при заданих початкових значеннях називається задачею Коші:
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Щоб знайти розв'язок задачі Коші необхідно:
· знайти загальний розв'язок початкового диференціального рівняння описаними вище методами;

· використовуючи задані початкові умови, знайти значення сталих 
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Приклад. Знайти розв'язок задачі Коші:
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Розв’язок. Загальний розв'язок рівняння буде мати вигляд:
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Використовуючи початкові умови приходимо до системи рівнянь:


[image: image114.wmf]î

í

ì

=

+

-

=

+

4

cos

sin

0

0

sin

0

cos

2

1

2

1

p

p

C

C

C

C

 
[image: image115.wmf]®

 
[image: image116.wmf]î

í

ì

-

=

=

4

0

2

1

C

C

.


Підставляючи знайдені константи в загальний розв'язок, отримаємо розв'язок розглянутої задачі Коші:
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Завдання № 2. Знайти розв'язок задачі Коші:
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2.3. Лінійні рівняння із сталими коефіцієнтами.
Лінійні диференціальні рівняння n-го порядку із сталими коефіцієнтами мають вигляд:
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 диференціальне рівняння називається однорідним.


Загальний розв’язок рівняння (1) складається із суми розв’язків однорідного рівняння 
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(2)
і визначити його корені 
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Розв’язком однорідного рівняння 
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(3)
для кожного кратного кореня 
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Усі 
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 рівняння (2) можуть бути і комплексними. Для кожної пари комплексно сполучених коренів 
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 у формулу розв’язку однорідного рівняння включаються доданки
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якщо ці корені прості, і доданки
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якщо пари комплексно сполучених коренів 
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k

b

a

±

=

 має кратність 
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Приклад. Знайти розв’язок однорідного рівняння
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Розв’язок. Складемо характеристичне рівняння:
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Корені отриманого рівняння наступні:
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Загальний розв’язок буде мати вигляд:
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2. Для відшукання часткового розв’язку 
[image: image242.wmf](

)

x

y

 існують два методи:


- метод невизначених коефіцієнтів;

- метод варіації довільних сталих.

Метод невизначених коефіцієнтів.
Цей метод використовується тоді, коли права частина рівняння (1) може бути представлена у вигляді сум і добутків функцій 
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Для рівняння з правою частиною 
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 частковий розв’язок має вигляд:
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де 
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Число 
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 не є коренем характеристичного рівняння (2), а якщо 
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 - корінь, то 
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 дорівнює кратності цього кореня. Щоб знайти коефіцієнти многочлена 
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, треба розв’язок (4) підставити у вихідне диференціальне рівняння і прирівняти коефіцієнти при подібних членах у лівій і правій частинах рівняння.


Для рівняння з правою частиною
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потрібно шукати частковий розв’язок у вигляді:
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де 
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 не корінь характеристичного рівняння, і 
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 дорівнює кратності кореня 
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 відшукуються аналогічно коефіцієнтам 
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Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння
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Розв’язок. Знайдемо розв’язок однорідного рівняння. Характеристичне рівняння має вигляд:
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Розв’язавши його, одержимо корені 
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Праву частину рівняння можна представити у вигляді 
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де 
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 - константи (поліноми нульової степені).


Визначимо числові значення 
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Прирівнявши коефіцієнти при 
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 у лівій і правій частинах, одержимо систему:
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Звідси 
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. Отже, загальний розв’язок вихідного диференціального рівняння має вигляд:
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Метод варіації довільних сталих.

Цей метод можна використовувати при будь-якому виді правої частини 
[image: image289.wmf](

)

x

f

 рівняння (1). Спочатку відшукується розв’язок однорідного рівняння
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Потім загальний розв’язок рівняння (1) шукається в наступному вигляді:


[image: image291.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

x

y

x

C

x

y

x

C

x

y

x

C

x

y

n

n

+

+

+

=

...

2

2

1

1

.

Функції 
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 визначаються із системи рівнянь
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Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння
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Розв’язок. Знайдемо розв’язок однорідного рівняння
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Розв’язок неоднорідного рівняння шукаємо у вигляді:
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Віднявши з другого рівняння перше, одержимо 
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Загальний розв’язок вихідного неоднорідного рівняння має вигляд:

[image: image308.wmf](

)

(

)

(

)

1

2

1

ln

C

C

x

x

x

e

x

y

x

+

-

+

=

.

Завдання № 3. Знайти загальний розв'язок рівняння методом невизначених коефіцієнтів (з відшуканням чисельних значень коефіцієнтів):
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Завдання № 4. Знайти загальний розв'язок рівняння методом невизначених коефіцієнтів (без відшукання чисельних значень коефіцієнтів):
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Завдання № 5. Знайти загальний розв'язок рівнянь методом варіації довільних сталих:
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2.4. Системи диференціальних рівнянь.

Одним з основних методів розв’язку системи лінійних звичайних диференціальних рівнянь є зведення системи до одного диференціальному рівнянню вищого порядку з одною невідомою функцією.

Розглянемо систему:
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Для зведення системи рівнянь до одного рівняння, наприклад, відносно 
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, будемо як основне рівняння використовувати перше рівняння.


Продиференціюємо його один раз по 
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. Будемо мати:
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Диференціюємо ще раз 
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Продовжуючи цей процес одержимо:
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Випишемо отриману систему рівнянь
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З отриманої системи рівнянь визначаються функції 
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Отримані вирази 
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 підставляємо в останнє диференціальне рівняння системи. У підсумку одержимо:
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Розв’язуючи отримане рівняння описаними вище методами, знайдемо:
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Далі визначаються інші функції 
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Приклад. Розв’язати систему рівнянь:
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Розв’язок. Диференціюючи друге рівняння, одержимо:


[image: image416.wmf]dx

dy

dx

dy

dx

y

d

2

1

2

2

2

-

=

.

З другого рівняння 

[image: image417.wmf]2

2

1

y

dx

dy

y

+

=

.

З першого рівняння 

[image: image418.wmf]2

1

1

2

3

y

y

dx

dy

-

=

,
 підставляючи 
[image: image419.wmf]1

y

, одержимо 

[image: image420.wmf]2

2

2

2

1

3

3

y

dx

dy

y

dx

dy

dx

dy

+

=

+

=


 або 

[image: image421.wmf]0

2

2

2

2

2

2

=

-

-

y

dx

dy

dx

y

d

.


Одержали лінійне однорідне рівняння із сталими коефіцієнтами. Складемо характеристичне рівняння:
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Загальний розв’язок буде мати вигляд:
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Приклад. Знайти загальний розв’язок системи
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Розв’язок. Продиференціюємо перше рівняння системи
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В отримане рівняння підставимо вирази для 
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Помітимо, що із першого рівняння можна виразити
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Таким чином, одержимо лінійне рівняння із сталими коефіцієнтами щодо функції 
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Розв’язуючи його, знайдемо 
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Це лінійне рівняння першого порядку відносно 
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Виразивши 
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Загальний розв’язок системи буде мати вигляд:
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Завдання № 6. Розв’язати систему диференціальних рівнянь.
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Завдання №7. Знайти загальний розв'язок систем трьох рівнянь:
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КОНТРОЛЬНІ ПИТАННЯ

1. Який вигляд має диференціальне рівняння 
[image: image509.wmf]n

 - го порядку?

2. Які існують методи зниження порядку диференціального рівняння?

3. В чому полягає задача Коші?

4. Який вигляд має лінійне диференціальне рівняння 
[image: image510.wmf]n

 - го порядку?
5. Як знаходиться загальний розв’язок однорідного лінійного диференціального рівняння 
[image: image511.wmf]n

 - го порядку?
6. В чому полягає метод невизначених коефіцієнтів знаходження часткового розв’язку лінійного диференціального рівняння 
[image: image512.wmf]n

 - го порядку?
7. В чому полягає метод варіації довільних сталих?

8. Якими методами розв’язуються системи диференціальних рівнянь?
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