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Диференціальні рівняння


ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ ВИЩІХ ПОРЯДКІВ

Диференціальне рівняння n-го порядку має вигляд:
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або, якщо воно не розв’язане відносно вищої похідної:
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Загальним розв’язком диференціального рівняння 
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-го порядку називається функція 
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 сталих 
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Всяка функція, яка отримується із загального розв’язку, при певних значеннях сталих 
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C

C

C

,...,

,

2

1

, називається частинним розв’язком.

Одним з найбільш широко вживаних методів розв’язання рівнянь вищих порядків є зведення розглянутого рівняння до рівняння більш низького порядку (якщо це можливо).
НАЙПРОСТІШІ ВИПАДКИ ЗНИЖЕННЯ ПОРЯДКУ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО РІВНЯННЯ
I випадок.  Рівняння вигляду 
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Дане рівняння не містить в явному вигляді шуканої функції та її похідних до 
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 порядку. У цьому випадку порядок рівняння може бути знижений до 
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 і рівняння приймає вигляд:
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Інтегруючи його знаходимо:
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Функція 
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 після цого знаходиться з рівняння:
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шляхом його 
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-кратного інтегрування. 
Приклад. 
Знайти розв’язок диференціального рівняння:

[image: image20.wmf](

)

(

)

0

1

4

5

=

-

y

x

y

.

[image: image21.wmf]·

Покладемо 
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II випадок. Рівняння виду 
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Дане рівняння не містять в явному вигляді незалежної змінної 
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. У цьому випадку порядок рівняння може бути знижений на одиницю підстановкою 
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 розглядається як нова невідома функція від 
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, тобто 
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Тоді вищі похідні будуть виражені за формулами:
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і рівняння перепишеться у вигляді :
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тобто його порядок знижується на одиницю.
Приклад. 
 Знайти розв’язок рівняння:
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III випадок. Ліва частина рівняння 
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 являє собою повну похідну деякого диференціального рівняння 
[image: image68.wmf](

)

1

-

n

-го порядку:

[image: image69.wmf](

)

(

)

0

,...,

,

,

1

=

¢

-

n

y

y

y

x

f

.

У цьому випадку легко знаходимо так званий перший інтеграл, тобто диференціальне рівняння 
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-го порядку, яке містить одну сталу і еквівалентне даному рівнянню 
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-го порядку. Тим самим порядок рівняння знижується на одиницю.
Приклад. 
Знайти розв’язок диференціального рівняння:
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 Оскільки 
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, то рівняння прийме вигляд:
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  (перший інтеграл)

[image: image78.wmf]dx

C

ydy

1

=



[image: image79.wmf]Þ



[image: image80.wmf]2

1

2

2

C

x

C

y

+

=

. 
[image: image81.wmf]·



Іноді ліва частина розглянутого рівняння стає похідною від диференціального виразу тільки після домноження на деякий множник:
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Приклад.
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Зауважимо, що при домноженні можуть бути введені зайві розв’язки, які обертають цей множник на нуль. Якщо множник розривний, то можлива втрата розв’язків.
IV випадок. Рівняння виду
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однорідне відносно аргументів 
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Порядок такого диференціального рівняння може бути знижений на одиницю підстановкою 
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 – нова невідома функція. При такій підстановці:
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Підставляючи ці співвідношення в початкове рівняння та помічаючи, що згідно його однорідності множник 
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 можна винести за знак функції 
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, приходимо до диференціального рівняння:
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Приклад. 
Знайти розв’язок диференціального рівняння:
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Найбільш часто зустрічаються диференціальні рівняння другого порядку. Враховуючи це, зупинимося більш детально саме на цих рівняннях:

а) Рівняння мають вигляд:
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Порядок його може бути знижений підстановкою 
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 в результаті чого приходимо до рівняння 
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 (див. п.2 розділу «Рівняння, що не розв’язані відносно похідної»). Якщо це рівняння може бути зведено до виду 
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то функція y знаходиться дворазовим інтегруванням цього виразу. 
Рівняння також може бути розв’язане з використанням параметричних представлень:
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Тоді 
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Таким чином розв’язок визначається параметричними рівняннями:
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б) Рівняння мають вигляд:
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У цьому випадку порядок рівняння може бути знижений на одиницю заміною 
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, в результаті чого приходимо до рівняння 
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 (див. п.3 розділу «Рівняння, що не розв’язані відносно похідної») .


Іншим шляхом є використання параметричного представлення:
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Тоді

[image: image136.wmf](

)

dx

y

y

d

¢

¢

=

¢



[image: image137.wmf]Þ



[image: image138.wmf](
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Розв’язок дається параметричними виразами:
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в) Диференціальні рівняння мають вигляд:
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У цьому випадку порядок рівняння може бути знижений на одиницю заміною 
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Якщо рівняння розв'язане відносно 
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 то воно може бути розв'язане наступним чином Домножимо ліву частину рівняння на 
[image: image152.wmf]dx

y

¢

2

, а праву – на 
[image: image153.wmf]dy

2

. Оскільки 
[image: image154.wmf]dy

dx

y

2

2

=

¢

, то тотожність при цьому не порушується. В результаті отримаємо:

[image: image155.wmf](

)

dy

y

f

dx

y

y

2

2

=

¢

¢

¢



[image: image156.wmf]Þ



[image: image157.wmf](

)

(

)

dy

y

f

y

d

2

2

=

¢



[image: image158.wmf]Þ




[image: image159.wmf]Þ



[image: image160.wmf](

)

(

)

1

2

2

C

dy

y

f

y

+

=

¢

ò



[image: image161.wmf]Þ



[image: image162.wmf](

)

1

2

C

dy

y

f

y

+

±

=

¢

ò

,

[image: image163.wmf](

)

1

2

C

dy

y

f

dy

y

dy

dx

+

±

=

¢

=

ò



[image: image164.wmf]Þ



[image: image165.wmf](

)

ò

ò

+

±

=

+

1

2

2

C

dy

y

f

dy

C

x

.

Крім цього розглянуте рівняння можна розв’язати з використанням параметричних виразів:
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Враховуючи, що 
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Отже 
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Розв’язки визначається параметричними виразами:
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