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Диференціальні рівняння


Лінійні однорідні рівняння. Означення і загальні властивості
(ІНФ – не давати [   ], М – давати)
Означення 1. Диференційне рівняння 
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-го порядку називається лінійним, якщо воно першої степені відносно сукупності  шуканої функції у та її похідних 
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де 
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 – задані функції від х чи константи, причому 
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 для всіх значень х із тієї області, в якій ми розглядаємо рівняння (1). В подальшому ми будемо припускати, що функції 
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 неперервні при всіх значеннях х, причому коефіцієнт 
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( якщо він не дорівнює 1, ми можемо всі члени рівняння поділити на нього). Функція 
[image: image11.wmf](

)

x

f

, яка знаходиться в правій частині рівняння, називається правою частиною рівняння.
Якщо 
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, то рівняння називається лінійним неоднорідним чи рівнянням з правою частиною. Якщо ж 
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, то рівняння має вигляд
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 (2)
і називається лінійним однорідним чи рівнянням без правої частини ( ліва частина цього рівняння є однорідною функцією першої степені відносно 
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Встановимо деякі основні властивості лінійних однорідних рівнянь, обмежуючись при доведенні рівняннями другого порядку.
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Означення 2. Два розв’язки рівняння (3) 
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 називаються лінійно незалежними на відрізку 
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, якщо їх відношення на цьому відрізку не є постійним, тобто якщо 
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В іншому випадку розв’язки називаються лінійно залежними. Іншими словами, два розв’язки 
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 називаються лінійно залежними на відрізку 
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, якщо існує таке число 
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[ Приклад 1. Нехай маємо рівняння 
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. Легко перевірити, що функції 
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 є розв’язками цього рівняння. При цьому функції 
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 лінійно незалежні  на будь-якому відрізку, оскільки відношення 
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 не залишається сталим при зміні х. Функції ж 
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 є лінійно-залежними, оскільки 
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Теорема 1. Якщо 
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 – два лінійно незалежних розв’язки  рівняння (3), то 
[image: image38.wmf],

2

2

1

1

y

C

y

C

y

+

=

, де 
[image: image39.wmf]1

C

 і 
[image: image40.wmf]2

C

 – довільні сталі, є його загальним розв’язком.
Лінійні однорідні рівняння другого порядку 
з постійними коефіцієнтами
Розглянемо лінійне неоднорідне рівняння другого порядку
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(1)

де p і q – постійні дійсні числа. Щоб знайти загальний інтеграл цього рівняння, достатньо, як було зазначено вище, знайти два лінійно незалежних частинних розв’язки.
Будемо шукати частинні розв’язки у вигляді
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тоді 
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Підставляючи знайдені вирази похідних в рівняння (1), знаходимо


[image: image45.wmf](

)

0

2

=

+

+

q

pk

k

e

kx

.

Оскільки 
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Виходячи з цього, якщо  k буде задовольняти рівнянню (3), то 
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 буде розв’язком рівняння (1). Рівняння (3) називається характеристичним рівнянням по відношенню до рівняння (1).

Характеристичне рівняння є квадратним рівнянням, яке має два корені; позначимо їх через 
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При цьому можливі наступні випадки:

I. 
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 – дійсні і притому не рівні один одному числа (
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Розглянемо кожен випадок окремо.
I. Корені характеристичного рівняння дійсні і різні: 
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. В цьому випадку  частинними розв’язками будуть функції
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Ці розв’язки лінійно незалежні, оскільки
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Виходячи з цього, загальний інтеграл має вигляд
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Приклад 1. Дано рівняння
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Характеристичне рівняння має вигляд
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Знаходимо корені характеристичного рівняння:
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Загальний розв’язок має вигляд
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II. Корені характеристичного рівняння комплексні. Оскільки корені розглядаються попарно спряженими, то позначимо
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Частині розв’язки  можна записати в формі
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(4)

Це – комплексні функції дійсного аргументу, які задовольняють диференційному рівнянню (1).

[ Вочевидь, що якщо будь-яка комплексна функція дійсного аргументу
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задовольняє рівнянню (1), то цьому рівнянню задовольняють функції 
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Дійсно, підставляючи вираз (5) в рівняння (1), будемо мати
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Але комплексна функція дорівнює нулю тоді і тільки тоді, коли дорівнюють нулю дійсна частина і уявна частина, тобто
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Ми довели, що 
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 є розв’язками рівняння (1).

Перепишемо комплексні розв’язки (4) у вигляді суми дійсної і уявної частин (за формулами Ейлера):


[image: image88.wmf]x

ie

x

e

y

x

x

b

b

a

a

sin

cos

1

+

=

,

 
[image: image89.wmf]x

ie

x

e

y

x

x

b

b

a

a

sin

cos

2

-

=

.
За доведеним, частинними розв’язками рівняння (1) будуть дійсні функції
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Функції 
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 лінійно-незалежні, оскільки
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Можна показати, що [ Виходячи з цього, ] загальний розв’язок рівняння (1) у випадку комплексних коренів характеристичного рівняння може також мати [ має ] вигляд
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 (7)

де 
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 – довільні сталі.
Важливим частинним випадком розв’язку (7) є випадок, коли корені характеристичного рівняння суто уявні.

Це має місце тоді, коли у рівнянні (1) 
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Характеристичне рівняння приймає вигляд
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Корені характеристичного рівняння
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Розв’язок (7) приймає вигляд
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Приклад 2. Знайти загальний розв’язок рівняння
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Розв’язок. Запишемо характеристичне рівняння


[image: image109.wmf]0

5

2

2

=

+

+

k

k


і знайдемо його корені
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Виходячи з цього , загальний розв’язок має вигляд
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Приклад 3. Знайти загальний розв’язок рівняння
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Розв’язок. Запишемо характеристичне рівняння
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Знаходимо його корені
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Загальний розв’язок має вигляд
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III. Корені характеристичного рівняння дійсні і рівні. В цьому випадку 
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Один частинний розв’язок 
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 отримаємо на основі попередніх міркувань. Треба знайти другий частинний розв’язок, лінійно незалежний з першим (функція 
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[ Будемо шукати другий частинний розв’язок у вигляді
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Диференціюючи, знаходимо
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Підставляючи вирази похідних в рівняння (1), одержуємо
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Оскільки 
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 – корінь характеристичного рівняння,то
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Крім того, 
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Виходячи з цього, для того, щоб знайти 
[image: image135.wmf](
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Зокрема, можна покласти 
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Цей розв’язок лінійно незалежний з першим, оскільки
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Можна показати, що [ Тому ] загальним розв’язком буде функція
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Приклад 4. Дано рівняння
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Пишемо характеристичне рівняння 
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Лінійні однорідні рівняння 
[image: image151.wmf]n

-го порядку
 з постійними коефіцієнтами

Розглянемо лінійне однорідне рівняння 
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-го порядку
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Будемо припускати, що 
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 – константи. [ Перед тим як наводити метод рішення рівняння (1), введемо означення, потрібні нам в подальшому.

Означення 1. Якщо для всіх 
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 з відрізка 
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 має місце рівність
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 – константи, не всі рівні нулю, то кажуть, що 
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 виражається лінійно через функції 
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Означення 2. 
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 функцій 
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 називаються лінійно-незалежними, якщо ніяка із цих функцій лінійно не виражається через інші.

Зауваження 1. Із означень випливає, що якщо функції 
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 лінійно залежні, то знайдуться сталі 
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 буде виконуватися тотожність
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Приклад 1. Функції 
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 лінійно залежні, оскільки при 
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 має місце тотожність
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Приклад 2. Функції 
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 лінійно незалежні, оскільки ні при яких 
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 одночасно не рівних нулю, вираз 
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 не буде тотожно дорівнювати нулю.
Приклад 3. Функції 
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 – різні числа, лінійно незалежні.(Це твердження ми приводимо без доведення.)
Перейдемо тепер до розв’язання рівняння (1). Для цього рівняння має місце наступна теорема. ]
Теорема 1. Якщо функції 
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 є лінійно незалежними розв’язками рівняння (1), то його загальним розв’язком є
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де 
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Отже, якщо коефіцієнти рівняння (1) сталі, то загальний розв’язок знаходимо [так само, як і у випадку рівняння другого порядку.] за наступною схемою.
1) Складаємо характеристичне рівняння
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2) Знаходимо корені характеристичного рівняння 
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3) За характером коренів виписуємо частинні лінійно незалежні розв’язки, керуючись тим, що:

а) кожному дійсному однократному кореню k відповідає частинний розв’язок 
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б) кожній парі комплексно спряжених однократних коренів 
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в) кожному дійсному кореню k кратності r відповідає r лінійно незалежних частинних розв’язків 
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Зауваження 2. Кажуть, що корінь 
[image: image193.wmf]k

 має кратність 
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, якщо він 
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 раз повторюється в розв’язку характеристичного рівняння.
г) кожній парі комплексно спряжених коренів 
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 кратності 
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 частинних розв’язків
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Цих частинних розв’язків буде рівно стільки, яка степінь характеристичного рівняння (тобто стільки, який порядок даного лінійного диференційного рівняння). Можна довести, що ці розв’язки лінійно незалежні.

4)Знайшовши n лінійно незалежних частинних розв’язків 
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, будуємо загальний розв’язок  даного лінійного рівняння
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Приклад 4. Знайти загальний  розв’язок рівняння
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Розв’язок. Складаємо характеристичне рівняння 
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Пишемо загальний розвязок
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де 
[image: image211.wmf]4
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 – довільні сталі.
[image: image212.wmf]·


Зауваження 3. Із сказаного вище випливає, що труднощі розв’язання лінійних однорідних диференційних рівнянь з постійними коефіцієнтами полягають у відшуканні розв’язку характеристичного рівняння.
Неоднорідні лінійні рівняння другого порядку

Нехай маємо неоднорідне лінійне рівняння другого порядку  
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  (1)

Структура загального розв'язку такого рівняння (1) визначається наступною теоремою.

Теорема 1. Загальний розв'язок неоднорідного рівняння (1) подається як сума загального розв’язку 
[image: image214.wmf]y

 відповідного однорідного рівняння 
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(2)

і якого-небудь частинного розв'язку 
[image: image216.wmf]*
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 рівняння (1).
[ Доведення. Потрібно довести, що сума
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є загальний розв'язок рівняння (1).
Підставляючи суму 
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у рівняння (1) замість 
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, будемо мати 
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(4)

Оскільки 
[image: image222.wmf]y

 є розв'язок рівняння (2), то вираз, що знаходиться в перших дужках, тотожно дорівнює нулю. Оскільки 
[image: image223.wmf]*

y

 є розв'язок рівняння (1), то вираз, що знаходиться в других дужках, дорівнює 
[image: image224.wmf](
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. Отже, рівність (4) є тотожністю. ]
Таким чином, якщо відомий загальний розв'язок 
[image: image225.wmf]y

 однорідного рівняння (2) (як він будується було докладно розглянуто вище ), то основною задачею  при інтегруванні неоднорідного рівняння (1) є  знаходження якого-небудь його частинного розв'язку 
[image: image226.wmf]*
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. 

Наведемо загальний метод знаходження частинних розв'язків неоднорідного рівняння.
Метод варіації довільних сталих.
Напишемо загальний розв'язок однорідного рівняння (2)
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Будемо шукати частинний розв'язок неоднорідного рівняння (1) у формі (5), розглядаючи 
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 і 
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  як деякі, поки невідомі функції від 
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Продиференціюємо  рівність (5):
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Підберемо шукані функції 
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 так, щоб виконувалася рівність
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(6)

Якщо врахувати цю додаткову умову, то перша похідна 
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Диференціюючи тепер цей вираз, знайдемо 
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Підставляючи 
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 у рівняння (1), одержимо
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Вирази, що знаходяться у перших двох дужках, перетворюються на нуль, оскільки як 
[image: image243.wmf]1
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, так і 
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 – розв'язки однорідного рівняння. Отже, остання рівність приймає вигляд
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Таким чином, функція (5) буде розв'язком неоднорідного рівняння (1) у тому випадку, якщо функції 
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задовольняють системі рівнянь (6) і (7), тобто якщо
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Розв’язуючи систему (8), ми знайдемо 
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Інтегруючи останні вирази, одержимо
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Приклад. Знайти загальний розв'язок рівняння
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Розв'язок. Знайдемо загальний розв'язок однорідного рівняння
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звідси в результаті інтегрування одержуємо
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Неоднорідні лінійні рівняння другого порядку
 з постійними коефіцієнтами

Нехай маємо рівняння
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I. Нехай права частина рівняння (1) являє собою добуток показникової

функції на многочлен, тобто має вигляд
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У цьому випадку частинний розв'язок потрібно шукати у вигляді
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Приклад 1. Знайти загальний розв'язок рівняння
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Розв'язок. Загальний розв'язок відповідного однорідного рівняння є
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Підставляючи цей вираз у задане рівняння, будемо мати
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Прирівнюючи коефіцієнти при однакових степенях 
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Приклад 2. Знайти загальний розв'язок рівняння
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Розв'язок. Загальний розв'язок однорідного рівняння:
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. Підставляючи цей вираз у диференціальне рівняння, будемо мати
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Приклад 3. Розв'язати рівняння
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Розв'язок. Тут права частина має вигляд 
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Підставляючи цей вираз у рівняння, будемо мати
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Прирівнюючи коефіцієнти при однакових степенях х, одержимо
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II. Нехай права частина має вигляд
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 є корінь характеристичного рівняння, тоді частинний  розв'язок шукаємо у вигляді
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При цьому, щоб уникнути можливих помилок треба відзначити, що зазначені форми частинних розв'язків (6) і (7) зберігаються й у тому випадку, коли в правій частині рівняння (1) один з многочленів 
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Розглянемо, далі, важливий частинний випадок. Нехай права частина лінійного рівняння другого порядку має вигляд
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 не є коренем характеристичного рівняння, тоді частинний  розв'язок слід шукати у вигляді
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б) якщо 
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 є коренем характеристичного рівняння, тоді частинний  розв'язок слід шукати у вигляді
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Відзначимо, що функція (5') є частинним випадком функції (5) (
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); функції (6') і (7') є частинними випадками функцій (6) і (7).
Приклад 4. Знайти загальний інтеграл лінійного неоднорідного рівняння
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Розв'язок. Характеристичного рівняння 
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. Тому загальний інтеграл відповідного однорідного рівняння є
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оскільки число 
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 не є коренем характеристичного рівняння, то частинний  розв'язок неоднорідного рівняння шукаємо у вигляді
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 у задане рівняння, будемо мати
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Прирівнюючи коефіцієнти при 
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Приклад 5. Розв'язати рівняння 
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Розв'язок. Характеристичне рівняння має корені 
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; тому загальний розв'язок однорідного рівняння має вигляд
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 є коренем характеристичного рівняння, то частинний розв'язок неоднорідного рівняння шукаємо у формі
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Тоді 
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Підставляючи ці вирази похідних у початкове рівняння й прирівнюючи коефіцієнти при 
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. Таким чином, загальний розв’язок даного рівняння
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