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Диференціальні рівняння


Неоднорідні лінійні рівняння вищих порядків

Розглянемо рівняння
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де 
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 – неперервні функції від 
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 (або константи).

Нехай нам відомо загальний розв'язок
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відповідного однорідного рівняння
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 (3)
(метод його знаходження наведений вище).
Як і у випадку рівняння другого порядку, для рівняння (1) має місце наступне твердження.
Теорема 1. Якщо 
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 – загальний розв’язок однорідного рівняння (3), а 
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y

– частинний розв’язок неоднорідного рівняння (1), то
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є загальним розв’язком неоднорідного рівняння.
Таким чином, задача інтегрування рівняння (1), як і у випадку рівняння другого порядку, зводиться до знаходження частинного розв’язку неоднорідного рівняння.
Як і у випадку рівняння другого порядку, частинний розв’язок рівняння (1) можна знаходити способом варіації довільних сталих, вважаючи у виразі (2) 
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 функціями від 
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.

Складемо систему рівнянь
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(4)

Ця система рівнянь із невідомими функціями 
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 має цілком певний розв’язок. Знайшовши його і інтегруючи, одержимо 
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, де 
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 – сталі інтегрування. Підставляючи знайдені 
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 в (2) одержимо загальний розв’язок рівняння (1). 
У випадку неоднорідного рівняння вищого порядку з постійними коефіцієнтами частинні розв'язки іноді знаходяться простіше, а саме.
I. Нехай у правій частині диференціального рівняння міститься функція 
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 – многочлен 
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. Тоді треба розрізняти два випадки:

а) якщо 
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 не є коренем характеристичного рівняння, тоді частинний  розв'язок можна відшукувати у вигляді 
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, де 
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 – многочлен тієї ж степені, що і 
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, але з невизначеними коефіцієнтами;

б) якщо 
[image: image26.wmf]a

 є корінь кратності 
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 характеристичного рівняння, тоді частинний розв'язок неоднорідного рівняння можна шукати у формі 
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II. Нехай права частина рівняння має вигляд

[image: image29.wmf](

)

x

N

x

M

x

f

b

b

sin

cos

+

=

,

де 
[image: image30.wmf]M

 і 
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 – константи. Тоді вигляд частинного розв'язку визначається наступним чином:

а) якщо число 
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 не є корінь характеристичного рівняння, тоді частинний розв'язок має вигляд 
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 і 
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 – сталі невизначені коефіцієнти;

 б) якщо число 
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 є корінь характеристичного рівняння кратності 
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, тоді 
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III. Нехай
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де 
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 – многочлени. Тоді:

а) якщо число 
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 не є коренем характеристичного рівняння, тоді частинний розв'язок шукаємо у вигляді 


[image: image43.wmf](

)

(

)

x

e

x

V

x

e

x

U

y

x

x

b

b

a

a

sin

cos

*

+

=

,
де 
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 – многочлени з невизначеними коефіцієнтами, степінь яких дорівнює найвищій степені многочленів 
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б) якщо число 
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 є коренем кратності 
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 характеристичного рівняння, тоді частинний розв'язок шукаємо у вигляді
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де 
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 мають той же зміст, що й у випадку а).

Загальне зауваження до випадків II і III. Навіть тоді, коли у правій частині рівняння вираз містить тільки 
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 або тільки 
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, ми повинні шукати розв'язок у тому вигляд, як було зазначено вище, тобто із синусом і косинусом. Іншими словами, з того, що права частина не містить 
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 або 
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, аж ніяк не випливає, що частинний розв'язок рівняння не містить цих функцій.
Приклад 1. Знайти загальний розв'язок рівняння 
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Розв'язок. Характеристичне рівняння 
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 має корні
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Знаходимо загальний розв'язок однорідного рівняння
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Оскільки число 
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 не є коренем характеристичного рівняння, тоді частинний розв'язок неоднорідного рівняння шукаємо у формі 
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Диференціюючи 
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 чотири рази й підставляючи отримані вирази в задане рівняння, одержимо
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Прирівнюємо коефіцієнти при однакових степенях 
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 (справа і зліва):
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Отже,


[image: image73.wmf]1

*

3

-

-

=

x

y

.

Загальний інтеграл неоднорідного рівняння знаходиться за формулою 
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Приклад 2. Розв'язати рівняння 
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Розв'язок. Скориставшись результатами попереднього пркладу, будемо мати:   
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Далі, права частина даного неоднорідного рівняння має вигляд
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Оскільки 
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 є простим коренем характеристичного рівняння, то частинний розв'язок шукаємо у вигляді
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Підставляючи цей вираз у рівняння, знайдемо
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Прирівнюємо коефіцієнти при однакових функціях справа і зліва:
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. Отже, частинним  розв'язком диференціального рівняння є 
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Системи диференціальних рівнянь
(спец. «М» системи давати докладно із «Додатків»)

У даному розділі будуть розглянуті лінійні системи із сталими коефіцієнтами
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 (1)

Один з основних методів інтегрування полягає у наступному: з рівнянь системи (1) і з рівнянь, що отримали диференціюванням рівнянь системи (1), виключають всі невідомі функції, крім однієї, для визначення котрої отримують одне диференціальне рівняння більш високого порядку. Інтегруючи це рівняння більш високого порядку, знаходять одну з невідомих функцій Інші невідомі функції, по можливості без інтегрування, визначають з вихідних рівнянь і рівнянь, отриманих в результаті їх диференціювання.


Приклади. Знайти розв’язки систем диференціальних рівнянь.
1) 
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Складемо нову систему:
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Підставимо в друге рівняння останньої системи:
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Загальний розв’язок системи має вигляд:
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Знайдемо частинний розв’язок.
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Утворимо нову систему:
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Отже загальний розв’язок має вигляд:
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(та приклади, починаючи со стор. 44)
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