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[ Системы обыкновенных дифференциальных уравнений

При решении многих задач требуется найти функции 
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, которые удовлетворяют системе дифференциальных уравнений, содержащих аргумент 
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, искомые функции 
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 и их производные.

Рассмотрим систему уравнений первого порядка
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где 
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 – искомые функции, 
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 – аргумент.

Такая система, когда в левой части уравнений стоят производные первого порядка, а правые части не содержат производных, называется нормальной.

Проинтегрировать систему – значит определить функции 
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, удовлетворяющие системе уравнений (1).


Интегрирование системы вида (1) можно произвести следующим образом.


Дифференцируем по 
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 первое из уравнений (1):
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Заменяя производные 
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 из уравнений (1), будем иметь уравнение
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Дифференцируя полученное уравнение и поступая аналогично предыдущему, найдем
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Продолжая далее, таким же образом получим, наконец, уравнение
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Итак, мы получает следующую систему
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Из первых 
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 уравнений определим 
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 (предполагается, что эти операции выполнимы):
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Подставляя эти выражения в последнее из уравнений (3), получим уравнение 
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Решая это уравнение, определим 
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Дифференцируя последнее выражение 
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 раз, найдем производные 
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Замечание 1. Если система (1) линейна относительно искомых функций, то и уравнение (5) будет линейным.

Примеры. Найти решения систем дифференциальных уравнений.
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[image: image52.wmf]î

í

ì

+

=

+

=

y

x

y

y

x

x

4

3

2

&

&



[image: image53.wmf]·

 
[image: image54.wmf]y

x

y

x

y

x

y

x

x

6

7

4

3

2

4

2

+

=

+

+

+

=

+

=

&

&

&

&

.

Составим новую систему:
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Подставим во второе уравнение последней системы:
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Общее решение системы имеет вид:
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Найдем частное решение:
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 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image96.wmf]7y
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Образуем новую систему:
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 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image120.wmf]2t
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Таким образом, общее решение имеет вид:
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Замечание 2. В приведенных рассуждениях мы предполагали, что из первых 
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Пример. Проинтегрировать систему
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Учитывая первое уравнение системы, будем иметь:
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В дифференциальные уравнения системы могут входить производные высших порядков. В этом случае получается система дифференциальных уравнений высших порядков.


Так, например, задача о движении материальной точки под действием силы 
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 сводится к системе трех дифференциальных уравнений второго порядка. Пусть 
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Предположим, что сила 
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Искомыми функциями в этой задаче являются три функции
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Эти функции определяются из уравнений динамики (закон Ньютона)
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Получили систему трех дифференциальных уравнений второго порядка. В случае плоского движения, т.е. движения, когда траекторией является плоская кривая (лежащая, например, в плоскости 
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), получаем систему двух уравнений для определения функций 
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Решать систему дифференциальных уравнений высших порядков можно путем сведения ее к системе уравнений первого порядка. На примере уравнений (9) и (10) покажем, как это делается. Введем обозначения
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Система двух уравнений второго порядка (9), (10) с двумя искомыми функциями 
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Заметим в заключение, что рассмотренный нами общий прием решения системы может быть в некоторых конкретных случаях заменен тем или иным искусственным приемом, быстрее приводящим к цели.

Пример. Найти общее решение системы дифференциальных уравнений
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  Дифференцируем по 
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 два раза обе части первого уравнения:
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Тогда общее решение имеет вид 
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Находя отсюда 
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Системы линейных дифференциальных уравнений 

с постоянными коэффициентами

Пусть мы имеем систему дифференциальных уравнений
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(1)

где коэффициенты 
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 – константы, 
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 – аргумент, 
[image: image231.wmf](

)

(

)

(

)

t

x

t

x

t

x

n

,...,

,

2

1

 – искомые функции. Система (1) называется системой линейных однородных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами.

Как уже указывалось выше, эту систему можно решить путем сведения к одному уравнению 
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-го порядка, которое в данном случае будет линейным. Но можно решать систему (1) и другим методом, который дает возможность более наглядно анализировать характер решений.


Будем искать частное решение системы в следующем виде:
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Требуется  определить постоянные 
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 так, чтобы функции 
[image: image236.wmf]kt

n

kt

kt

e

e

e

a

a

a

,...,

,

2

1

 удовлетворяли системе уравнений (1). Подставляя их в систему (1), получим
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Сократим на 
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e

. Перенося все члены в одну сторону и собирая коэффициенты при 
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, получим систему уравнений
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(3)
Выберем 
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 такими, чтобы удовлетворялась система (3). Эта система есть система линейных однородных алгебраических уравнений относительно 
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Если 
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 таково, то определитель 
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 отличен от нуля, то система (3) имеет только нулевые решения 
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, а следовательно, формулы (2) дают только тривиальные решения
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Таким образом, нетривиальные решения (2) мы получим только при таких 
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, при которых определитель (4) обращается в нуль. Мы приходим к уравнению 
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(5)
Это уравнение называется характеристическим уравнением для системы (1), его корни называются корнями характеристического уравнения.


Рассмотрим несколько случаев.

I. Корни характеристического уравнения действительные и различные. Обозначим через 
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 корни характеристического уравнения. Для каждого корня 
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 напишем систему (3) и определим коэффициенты 
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. Так как корень 
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 определялся из условия (5), система (3) имеет бесконечное множество решений и, следовательно, один из коэффициентов 
[image: image257.wmf](

)

(

)

(

)

i

n

i

i

a

a

a

,...,

,

2

1

 произвольный, его можно считать равным единице. Таким образом, получаем:

для корня 
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 решение системы (1) есть
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для корня 
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 решение системы (1) есть
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для корня 
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 решение системы (1) есть
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Путем непосредственной подстановки в уравнения можно убедиться, что система функций
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где 
[image: image266.wmf]n
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 – произвольные постоянные, тоже является решением системы дифференциальных уравнений (1). Это есть общее решение системы (1).

Пример. Найти общее решение системы уравнений
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  Составляем характеристическое уравнение
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Находим его корни:   
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Составляем систему (3) для корня 
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Пусть 
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Таким образом, получаем частное решение:
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Составляем систему (3) для корня 
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Пусть 
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Получаем второе частное решение:
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Общее решение системы будет (см. (6)):

[image: image293.wmf]t

t

e

C

e

C

y

x

4

2

1

1

1

1

2

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ


или
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II. Корни характеристического уравнения различные, но среди них есть комплексные. Каждой паре комплексно-сопряженных корней 
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(7)
будут соответствовать решения
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(8)
Коэффициенты 
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 определяются из системы уравнений (3).

Можно показать, что действительные и мнимые части комплексного решения тоже являются решениями. Таким образом, мы получаем два частных решения
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(9)

где 
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 – действительные числа, определяемые через 
[image: image307.wmf](

)

1

j

a

 и 
[image: image308.wmf](

)

2

j

a

.

Соответствующие комбинации функций (9) войдут в общее решение системы.

Замечание. При решении примеров с комплексными корнями часто используется формула Эйлера
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Пример. Найти общее решение системы уравнений
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Подставим один из корней в систему (3):   
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Пусть 
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Имеем частное решение:
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(воспользовались формулой Эйлера)

Выделим действительную и мнимую части в последнем выражении:
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Общее решение системы имеет вид:
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Замечание. 
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III. Среди корней характеристического уравнения есть корень 
[image: image336.wmf]k

 кратности 
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. Можно показать, что для кратного (повторяющегося) корня 
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 кратности 
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 решение следует искать в виде:
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Пример. Найти общее решение системы уравнений
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Решение будем искать в виде:
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Подставляя последнее выражение в исходную систему, будем иметь:
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых функциях в каждой строке, получим:
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Две из четырех констант могут быть произвольными, их обычно обозначают 
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. Остальные необходимо выразить через них. При этом некоторые константы могут определиться однозначно (обычно они равны нулю).
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т.е. общее решение имеет вид
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